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UN MODELE PLATONICIEN (EUCLIDIEN-PROJECTIF)
POUR LA THEORIE DE LA RELATIVITE RESTREINTE

A Platonic model (Euclidean-projective) for the special theory of relativity

Alain Jégat - LTP Saint Joseph Hasparren

Résumé

Le cadre géométrique usuel de la Relativité Restreinte est 'espace-temps pseudo-euclidien de
Minkowski. Cet article a pour but d’exposer un modele différent. Le cadre en est un espace eu-
clidien de dimension quatre, dans lequel les objets se déplacent de facon uniforme (c'est-a-dire
qu'entre deux observations, quelle que soit leur trajectoire, ils parcourent tous la méme dis-
tance), mais ou les événements sont vus en projection selon une direction privilégiée, comme
nous allons l'expliquer. La remarque, assez surprenante, qui fait I'objet de cet article est qu'on
retrouve ainsi les transformations de Lorentz et toutes les formules de la Relativité Restreinte.

Abstract

The usual framework for Einstein’s special theory of relativity is the pseudo-euclidean
spacetime proposed by Hermann Minkowski. This article aims at proposing a different model.
The framework is an euclidean four-dimensional space in which all the objects move regular-
ly (it means that, between two observations, whatever their trajectories, they cover the same
distance), but where the events are seen in projection according to a privileged direction, as
we are going to explain. The remark, rather surprising, which is the object of this article is that
we so find the Lorentz transformation and all the equations of the special relativity.

1. Repérage dans cet espace. Mouvement rectiligne uniforme. Me-
sure de la vitesse.

On rapporte I'espace quadridimensionnel euclidien a un repére orthonormé (O,T,] ,R ,F]) , dont
les axes sont notés (OX ) , (OY), (OZ ) , (OW) ; la direction de la projection est celle du vec-

teur h.On considére un mobile ponctuel P en déplacement rectiligne uniforme. Nous associe-
rons a ce mobile P I'’hyperplan Hp le contenant et orthogonal a la direction de son déplacement.
Les points de cet hyperplan, qui ont ainsi des trajectoires paralléles a celle de P, constitueront ce
que nous nommerons par la suite les « observateurs » du référentiel 1ié a P. Pour alléger les
schémas suivants, nous ne considérerons que des mobiles dont le déplacement s’effectue dans le

plan (XOw), ainsi que les « observateurs » liés a P situés dans ce plan. Nous noterons da la droite
parcourue par P, E son vecteur directeur unitaire (orienté dans le sens du déplacement), R, le

référentiel lié a P, ou a est'angle (T,E)



Sur le schéma ci-dessus, figure I'observation par le référentiel R, d’un second mobile ponctuel

M dont la trajectoire rectiligne dﬁ est dirigée par le vecteur @ , avec (T,ﬁ;) =3 ; M est observé

par le référentiel R, en M; et en M>. On supposera ici que @ n’est pas un multiple de 77.

L’événement « M est en M; » survient alors que le mobile P est en P; : en projection, cet événe-
ment est percu par 'observateur A;. L’événement « M est en M; » survient alors que le mobile P
est en P2: en projection, cet événement est percu par I'observateur B;, alors que I'observateur A;
est maintenant en Az. Entre les deux observations, les deux mobiles ont parcouru la méme dis-

tance Ar = BP, =M M, par hypothése (cf. le résumé). Dans ce référentiel R,, nous définirons :

1. la distance algébrique AX séparant les deux événements « M est en M; » et « M esten M, »

a partir de la distance euclidienne AB, , affectée d’un signe positif ou négatif selon les situa-

tions (on utilisera en fait la relation A,.B, =Axi,, ou i, =sinai — cosrh);

2. lintervalle de temps At séparant ces deux événements dans R, par la relation:

cAt =wW(B,) —W(A), ot C est une constante strictement positive (dont nous verrons qu’elle

correspond a la célérité de la lumiere dans le vide).

Identifiant les vecteurs avec leurs colonnes de coordonnées dans la base (i , h) :



—_—

; AA =

Ar cosa

VM :(Ar cosf ar sina)  AB, =1, :( Axsina);

Arsing

—AXcosa

.« Ao |Arcosa +AX sinoy _
d'oi : ABZ(Arsina_Axc(m). De plus : X (M,M,) = X (AB,),

donc Arcosa + Ax sing = Ar co® ;

Ar.cosf

COSpH — cosr —_

Cest-a-dire AX= —ﬂ Ar ; ce qui conduita: AB, 1- cosx cogs
siha ar sina

Par conséquent, larelation cAt = (W( BZ) - W(Ai)) devient :

At = 1-cosx co§Ar

, : (1)
sina

AX cosp — cosr
Ainsi, la vitesse V= Kt de M pergue par R, est: V= C'B—

1- cosx coB (2)

On constate qu’on a toujours |V| < C. A noter que, quel que soit le référentiel d’observation R,,

on obtient V=C pour 8 =0 et V=—C pour £ =+/7 (mod. 2/7); et que dans les cas limites ou
a = NV7 (m entier relatif), quel que soit £ non multiple de 77 les valeurs de Ax et At tendent

vers I'infini mais que leur rapport conduita V= —C pour a =0 et V=C pour @ =*/7T(mod.
21T).



2. Transformation de Lorentz

Nous considérons ici deux référentiels R, et R; en translation uniforme (c’est-a-dire dont les

trajectoires sont rectilignes), observant deux événements E; et E-.
Pour la commodité des calculs, nous nous référerons aux notations indiquées sur le schéma ci-

dessus, et nous poserons AX = X ( Ez) -X ( E1) .

Nous avons alors, a partirde : AB, =

_(Arcosa+Ax sim)_(Ax)’

Ar sina — Ax cosy cAt
AX = Ar cosy Ar —AX cosa
les relations suivantes: AX=—— et CAt=——«—— ; (3)
sing sina
AX = Ar cos Ar —AX cos
et,de méme: AX' _ AX - Arcosp cAt' :—ﬁ. (4)

- et -
sing sing
(AX - Ar cospB) sina

1-cosr cog?

V  COSp — CO® \
Ainsi, avec — = 'B—, (cf. (2)) nous obtenons: AX——CAt =
C

c 1-cosx cogs




V> sinasing
2

——  , sous la condition
c° 1-cosx cogs

puis, remarquant (en utilisant (2)) que ,/1

sina sing > 0 (que nous supposerons satisfaite), nous arrivons a :

v
AX ——chAt
c  _OX Ar cosf e Ax':u_ 5)
Va sing V2
- 1_?
v Ar — AX cosp) siny
De méme, ona: CAt——Ax:( 'B)
c 1-cosxr cog?
v v
CAL=BX Ar —AX cosp CAt -~ Ax

d’ou découle :

: ie. =—_€ (6)
sing /1_\/2
C

N
OI\)‘ <N

Remarques :

1. Les formules de Lorentz (5)-(6) peuvent aussi s’écrire de la facon suivante :
1- cosr co@)Ax—( cof~ cas)cAt

AX': ( . . )
sina sinf

(7)

1~ cosr co)cAt —( cof - car)AX
sina sinB '

e =

(Contrairement a ce que les formules (7) pourraient laisser penser, les relations (4)

montrent clairement que les quantités AXx' et CAt' mesurant 'espace et le temps séparant les

événements E; et E> dans le référentiel Rﬁ sont indépendantes du référentiel R,.)

2. A partir de ces résultats, on retrouve toutes les formules bien connues de la Relativité
Restreinte. En particulier, la formule d’addition des vitesses découle de I'identité sui-
vante :

CoSsf — cowr . COg- cQ8
1-coxr col * cof cgs _ COsy— CO®r
14 COSB-com  cop- coB  1-cosr coy’
1-coxr co * co8 cgs




3. Si un mobile ponctuel M décrit, dans I’espace euclidien quadridimensionnel, une tra-
jectoire courbe (i.e. I'angle [ dépend de r), a la méme vitesse linéique que les autres

mobiles, il sera vu dans un référentiel Ra en translation uniforme comme un mobile en
mouvement accéléré. Son accélération a, mesurée par le référentiel R, sera donnée
(vu (1) et (2)) par:

a, _ d(%) _-dB(r) _sinfasinB¢)
c? cdt dr .(1— cosa cos3 )3'

_ 2\ %
c’est-a-dire a—‘z’ dA(r) - 21 1- V—Z ou v désigne la vitesse de M mesurée dans R, ;
c dr sin“A(r) C

sin*a (1- coy co® r( )

ce qui conduit, pour deux tels référentiels Ra et R, a:a, = a,— 5, ou
sin’ y(1- cosr co ()
V2 % V2 _%
. _ _ _ 4 N s s .
encore: a, =a,| 1 C—‘; 1 P (ou V, et V, désignent les vitesses de M dans R, et Ry).

3. Conclusion

Ce modele propose une formulation géométrique de la Relativité Restreinte différente de celle
de Minkowski. Il souléve toutefois physiquement deux interrogations centrales :

1. La premiere concerne le mouvement des objets (mobiles observés, référentiels) :
on leur impose de parcourir une méme distance entre deux observations, quelle
que soit leur trajectoire. Cette contrainte n’est pas sans évoquer des phénomeénes
ondulatoires (ou la célérité des ondes est fixée par le milieu de propagation).

2. La seconde, bien sfir, concerne la projection utilisée : dans ce modéle, tout se
passe comme si un événement E était percu de la méme facon par un référentiel
donné quelle que soit sa coordonnée w (cf. fig. 2, ot les deux événements observés
E: et E; sont percus en A; et Bz quelle que soit leur coordonnée w).



