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Abstract : Among other results, the purpose of this article is to show the

existence of an R-space-vector with basis ωi
j, i, j are integers such that every

graph with n vertex n ≥ 3 is the vector:

V(n) =
n−1∑

j=0

αn−1
j ωn−1

j

Where αn−1
j is the number of sub graphs of type ωn−1

j . We deduce that

two graphs are isomorphic if for any measure, they have the same number of

maximal proper subset with this measure.

Résumé : Entre autres résultats, le but de cet article est montrer l’existence

d’un R-espace-vectoriel de base ωi
j où i, j sont des entiers, tel que tout graphe

V de cardinal n ≥ 3 est le vecteur :

V(n) =
n−1∑

j=0

αn−1
j ωn−1

j

Où αn−1
j est le nombre de sous graphes de type ωn−1

j . On en déduit que deux

graphes sont isomorphes si pour toute mesure, ils ont le même nombre de

parties propres maximales ayant cette mesure.

1Les raisons d’introduction des dilatations : Section 5
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Introduction

Dans le théorème 1.1 je démontre que toute i-permutation sur E ( c.a.d une

permutation sur les parties à i éléments de E) est déduite de l’action d’une

permutation sur les éléments de E.

Puis, je donne dans le théorème 1.2 une application des i-permutations dans

la preuve de la conjecture d’Ulam [1 et 10].

Après avoir introduit la notion de mesure sur les graphes, je donne dans le

théorème 1.3, une généralisation de la conjecture d’Ulam, à savoir que deux

graphes sont isomorphes dès que pour toute mesure, ils ont le même nombre

de parties propres maximales ayant cette mesure.

Dans le corollaire 1.1 , je donne une représentation vectorielle des graphes

à au moins 3 éléments : plus précisément je démontre l’existence d’un R-

espace-vectoriel de base ωi
j où i, j sont des entiers, tel que tout graphe V de

cardinal n ≥ 3 est le vecteur

V(n) =
n−1∑

j=0

αn−1
j ωn−1

j

Où αn−1
j est le nombre de sous graphes de type ωn−1

j .

Et dans le corollaire 1.2 on déduit que toute (n-1)-permutation σn−1 sur

E et préservant les mesures entre deux graphes sur E est déduite (à une

permutation près) d’une permutation σ sur E et préservant toutes les mesures

entre ces deux graphes.

Dans la deuxième section je démontre que les principaux résultats de la

premier section se généralisent aux graphes multicolores.

Dans la troisième section je réponds à une question de Maurice Pouzet sur

la reconstruction des multigraphes.
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Dans la quatrième section, je donne une réponse positive à la conjecture de

M. Pouzet sur le reconstruction des relations m-aires h-symétriques.

Dans la cinquième section je démontre les raisons de la limite de validité de

l’utilisation des ∞ -permutations pour les graphes infinies.

Toutefois, j’énonce dans la sixième section certaines conjectures sur les multi-

graphes multicolores infinis.

Dans les septième et huitième sections, j’utilise la dilatation des∞-permutations

pour résoudre les conjectures ci-dessus, en particulier la reconstruction des

graphes infinis et localement finis.
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Notations et définitions

Soit ωi
j, le type d’un graphe de cardinal i (à un isomorphe près).

A tout ωi
j , associons un nombre µi

j, de tels façon que µi
j = µk

l ⇐⇒ i =

k et j = l

Pour tout graphe G de base E, la mesure µ
G

ou µ est la fonction définie sur

les parties de E par : µ(χ) = µi
j si G|χ est isomorphe à ωi

j,

µi
j est dite la mesure de χ

Une arête x, y est dite pleine si G(x,y)=1, et elle est dite vide si G(x,y)= 0.

deg
G

(x) = card{y ∈ E�{x}�G(x, y) = 1}

Une i-permutation σi sur un ensemble E est une permutation sur les parties

à i éléments de E.

Une i-permutation σi sur les parties de E à i éléments est dite déduite d’une

permutation σ sur E si: σiχ = σχ, ∀χ ⊆ E .

Si G et G’ sont deux graphes sur un même ensemble E, une (n-1)-permutation

entre les parties à n − 1 éléments est dite préservant les mesures µn−1
i si

µ
G

(χ) = µn−1
i ⇐⇒ µ

G′

(σn−1(χ)) = µn−1
i

Un graphe est dit bicolore si card{µ(χ); χ ⊆ E�|χ| = 2} ≤ 2 et card{µ(χ); χ ⊆

E�|χ| = 1} = 1.

Un graphe est dit multicolore si card{µ(χ); χ ⊆ E�|χ| = 2} ≥ 2 et

card{µ(χ); χ ⊆ E�|χ| = 1} = 1.

Un multigraphe multicolore (G1 · · ·Gk) est un ensemble de k graphes multi-

colores sur une même base E.

Exemple de Graphes et de multigraphes multicolores :
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Figure 1: Deux Graphes multicolores

Figure 2: Deux multigraphes multicolores
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Une idée physique et géométrique

Cas fini :

Soient n particules xi, i ∈ {1, · · · , n} , (n ≥ 3) . Supposons que suite à une

explosion les particules se changent de places en préservant les mesures µ2
j .

Dans ce cas, il est tout à fait normal que toutes les mesures µi
j resteront

inchangées après l’explosion.

Si maintenant et inversement après l’explosion, on a autant de mesures µn−1
j

-sur les parties propres et maximales- qu’avant et qu’après l’explosion, on

verra que pour le cas fini : l’explosion agit sur les particules par permutation

tout en préservant toutes les mesures µi
j.

Autrement dit : Si G et G’ sont les graphes représentant les particules avant

et après l’explosion, alors G et G’ sont isomorphes.

Cas infini :

Le cas infini est un peu plus délicat mais il montre à quel point les techniques

utilisées sont plausibles :

Si suite à une explosion les particules se changent de places en préservant

les mesures µ2
j , il est tout à fait normal que toutes les mesures µi

j resteront

inchangées après l’explosion.

Si maintenant et inversement suite à l’ explosion, chaque partie propre et

maximale de particules a tendance à se changer en une partie contenant une

partie propre et maximale tout en préservant les mesures -sur les parties

contenant au moins une partie propre et maximale- , l’explosion n’ agit-elle

pas sur les particules par permutation tout en préservant toutes les mesures

µi
j ?

Autrement dit : Les forces partielles qui agissent sur les parties propres et
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maximales ne sont-elles pas dues à une unique force qui agit sur les particules

par permutation tout en préservant les mesures ?

Je réponds à cette question en montrant dans quels cas la réponse est positive

en écartant certains types de garphes comme ceux trouvés dans les contres-

exemples de J. Fisher.

Les contres-exemples de J. Fisher confirment bien que mes nouvelles tech-

niques sont efficaces et plausibles pour la reconstruction des graphes finis et

infinis. Et ce, rien qu’en pensant que les deux graphes G et G’ ne sont que

les états des particules avant et après une explosion qui laisse invariantes les

mesures sur les parties propres et maximales !

L’idée principale consiste donc à tenir compte de l’invariance des mesures et

du fait que sur chaque point -ou particule- agit une force résultante des autres

forces partielles agissantes sur les parties propres et maximales -considérées

comme des parois- et contenant le dit-point (ou particule).

Et vu que les forces partielles sont définies à une permutation près sur les

parties propres et maximales (en préservant les mesures), la force résultante,

elle aussi, n’est définie qu’à une permutation près sur les particules mais en

préservant les mesures.

10



Vision dynamique de le reconstruction des

graphes

Si G est un graphe sur une base E de cardinal n ≥ 3, on considère les points

de E comme des particules, et la restriction de G à toute partie F d’éléments

E de cardinal i comme une mesure µi
j sur F -j dépend de F-.

Si G’ est un autre graphe sur E, et si σ est un isomorphisme entre G et G’

sur E, alors il existe une permutation σ∗ (ou σn−1 si E est de cardinal n) sur

les parties propres et maximales et préservant les mesures.

Plus tard, on va définir la dilatation σ̂∗ de σ∗ définie de Ω∗
E sur ΩE par :

σ̂∗(χ) = σ∗(χ) si σ∗(χ) 6= E dans ΩE/G
′ . Et σ̂∗(χ) = E si G′|E ≃ G′|σ∗(χ)

dans ΩE/G
′. où on a noté :

Ω∗
E l’ensemble des parties propres et maximales de E .

ΩE l’ensemble des parties de E abritant au moins une partie propre et max-

imale de E.

Si E est de cardinal fini, alors σ∗ = σ̂∗

Le problème inverse : Si il existe -à une permutation près- une action σ̂∗

qui transforme une partie propre et maximale en une autre partie contenant

une partie propre et maximale et en préservant les mesures µ2
i . Peut-on

trouver une permutation σ sur E qui conserve les mesures µ2
i entre G et G’?

On verra dans quels cas la permutation σ existe, en particulier si : σ∗ = σ̂∗.

Vision dynamique de le reconstruction des graphes :

Dans les cas où on a : σ∗ = σ̂∗.

Les particules xi, sous les actions σ
∗(E�{xj}), vont se positionner aux points

σ(xi) -à une permutation près- de sorte que les mesures µ2
i entre G et G’

restent conservées.
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On peut donc voir σ comme l’action résultante des actions σ∗(E�{xj}) où

xj ∈ E.
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1 Cas où les graphes sont bicolores

1.1 Action des i-permutations sur un ensemble E

Théorème 1.1 Soit E un ensemble de cardinal n ≥ 3 .

Toute (n − 1)-permutation σn−1 sur les parties de E à n − 1 éléments est

déduite d’une permutation σ des éléments de E : c’est à dire :

σn−1χ = σχ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1.

Et σ vérifie : σ(A ∩B) = σn−1(A) ∩ σn−1(B) si | A |=| B |= n− 1 .

On en déduit que :

σ(xi) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) ∀xi ∈ E

Preuve :

Première démonstration : Supposons que le résultat est vrai jusqu’au

n-1 , et montrons qu’il est vrai pour n.

Soit x un élément de E. Notons C i
E l’ensemble des parties de E à i éléments

et C i
E,x l’ensemble des parties de E à i éléments contenant x.

On a : C i
E = (C i

E,x)
c ∪ C i

E,x .

Posons Y = σi((C
i
E,x)

c).

Si ∀y ∈ E il existe au moins une partie Xy de (C i
E,x)

c telle que y ∈ σi(Xy),

alors : Comme Y = ∪
z∈E

(C i
E,z ∩ Y ) , on a alors : Y = ∪

z∈E
(C i

E,z�σi(C
i
E,x)) et

Y = ( ∪
z∈E

C i
E,z)�σi(C

i
E,x), et par suite : | Y |=| ∪

z∈E
C i

E,z | − | σi(C
i
E,x) |

Or | Y |=| σi((C
i
E,x)

c) |=| (C i
E,x)

c |= C i
n−1, | σi(C

i
E,x) |=| C i

E,x |= C i−1
n−1, et

| ∪
z∈E

C i
E,z |= nC i−1

n−1 .

Donc finalement on doit avoir : C i
n−1 = nC i−1

n−1 − C i−1
n−1 = (n− 1)C i−1

n−1

Ce qui est impossible car C i
n−1 =

1
i(n−1−i)

C i−1
n−1 si i 6= n− 1, et si i = n− 1 on

doit avoir 1 = (n− 1)C i−1
n−1, ce qui est impossible.
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On en déduit qu’il existe un élément y de E tel que pour toute partie Xy

de (C i
E,x)

c, y /∈ σi(Xy), soit y ∈ σi(Xz) avec Xz ∈ C i
E,x, et par suite C i

E,y =

σiC
i
E,x

Et σi est aussi une transformation bijective de C i
E�{x} sur C

i
E�{y}, qui induit

une transformation bijective σi−1 de C i−1
E�{x} sur C i−1

E�{y}

Si i = n, alors par récurrence, il existe une transformation bijective σx,y de

E�{x} sur E�{y} telle que σi−1 est déduite de σx,y .

En prolongeant σx,y sur E par σ(x) = y , on déduit que σi est déduite de la

transformation σ sur les éléments de E. X

Deuxième démonstration :

Si σn−1 est une (n-1)-permutation sur E, associons à σn−1 la permutation

σ̃n−1 sur E définie par : σ̃n−1(x) = E�σn−1(E�{x}) ∀x ∈ E.

On en déduit que E�σ̃n−1(x) = σn−1(E�{x}) ∀x ∈ E, et par suite pour

toute permutation σ :

σ−1σn−1(E�{x}) = σ−1(E�σ̃n−1(x)) = E�σ−1σ̃n−1(x) ∀x ∈ E.

Or il existe σ tel que σ−1σ̃n−1 = 1E (1E est l’élément neutre du groupe des

permutations).

=⇒ σ−1σn−1(E�{x}) = E�{x} ∀x ∈ E

=⇒ σn−1(E�{x}) = σ(E�{x}) ∀x ∈ E

=⇒ σn−1χ = σχ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1.

D’où le résultat. X

Troisième démonstration :

Posons :

σ̃n−1(xj) = E�σn−1(E�{xj})

14



on a

⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

(E�σ̃n−1(xj)) = E�
⋃

j∈{1,··· ,n}�{i}

σ̃n−1(xj) = σ̃n−1(xi)

Montrons que σ̃ prolonge σn−1 ou autrement dit que σn−1 est déduite de σ̃.

Si xi ∈ E�{xj}, alors :

σ̃n−1(xi) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) ⊆ σn−1(E�{xj})

Et le résultat s’en déduit. X

Quatrième démonstration :

Sachant qu’on a n parties à n− 1 éléments de E, alors le nombre des (n-1)-

permutations sur E est n!.

Or chaque permutation σ sur E induit une (n-1)-permutation σn−1 sur E

définie par :

σn−1χ = σχ; ∀χ ⊆ E� |χ| = n− 1

Et comme on a n! permutation sur E, donc ces permutations induisent les n!

(n-1)-permutations sur E.

Ainsi toute (n-1)-permutation sur E est déduite d’une unique permutation

sur E.X
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1.2 Utilisation des i-permutations dans la preuve de

la conjecture d’Ulam

Théorème 1.2 (Conjecture d’Ulam) Soit G et G’ deux graphes sur une

même base E de cardinal au moins égal à 3.

Si G et G’ sont (-1)-hypomorphes, alors G et G’ sont isomorphes .

Preuve : On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 1.1 Soit G et G’ deux graphes multicolores sur un même ensemble

E à au moins 3 éléments.

Si σn−1 est une (n-1)-permutation entre les parties à n − 1 éléments et

préservant les mesures µ2
i sur les parties à n-1 éléments, alors σn−1 est

déduite d’une permutation σ̃ avec σ̃τ préservant elle aussi les mesures µ2
i

où τ est une permutation sur les éléments de E.

Et à une représentation près des graphes G et G’, σn−1τ sera déduite de

σ̃τ avec σ̃τ préservant les mesures.

Preuve :

Posons : σn−1




xi
1,1

...

xi
n−1,1


 =




σn−1(x
i
1,1)

...

σn−1(x
i
n−1,1)




L’action de σn−1 sur la partie à n-1 éléments




xi
1,1

...

xi
n−1,1


 préservant la mesure

µ2
i c’est à dire : G(xi

k,1, x
i
l,1) = G′(σn−1(x

i
k,1), σn−1(x

i
l,1)); ∀{k, l, i}

En dessinant G et G’ sur E (à une permutation près sur les éléments de E),

alors de la troisième preuve du théorème 1.1 , on a :
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σ̃(xi) =
⋂

k∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xk})∀xi ∈ E

Donc : ∀(xi; xj) ∈ E2 ,

{σ̃(xi)} ∪ {σ̃(xj)} =
⋂

k∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xk}) ∪
⋂

k∈{1,··· ,n}�{j}

σn−1(E�{xk})

=
⋂

k∈{1,··· ,n}�{i,j}

σn−1(E�{xk})

On a G′(σ̃(xi), σ̃(xj)) = G′(σn−1(xi), σn−1(xj)). Et comme σn−1 préserve les

mesures µ2
i , alors :

G(xi, xj) = G′(σn−1(xi), σn−1(xj))

(Autrement dit σn−1 pousse les xi en préservant les mesures )

Donc :

G(xi, xj) = G′(σ̃(xi), σ̃(xj))

(à une permutation près sur les éléments de E).

Soit donc :

G(xi, xj) = G′(σ̃τ(xi), σ̃τ(xj)), ∀(xi, xj) ∈ E2

Où τ est une permutation.

Montrons maintenant que à une représentation près des graphes G et G’,

σn−1τ sera déduite de σ̃τ .

En effet :

σn−1χ = σ̃χ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1

17



On en déduit que :

σn−1ττ
−1χ = σ̃ττ−1χ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1

Et comme :

G(xi, xj) = G′(σ̃τ(xi), σ̃τ(xj)); ∀(xi, xj) ∈ E2

Alors :

G(τ−1(xi), τ
−1(xj)) = G′(σ̃ττ−1(xi), σ̃ττ

−1(xj)); ∀(xi, xj) ∈ E2

C’est à dire que σn−1τ est déduite de σ̃τ avec σ̃τ préservant les mesures µ2
i

entre les graphes τ−1G et τ−1G′. X

Preuve du Théorème

Preuve (Valable même pour les graphes multicolores)

En utilisant le lemme 1.1 on trouve une permutation σ préservant les mesures

µ2
i , donc G(x, z) = G′(σ(x), σ(z)) pour tout couple d’éléments x et z de E.

D’où le résultat. X

——————————–
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1.3 Généralisation de la conjecture d’Ulam

Soit ωi
j, le type d’un graphe de cardinal i (à un isomorphe près).

A tout ωi
j , associons un nombre µi

j, de tels façon que µi
j = µk

l ⇐⇒ i =

k et j = l

Pour tout graphe G de base E, la mesure µ
G

ou µ est la fonction définie sur

les parties de E par : µ(χ) = µi
j si G|χ est isomorphe à ωi

j,

µi
j est dite la mesure de χ

Théorème 1.3 Soit G et G’ deux graphes sur une même base E de cardinal

au moins égal à 3.

Si ∀j G et G’ abritent le même nombre de parties de mesure µn−1
j alors G et

G’ sont isomorphes .

Preuve

Des hypothèses il existe une (n-1)-permutation σn−1 préservant les mesures

µn−1
i . Il s’en suit que G et G’ seront (-1)-hypomorphes, Et le résultat se

déduit directement du Théorème 1.2. X
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1.4 Représentation vectorielle des graphes

Soit E un R-espace-vectoriel de base ωi
j où i, j sont des entiers.

En identifiant chaque ωi
j à un graphe de type ωi

j (à un isomorphe près), le

théorème 1.3, permet d’écrire tout graphe V de cardinal n ≥ 3 sous la forme

du vecteur

V(n) =
n−1∑

j=0

αn−1
j ωn−1

j

Où αn−1
j est le nombre de sous graphes de type ωn−1

j .

Corollaire 1.1 Il existe un R-espace-vectoriel de base ωi
j où i, j sont des

entiers, tel que tout graphe V de cardinal n ≥ 3 est le vecteur

V(n) =
n−1∑

j=0

αn−1
j ωn−1

j

Où αn−1
j est le nombre de sous graphes de type ωn−1

j .

Ce corollaire 1.1 permet de retrouver le théorème 1.3

Le corollaire 1.2 suivant va établir un lien entre la (n-1)-permutation σn−1

sur E et la permutation établissant un isomorphisme entre G et G’.

Corollaire 1.2 Soit G et G’ deux graphes sur une même base E de cardinal

au moins égal à 3.

Toute (n-1)-permutation σn−1 sur E et préservant les mesures : c’est à dire

µ
G′

(σn−1(χ)) = µ
G

(χ) pour toute partie χ à n − 1 éléments de E est déduite

d’une permutation στ−1 sur E avec σ préservant toutes les mesures : c’est à

dire : µ
G′

(σ(χ)) = µ
G

(χ)∀χ ⊆ E. Avec σn−1τχ = σχ, ∀χ ⊆ E � | χ |= n− 1.

où τ est une permutation sur E.

De plus σ vérifie :
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σ(x) =
⋂

j∈{1,··· ,n}

σn−1(E�{τ(xj)}) xj 6= x ∀x ∈ E

Et du Théorème 1.1 en prolongeant σn−1 par :

σn−1(x) =
⋂

j∈{1,··· ,n}

σn−1(E�{xj}) xj 6= x ∀x ∈ E

On aura µ
G′

(σn−1τχ) = µ
G

(χ) pour toute partie χ de E .

Preuve : De ce qui précède, on a déjà montré l’existence de σ préservant

toute les mesures vu qu’on a montré dans le Théorème 1.3 et dans le corollaire

1.1 que G et G’ sont isomorphes. il reste à démontrer que :

σ(x) =
⋂

j∈{1,··· ,n}

σn−1(E�{τ(xj)}) xj 6= x ∀x ∈ E

où τ est une permutation sur E et que σn−1τχ = σχ, ∀χ ⊆ E.

Posons V(n) = G et V ′(n) = G′. Comme σn−1 agit sur les parties à n-1

éléments, alors de la représentation vectorielle vue dans le corollaire 1.2 on a

:

σn−1(V(n)) ≃ V ′(n)

Or

σ(V(n)) ≃ V ′(n)

Donc

σn−1(V(n)) ≃ σ(V(n)

Et il existe une permutation τ sur E telle que :

σ(x) = σn−1(τ(x))
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Et comme :

τ(x) =
⋂

j∈{1,··· ,n}

E�{τ(xj)} xj 6= x ∀x ∈ E

Alors :

σ(x) = σn−1(τ(x)) =
⋂

j∈{1,··· ,n}

σn−1(E�{τ(xj)}) xj 6= x ∀x ∈ E

D’où le résultat.X
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2 Cas où les graphes sont multicolores

Entre autres résultats de la première section, les Théorèmes 1.2 et 1.3 restent

vrais pour les graphes multicolores : Pour leurs démonstrations on se sert -

comme on l’a vu dans la page 18 - du lemme 1.1. X

Corollaire 2.1 Soit M et N deux matrices symétriques de deux transfor-

mations linéaires sur un K-espace vectoriel E de dimension finie (e1, e2, · · · , en),

n ≥ 3.

Soit Mi et Ni les deux matrices obtenues à partir de M et de N en supprimant

les ieme lignes et les ieme colonnes.

Si ∀i ∈ {1, · · · , n} : Mi = Σt
iNiΣi où Σi est la matrice d’une permutation

sur {e1, e2, · · · , en} \ {ei}, alors il existe une matrice Σ d’une permutation

sur {e1, e2, · · · , en} telle que M = ΣtNΣ.

Preuve : En effet de telles matrices symétriques ne sont que des matrices

de graphes multicolores. X
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3 Généralisation aux multigraphes multicol-

ores

Dans [6], Maurice Pouzet a introduit la notion des multirelations (R1 · · ·Rk)

comme un ensemble de k relations sur une même base E et a généralisé la

notion d’isomorphie pour ces multirelations, et par suite les problèmes de

reconstruction connus pour les relations se sont généralisés pour les multire-

lations : En particulier la conjecture d’Ulam pour les multigraphes.

En réponse à la question c [6] de Maurice Pouzet, j’énonce que, entre autres

résultats de la première section, le Théorème 1.2 reste vrai pour les multi-

graphes multicolores.

Théorème 3.1 (Conjecture d’Ulam-Pouzet) [6]

Soit (G1 · · ·Gk) et (G′
1 · · ·G

′
k) deux multigraphes multicolres sur une même

base E de cardinal n au moins égal à 3.

Si (G1 · · ·Gk) et (G′
1 · · ·G

′
k) sont isomorphes sur toute partie de E à n-1

éléments , alors (G1 · · ·Gk) et (G
′
1 · · ·G

′
k) sont isomorphes.

Preuve :

En effet un multigraphe multicolore (G1 · · ·Gk) ne sera qu’un graphe multi-

colore où chaque arrête est coloré de k couleurs différentes qu’on considère

comme une nouvelle couleur, et le résultat se déduit de la section 2. X

Exemples de multigraphes multicolores :
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Figure 3: Deux multigraphes multicolores
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4 La reconstruction des relations m-aires h-

symétriques

Dans [6] Maurice Pouzet a définit les relations m-aires héréditairement symétriques

comme suit :

Une relation m-aire sur un ensemble à n éléments (n ≥ m+1) est héréditairement

symétrique (en abrégé h-symétrique) lorsqu’elle prend la même valeur sur

deux m-uples définissant la même partie de la base.

Maurice Pouzet a conjecturé que les relations m-aire h-symétriques sur une

base à au moins n éléments (n ≥ m+ 1) sont Ulam-reconstructibles.

Dans cette section, je donne une réponse positive à sa conjecture.

Théorème 4.1 (Conjecture d’Ulam-Pouzet Bis) Soient G et G’ deux

relations m-aires h-symétriques sur une même base E de cardinal n au moins

égal à m+ 1, m ≥ 2.

Si G et G’ sont (-1)-hypomorphes, alors G et G’ sont isomorphes .

Preuve :

Il suffit de reprendre les mêmes techniques utilisées auparavant pour les

graphes, de prendre les mesures µm
i au lieu de µ2

i , et de considérer l’égalité :

⋃

i∈{1,··· ,m}

σ(xi) =
⋂

k∈{1,··· ,n}�{1,··· ,m}

σn−1(E�{xk})

Qu’on a utilisé pour m = 2.

X
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5 La limite de validité de l’utilisation des ∞

-permutations et l’introduction des dilata-

tions

Les mesures et les i-permutaions ont permis la reconstruction des multi-

graphes multicolores finis à partir de la permutation dont elles sont déduites.

Et on peut se demander si l’on peut généraliser ceci pour le cas des multi-

graphes multicolores infinis ?

La réponse est non : Un contre exemple est donné par J. Ficher dans [J. F]

en construisant deux graphes infinis (-1)-hypomorphes mais non isomorphes.

Voici la raison pour laquelle l’utilisation de mes techniques ne sont pas tou-

jours valables pour les graphes infinis:

D’abord notons σ∗ une permutation définie sur les parties propres et maxi-

males de la base E infinie ( σ∗ jouera le rôle de σn−1 pour le cas fini). σ∗ est

dite une ∞ -permutation.

Notons Ω∗
E l’ensemble des parties propres et maximales de E . Et notons ΩE

l’ensemble des parties de E abritant au moins une partie propre et maximale

de E.

Définissons ΩE/G la relation sur l’ensemble ΩE des parties de E abritant

au moins une partie propre et maximale de E par : M ≡ N mod G si et

seulement si G|M ≃ G|N . De même on définit ΩE/G
′ .

Au début, j’ai cherché de trouver une permutation σ dont est déduite la ∞

-permutation σ∗, on peut penser comme j’ai fait dans la démonstration 2 du

Théorème 1.1, de poser :
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σ(x) = E�σ∗(E�{x}) ∀x ∈ E

Et d’écrire :

σ(xi) =
⋂

xj∈E�{xi}

σ∗(E�{xj})

Mais de cette égalité, les graphes infinis trouvés par [J.F] Fisher seront iso-

morphes, ce qui n’est pas le cas.

La raison est simple : Dans le cas fini, les σn−1 font partie des transfor-

mations qui envoient toute partie propre et maximale en une autre partie

de sorte que les mesures reste conservées, mais dans le cas infini, une par-

tie propre et maximale peut être transformée en une partie maximale tout

en conservant toutes les mesures (comme dans les contre exemples de [J.F]

J.Fisher ).

Physiquement interprété : La force partielle -due à l’explosion-

agissant sur les particules d’une partie propre et maximale a ten-

dance à les répartir dans la base toute entière tout en conservant

toutes les mesures.

D’où l’idée de considérer la dilatation σ̂∗ au lieu de σ∗ :

La dilatation σ̂∗ de σ∗ définie de Ω∗
E sur ΩE par : σ̂∗(χ) = σ∗(χ) si σ∗(χ) 6=

E dans ΩE/G
′ . Et σ̂∗(χ) = E si G′|E ≃ G′|σ∗(χ) dans ΩE/G

′.

Et l’écriture :

σ(xi) =
⋂

xj∈E�{xi}

σ̂∗(E�{xj})

ne peut être définie que dans le cas où :

E 6= σ̂∗χ ∀χ ∈ Ω∗
E
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Donc contrairement au cas fini, où on a vu dans la preuve du Théorème 1.2

que :

σ(xi) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) ∀xi ∈ E

L’écriture :

σ(xi) =
⋂

xj∈E�{xi}

σ̂∗(E�{xj})

n’est pas toujours assurée et par la suite on ne peut pas en général établir

un isomorphisme entre deux multigraphes multicolores sur une base infinie :

En effet c’est l’égalité :

σ(xi) =
⋂

j∈{1,··· ,n}�{i}

σn−1(E�{xj}) ∀xi ∈ E

utilisé en particulier dans le lemme 1.1 qui a permis d’établir l’isomorphie en

écrivant l’égalité :

{σ(xi)} ∪ {σ(xj)} =
⋂

k∈{1,··· ,n}�{i,j}

σn−1(E�{xk})

Et en montrant à partir de cette égalité que σ préserve la mesure µ2
i .

Remarque (Surprenante) :

Si σ ne peut pas être définie comme dans le cas où on a :

∅ = E�σ̂∗(E�{x})

pour certaines valeurs x de E.

Dans ce cas : G′|E�{x} ≃ G|E�{x} ≃ G′|E pour certaines valeurs x de E

exactement comme dans les contre exemples de J. Fisher [J. F] !.

Cette remarque va nous être très utile dans section 7.

X
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6 Conjectures

La partie précédente et les contres exemples de J. Fisher permettent de con-

jecturer :

Conjecture 6.1 Soit G un graghe infini de base E, si ∀x ∈ E,G|E \ {x} ≁

G|E alors G est Ulam-reconstructible.

Conjecture 6.2 Soit G un graghe infini de base E, si ∀(x, y) ∈ E2, x 6=

y;G|E \ {x} ∼ G|E \ {y} alors G est Ulam-reconstructible.

Conjecture 6.3 Soit G un graghe infini de base E, si ∀(x, y) ∈ E2, x 6=

y;G|E \ {x} ≁ G|E \ {y} alors G est Ulam-reconstructible.

Conjecture 6.4 Si G est un graghe infini de base E tel que ∀n ∈ N, |En(G)| <

∞ où En(G) = {x ∈ E�deg(x) = n}, alors G est Ulam-reconstructible.

Conjecture 6.5 Les conjectures 6.1, 6.2 , et 6.3 sont vraies pour les multi-

graphes multicolores infinis avec les mêmes hypothèses.

Conjecture 6.6 Si G est un graghe infini de base E tel que ∀x ∈ E, deg(x) <

∞ , alors G est Ulam-reconstructible.
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7 Cas des graphes infinis

Le but de cette section est de démontrer les Théorèmes 7.1, 7.2 7.3 et 7.4

suivants que j’ai conjecturés dans la section précédente :

Dans la section 5, j’ai introduis et définis les notions de ∞-permutation σ∗ et

des dilatations σ̂∗, et surtout j’y ai donné les raisons de leurs introductions.

Je les rappelle ici :

Notons Ω∗
E l’ensemble des parties propres et maximales de E .

Notons ΩE l’ensemble des parties de E abritant au moins une partie propre

et maximale de E.

Définissons ΩE/G la relation sur l’ensemble ΩE des parties de E abritant

au moins une partie propre et maximale de E par : M ≡ N mod G si et

seulement si G|M ≃ G|N

De même on définit ΩE/G
′ .

Définition : Une ∞-permutation σ∗ sur un ensemble E (fini ou infini) est une

permutation sur l’ensemble Ω∗
E .

Pour mieux comprendre, si σ est un isomorphisme entre deux graphes G et

G’ (-1)-hypomorphes sur une base E, alors on peut poser :

σ(x) = E�σ∗(E�{x}) ∀x ∈ E

Si G|E�{x} ≃ G|E , alors G′|σ(E�{x}) ≃ G|E�{x} ≃ G|E ≃ G′|σ(E)

Donc :

G′|σ(E�{x}) ≃ G′|E

Or σ(E�{x}) = σ∗(E�{x}), donc : G′|σ∗(E�{x}) ≃ G′|E.

Ceci permet de définir la dilatation σ̂∗ de σ∗ définie de Ω∗
E sur ΩE par :

σ̂∗(χ) = σ∗(χ) si σ∗(χ) 6= E dans ΩE/G
′ . Et σ̂∗(χ) = E si G′|E ≃ G′|σ∗(χ)
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dans ΩE/G
′.

On a donc :

σχ ≃ σ̂∗χ ∀χ ∈ Ω∗
E

D’où la question : Si σ̂∗ existe et préserve les mesures µ2
i , peut-on trouver

une permutation σ sur E préservant les mesures µ2
i et telle que :

σχ ≃ σ̂∗χ ∀χ ∈ Ω∗
E

On verra que la réponse est positive dans le cas où : σ̂∗ = σ∗.

Remarques :

1- Si E est fini alors σ̂∗ = σ∗.

2- L’idée de l’introduction de la dilatation σ̂∗ est née du fait que dans les

contre-exemples de J. Fisher [J F] on a : G|E�{x} ≃ G′|E�{x} ≃ G′|E,

soit σ̂∗(E�{x}) = E.

σ̂∗ existe et est bien définie si σ∗ si existe (C’est le cas si G et G’ sont (-1)-

hypomorphes).

Si

∅ 6= E�σ̂∗(E�{x}) ∀x ∈ E

Alors :

σ(x) = E�σ̂∗(E�{x}) sera bien définie ∀x ∈ E , et les mêmes techniques

utilisées dans le cas fini montrent que G et G’ sont isomorphes.

Par contre si :

∅ = E�σ̂∗(E�{x})

pour certaines valeurs x de E, alors comme on l’a vu précédemment on ne

peut pas toujours établir un isomorphisme entre G et G’ mais :
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∃x ∈ E �G|E�{x} ≃ G′|E

Car :

∅ = E�σ̂∗(E�{x}) pour certains x de E

Or :

G|E�{x} ≃ G′|E�{x}

Donc :

∃x ∈ E �G′|E�{x} ≃ G′|E

De même :

∃y ∈ E �G|E�{y} ≃ G|E

De ceci on déduit :

Théorème 7.1 Soit G un graghe infini de base E, si ∀x ∈ E,G|E \ {x} ≁

G|E alors G est Ulam-reconstructible.

Théorème 7.2 Soit G un graghe infini de base E, si ∀(x, y) ∈ E2, x 6=

y;G|E \ {x} ∼ G|E \ {y} alors G est Ulam-reconstructible.

Théorème 7.3 Soit G un graghe infini de base E, si ∀(x, y) ∈ E2, x 6=

y;G|E \ {x} ≁ G|E \ {y} alors G est Ulam-reconstructible.

Preuve :

Si G’ est (-1)-hypomorphe mais non isomorphe à G, alors :

∃x ∈ E � ∅ = E�σ̂∗(E�{x})

Soit :

G|E \ {x} ∼ G′|E \ {x} ∼ G|E
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Et comme : ∀(x, y) ∈ E2, x 6= y;G|E \ {x} ≁ G|E \ {y}, alors :

∀(x, y) ∈ E2, x 6= y;G′|E \ {x} ≁ G′|E \ {y}

On en déduit que :

∀y ∈ E�{x}, ∅ 6= E�σ̂∗(E�{y})

Que :

σ∗(E�{x}) = E�{x}

Et que σ(z) = E�σ∗(E�{z}) est bien définie pour tout élément z de E. Et

par suite, les mêmes techniques utilisées dans le cas fini montrent que G et

G’ sont isomorphes.

Théorème 7.4 Soit G un graghe infini de base E tel que ∀n ∈ N, |En(G)| <

∞ où En(G) = {x ∈ E�deg(x) = n}, alors G est Ulam-reconstructible.

Preuve :

Se déduit du Théorème 7.1

X

34



8 Les graphes infinis et localement finis

Le but de cette section est de démontrer le Théorème 8.1 suivant.

Théorème 8.1 Si G est un graghe infini de base E tel que ∀x ∈ E, deg(x) <

∞ , alors G est Ulam-reconstructible.

Preuve :

On a vu dans le Théorème 7.1 que si G’ est (-1)-hypomorphe mais non

isomorphe à G alors :

∃x ∈ E �G′|E�{x} ≃ G′|E

Posons E = F0.

Posons x = x1 et E�{x1} = F1.

On a donc :

G′|F0 ≃ G′|F1

Or en changeant la base E de G par F1, comme G’ et G sont (-1)-hypomorphes

sur F1 mais non isomorphes, alors :

∃x2 ∈ F1 �G′|F1�{x2} ≃ G′|F1

En continuant ce procédé; il existe donc une suite décroissante d’ensembles

Fi tels que :

G′|Fi ≃ G′|Fi+1, Fi ) Fi+1, |Fi�Fi+1| = 1

Or par (-1)-hypomorphie et par construction il existe une suite décroissante

d’ensembles Ei tels que :

G|Ei+1 ≃ G|Ei ≃ G′|Fi, Ei ) Ei+1, |Ei�Ei+1| = 1, ∀i ∈ N∗avec G|Ei ≁ G|E
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On a donc :

G|Ei+1 ≃ G|Ei ≃ G′|Fi, Ei ) Ei+1, |Ei�Ei+1| = 1, ∀i ∈ N∗, ∃xi ∈ Ei � G|Ei�{xi} ≁

G|E

Dans l’ensemble des parties χ ⊂ E telles que G|χ ≃ G|E1, les Ei ont une

limite Em. (En fait, on peut voir facilement que le dit ensemble cöıncide avec

son adhérence pour l’inclusion).

Par minimalité, G|Em�{x} ≃ G|E, ∀x ∈ Em.

1er Cas : Si tout point de E est au moins de degré un relativement à G.

De l’isomorphisme G|Em�{x} ≃ G|E, ∀x ∈ Em, on déduit qu’ il existe un

point x de E de degré nul ce qui est absurde.

2eme Cas : Si il existe au moins un point de E de degré nul relativement à

G.

- Si E a un nombre infini de points de degré nul relativement à G alors Em a

un nombre infini de points de degré nul relativement à G, en effet : comme

G|Em�{x} ≃ G|E, ∀x ∈ Em, alors G|Em�{x} a un nombre infini de points

xi de degré nul et pour un nombre infini de ces xi on a : G(x, xi) = 0,

car sinon le point x sera de degré infini, ce qui est absurde, donc on a un

nombre infini de points de degré nul simultanément pour G|Em et pour G|E.

Comme G|Em�{x} ≃ G|E, ∀x ∈ Em, alors pour x de degré nul on aura

: G|Em ≃ G|E, et par suite : G|E�{x} ≃ G|E, ∀x ∈ E, soit ∀(x, y) ∈

E2, x 6= y;G|E \ {x} ∼ G|E \ {y} .

Or dans ce cas G est Ulam-reconstructible d’après le Théorème 7.2. Soit

donc G et G’ sont isomorphes, ce qui est absurde.

- Si E a un nombre fini de points de degré nul relativement à G :

* Ou bien tout point de E est au moins de degré un relativement à G’ on
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aboutit à une absurdité comme dans le 1er Cas.

* Ou bien E a un nombre infini de points de degré nul relativement à G’ on

aboutit à une absurdité comme ci-dessus.

* Ou bien E a un nombre fini de points de degré nul relativement à G’, par

construction comme G′|Fi ≃ G′|Fi+1 ≃ G′|E, ∀i ∈ N , alors chaque Fi a

des points de degré nul relativement à G’, et par isomorphie : G|Ei+1 ≃

G|Ei ≃ G′|Fi, il en sera de même de chaque Ei relativement à G, et de

Em relativement à G. Or comme ∀(x, y) ∈ E2
m, x 6= y on a G|Em \ {x} ∼

G|Em \ {y}, alors Em a un nombre infini de points de degré nul relativement

à G, et on aboutit à une absurdité comme ci-dessus.

X
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9 Vision dynamique de la reconstruction des

graphes et conclusion

Commentaire sur le lemme 1.1:

Si G est un graphe sur une base E de cardinal n ≥ 3. J’ai considéré la

restriction de G à toute partie F de E comme une mesure sur F.

Si G’ est un autre graphe sur E. Et si σ est un isomorphisme entre G et G’

sur E, alors il existe une permutation σ∗ (ou σn−1 si E est de cardinal n) sur

les parties propres et maximales et préservant les mesures.

On a définit la dilatation σ̂∗ de σ∗ définie de Ω∗
E sur ΩE par : σ̂∗(χ) = σ∗(χ)

si σ∗(χ) 6= E dans ΩE/G
′ . Et σ̂∗(χ) = E si G′|E ≃ G′|σ∗(χ) dans ΩE/G

′.

où on a noté :

Ω∗
E l’ensemble des parties propres et maximales de E .

ΩE l’ensemble des parties de E abritant au moins une partie propre et max-

imale de E.

On a vu que si E est de cardinal fini, alors σ∗ = σ̂∗

Le problème inverse : Si l’action σ̂∗ transforme une partie propre et max-

imale en une autre partie contenant une partie propre et maximale et en

préservant les mesures µ2
i . Peut-on trouver une permutation σ sur E qui

conserve les mesures µ2
i entre G et G’?

Dans le cas où E est fini :

Le lemme 1.1 affirme l’existence de στ qui conserve les mesures µ2
i entre G

et G’ avec σ∗ déduite de σ .

On peut interpréter cela comme ceci : Si les points xi sont des particules,

sous l’action des σ∗(E�{xj}) , les points xi vont se positionner aux points
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σ(xi) de sorte que les mesures µ2
i entre G et G’ restent conservées.

Dans le cas où E est infini :

On n’a pu affirmer l’existence d’un isomorphisme σ entre G et G’ que dans

le cas où aucune partie propre et maximale E�{xj} n’est envoyée sur E sous

l’action de σ̂∗ - En particulier si la restriction de G’ à E n’est pas isomorphe

à la restriction de G’ sur une partie propre et maximale, ce qui n’est pas le

cas dans les contre-exemples de J. Fisher - .

Je rappelle que si la restriction de G’ à E n’est pas isomorphe à la restriction

de G’ sur une partie propre et maximale, alors σ∗ = σ̂∗ comme dans le cas

fini.

Vision dynamique de le reconstruction des graphes :

Dans les cas où on a pu démontrer la conjecture d’Ulam , on a : σ∗ = σ̂∗.

Si les points xi sont des particules, sous l’action des σ∗(E�{xj}) , les points

xi vont se positionner aux points σ(xi) de sorte que les mesures µ2
i entre G

et G’ restent conservées.

On peut donc voir σ comme l’action résultante des actions σ∗(E�{xj}) où

xj ∈ E.
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