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La théorie des coniques chez Poncelet, Steiner et

von Staudt

P. Nabonnand
Nancy-Université — LHSP-Archives Poincaré

La pratique de la géométrie pure change radicalemreninquante années entre la fin dfi 18
siécle et la premiére moitié du®$écle. Entre une géométrie « hérissée de figusegon la
célébre expression de Chad&selle présentée dansTlmité de Géométrie supériedree

n'est pas seulement les méthodes qui sont radieate@nouvelées mais aussi la conception
globale que les géomeétres se font de leur disepldn passe d’'une géométrie vue comme
discipline centrée autour de la figure a une géomébncue comme la théorie mathématique
de I'espace.

Dans la présentation de leurs innovations en ggame€arnot, Poncelet, Chasles, Steiner ou
von Staudt présentent les travaux antérieurs dasétges purs comme |'étude successive de
problemes relatifs a des figures particulieresaetgpnséquent ayant peu de rapports entre
eux. En méme temps que I'exigence de procéduredndendgtration plus générales

impliquant des énoncés concernant des proprideEsmémes générales, émerge l'idée que le
corpus des énoncés géométriques se doit d'étrtstElen théories elles-mémes organisées
autour de principes fondamentaux. Déja, Carnotist ce changement radical de
conception du travail géométrique lorsqu'il affiitrgue son intention n'était pas d'ajouter de
nouveaux résultats particuliers a la géométrie mlaitdt de parvenir a des résultats généraux
d'ou I'on pourrait dériver les propositions patiines. De méme, Poncelejui annonce qu'il

ne sera question dans son travail que de propéiésuront toute la généralité possible
puisque « ces propriétés renferment implicitementss les autres'»Chasles est siirement
celui qui exprime la volonté de constituer des tlesogénérales s'appuyant sur quelques
principes fondamentaux comme celles des figuresolgoaphiques ou corrélatives.

En méme temps que I'on passe dg@emeétrie des problemasdeghéories géométriquesn
assiste a un effacement progressif de la figurdielbeentre figure particuliére et propriété
géomeétrique est conservé par Carnot dont l'objestijustement de ne considérer en derniere
instance que des propriétés explicites, c'est@agplicables a une figure particuliere. Ce lien
se dissout chez Poncelet grace a I'admission daipée de continuité qui est effectivement un
principe de permanence des propriétés au-delaptesitéon relative des éléments de la figure
et méme de l'existence effective de certains déléesents. En présentant la géométrie
comme un ensemble de théories, Chasles, aprégSifface les figures au sens prépre
comme au sens figuré. Le géometre ne se confromsegpline configuration particuliere mais
au contraire s'intéresse a la maniére dont cegdamenes peuvent étre liées : il est
symptomatique que Chasles subordonne I'étudegtessldroites, des cercles ou des sections
conigues a celle des relations homographiques k®@oints d'une droite ou les droites d'un
faisceau et des relations.

Carnot et Poncelet pratiquaient la géométrie coféhede des propriétés des figures ; Steiner
et a sa suite von Staudt proposent une autre choceaje la géométrie en la centrant autour
de I'étude des formes fondamentales de la géonggiteisont la ponctuelle, le plan (vu

! Chasles 1837a, p. 208.

Z Chasles 1852.

% Poncelet 1818.

* Poncelet 1818, p. 298.

® Dans sorTraité de géométrie supérieui@hasles1852], comme dans ses mémoires précé@aslgs

1837b], Chasles ne fait pas explicitement référéndes figures et ses ouvrages n'en comportenhaube
méme pour celui de Steiner [1832].



comme ensemble de points et de droites), les faiscet les gerbes de droites et de plans. Les
notions fondamentales, les concepts généraux rigokmndéfinis en termes de problemes
rapportés a des figures géométrigues mais commmaogsns d'analyser les relations entre
les formes. Ainsi, la notion de projection est digficomme une relation entre les éléments de
formes de méme espéce et non plus comme liant@igsedeux figures. Un tel renversement
de perspective a bien entendu une influence siatat des théories géométriques ; ce sera
particulierement le cas de la théorie des coniquésa progressivement passer de théorie
emblématique de la géométrie — on peut défendiel'qu’'une grande part de la géométrie
jusqu'au début du £8iécle a consisté & améliorer la théorie des cesigua un statut
subalterne d'application de la théorie des pokrité

Nous nous proposons de suivre I'histoire de laquatde la géométrie synthétique a partir de
la théorie des coniques chez Poncelet, SteinesreStaudt.

La théorie des coniques de Poncelet

La motivation des travaux géométriques de Poneslele donner a la géométrie pure la
méme puissance de généralité que celle acquisesdepl siécle par la géométrie
analytique. Comme la généralité est inhérente getaiudié, son ambition est de définir des
méthodes générales en géométrie pure. Comme laatjéinéeléve de la notion de grandeur
figurée (opposée a la grandeur absolue), il affigme la géométrie pure doit en méme temps
doit changer d’objet d’étude ; il ne s’agit plugdidier les propriétés absolues de figures
particulieres mais de s’intéresser aux propriééserples de la grandeur figurée.

Les outils qu'il met en ceuvre sont le principe detiouité et des principes de projection :

« Toutes les relations ou propriétés qui subsistéatfois dans la figure donnée et dans
ses projections seront appelées égalemsdmionsou propriétés projectives’

Les principes de projection s’obtiennent a paritalregle heuristique selon laquelle « il
résulte de la nature méme gopriétés projectivegelles qu'elles ont été définies, que,
voulant établir une semblable propriété sur uneréiglonnée, il suffira de démontrer qu'elle a
lieu pour l'une quelconques de ses projectidrs principe de continuité vise a étendre une
propriété a une classe plus générale de figure gloe les principes de projections ont plutét
pour fonction de faciliter et d'abréger les rechescgéométriques en se ramenant a une figure
ou a un cas plus simple :

« Par exemple, la figure renfermant, en particullee section conique, pourra étre
regardée comme la projection d'une autre, pourelégla section conique sera remplacée
par une circonférence de cercle ; et cette senangue suffira pour ramener les
questions les plus générales, sur les sectionguwesi a d'autres qui soient purement
élémentaires.®

Poncelet reprend la définition traditionnelle desiques comme section d'un cone a base
circulaire. Une telle définition est cohérente alaepoint de vue adopté par Poncelet, puisque
avec son vocabulaire, une conique est la projectiomcercle. De ce point de vue, puisque le
degré des courbes -- le nombre maximal de poimtesection entre la courbe considérée et
une droite — est une propriété projective commeesolés propriétés d'incidence, une section
conigue est une courbe du second degré. La conipétie la définition traditionnelle des
conigues avec la notion d'élément a l'infini intride par Poncelet est remarquable ; en effet,

®pour prouver la pertinence de son point de vuec&lehn'envisage pas d'autre moyen que de montliepgut
a partir de celui-ci développer la théorie desaaes.

" Poncelet 1822, 5.

® Poncelet 1822, 50.

% Poncelet 1822, 50.



la classification des coniques s'exprime harmoriggnt et s'interprete géomeétriguement de
maniere lumineuse en terme d'éléments a l'infingque lellipse section conique obtenue
lorsque le plan sécant rencontre toutes les adéte$ne, est une courbe fermée (sans point a
I'infini), la parabole section conique obtenue lorsque le plan sécampiaealléle a une aréte
du cbne, contient un point & l'infini ébyperbole section conique obtenue lorsque le plan
sécant est parallele a deux arétes du céne, codeger point a I'infini.
Poncelet retrouve les propriétés classiques duesates axes, des diamétres conjugués et des
asymptotes des sections coniques a partir desattmé@srd’involution, présentés comme des
exemples de propriétés projectives. Il en dédujaticulier que sMN est une corde d’'une
ellipse (ou d'une hyperbolep\B son diametre conjugué (le lieu des milieux desesr
paralleles MN) etO le milieu deMN, alors le poinM de la conique vérifie

OM? = p.0A.OB
ol le parametrp est égal au « rapport inverse du carré de ce diaraéelui qui lui est
conjugué ¥°. En particulier, deux coniques semblables ont m@anamétres : le paramétre
associé a un cercle est toujours égal a 1.

N
| /)
' )
v/ N
Lorsque la sécante est réelle — les points d'iatdienM etN de la droite et de la conique
sont des points réels —, le milieu (ou centre skdaocabulaire de Poncelé€d)de la corde
MN est donc situé sur le diamétre conjuéiiéa la direction définie par la droildN. Le
point 0’ qui est le quatriéme harmonique des poigtB, O est le point d’intersection des
tangentes a la conique BhetN. Poncelet reprend les dénominations usuellessggmie le
point 0'comme le pble de la droiddN par rapport a la conique et la drdiléd comme la
polaire du point?’ par rapport a la conique. Si la sécante est idébds points d’intersection
M'etN' de la droite et de la conique sont alors dits imeiges — , la cordd/’N’est dite
imaginaire, le point d’intersectio’de la sécante et de la droite conjuguée a cejtmieile
méme rble que le milieu de la corde lorsque celkstréelle. Poncelet propose d’'appeler ce
point le centre idéal de la corde imagina#&Vv'** Le conjugué harmoniqu@ de O’ par
rapport aux extrémités du diametre conjugué arkction de la sécante est aussi considéré
comme le point de « concours idéal des tangentagiivaires qui correspondent aux
extrémités de cette cord&»L'introduction de la notion de sécante idéalenpera Poncelet
de développer la théorie des coniques supplémesteira partir de 1a, la théorie de la
polarité ; les points M et N de la sécante quifignt la relation
0'M? =p.0'A.0'B

19 poncelet 1822, 20.
™ Un objet idéal est un objet réel qui a des refstiavec des éléments imaginaires.
2 Poncelet 1822, 27.



déterminent sur la sécante un segment réel quesRomecopose d’appeler une corde idéale.
Les extrémités des cordes idéales paralléles@&chnge initiale forment une section conique
dite supplémentaire par rapport a la directionadeécante.

La théorie des coniques repose sur une série deipes de projection comme celui
concernant la figure composée d'une conique eedlurite :

« Une figure plane quelconque, ou entrent une ioertéroite et une section conique, peut
en général, étre regardée comme la projection diutre, pour laquelle la droite est
passée entierement a l'infini, et la section con&gielevenue une circonférence de
cercle. $*

Tout probléme concernant une droite et une corpgue donc étre ramené au cas ou la
conigue est un cercle et la droite est envoyémfini. La démonstration de ce principe
consiste a résoudre le probléeme géométrique suivant

Etant données une section coniguet une droite MN, située & volonté sur son plan,

trouver un centre et un plan de projection telslgudroite donnée MN soit projetée a

I'infini sur ce plan, et que la section coniqud soi méme temps représentée par un
15

cercle.

La résolution de ce probleme s'appuie sur des i@t@grmétriques classiques des coniques et
suppose évidemment que la drditbl ne rencontre pas la conique puisque la droitmfni
ne coupe évidemment pas la circonférence. Dansdabulaire de PoncelélN doit donc
étre une sécante idéale de la conique. De plaos, détermine sur la droite la corde idéale
(notéeMN) a la conique, le segmeBOdéfini par le milieuO de cette sécante et le centre de
projectionSa une longueur égale a la demi-sécante et estidiqulaire a celle-ci. En effet,
par construction

OM? = p.0A.OB,
et MN reste une sécante idéale pour chacune des sectioigsies définies par les plans du
faisceau de plan$passant par la droitéN et le cone de somm8tet de base, la conique
initiale C. A la limite, lorsque le plan du faisceau passd@aommet S du cOne, la conique
peut étre regardée « comme une section infinimditepsemblable a celle gu’on obtiendrait
par un plan quelconque paralléle au sien ». Conerpedbléme impose que le plan SOM soit
parallele a celui d’'une section circulaire du c@reen déduit que

OM? = 0S*

et que OS est orthogonal a la droite MN.

13 Une corde idéale d’une conique est un segmentlérd qu’'une corde imaginaire est un segment inzg.
1 Poncelet 1822, 53.

> poncelet 1822, 53.

18 a dénomination « faisceau de plans » n’est piliségt par Poncelet. Elle est par contre introdpite Steiner
comme une des formes fondamentales.



La figure de référence du probléme [Poncelet 1922]

Poncelet exprime la solution du probléme géométrprde théoreme :

Le centre auxiliaire de projection doit se trouser une circonférence de cercle, décrite
du milieu de la corde idéale qui répond a la drddenée, comme centre, avec un rayon
égal & la moitié de cette corde, et dans un platuisoit perpendiculairé’

Le probleme géométrique est donc résolu « poussérie de positions générales et
indéterminées de la droite » et n'a pas de sol@témle) « pour une autre série de positions
semblables de la méme droite ». Dans le vocabudaifeoncelet, la solution deviadéale
lorsque que le probléme n'a pas de solution r@eique I'énoncé de cette solution dans ce
cas met en ceuvre des éléments imaginaires. Popoétete que « c'est dans ce sens
seulement qu[il a] entendu dire, dans I'énoncé,lguprincipe avait lieu en générdfsia
propriété énoncée dans le principe de projectiosena donc démontrée rigoureusement que
pour la premiére série de positions et cesseré&tle pour la seconde. Pour autant, aux yeux
de Poncelet, il ne faut pas en conclure que «etalgs raisonnements primitifs étant devenu
illusoire, la propriété ait par-la méme cessé dsistdr »°. En effet, en vertu du principe de
continuité, Poncelet propose de regarder commergjéséet applicables a tous les cas
possibles, les propriétés géométriques qu'il sesaiple de déduire des principes de
projection méme si ceux-ci peuvent « cesser d'dnirgéomeétriguement pour certaines
dispositions de la figure, et qu'en conséquenqeaiaction pdt devenir imaginairé®Ainsi,

les propriétés de deux cercles concentriques déteaussi a deux coniques qui ont un
double contact bien qu'il n'y ait pas de projecti@&sile qui projette ces deux figures l'une sur
l'autre.

Le contenu de la théorie des coniques chez Poneslket par certains cbtés trés classiques. Sa
place dans le dispositif théorique de Poncelepastontre originale : il s’agit moins de
développer la théorie des coniques (méme si lesibations de Poncelet comme son « grand
théoreme » sont significatives) que de se servoetie théorie emblématique pour montrer
I'utilité du principe de continuité et du point dee projectif.

7 poncelet 1822, 54.
18 poncelet 1822, 54.
19 poncelet 1822, 66.
2 poncelet 1822, 67.



La théorie des coniques de Steiner

L'objectif explicite de Steinéf dans son trait8ystematische Entwicklung der Abhangheit
gestalten von einander, mit Beriicksichtigung ddreien alter und neuer Geometer tber
Porismen, Projections-Methoden, Geometrie der Lagansversalen, Dualitat und
Reciprocitatest :
- d'exposer et d'organiser de maniere systematio@peis de la géométrie ancienne et
moderne,
de structurer son travail autour d'un certain naa propriétés fondamentales qui
renferment « le germe de tous les théorémes, pesiginproblémes de la géométrie »,
de trouver un fil directeur et une origine commarteutes les théories géomeétriques
qui sont séparées les une des autres,
de déterminer les éléments et leurs relationsrta pasquels on pourra appréhender
la maniére de procéder de la « Nature » pour «égenfine infinité de propriétés le
plus économiquement et le plus simplement possible

« En s'appropriant convenablement les quelquesaeéafondamentales, on se rend
maitre de la totalité du sujet ; I'ordre pénetnesda chaos, et on voit comment toutes les
parties sont naturellement liées entre elles, comlées s'alignent dans le plus bel ordre
et comment celles qui ont des affinités se combirardes groupes bien délimité& »

Les relations fondamentales sur lesquelles Steimiend faire reposer tout I'édifice de la
géomeétrie sont les relations projectives entre é&srfiondamental€s.|l distingue dans un
premier temps comme forme fondamental@lrtzite en tant que support d'une infinité de
points, ledaisceauxplans)de rayonset lesfaisceaux de plandJne droite et un faisceau plan
de rayons coplanaires sont dits situation perspectiva la droite intersecte les rayons du
faisceau et si chaque rayon du faisceau est assacig point d'intersection avec la droite.
Une droite et un faisceau plan de rayons coplasmamat dits en situation oblique s'ils
peuvent étre rameneés par un mouvement des deurga@mne situation perspective. Steiner
introduit la notion de birapport et montre que eetbtion est conservée par perspective, soit :

Théoréme [Caractére projectif du birapport] Etartrdboune droite et un faisceau plan en
perspective, sor, 5, x, dquatre points de la droite &tb, c, d les quatre droites
correspondantes du faisceau, alors :

ad . ay _ sinad | sinac

LSO By  sinbd © sinbc
Steiner en déduit une nouvelle caractérisatiorad®tion de relation projective entre formes ;
une relation projective est une relation qui consées birapports :

« Si les éléments de deux formes sont appariésllderianiere que les birapports définis
par quatre éléments quelconques de la premiereefeaient égaux aux birapports définis
par les quatre éléments de la seconde formealprg les formes sont projectives par
rapport a toutes ces paires d'élémerfts. »

Il déduit de cette seconde caractérisation deiagetaprojectives une propriété que l'on
désignera plus tard commeth&oréme fondamental de la géométrie projective

L Steiner 1832.

*’Steiner 1832, I-4.

%Une relation projective entre deux formes assoeiexdh deux les éléments des formes alors que areefRt
la notion de projection associait les constituatise figure.

% Steiner 1832, 1-38.



« Le systeme complet des paires d'éléments comdapts entre eux de deux formes [...]
projectives est déterminé dés que trois pairexcqnglies sont données [..J°»

Steiner se doit aussi de développer a partir dgsont de vue la théorie des coniques ; elle
apparait comme la réponse a une question natemgllernant les formes projective~; en
effet, les droites joignant les points corresponsldetdeux droites en situation

perspective (legyons projetanfsdéfinissent un faisceau de rayons. De méme, liesspen
lesquels se coupent les rayons correspondantsustfaleceaux en situation perspective
définissent une droite. Il est donc naturel deesaahder quel est le lieu défini par les rayons
de projection de deux droites en situation obliguencore quel est le lieu défini par les
points en lesquels se coupent les rayons corregptsde deux faisceaux en situation
obligue. Dans son traité de 1832, Steiner repramtfinition des coniqgues comme sections
d'une surface conique par un plan et la classifican terme de points a l'infini. Il montre
simplement que I'on peut engendrer projectivermesitonique&® Sa théorie repose sur deux
théoremes qualifiés par Steineraassiquesqui sont des conséquences directes de sa théorie
des relations projectives entre formes :

Deux tangentes quelconques d'un cercle sont pragegbar rapport aux paires de points
en lesquelles elles sont coupées par les autrgsrites.

De maniere duale, deux points quelconques d'utecgoat les centres de deux faisceaux
de rayons projectifs dont les rayons correspondantupent en les autres points du
cercle.

Steiner étend ces théoremes aux cones du secondl eledonc aux autres sections de ces
cobnes :

Deux tangentes quelconques d'une section conigu:pmojectives par rapport aux
paires de points en lesquelles elles sont coupgdspautres tangentes.

De maniére duale, deux points quelconques d'urimsaonique sont les centres de
deux faisceaux de rayons projectifs dont les rayonsespondants se coupent en les
autres points du cercle.

La réciproque de ces théoremes montre que I'onguggndrer projectivement les coniques,
c'est-a-dire voir les coniques comme enveloppéekpaiayons de projections de deux
droites projectives en situation oblique ou energendrées point par point par points
d'intersection des droites correspondantes de @descebux de rayons projectifs en situation
oblique :

« Deux droites quelconques [...] en situation aldigans un plan engendrent une section
conique qu'elles touchent, c.-a-d. elles et toussleayons de projection sont les
tangentes d'une section conique déterminée.

Deux faisceaux (plans) de rayons [...] en situabibique dans un plan engendrent une
section conique qui passe par leurs centres, ccatk-ci et les points d'intersection de

%> Steiner 1832, 1-18.

% plus tard, dans ses lecons, il abandonnera Igitigfi traditionnelle pour celle résultant de sédtie de
I'engendrement projectif des coniques :

Dans le mémoire précit&ystematische Entwicklulpdes congiues sont déduites, a la maniére anejemnpartir
du c6ne qui a un cercle comme base. Bien que faisarettement déja a I'époque l'inadéquation tte ce
méthode, je croyais alors devoir suivre celle-aime pas trop m'éloigner de la voie habituellgpedelant, que
I'on soit obligé d'affirmer la réciproque d'un théme -- & savoir celle du théoréme selon lequeldme du 2
degré peut étre intersecté en un cercle par unpiaantrait la nécessité d'abandonner cette mad&re
présenter et d'en découvrir une adaptée a la quest{Steiner 1867, VI].



leurs paires de rayons correspondants sont lesspiiuime section conique
déterminée. 3

Conique engendrée par les rayons de projéctionewbedfoites projectives

Dans led_econs de Géométrie synthétiqpebliées en 1867 par Schroéter), le point de vue
adopté par Steiner est plus systématique : de aoi&teiner présente sa théorie comme une
généralisation d'une propriété des formes en gitugerspective a celles en situation

oblique ; ainsi, les rayons de projection de dewitels en situation perspective se coupent en
un méme point. Steiner montre que dans le cassadrtetes sont en position oblique, « il y a
[...] deux domaines dans le plan ; le premier ndieat que des points P par lesquels passent
deux rayons de projection, le second par lesquelen passe aucun~; les deux domaines sont
sépagg’s par le lieu des points pour lesquels & gy'un rayon de projection passant par

eux

Deux droites projectives en situation obliqgue déBent donc deux domaines, le premier
engendré par les rayons de projection et le seaormbntraire constitué de points par lesquels
ne passe pas de rayon de projection. La frontigre ees deux domaines est une courbe
enveloppée par les rayons de projection des drpitgsctives qui ne possedent qu'un seul
point commun avec chacun des rayons de projediigiren étant le lieu des points de

contact :

ZISteiner 1832, 11-12.
28 Steiner 1867, 87.



« Nous appelons ces courbes définies comme engenpiaé deux ponctuelles
projectives desections coniques

Comme par les points du premier domaine, il pass& cdayons de projection, par ceux de la
courbe, un seul et par ceux du second domaine auluoourbe est dite deconde classe

par Steiner. Il énonce comme corollaire de sa di&fimdes coniques que deux tangentes
guelconques d'une section conique sont coupéeepseimnble des autres tangentes en deux
ponctuelles projectives. |l retrouve surtout ledttédne de Brianchon :

Si six tangentes quelconques d'une section conmuteéunies en hexagone simple, alors les
trois diagonales principales de celui-ci se coupanin méme point.

La théorie des coniques est devenue un chapitrétddé des relations projectives entre
formes fondamentales.

La théorie des coniques de von Staudt

Une des motivations essentielles des travaux déStaudi® est de radicaliser le point de vue
de Steiner~: von~Staudt vise a fonder la géomstnida seule considération des relations
projectives entre formes sans faire appel, au apatde ses prédécesseurs, a la notion de

1
mesuré’ :

« J'ai cherché dans ce travail a établir la gédendé& position comme une science
autonome dans laquelle il n'y aurait pas besoila deesure. 3%

Von Staudt systématise la présentation des fororetaimentales en les classant en trois
especes : les formes fondamentales de premiereeespet leponctuelleslesfaisceaux de
rayons coplanairegt lesfaisceaux de plans coaxiawelles de seconde espéce sgstemes
planset lesgerbesde plans et droites, et celle de troisieme espesgstéeme-espace

Von Staudt définit de maniére purement géométrigumtion d’harmonicité : les ponctuelles
harmoniques et les faisceaux harmoniques sontigiéfipartir du théoreme du quadrangle
complet :

Si trois points A, B, C d'une droite sont donnési #on construit un quadrangle de telle
maniére qu'une diagonale passe par le deuxiémeoiles donnés et qu'en chacun des
autres points, deux c6tés opposés se coupent,'aldre diagonale du quadrangle
coupera la droite en un quatrieme point D, qudéseérminé par les trois points donnés et
s'appelle lguatriéme harmoniqude ceux-cf>

La notion decorrespondancentre formes est définie de maniere ensembli'gtst-a-dire en
assignant a chaque élément d'une des formes uerdém I'autre forme que von Staudt
appelle son correspondant. Les premiers exemplegiég@ar von Staudt sont les sections,
les projections, et la composition des sections@ections. Les correspondances projectives
entre formes de premiére espéaariformes sont celles qui conservent I'harmonicité :

Deux formes fondamentales uniformes sont gitegectivesentre elles si elles sont
rapportées l'une a l'autre de telle maniére qut tiorme harmonique de I'une corresponde
une forme harmonique de l'auffe.

% Steiner 1867, 88.

% Staudt 1847, Staudt 1856, Staudt 1857, Staudt.1860

3 Une caractéristique des traités de von Staudieese comporter aucune figure.

¥Staudt 1847, Il

¥Staudt 1847, 43.

Le théoréme du quadrangle complet se montre direatea partir du théoréme de Desargues; en dimensio
supérieure ou égale a trois, c'est donc un théogiindécoule des seules hypothéses ordinairesdimoe.
¥Staudt 1847, 49.



La notion de correspondance projective est dorsi difinie uniguement a partir des
hypothéses d'incidence et en particulier, indépamaant de toute considération de mesure.
Von Staudt établit immédiatement une propriétélguypsermet de montrer qu'il retrouve la
définition de Poncelet des correspondances pregs;tcomme composition de
perspectives :

Si deux formes fondamentales uniformes projectorgdrois €léments correspondants
communs alors tous les points sont correspondantsneins:®

Cette proposition qui, comme l'a vu, a déja été édempar Steiner, se révele étre essentielle
pour le développement de von Staudt puisque ciestté de celle-ci que sera définie la
notion d'involution sur laquelle repose non seulenfee théorie des conique mais aussi la
théorie des jets qui permet d'introduire algébnmenet la notion de birapport et de
coordonnées projectives. Elle sera désignée pidgpt Klein comme lghéoreme
fondamental de la géométrie projectiVe

Une fois établie la théorie des correspondancgsginges des formes de premiere espece,
von Staudt se tourne vers les correspondancesfenties de seconde espéce (ou de
troisieme espece) : il distingue celles qui resgg@des rapports d'incidence de celles qui les
inversent :

Deux formes fondamentales de deuxieme espece ouestieux systemes-espace sont dits
collinéaires(resp.réciproque$ s'ils sont rapportés I'un a l'autre de telle msngue deux
éléments Pg d'especes différentes du premier systeme, tel® qoit situé sun,
correspondent a deux élémentgiPd'espece différente du second systéme, tels gseitP
également situé sur ¢resp. passe par)q®

Comme les correspondances collinéaires ou récipsogspectent ou inversent les relations
d'incidence, elles conservent (ou dualisent) ldigaration du quadrangle complet ; en
conséguence, « deux systemes, qui sont soit cailleés soit réciproques, sont aussi dits
projectifs entre eux, puisque dans les deux casaque forme harmonique du premier
systeme, correspond une forme harmonique du seebddnc deux quelconques formes
uniformes homologues sont projective® #.s'ensuit en particulier que deux formes
fondamentales de deuxiéme espéce collinéairesdguetsent quatre éléments fixes tels que
trois d'entre eux n'appartiennent pas a une mémeefaniforme se correspondent

Von Staudt introduit en méme temps que cette di&finle signe pour désigner les relations praojest
% D'un point de vue systématique, il y a trois megséde définir la notion de transformations prajest entre
formes fondamentales coplanaires (Freudenthal 1974)

- comme produit de perspectives

- comme restriction des collinéations du plan

- comme préservant I'harmonicité
Von Staudt ne pouvait choisir les deux premiérémitiéns puisqu'il compte étendre la notion de
correspondance projective aux formes de seconadeesgppartir de celle entre formes de premierecesha
premiére définition est insuffisante pour dévelagpehéorie des collinéations, la seconde suppasd'on
développe la théorie & partir de la géométrie dn.fles trois définitions sont en toute rigueufédéntes : si
I'on algébrise la géométrie considérée sur un cdepsaractéristiqu#2, le premier groupe de transformations

est induit par les applications linéaires, le selcpar les applications linéaires et les automorpésdu corps, et
le troisieme par les applications linéaires, le®@auorphismes et les anti-automorphismes du cokpst tlair
gue dans le cadre de la géométrie réelle (qui&thit adopté implicitement par von Staudt) lesstrmtions
coincident.

% Staudt 1847, 50.

37 La démonstration de ce théoréme suppose linttamud'autres hypothéses que les seules consioiésati
habituelles d'incidence (voir Nabonnand 2006 oulk&2007.)

% Staudt 1847, 60.

% Staudt 1847, 61.



identiguement. De méme, comme un systeme peu¢@tréciprocité avec lui-méme, les
propriétés de dualité sont justifiees.

Von Staudt s'intéresse alors a une classe paéieulie correspondances projectives, a savoir
celle desnvolutions; deux formes fondamentales projectives (ayant enémpport) sont dites
involutives si leurs éléments homologues se corredgrat doublement, « a savoir s'il
correspond a lI'élément P de la premiere formé&nliéht R de l'autre, et s'il correspond a
I'élément R de la premiére, I'élément P de la secondfelbsuffit que deux

éléments de deux formes de premiéere espece prgsdte correspondent doublement pour
gue les formes soient involutives. Deux formes intrees de premiere espéce comportent
soit aucun, soit deux éléments fixes. La théorgideolutions des formes de seconde ou de
troisieme espece permet a von Staudt de retroavbgébrie de la polarité :

Si I'on parle de deux systemes plans ou de delpegale rayons ou de deux systemes-espace
qui sont projectifs et de plus en situation invieleit comme d'un seul systeme, alors on
I'appelerasystéme involutii les deux systemes sont collinéaires et dacadeontraire,
systéme polairé"

Dans un systéme polaire plan, chaque point est@pg@dle de la droite qui lui est associée,
et chaque droite, lpolaire du point qui lui est associé. On obtient immédiadet que les
poles de toutes les droites qui se coupent en umenpdint sont situés sur la polaire de ce
point ; de méme, les polaires de tous les pointappartiennent a une méme droite se
coupent au pole de cette droite. Deux points (réspx droites) d'un systeme polaire plan
sont dits conjugués entre eux si chacun est situk polaire de l'autre (resp. si chacune
passe par le pble de l'autre). Les coniques agsarai naturellement comme le lieu des
éléments conjugués a eux-mémes d'un systeme pplaire

« Dans un systeme polaire plan, soit il n'y a aud@ment qui est conjugué a lui-méme,
soit il y a une courbed'ordre pair associée au faisceau de rayonsapplgjue sur elle
de telle maniére que chacun de ses points estssitga polaire qui s'applique sur la
courbe en ce point, et que chaque point qui n'éippapas a cette courbe (la courbe
double du systéme polaire) est situé a I'extédeisa polairé?

Von Staudt déduit de la théorie des polarités faatérisation de Steiner des coniques :

« Deux faisceaux de rayons A, B projectifs non emmicques qui sont situés dans un
méme plan sans étre en perspective engendrenbungecdu Il. ordre contenant tout
point en lequel un rayon du premier faisceau egpégar le rayon homologue de
lautre. »°

Von Staudt montre ainsi que la théorie de Steirsrabniques est une conséquence de sa
propre théorie ; la théorie des coniques n'estguiimne partie de la théorie des polarités : les
conigues ne sont plus que les courbes doublesalist@s. Elles peuvent devenir les
supports de correspondance projective et se fortidarst la notion dormes
élémentairesnotions qui réunit les formes fondamentalesctasques, les faisceaux du
second ordre, les surfaces coniques et les sunfégkes. Cette derniére notion permettra a
von Staudt dans leBeitragé* de généraliser le concept d'involution sur legepbse sa
théorie des jets et sa théorie des éléments imaggna
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