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Le troisieme coefficient du viriel d’un gaz unitaire de fermions a
deux composantes a travers un seuil de I'effet Efimov

CHAO GAO*, SHIMPEI ENDO ET YVAN CASTIN

* Institute for Advanced Study, Tsinghua University, Beijing, 100084, Chine
Laboratoire Kastler Brossel, ENS-PSL, CNRS, UPMC-Sorbonne Universités, Collége de France, Paris, France

PACS 67.85.d — Gaz froids, gaz piégés.

Résumé —Nous considérons un mélange de deux espéces fermioniques & un seul état interne avec
une interaction de portée négligeable et une longueur de diffusion infinie dans ’onde s. En faisant
varier le rapport de masse a de part et d’autre de a. >~ 13,6069, on peut activer ou désactiver l’effet
Efimov. Nous déterminons analytiquement le troisieme coefficient d’amas du gaz. Nous montrons
qu’il s’agit d’une fonction lisse de & méme en a. puisque, de fagon inattendue, le parameétre a trois
corps caractérisant l'interaction est pertinent et doit étre introduit aussi du c6té non efimovien

a < Q.

Introduction. — Un outil théorique puissant dans
la physique statistique des systemes quantiques en in-
teraction est ce que l'on appelle le développement en
amas ou du viriel, ou les potentiels thermodynamiques
sont développés en puissances du petit parametre de
dégénérescence [1]. Alors que le deuxiéme coefficient
d’amas b, a une expression générale connue depuis les
années 1930 [2], la détermination explicite du troisieme
coefficient d’amas b3 a constitué un défi de longue haleine.
A partir de la fin des années 1950, des résultats analytiques
pour bz ont été obtenus pour le modele d’une interaction
de cceur dur a deux corps, 'archétype des interactions non
résonnantes ol la longueur de diffusion a dans l'onde s
est au plus de l'ordre de la portée de l'interaction, sous
la forme de développements en puissances d’un petit pa-
rametre A/a [3] ou a/\ [4], on A est la longueur d’onde
thermique de de Broglie.

L’intérét porté a bs a été relancé par une récente
percée expérimentale dans le domaine des atomes froids :
des gaz de fermions de spin 1/2 & longue durée de vie
peuvent désormais étre préparés dans le régime d’interac-
tion résonnante (portée de l'interaction < |a|) au moyen
de résonances de Feshbach [5]. Ceci a motivé le calcul
numérique de bz dans la limite unitaire d’interaction maxi-
male 1/a=0, avec la technique du régulateur harmonique
de la référence [6] comme il est fait dans [7], ou avec des
diagrammes [8]. En raison de I'invariance d’échelle de la
limite unitaire, b3 n’est qu'un nombre et, grace a une me-
sure précise de I’équation d’état du gaz [9,10], sa valeur

prédite a été confirmée [10].

La physique est plus riche lorsque Deffet Efimov [11]
entre en jeu : l'invariance d’échelle continue est brisée, il
apparailt une échelle de longueur R; caractérisant l'inter-
action, le parametre a trois corps, et il existe une infinité
d’états trimeres avec un spectre d’énergie asymptotique-
ment géométrique. Le troisitme coefficient d’amas b3 se
met & dépendre de la température. Dans un gaz de bo-
sons sans spin avec des interactions de portée nulle, il a
été déterminé analytiquement [12]. Dans le modele d’une
interaction de coeur dur a trois corps qui fixe R; [13], les
simulations de Monte-Carlo quantique ont confirmé cette
prédiction analytique et ont montré que le développement
en amas d’ordre trois peut fournir une bonne description
du gaz jusqu’a la transition liquide-gaz [14], ce qui illustre
son utilité.

Le probleme est encore plus intéressant lorsqu’un pa-
rametre du systeme permet d’activer et de désactiver I'ef-
fet Efimov, comme dans le cas du gaz de fermions a deux
composantes dont le rapport de masse est ajustable. Pour
deux fermions identiques et une particule distincte, il y
a un effet Efimov si le rapport de masse fermion-autre
particule « est supérieur & o, = 13,6069... [11,15]. Jus-
qu’a présent, le calcul de b3 était numérique et limité a
a < a. [16]. De maniére surprenante, il prédisait que bs
est de dérivée infinie en o = .. Comme b3 est un coeffi-
cient du grand potentiel €2, ceci impliquerait une dérivée
singuliere de 2 en fonction de a, c’est-a-dire une transi-
tion de phase du premier ordre, subsistant a une densité
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dans I'espace de phase arbitrairement basse, c¢’est-a-dire
a des températures T arbitrairement plus élevées que la
température de Fermi T, contrairement aux attentes ha-
bituelles pour les transitions de phase. Le présent travail
détermine b3 analytiquement et résout ce paradoxe.

Le développement en amas. — Nous considérons
un mélange de deux especes fermioniques entierement po-
larisées, avec des masses de particules individuelles m; et
Mg, sans interaction intra-espece et avec une interaction
inter-espece purement dans ’onde s, de portée négligeable
et de longueur de diffusion infinie (limite unitaire). A
I’équilibre thermique dans une boite cubique, la pres-
sion totale P admet dans la limite thermodynamique le
développement en amas

PXS
kgT

niy . n2
E bn1,7l2z1 29

(n1,m2)€EN?

(1)

ol z; sont les fugacités exp(Bu;), A = [27h2 ) (m,kpT)]*/?
est la longueur d’onde thermique de de Broglie associée
a la masse réduite m, = mims/(m; + my) et & la
température T, 8 = 1/(kpT), u; est le potentiel chimique
de 'espece 7 et N est ’ensemble des entiers naturels.

Pour déterminer les coefficients d’amas by, n,, on peut
utiliser I'astuce du régulateur harmonique [6] : on suppose
temporairement que le systeme est a I’équilibre thermique
dans un piege harmonique isotrope, avec la méme pulsa-
tion de piégeage w pour les deux especes, et on considere
le développement en amas de (—)/(kpT'Z1) en puis-
sances de z1 et zo, avec ) le grand potentiel et Z; la
fonction de partition d’une particule seule dans le piege.
Lorsque w — 0, les coefficients correspondants ont une
limite By, n, que 'on peut relier & by, n, [6,7,16] :

3/2
B . my b
ni,m2 T ni,n2
nimi + nNaMmso

Nous étudions By ; en fonction du rapport de masse o =
my/ma.

(2)

Cas a < a. : modele de portée nulle a 0 pa-
rametre. — Le coefficient d’amas By ; peut étre déduit
des fonctions de partition d’au plus trois corps dans le
piege, c’est-a-dire des spectres d’énergie a n corps pour
n < 3. Dans la limite unitaire, I'interaction inter-espece est
décrite par la condition de contact binaire de Bethe-Peierls
sur la fonction d’onde, ce qui conduit a une équation de
Schrédinger a trois corps séparable en coordonnées hyper-
sphériques internes [11], méme dans un piége harmonique
[17-19]. La partie hyperangulaire du probleme peut étre
résolue dans I’espace des positions [11] ou dans I’espace des
impulsions [20] : la valeur propre réelle correspondante s>
(qui jouera le role d’une constante de séparabilité) obéit a
Péquation transcendante A;(s) = 0 d’expression explicite

[21]

sin(s6)
sin(sm)

Fv
WP (cos@) 3)

1
Ai(s) =cosv+ — -
si sinv

nv %—V

avec | € N le moment cinétique, P, un polynome de
Legendre, v = arcsinl_%a I’angle de masse. On appelle
(ur,n)nen les racines positives de A;, rangées par ordre
croissant. Il n’y a pas de racine complexe pour a < .. La
partie hyperradiale de la fonction d’onde, apres multipli-
cation par R?, est solution d’une équation de Schrodinger
de maniere effective bidimensionnelle :
h2s? 1

K2 1
EF=——|F'+ZF — 2 4+ “Muw?R? | F
2M< TR >+<2MR2+2 “’R)
(4)

ol s est l'une des racines wu;,, M = 2m; + my est la
masse de deux particules de ’espece 1 et d’une particule de
Iespece 2, et ’hyperrayon R est ’écart quadratique moyen
correspondant, pondéré par les masses, des positions des
trois particules a leur centre de masse. La résolution de
I’Eq.(4) avec les conditions aux limites habituelles selon
lesquelles F(R) s’annule en zéro et a l'infini donne

E=(s+1+29)hw, VqgeN (5)

La structure en échelle semi-infinie de ce spectre, avec
I’équidistance 2hw entre niveaux, reflete I'existence d’un
mode pulsant non amorti du gaz unitaire non efimovien
piégé [23], lié & sa symétrie dynamique SO(2,1) [24].
Enfin By est la limite pour w — 0 d’une série [7,12]2 :

1 —(up,n+14+2q)Bhw__ —(vi,n+1+2q)Bhw

By = lim 2(25+1)[e : o= (v }
(I,n,q)ENS

(6)

avec v, = | + 2n + 1 les poles positifs de A;(s) [21]. La
sommation sur g peut se faire analytiquement, et méme sur
n par application inverse du théoréme des résidus [12] :

1\ [ dS. A(S)
By =— I+ —In———=
>t Z( +2)/0 T . cos v

leN

(7)

Comme le montre la figure 1, le résultat est en accord avec
I'évaluation numérique de la série par la référence [16].
L’analytique permet cependant directement de voir pour-
quoi By 1 est de dérivée infinie en o = o : il suffit d’isoler
la contribution de la voie (I,n) = (1,0) dans 'Eq.(6), la
seule ol u;, s’annule en a = a., par la décomposition

By = BSY” + B3\ (8)

1. Il existe une expression hypergéométrique moins explicite pour
Ay [22].

2. En fait, on calcule plutot la différence entre les fonctions de
partition des problémes unitaire et sans interaction ; néanmoins, ceci
donne directement B> 1 du gaz unitaire puisque Bz 1 est nul pour un
gaz parfait ; les contributions des états de Laughlin (dont la fonction
d’onde s’annule lorsque deux particules sont au méme point) se com-
pensent dans la différence; les v; ,, apparaissent via le spectre non-
laughlinien du probleme & trois corps sans interaction. De meéme,
les contributions de la racine non physique s = 2 dans le secteur
[l = 0, qui existe dans les deux cas unitaire et sans interaction, se
compensent automatiquement.
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FIGURE 1: Troisiéme coefficient d’amas réduit e®#° B, ; d’'un
gaz tridimensionnel unitaire de fermions piégés a deux com-
posantes, dans la limite d’une pulsation de piégeage nulle, en
fonction du rapport de masse a = mi/m2 des deux espéces
(axe des x inférieur) ou de la racine s = u1,0 de A1 (axe des z
supérieur), pour différentes valeurs du parametre & trois corps
Ry, et donc de Péchelle d’énergie globale Egiop des Eqgs.(13,24).
Ici, Fo est I’énergie de I’état fondamental des trois corps dans
I’espace libre, une fonction lisse de « : pour a < a., Fyp = 0;
pour @ > a¢, Eo = —Egobexp(—2m/|s|) est I'énergie du
trimere fondamental et le facteur exp(8Ey) garantit que la
quantité tracée reste bornée. Courbes de bas en haut pour
a < 15 @ BEgon, = 10%(cyan),3 x 10%(rouge), 10%(vert), 3 x
10®(bleu), 10*(violet), 10° (orange), 10° (magenta). Les courbes
se croisent, ce qui montre que efPo Bs 1 n’est pas, pour tout o
fixé, une fonction croissante de SFEgob (voir Iencart de la fi-
gure 2). Ligne noire discontinue en trait plein : limite 8 Egion, —
+o00, correspondant pour a < a. au véritable modele a zéro
parameétre étudié numériquement dans [16] (cercles noirs), et
étant, pour a > a., identiquement égale & 3, la contribution
du trimére fondamental. Ligne verticale en pointillés : rapport
de masse critique a. ou l'effet Efimov entre en jeu.

Toutes les autres voies conduisent a des u;, > 1 sur
I'intervalle de la figure et donnent une contribution lisse a
By 1. Au contraire

Bé’ll,O) — lim 3 {ef(u1,o+1+2q)ﬁhw7ef(v1,0+1+2¢J)5hw:|
w—0
qeN
3
= —5(u0—v1o) 9)
et uj 9, une fonction décroissante de o, s’annule comme
(ae — @)'/2 puisque A;(s) est paire, de sorte que = Bs

diverge comme (a, — o)~ 1/2.

Cas a > a, : Modele de portée nulle efimovien.
— Nous supposons maintenant que le rapport de masse
est tel que a. < o < 75,99449. .. [25], de sorte que Deffet
Efimov n’a lieu que dans le secteur [ = 1. La fonction Aj—;
possede une paire de racines imaginaires pures complexes

conjuguées +s et nous posons

(10)

U = s =1ils|
|s| s’annule comme (o — a.)'/? et est une fonction crois-
sante de a. Le potentiel 1/R? dans ’équation de Schrodin-
ger (4) sur F(R) devient attractif, ce qui conduit a une
“chute vers le centre” [26] et & un spectre continu non
physique d’états liés, ce qui oblige & modifier la condition
aux limites en R =0 [27] :

F(R) = (R/R)™ —(R/R))7*I + O(R?)

R—0

(11)

Pour mettre en évidence le fait que le troisieme coeffi-
cient d’amas dépend maintenant d’un parametre, a sa-
voir cette longueur R; appelée parametre a trois corps,
nous ’écrivons comme Bg,l, c’est-a-dire avec une barre
supérieure. Dans l'espace libre, I’équation (11) conduit
a un nombre discret et infini d’états trimeres d’Efimov,
avec un spectre purement géométrique s’étendant de —oo
a 0. Dans tout systeme physique, cependant, I'interac-
tion n’est pas strictement de portée nulle et le spectre
doit étre borné inférieurement [11]. On peut s’attendre
a ce que les effets de portée non nulle alterent alors la
nature géométrique du spectre pour les trimeres les plus
profondément liés. Cependant, pour une résonance de Fe-
shbach étroite [21,28], pour les modeles de résonance de
Feshbach avec coupure dans ’espace des impulsions [29,30]
et pour le modele d’une interaction de cceur dur a trois
corps [13], le spectre est presque entiérement géométrique,
au moins lorsque |s| n’est pas trop grand (|s| < 1), et de-
vient entierement géométrique lorsque o — «f, puisque
le produit du nombre d’onde typique des particules et
de la portée de 'interaction tend vers zéro [21]. Dans ce
qui suit, nous prenons donc dans ’espace libre le spectre
géométrique borné inférieurement :

€(07)= lim eg(w) = —Egope 27H0/5l yg e N (12)
L’échelle d’énergie globale Fgo1, peut étre calculée a partir
d’un modele microscopique pour l'interaction, comme cela
a été fait dans les modeles mentionnés ci-dessus. Ici, nous
la prenons comme un parametre que la solution de 'Eq.(4)
pour w = 0 avec la condition aux limites (11) relie & R,
comme suit :

(13)

2h2 n S)—Iin —S8 S
Eglob _ ?e[l I'(1+4s)—InT(1-s)]/

t

avec InT" la détermination habituelle du logarithme de la
fonction I'. B
La contribution & Bz des voies (I,n) # (1,0) est in-
changée car aucun effet Efimov ne s’y produit :
5£(1,0 1,0
B3 " = Bz (" (14)
Nous la calculons comme dans [12], en utilisant 1'Eq.(7)
telle quelle pour | # 1, mais en remplagant A;(iS) par
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S'2+vio
52+uf g
(1,0), le spectre n’est plus donné par 'Eq.(5), mais par
la solution de I'’équation transcendante tirée de [31] et
réécrite comme dans [12,32] pour redonner I'Eq.(12) dans
I’espace libre :

A;(iS) pour I = 1. Dans la voie efimovienne (I,n) =

2hw
Eglob

1+s—2eq/(hw)) —|—Bln(

ImlnF(
2

)+(q+1)7r=0

(15)
de sorte que la premiere identité dans ’'Eq.(9) est rem-
placée par

Bé}io) _ 3}%32 |:ef,6’eq(w) o ef(v1,0+1+2q)6hw} (16)
qeN

Pour une valeur de w non nulle suffisamment petite, deux
classes d’énergies émergent dans le spectre a trois corps :
(i) les énergies propres négatives, qui sont I’équivalent des
énergies propres des trimeres dans 1'espace libre, et (ii) les
énergies propres positives, qui sont I’équivalent du conti-
nuum dans 'espace libre. La seconde classe constitue un
spectre harmonique & un “défaut quantique” dépendant
de énergie pres A(e) [32] :

€a(«)

1)~ 2+ Aley()) +0(1/g)

q——+o0

(17)
ol qw est = fixé. Par le raisonnement de [12], on obtient

(1,0 —Be, (0T
BYLY =33 e 1]
geN

“+o0
- 2/ deBIA(e) — (1 +vi)le  (18)

Nous avons obtenu une nouvelle expression du défaut
quantique? :
Ell
tan('5ta) 49 {s|x—‘
th(Ll7) 27

oll ¢ = In(e/Egion). La fonction entier le plus proche dans
le dernier terme compense exactement les sauts de la fonc-
tion atan lorsque tan(|s|xz/2) tend vers infini, de fagon
que A(e) soit une fonction lisse de € et de |s].

Les valeurs correspondantes de Bg’l pour a > «, sont
représentées sur la figure 1, aprés multiplication par un
facteur e?Fo, ot By = €,-0(0") est 1'énergie du trimere
fondamental, de fagon & absorber la contribution de cette
derniere, qui devient rapidement dominante et divergente
pour kgT < |Ey| [33]. Le résultat dépend de BEgion,
un parametre qui doit étre > 1 : notre théorie, étant
de portée nulle, requiert que Ry, de I'ordre de la portée
vraie de linteraction ou de la portée effective, comme
dans les modeles respectivement d’interaction de coeur

Ale) =2+ 2 atan (19)
™

3. Cette expression et celle (C6) de [32] sont égales, puisque leur
différence est une fonction continue de x qui s’annule en zéro et dont
la dérivée est identiquement nulle.

dur & trois corps et de résonance de Feshbach étroite,
soit < a la longueur d’onde thermique de de Broglie
A\ = [27h? /(M kgT))"/?. T est clair qu’il y a un écart entre
By1(a) et Bs1(a) en aF & Ry non nul. Lorsque Ry — 0
(Egiob — +00) il y a accord en «., comme on le voit en
prenant d’abord la limite s — 0 dans I’Eq.(19),

1D(E/Eg10b)
™

Ale) — Agle) =2+ %atan (20)

a—al

puis en prenant la limite B; — 0 dans 'Eq.(18)* :

_ 3 [t e
BV (af) = =3 [ depldo(e) = 1+ vo)le

3 3 1 2
= Zuo-— +0 21
BEgiob—+00 2U1’0 ln(ﬂEglob) (111(/3’Eg10b)) ( )

ce qui correspond exactement a la valeur de 'Eq.(9) pour
u1,0 — 0. Le point essentiel est cependant que la limite
R, — 0 n’est en pratique jamais atteinte, en raison de la
convergence logarithmique tres lente. Nous nous attendons
a ce que ce probleme s’étende & a < a., si bien que le
calcul fait strictement & portée nulle dans [16] n’est pas
entierement réaliste. Il reste également le mystere de la
dérivée infinie de By 1(a) en oo = a; . Ces deux problemes
sont résolus dans la section suivante.

Cas a < a, revisité : modeéle de portée nulle a
1 parametre. — Voyons maintenant qu’un parametre a
trois corps Ry doit étre introduit pour a < a., c’est-a-dire
méme en 'absence d’effet Efimov, lorsque « est suffisam-
ment proche de «.. La racine s = u; 9 > 0 s’annule alors
comme (a.—a)'/? et la barriere centrifuge dans 1’équation
hyperradiale (4) s’atténue, de sorte que la fonction F(R),
les énergies propres F et le troisieme coefficient d’amas de-
viennent de plus en plus sensibles aux propriétés a courte
distance de D'interaction [30, 34].

Supposons que la physique a trois corps dans la portée
de l'interaction soit décrite par un terme supplémentaire
V(R)F dans I'Eq.(4), par exemple un coeur dur a trois
corps de rayon b. Sachant que les énergies propres perti-
nentes F valent au plus quelques kT, et que b < ¢, nous
pouvons faire les raisonnements suivants.

(i) en R < M, on peut obtenir le comportement de
F(R) par un calcul a énergie nulle (négligeant le terme
EF) et dans espace libre (puisque la longueur de 1'os-
cillateur harmonique est > A;). Comme b < X, il existe
un domaine b < R < A; ou 'on peut également négliger
V(R). Alors F(R) est une superposition des deux solu-
tions particulieres R® et R~°, avec des amplitudes relatives
fixées par une longueur R; qui dépend des détails micro-
scopiques de V(R), par exemple R; = b pour le cceur dur
& trois corps® :

F(R) ~

~ 22
bK RN (22)

(R/R:)* — (R/Ry)™"

4. Pour ce faire, on prend e comme variable d’intégration et on
développe l'intégrande en puissances de 1/In(8Egiop)-

5. Si 'on pose F(R) = R™%¢(r = R2?%), on a F"" + F'/R —
s2F/R? = 4s2R3572¢/(r) de sorte que R?° = acg, oll ac est la
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(ii) on peut approcher le méme intervalle b < R < A
en partant des grandes distances. Le potentiel de piégeage
et le terme EF doivent maintenant étre conservés, et F'(R)
est I'unique solution de I’Eq.(4) qui ne diverge pas & l'in-
fini (& un facteur de normalisation pres), une fonction de
Whittaker de R? divisée par R [19]. Alors, en R < A, on
trouve aussi que F(R) est une combinaison linéaire de R*
et R™°, comme elle doit ’étre, mais avec des coefficients
A4 (F) qui sont des fonctions connues de FE. Le nécessaire
accord avec ’Eq.(22) conduit & une équation implicite sur
E, comme si I’Eq.(4) était soumise a la condition aux li-
mites modifiée en R = 0 [18,35]©

F(R) = (R/R)* —(RJR)™ +O(R™)  (23)
Le troisitme terme dans 1'Eq.(23), une propriété mathé-
matique de la fonction de Whittaker, est négligeable par
rapport au premier, et ce modele a un sens, seulement
pour s < 1 ie. a > 8,6185.... De fagon remarquable,
ceci reproduit le modele de portée nulle efimovien (11) si
lon remplace formellement s par i|s|. Il est alors naturel
d’étendre la définition de Egion & o < e comme suit .7

r'(1+ s))”s 2h2 (24)

Egob =
glob o <1 (F(l —9) MR?

ou le premier facteur est une fonction lisse de a car son
développement en série ne comporte que des puissances
paires de s.

La condition aux limites F'(R = 0) = 0, plus habituelle,
qui a conduit au spectre (5), est généralement justifiée
de la fagon suivante : en R & A, le terme R~ de (22)
est négligeable par rapport au terme R® dans la limite de
portée nulle b < A, c’est-a-dire SEgop > 1, puisqu’on
s'attend & ce que R; ~ b :®

(Ae/Ry)~°

(Ae/Ry)* <!

~ (BEgion)* (25)
Cependant cette condition devient de plus en plus difficile
a satisfaire lorsque @ — o, et elle sera violée lorsque

1

*S () 29)

Ceci nous oblige a recalculer le troisieme coefficient d’amas
avec la condition aux limites (23). A partir de I’équation

“longueur” de diffusion dans l'onde s d’une particule de masse M
sur le potentiel v(r) = V(r1/(29))p=2+1/s /(452). Nous supposons ici
que aqg > 0, par exemple parce que V(R) est positif.
6. Pour s = 0, ceci devient F(R) Koo In(R/R¢) + O(R?In R).
—
7. Sur une résonance étroite de longueur de Feshbach R., on

tire de [21] (% 2,»12 Eglop)® = 1_,_2 ?&*32%‘( v1,0) [T enx ?EEZ; avec

f(2) = T(z = )01 + 2 — 8)/[C(z + )DL + 2 + ).

8. Dans des cas particuliers, connus sous le nom de résonances
a trois corps, voir [18,35], R:/b peut étre arbitrairement grand et
BEglob peut rester fini dans la limite de portée nulle. Ceci est im-
probable ici car il y a déja une résonance & deux corps.

implicite sur le spectre d’énergie (€,(w))gen [19] :°
s—F/hw s
F(%) _ (Eglob>
1-—s—E/hwy
p(sf/w) 2hw
nous recalculons le défaut quantique comme dans [32], en

utilisant la formule de réflexion d’Euler et la formule de
Stirling :

(27)

th[3 In(e/Egion)]

tan(57) (28)

2
A(e) = 2+ — atan
™

Quand R; — 0, BEo, — +00 et ceci reproduit la va-
leur 1 4+ s du défaut quantique dans I'Eq.(5). L'Eq.(28)
ne change que la contribution de la voie (1,0), puisque
les autres voies ont tous leurs wu; , > 1 sur 'intervalle de
valeurs de « de la figure 1 :

+oo
B — —g/o deBIA(e) — (1+vo)e ™ (29)

0<s<1

Sur la figure 1 nous représentons pour a < «. les valeurs
correspondantes de BQJ pour les mémes valeurs du pa-
rametre SEgo1 que dans la partie o > o de la figure, ce
qui conduit a un raccordement visiblement lisse en o = ..
On pouvait s’attendre & la continuité du raccordement du
fait que (i) le changement formel s — i|s| dans I'Eq.(28)
reproduit Pexpression (19) du défaut quantique du coté
a > «a. a part la fonction entier le plus proche qui n’est
de toute fagon pas pertinente lorsque |s| — 0, et (ii) le
spectre des trimeres efimoviens a une contribution & BQ’l
qui tend vers zéro lorsque a — .

Et en effet, Béjll’o)(a) (et Bg1(a)) sont des fonctions
lisses de v en . & BEg01 fixé, puisque A(e) est une fonc-
tion paire de s et que son développement en série n’admet
que des puissances paires de s :

3 2
77TI4

T 5
0 30

+ o) (30)

ol Ag(e) est donné par I'Eq.(20), z = In(¢/Egob) €t s
peut étre réel ou imaginaire pur. Le report dans I'Eq.(29)
conduit a des intégrales sur e convergentes et a un
développement de B (1 0

sances palres de s :

comportant uniquement des puis-

(1 0) (1 0) _ A,
Bai (@) = Bz i (ac) 50 4°
A(r? = 24%) —4¢(3) 4 6
— 1
430 s*+0(s®) (31)
ot A =1In(e?"BEq01) et v =~ 0,577 est la constante d’Eu-

ler 19, Puisque s? est une fonction lisse de a en «, BQJ
lest aussi. L'Eq.(31), combinée & A;(s) = 0, dit comment

9. La solution de cette équation d’énergie minimale doit étre
omise, car elle se raccorde quand w — 0 & un état lié d’énergie
—Eg1ob et d’extension spatiale ~ R, qui ne peut pas étre décrit
fidelement par notre modele de portée nulle quand R; = b (c’est-a-
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i (b)

321

2.6 1
k, T/[E

o

\ \ T 1
-2 -1 2

0 1
u=[[s|In(BE,, )/2n-1]In(BE ;)

FIGURE 2: Analyse en loi d’échelle de la figure 1 pour a proche
de o, dans la limite BEgop — +00. (a) A valeur fixée de ¢t =
sIn(BEgiob) : les résultats s’approchent de la loi (33) (trait plein
noir), a condition que |t| < 27 sur le c6té o > a.. Courbes de
haut en bas : BEgq., = 10%(cyan), 10*(violet). Ligne tiretée :
prédiction de la théorie & 0 parameétre —3t/2. (b) Du c6té a >
a, & valeur fixée de u = [[t|/(27) — 1] In(BFEgiob) : les résultats
se rapprochent de la loi (34) (trait plein noir), qui reproduit la
structure piquée qu’on observe sur la figure 1. De bas en haut
pour u < —0,6 : valeurs de BEgiob listées dans la légende de
la figure 1, dans le méme ordre et avec les mémes couleurs.
Encart : compte tenu des Eqgs.(9,18,19), I'Eq.(34) prise pour
u = In(B|Eo|) donne aussi la limite de 0 By ; lorsque o — af
a kpT/|Eo| fixé.

dire en P’absence de résonance & trois corps) et qui, en effet, n’existe
pas pour une interaction de coeur dur a trois corps ou dans le modele
de résonance de Feshbach étroite [21]. Ceci équivaut & ’hypothese
faite dans [16] de l’absence d’états triméres non universels.

10. L’interversion du développement de Taylor et de I'intégration

la dérivée premiere en o diverge lorsque SEgon — +00 :

@B2’1(ac)ﬂEg10:e+ooC In(BEg101) ot C ~ 0,0478243
(32)

Elle conduit également a une loi d’échelle intéressante au
voisinage de a. : en ne gardant dans les coefficients des
puissances de s dans (31) que les termes dominants en
In(SEgion), on obtient, apres multiplication de (31) par
In(BEgion), la loi suivante lorsque SEgio tend vers 'infini
at=sln(fEgep) fixé :

B B xé 3t/2
[Ba,1() — Ba1 ()] In(BEgob) . ’:0% N 3_ th(tt//g)
(33)

sans contrainte sur le c6té a < ., et avec la contrainte que
[t] < 27 sur le c6té @ > a en raison de 'apparition d’un
pole en t = 27i dans la contribution du défaut quantique
et d’une divergence de la contribution du trimere fonda-
mental pour [t| > 27. L’Eq.(33) est obtenue en négligeant
In(Be) par rapport & In(8Eg101) dans (19,28), car Be est ty-
piquement de l'ordre de I'unité dans les intégrales (18,29).
Nous reportons sur la figure 2a les données de la figure 1
apres changement d’échelle comme dans 1'Eq.(33) : les
résultats se regroupent en effet presque sur une méme
courbe de loi d’échelle donnée par 1'Eq.(33), d’autant
mieux que In(SEgiop) est plus grand. La prédiction —3t/2
de la théorie & zéro parametre, voir la ligne tiretée, n’est
équivalente a la loi correcte que pour t — +oo. La loi
d’échelle trouvée justifie pleinement la condition intuitive
(26) : le passage du régime de portée nulle a 0 parametre
au régime de portée nulle & 1 parametre se produit effec-
tivement pour s ~ 1/In(5Egiob).

Que se passe-t-il du coté o > a, pres de [t| = 27 7 Pour
[t| fixé & une valeur > 2, la contribution du trimetre
fondamental 3e=#Fo, ot Ey = ¢(01), diverge rapide-
ment lorsque SEg0p — +00 et domine toutes les autres
contributions, de sorte que le coefficient d’amas réduit
eBFo Bg’l de la figure 1 tend vers trois. Cependant, avant
cela, le coefficient d’amas réduit présente en fonction de
« une structure intéressante sur la figure 1, une augmen-
tation rapide avec atteinte d’'un maximum, qui se situe
sur un voisinage de [t| = 27 de largeur 1/ In(8Eg101). Ceci
est mis en évidence par le changement de variable affine
u = [[t|/(27) — 1](In BEgi0b). Lorsque SEgion — +00 & u

est justifié par le théoréeme de dérivation sous le signe intégral, ou
z est la variable d’intégration. Pour a < ac, on pose u(z,s) =
th(sz/2)/s et v(z,s) = tan(sm/2)/s et on choisit n €]0, 1[. Il existe
alors des nombres positifs (An, Bn)nen et C > 0 tels que V(z,s) €
B [0.n], ¥n € N : [0u(w, )| < Aufal™*, [00v(z,s)| < By,
u(z, 8)2+v(z, s)2 > C. Pour @ > ac, on pose u(z, |s|) = [7sin(|s|z)—
xsinh(7|s|)]/|s|? et v(x, |s|) = [cosh(n|s|) —cos(|s|x)]/|s|? et on choi-
sit 7 > 0. 1l existe alors des nombres positifs (An, Bn, Cn, Dn)nen
et G > 0 tels que Y(z,|s|]) € R x [0,n], Yn € N : |8|7;|u(a:,\s\)| <
Anla| + Bnla|"*2, |0 v(x, |s)| < Cn + Dala*™™, v(z,|s])| >
G. Les fonctions u et v apparaissent dans 9sA(e) sous la forme
(vOsu — udsw)/(u? + v2) pour a < ac, et dans 0)5|A(e) sous la
forme u/v pour a > . Alors |97 Al et \8&A| sont majorées par

des polynoémes en |z| uniformément en s ou |s| Vn € N*.
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Le troisieme coefficient du viriel d’un gaz unitaire de fermions a deux composantes a travers un seuil de 'effet Efimov

fixé, BEy — —e, la contribution du trimetre fondamen-
tal reste finie et, compte tenu du théoreme de convergence
dominée, on a

_ & . |
GBEOBQ’l uﬁ)e e © |:BQ’1(OZC) + 3 <ee - )
BEgiob—+00 2

+o0 —1
+§ / defe™P¢ atan unﬁe] (34)
0 ™

™

ot By 1(a) ~ 1,7153 [16] est la prédiction de la théorie de
portée nulle & 0 parametre en a.. Comme le montre la fi-
gure 2b, les données rééchelonnées de la figure 1 convergent
bien vers cette loi.

Conclusion. — Par rapport a la théorie de portée
nulle habituelle, nous avons trouvé des corrections de
lordre de 1/1In(\;/R;) au troisitme coefficient du viriel
d’un gaz unitaire de fermions a deux composantes, pres
et en dessous du seuil de l'effet Efimov, & une distance
a. — a variant comme 1/[In()\;/R;)]?, ot R; est un pa-
rametre a trois corps et A\; une longueur d’onde thermique
de de Broglie; ces corrections en 1/1In(\;/R,;) proviennent
de corrélations a trois corps a courte distance, c’est-a-dire
de triplets d’atomes proches !!. Par conséquent, pour une
valeur finie et donnée de A\;/R;, comme dans tout systéeme
réaliste, le troisiéme coefficient du viriel se raccorde de
maniere lisse a ses valeurs prédites par le modeéle efimovien
de portée nulle au-dessus du seuil, ce qui supprime la tran-
sition de phase non physique du premier ordre présente
dans la théorie de portée nulle. Nos prédictions peuvent
étre testées en mesurant 1’équation d’état des mélanges
d’atomes froids fermioniques ayant un rapport de masse
a ~ 13,6, comme le mélange 3He* et 4°K.

Remerciements. —
soutien financier.

S.E. remercie la JSPS pour son

Références

[1] K. Huang, Statistical Mechanics (Wiley, New York, 1963).

[2] E. Beth, G.E. Uhlenbeck, Physica III 8, 729 (1936) ; Phy-
sica IV 10, 915 (1937).

[3] P.C. Hemmer, Phys. Lett. 27A, 377 (1968) ; B. Jancovici,
Phys. Rev. 178, 295 (1969) ; Phys. Rev. 184, 119 (1969) ;
B. Jancovici, S. Merkuriev, Phys. Rev. A 12, 2610 (1975).

[4] T.D. Lee, C.N. Yang, Phys. Rev. 116, 25 (1959) ; A. Pais,
G.E. Uhlenbeck, Phys. Rev. 116, 250 (1959) ; S.K. Adhi-
kari, R.D. Amado, Phys. Rev. Lett. 27, 485 (1971) ; W.G.
Gibson, Phys. Rev. A 6, 2469 (1972).

[6] K.M. O’Hara et al., Science 298, 2179 (2002) ; T. Bourdel
et al., Phys. Rev. Lett. 91, 020402 (2003) ; C.A. Regal, M.

11. Pour s < 1/2, elles 'emportent sur des corrections
plus habituelles & Dénergie (ici négligées), dues & leffet d’une
portée non nulle b de l'interaction & deux corps au niveau des
corrélations & deux corps & courte distance (impliquant seulement
des paires d’atomes proches), qui tendent vers zéro linéairement
en b [36]. D’apres I'Eq.(29) pour R¢/A¢+ — 0, Baq — Ba1 ~
—%F(s + 1) sin(s7)/(BEglob)° tend en effet vers zéro plus lentement
que b, si I’on suppose que R; = b.

p-7

Greiner, D.S. Jin, Phys. Rev. Lett. 92, 040403 (2004) ; M.
Zwierlein et al., Phys. Rev. Lett. 92, 120403 (2004).

[6] A. Comtet, Y. Georgelin, S. Ouvry, J. Phys. A 22, 3917
(1989); J. McCabe, S. Ouvry, Phys. Lett. B 260, 113
(1990).

[7] Xia-Ji Liu, Hui Hu, P. D. Drummond, Phys. Rev. Lett.
102, 160401 (2009) ; Phys. Rev. A 82, 023619 (2010).

[8] D.K. Kaplan, Sichun Sun, Phys. Rev. Lett. 107, 030601
(2011) ; X. Leyronas, Phys. Rev. A 84, 053633 (2011).

[9] M. Horikoshi, S. Nakajima, M. Ueda, T. Mukaiyama,
Science 327, 442 (2010); N. Navon, S. Nascimbene, F.
Chevy, C. Salomon, Science 328, 729 (2010) ; Mark Ku,
A. Sommer, L. Cheuk, M. Zwierlein, Science 335, 563
(2012).

[10] S. Nascimbene et al., Nature 463, 1057 (2010).

[11] V. Efimov, Sov. J. Nucl. Phys. 12, 589 (1971) ; V. Efimov,
Nucl. Phys. A 210, 157 (1973) ; A. Bulgac, V. Efimov, Sov.
J. Nucl. Phys. 22, 296 (1975).

[12] Y. Castin, F. Werner, Rev. can. phys. 91, 382 (2013).

[13] J. von Stecher, J. Phys. B 43, 101002 (2010).

[14] S. Piatecki, W. Krauth, Nature Comm. 5, 3503 (2014).

[15] D.S. Petrov, Phys. Rev. A 67, 010703 (2003) ; E. Braaten,
H.-W. Hammer, Phys. Rep. 428, 259 (2006).

[16] K.M. Daily, D. Blume, Phys. Rev. A 85, 013609 (2012).

[17] F. Werner, Y. Castin, Phys. Rev. Lett. 97, 150401 (2006).

[18] F. Werner, Y. Castin, Phys. Rev. A 74, 053604 (2006);
Y. Castin, F. Werner, chap. 5, The BCS-BEC Crossover
and the Unitary Fermi Gas, LNIP 836, W. Zwerger éd.
(Springer, Berlin, 2011).

[19] F. Werner, these de doctorat, Université Pierre et Ma-
rie Curie (Paris, 2008), tel.archives-ouvertes.fr/
tel-00285587.

[20] R. Minlos, L. Faddeev, Sov. Phys. JETP 14, 1315 (1962).

[21] Y. Castin, E. Tignone, Phys. Rev. A 84, 062704 (2011).

[22] G. Gasaneo, J.H. Macek, J. Phys. B 35, 2239 (2002) ; M.
Birse, J. Phys. A 39, L49 (2006).

[23] Y. Castin, Comptes Rendus Physique 5, 407 (2004).

[24] L.P. Pitaevskii, A. Rosch, Phys. Rev. A 55, R853 (1997).

[25] O. Kartavtsev, A. Malykh, Zh. Eksp. Teor. Phys. 86, 713
(2007).

[26] L. Landau, E. Lifshitz, Quantum Mechanics (Elsevier
Science, Oxford, 2003).

[27] P. Morse, H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics,
vol. I, p. 1665 (Mc Graw-Hill, New York, 1953).

[28] L. Pricoupenko, Phys. Rev. A 82, 043633 (2010).

[29] M. Jona-Lasinio, L. Pricoupenko, Phys. Rev. Lett. 104,
023201 (2010).

[30] S. Endo, P. Naidon, M. Ueda, Phys. Rev. A 86, 062703
(2012).

[31] S. Jonsell, H. Heiselberg, C.J. Pethick, Phys. Rev. Lett.
89, 250401 (2002).

[32] F. Werner, Y. Castin, Phys. Rev. A 86, 053633 (2012).

[33] A. Pais, G.E. Uhlenbeck, Phys. Rev. 116, 250 (1959).

[34] A. Safavi-Naini, Seth T. Rittenhouse, D. Blume, H.R. Sa-
deghpour, Phys. Rev. A 87, 032713 (2013).

[35] Y. Nishida, Dam Thanh Son, Shina Tan, Phys. Rev. Lett.
100, 090405 (2008).

[36] F. Werner, Y. Castin, Phys. Rev. A 86, 013626 (2012).



