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MATRICES DE STOKES-RAMIS ET CONSTANTES DE
CONNEXION POUR LES SYSTEMES DIFFERENTIELS
LINEAIRES DE NIVEAU UNIQUE.

PASCAL REMY

REsuME. Etant donné un systéme différentiel linéaire de niveau unique quel-
conque, nous explicitons des formules donnant les multiplicateurs de Stokes
en fonction de constantes de connexion dans le plan de Borel, généralisant
ainsi les formules obtenues dans l'article Resurgence, Stokes phenomenon and
alien derivatives for level-one linear differential systems (M. Loday-Richaud,
P. Remy). Pour ce faire, nous nous ramenons a un systéme de niveaux < 1
par la méthode classique de réduction du rang; puis, nous montrons que les
solutions de ce nouveau systéme sont résurgentes-sommables et nous décrivons
leurs singularités dans le plan de Borel. Nous illustrons I’ensemble des résul-
tats sur trois exemples. Nous ne faisons aucune hypothése de généricité sur le
systeme de départ.

ABSTRACT. Given a linear differential system with a single arbitrary level,
we state formulae to express all the Stokes multipliers in terms of connection
constants in the Borel plane generalizing thus the calculations made in the
article Resurgence, Stokes phenomenon and alien derivatives for level-onme
linear differential systems (M. Loday-Richaud, P. Remy). To this end, we
first reduce the level to levels 1 and smaller by the classical method of rank
reduction; next, we prove that the solutions of the new system are summable-
resurgent and we give a description of singularities in the Borel plane. We end
with three examples. No assumption of genericity is made.

INTRODUCTION

Dans tout Iarticle, nous nous donnons un systéme différentiel linéaire (en abrégé
systéme)
r+1 dy
(0.1) SRS S A@)Y LA@)€ Mo(Cla}), A0) £0
de dimension n > 2 & coefficients méromorphes d’ordre r + 1 > 2 a lorigine 0 € C.

Un tel systéme admet une solution fondamentale formelle de la forme
Y(z) = F(z)z"eQ1/®)

ou F(z) € M,(C[[z]]) est une séric entiére en z, la matrice L € M,(C) des ex-
posants de monodromie formelle est une matrice constante et la partie irrégu-
liere Q(1/x) = diag(q1(1/x), ...,qn(1/x)) est une matrice diagonale dont les termes
qj(1/z) € x='/*Clz=¥], v € {1,...,n!}, sont des polynémes en une puissance
fractionnaire de 1/ ([1,7]).

6 rue Chantal Mauduit, F-78 420 Carriéres-sur-Seine.
pascal.remy07Qorange.fr.
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2 PASCAL REMY

L’extension algébrique finie x — ¥ de la variable = et une transformation de
jauge méromorphe de la forme Y —— T'(2)Y, ou T'(z) est une matrice a coefficients
polynomiaux en z et 1/, permettent de normaliser Y (z) comme suit ([1]) :

— F(x) € My(C[[z]]) est une série entiére en z vérifiant F(0) = I, ou I,, est la

matrice identité de dimension n,
— la matrice des exposants de monodromie formelle L est sous forme de Jordan

J
L=\, + Jn,)

j=1

avec J > 2, les valeurs propres \; satisfaisant & Re();) € [0,1] et

0 sin; =1
0 1 0
In; =
sinj > 2
: 1
0 -+ - 0
— Q(1/x) est une matrice diagonale a coefficients polynomiaux en 1/z de la
forme
1 i 1
o(5) -0 (3)
j=1
avec
1 Ajr g1 i1 11
— Nous supposons de plus que
(0.2) A =0 et g =0

conditions qui peuvent toujours étre réalisées au moyen du changement de
vecteur inconnu Y = gt e(1/%) 7,

L’hypothese « le systéme (0.1) est de niveau unique r » est équivalente aux deux
conditions

1. ¢; — ge = 0 ou de degré r pour tout j, ¢
(0.3)
2. il existe j tel que a;, # 0

Sous cette hypothése, nous nous intéressons aux formules donnant les multipli-
cateurs de Stokes de F en fonction de constantes de connexion dans le plan de
Borel. Lorsque r = 1, ces constantes sont données par les singularités de la trans-
formée de Borel F de F. Plusieurs démonstrations de ce résultat existent sous des
hypotheéses suffisamment génériques (voir [9] par exemple). Une démonstration sans
hypothése de généricité a récemment été donnée par M. Loday-Richaud et I'auteur
(18]). Dans cette démonstration, nous avons établi la résurgence-sommable de F' en
suivant la méthode perturbative d’Ecalle ([5]) et nous en avons déduit une descrip-
tion précise des singularités de F dans le plan de Borel; les formules explicitant les
multiplicateurs de Stokes en fonction des constantes de connexion ont été obtenues
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en interprétant les matrices de Stokes-Ramis comme intégrales de Laplace de ces
singularités.

Le but de cet article est de généraliser les résultats établis dans [8] au cas r > 2.
A cette fin, nous remplagons le systéme initial (0.1) par un systéme de niveaux
< 1 grace a la technique classique de réduction du rang (§ 1.1). On sait en effet
parfaitement relier les matrices de Stokes-Ramis du systéme initial et les matrices
de Stokes-Ramis du systéme r-réduit ([7, Prop. 4.2]). Ce nouveau systéme n’étant
pas, en général, de niveau unique égal a 1, mais de plusieurs niveaux < 1, nous
ne pouvons lui appliquer directement les résultats de [8]. Toutefois, nous montrons
que ses solutions formelles restent résurgentes-sommables (§ 1.2, thm. 1.2). Nous
en esquissons une démonstration basée sur les théorémes d’indices de Ramis.

Le paragraphe 2 est consacré a I’étude des singularités dans le plan de Borel.
Leur forme générale, donnée au théoréme 2.13, est obtenue en réduisant le systéme
r-réduit en une équation différentielle a coefficients polynomiaux et en appliquant
a cette derniére le théoreme d’Ecalle sur les micro-solutions.

Au paragraphe 3, nous reprenons les études effectuées aux paragraphes 1 et 2
en suivant a présent la méthode perturbative d’Ecalle. Nous donnons une démons-
tration compléte du théoréme de résurgence-sommable énoncé au théoréme 1.2 et
nous précisons la structure des singularités de front monomial (théoréme 3.4).

Au paragraphe 4, nous explicitons les multiplicateurs de Stokes de F (systéme
initial (0.1)) & 1’aide des constantes de connexion dans le plan de Borel obtenues
pour le systéme r-réduit (théoréme 4.4). Une application numérique de ces formules
est donnée au paragraphe 5 dans le cadre de trois exemples.

Remerciements. J’adresse mes plus vifs remerciements a Michéle Loday-Richaud
pour toutes ses remarques et conseils sans lesquels cet article n’aurait jamais vu
le jour. Je remercie également Jacques-Arthur Weil pour son aide dans ’étude de
I’exemple du paragraphe A.2.

1. REDUCTION DU RANG ET RESURGENCE-SOMMABLE

Chacun des J blocs de colonnes de F (z) associés a la structure de Jordan de
L pouvant étre positionné a la premiére place & ’aide d’une permutation P sur
les colonnes de Y (z), nous nous limitons désormais au premier bloc f(z) formé
par les n; (= dimension du premier bloc de Jordan de L) premiéres colonnes de
F (z). Rappelons, qu’avec une telle permutation, la nouvelle solution fondamentale

formelle Y (z)P du systéme (0.1) s’écrit Y (z)P = F(x)PzP ™ LPeP ' QU/0)P,

1.1. Systéme r-réduit.
Le systéme r-réduit du systéme (0.1) est 'unique systéme de la variable ¢ = "
a coefficients méromorphes en 0 € C admettant les solutions
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pour un choix donné x = t'/" d’une racine r*™¢ de t ([7]). Fixons une fois pour
toute I'une de ces racines et notons'

< 2i7r>
pi=exp|——
”

Az) =Y Apa™ et AW =" Ap gt

m>0 m>0

Posons

pour k =0,...,7 — 1. Le systéme r-réduit du systeéme (0.1) s’écrit

dY
27 =
(1.1) P = AY

ot A(t) est la matrice par blocs de dimension rn X rn définie par

i A[O](t) tA[rfl](t) tA[l](t) 7
Ay AR) 5 -1

A(t) = : : — P kI,
. . k=0

: L AD) pAl-1)
APy e Al AR

Une solution fondamentale formelle ?(t) de ce systéme est donnée par

f/(tl/r) f/(ptl/r) f/(pr—ltl/r)
(tl/T)*lY(tl/T) (ptl/r)fly(ptl/r) (prfltl/r)fly(prfltl/r)
(tl/r)—(r—l)i}(tl/r) (ptl/r)—(r—l)?(ptl/r) L (pr—ltl/r)—(r—l)?(pr—ltl/r)

Elle s'écrit sous la forme Y(t) = F(t)Yo(t) ou

In pL [ p(T_l)L
r—1 I L—1I, . (r—1)(L—1I,) r—1
~ L—kiy n P P
Yot) =Pt | . . . . @ o
k=0 : : K : k=0
In pL_(r_l)In . e p(T_l)(L_(T_l)In)
ILe choix du signe —, qui peut paraitre surprenant, correspond en fait au choix que nous

faisons par la suite de parcourir le cercle trigonométrique de 0 & —27 dans le sens des aiguilles
d’une montre (cf. § 4, note 5).



MATRICES DE STOKES-RAMIS ET CONSTANTES DE CONNEXION 5

avec Q, (t) := Q (p"t~/7) pour tout k = 0,...,r — 1 % et on F(t) € My, (C[[t]]) est
la série entiére en t définie par

T FON@) R tFI#)
Fll@g)y  Flol@) :

: . FO@) tFl-)
L FIr=1(t) o Fl@)  FlO@)

Les séries FI¥(t) € M, (C[[t]]) sont définies & partir de F/(z) de maniére analogue
aux séries A¥I(¢) : pour tout k =0,...,7 — 1,

FIF (1) = ZF;H_mrtm lorsque  F(z) = Z E,x™

m>0 m>0

En particulier, la réduction du rang permet de ramener I’é¢tude des n; premieres
colonnes f(z) de F(z) a celle des ny premiéres colonnes f (t) de F(¢) (¢f. (1.2)).
Notre principal but, dans cet article, est d’expliciter les multiplicateurs de Stokes

du systeme initial (0.1) associés & f(x) en fonction des constantes de connexion dans
le plan de Borel associées a la transformée de Borel f(7) de f ().

1.2. Théoréme de résurgence-sommable.

Rappelons qu’une fonction résurgente est une fonction analytique a l'origine
0 € C qui peut étre prolongée analytiquement sur une surface de Riemann Rq
associée & un ensemble Q2 C C appelé support singulier. Pour une définition précise,
nous renvoyons a [17] et [8, deéf. 2.1 et 2.2]. Dans le cadre linéaire, le support
singulier €2 est un ensemble fini contenant 0. Dans un cadre plus général, I'utilisation
d’algebres de convolution et de convolutions de singularités nécessitent de prendre
pour € un réseau, éventuellement dense dans C (voir [5,11,17] par exemple).

Pour définir la résurgence-sommable, il est nécessaire d’étendre la définition clas-
sique de région sectorielle de C utilisée en théorie de la sommabilité en celle de région
sectorielle de Rq appelée région v-sectorielle (cf. [8, déf. 2.3]) et définie pour tout
v > 0 assez petit par les données

— d’un disque ouvert D, centré en 0 € C,

— d’un secteur ouvert de l'infini ¥, d’ouverture bornée,

— d’un voisinage tubulaire A, d’un chemin de classe C! par morceaux reliant D,

a X, en tournant autour des points de 2 un nombre fini de fois

20n a alors Yo(t) =

L L L
tr eQo(t) tr ple@1(®) tr pr=DLeQr-1(t)
25 Qo) $ES pL—Tn Q1 (1) . $E p(r=1)(L=1n) gQr—1 (1)
L—(r—l).In

L-(r=1)In
s

T Qo) T L (r 1)1 Q1 (1) p(r=D(L=(r=1)In) (Qr—1(1)
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telles que la distance de D, a Q* et la distance de NV, UX, a Q soient > v.

Une région v-sectorielle

Définition 1.1 (Résurgence-sommable).

— Une fonction résurgente définie sur Rq est dite résurgente-sommable & sup-
port singulier  lorsqu’elle est & croissance au plus exponentielle o l'infini sur
toute région v-sectorielle de Rq.

Nous notons @;Om I’ensemble de ces fonctions. Il est muni d’une structure
de O=1(C)-module de convolution (O<!(C) désigne I’algébre de convolution
des fonctions entiéres sur C a croissance au plus exponentielle a 'infini).

— Une série formelle est dite série résurgente-sommable a support singulier € si
— som

sa transformée de Borel formelle appartient & Resq,

L’ensemble de ces séries est noté 7€e/s;}m et est muni d’une structure de
C{t}[t~!]-module.

~ ——— som
Une série h(t) € Resg  est sommable dans toutes les directions 6 ne rencontrant

aucun point de Q*; sa 1-somme, ou somme de Borel-Laplace, est notée sg(h).

Rappelons que la transformée de Borel formelle B est un isomorphisme entre
les C-algebres différentielles (C[[¢]], +,,t%) et (C§ ® C[[r]],+,*,Te) qui échange
produit ordinaire et produit de convolution, dérivation tQ% et multiplication par
7. 1l échange également multiplication par % et dérivation % permettant ainsi

d’étendre B en un isomorphisme entre les espaces C[[t]][t~] et C[6%¥), k € NJ&C[[r]].
Sous notre hypotheése de niveau unique égal o T, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.2 (Résurgence-sommable).
Soit @ = {aj, , j=1,...,J} Uensemble des valeurs de Stokes du systéme initial
(0.1). Alors,

F(t) € Resq

Remarque 1.3. Lorsque tous les polynémes ¢; sont des monomes, i.e., ¢;(1/z) =
—a,j/x", le systéme r-réduit (1.1) est de niveau pur 1. Dans ce cas, le théoréme 1.2
est une conséquence directe du théoréme de résurgence-sommable établi dans [8].
Dans le cas général, i.e., lorsqu’au moins I'un des polynéme g; n’est pas un monome,
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le théoréme 1.2 montre que la résurgence-sommable de f n’est pas affectée par la
présence des niveaux < 1 dans le systéme r-réduit (1.1).

Le théoréme 1.2 s’obtient de fagon analogue & [8] en utilisant 'une ou l'autre des
méthodes suivantes :
— réduction du systéme (1.1) & une équation différentielle Dy(t) = 0 & coeffi-
cients polynomiaux via le théoréme du vecteur cyclique ([3]) et le théoréme
d’algébrisation de Birkhoff ([18, thm. 3.3.1]),

— méthode d’Ecalle par perturbation réguliere et série majorante ([5]).

La premiére méthode est basée sur le polygone de Newton et les théorémes
d’indices de Ramis ([14]). L’hypothése de niveau unique du systéme initial (0.1) y
joue un role essentiel ; elle intervient dans le fait que le polygone de Newton de D
a l'origine admet une pente nulle et une unique pente > 0, qui est égale a 1 et dont
les racines de ’équation caractéristique sont les valeurs de Stokes a; .. Pour plus
de détails, nous renvoyons a [8]. Cette approche nous permet également de donner
la forme générale de toutes les singularités de f(T) dans le plan de Borel via le
théoreme d’Ecalle sur les micro-solutions (cf. § 2.4 ci-dessous).

La seconde approche via la méthode perturbative d’Ecalle sera traitée en détail
au paragraphe 3 ci-aprés. Nous en déduirons en particulier une description précise
des singularités de front monomial de f (7).

2. FORME GENERALE DES SINGULARITES

D’apres le théoréeme 1.2, la fonction f(T) est analytique sur la surface de Riemann
Rq et ses points singuliers sont les valeurs de Stokes aj,, 5 = 1,...,J, y compris
a1, = 0 sauf dans le premier feuillet.

Avant de débuter ’étude générale des singularités de f(T), commengons par
quelques remarques.

2.1. Remarques et exemple.

Rappelons que, dans le cas des systémes de niveau unique 1, les singularités
dans le plan de Borel sont toutes réguliéres, i.e., de la classe de Nilsson (cf. [2] par
exemple). Pour une description plus précise, nous renvoyons a [8, thm. 3.7].

Dans le cas des systémes de niveau > 2, la situation peut étre plus compliquée
et la nature des singularités y est entiérement déterminée par les polynoémes

N A aj,1 _ 1 aj,r
q; (x> =T . =gqj - + e

apparaissant dans la partie irréguliere Q(1/x) de )7(:6) Lorsque tous ces poly-
nomes sont nuls, le systéme (1.1) est de niveau pur 1; les singularités de f(7) sont
alors toutes de la classe de Nilsson. En revanche, lorsque 'un de ces polynomes
est non nul, celui-ci induit aprés réduction du rang des exponentielles de degré
< 1; exponentielles qui engendrent, aprés transformation de Borel, des singularités
irréguliéres.

Exemple 2.1. Considérons le systéme

2dY 0 0
37 p—
(2.1) T T {_g 1+$] Y
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et sa solution fondamentale formelle Y (z) = F\(z)eQ/®) on
- Q(3) = diag (0, — 57 — 7)),

Fo) = |

1 0 ~
~ } est une série entiere telle que F'(z) = Iy + O(x).
fg (3'}) 1
Plus précisément,

~ x  x2 223 4zt 10z°
fol2) =5 — +

B B 6
3 3+3 3+3+O(a:)

Ce systéme est, au changement d’inconnue Y — e~/ (27)Y pres, le systeme étudié
par M. Loday-Richaud dans [6, ex. V.2]. Nous le « revisitons » ici du point de
vue de la réduction du rang en étudiant la structure des singularités dans le plan
de Borel de son systéme réduit. Nous reprendrons son étude au paragraphe 5.3 en
calculant explicitement ses multiplicateurs de Stokes. B

Le systéme (2.1) est de niveau unique 2 et, d’aprés (1.2), la série formelle f ()
correspondant & la premiére colonne de F (x) s’écrit sous la forme

1 Fatr =L -2 o)
f(t) = fQO(t) avec
_ 2
fa(t) fa) :%+%+%+O(t3)

Le terme nul apparaissant a la troisiéme ligne de f(t) est du au fait que le premier
coefficient de la premiere colonne de F () n’admet aucun terme en 2?1 m > 0.
Compte-tenu du théoréme 1.2, la série formelle f(t) est résurgente-sommable de
support singulier = {0,1/2}. Nous étudions ci-dessous le comportement de sa
transformée de Borel f(T) au voisinage du point singulier 7 = 1/2.

Le systéme 2-réduit du systéme (2.1) étant donné par

0 0 0 0
dY 0o 1 - ¢t
27: 3
2 = lo 0o &t o |Y
-3 1 0 1—¢]

on peut vérifier que f(t) est entierement déterminée par le systéme

00 0 0
df 0 1 —-f t
27: 3
22) S o 0o —t o |f
-3 1 0 1—¢]

et la condition initiale f(0) = [1,0,0, 5]. Les séries formelles fj(t) sont alors les
uniques solutions du systéme

df ~ ~
2t2% =Ffa+tfy

df 1~ ~
2t2£:*§+f2+(1*t)f4

dt
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Notons §, = f, — %. Les transformées de Borel f2 et g, satisfont aux équations de
convolutions

- 1 . ~ N 1
(27’—1)f2:1>kg4+§ et (27—1)94:_)“'2—1>|<g4—§

que nous pouvons réécrire sous la forme

N -~ 1 N ~
1*94:(2T—1)f2—§ et (21 —1)gs=2(1—7)f,

En dérivant alors la premiére égalité et en la reportant dans la seconde, nous en
déduisons que f, est I'unique solution analytique a 'origine de 1’équation différen-
tielle p
1
er 122 o —9)p=0 L 0=
D’ou, en choisissant une détermination de In 7 telle que In 7 soit réel lorsque 7 > 0,

nous obtenons, pour Re(7) < 1/2,

~ 1 1
= ———(1—27)7%/? ——
Falr) = gt =20 e (~ o)
Noter par ailleurs que la transformée de Borel f4 est donnée par
~ 1. . 1. 21—7)~
falr) = 55 +94(7) = 55 + ﬁfﬂﬂ

Par suite, le prolongement analytique de }\(T) admet une singularité irréguliére en
1

7 = 1/2 de partie irréguliere I’exponentielle e” 2@7=1 . Cette exponentielle est liée
+¢ ! —1/z

. e /2 . . .
aux exponentielles ramifiées e obtenues a partir de 'exponentielle e

réduction du rang (cf. § A.1).

apres

2.2. Quelques rappels sur les singularités.
Pour la commodité du lecteur, nous rappelons divers résultats qui nous sont utiles
dans la suite de ce paragraphe. Pour plus de détails, nous renvoyons a [5,11,12,17].

2.2.1. L’espace C des singularités.

Notons O 'espace des germes de fonctions analytiques en 0 € C et o I’espace des
germes de fonctions analytiques en 0 sur la surface de Riemann C du logarithme.
On appelle singularité en 0 tout élément de 'espace quotient C := (5/ O 3. Une
singularité est généralement noté avec un nabla. Un représentant d’une singularité
z dans O est appelé un majeur de Z est en noté .

Le quotient C est muni de deux applications naturelles :

can: O — C= (5/(’) la projection canonique
et var: C — O la variation,
définie par var Z(T) =p(7)—p(1e=2™). Le germe varz est souvent noté 3.
Les éléments de C ne se multiplient pas entre eux; la seule multiplication définie
va de O x C dans C et s’obtient par passage au quotient a partir de la multiplication
usuelle O x O — O. En revanche, I’espace C est muni d’un produit de convolution

3Les éléments de C sont également appelés micro-fonctions par B. Malgrange ([11]) par analogie
avec les hyper- et micro-fonctions définies par Sato, Kawai et Kashiwara en dimensions supérieures.
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® qui en fait une algébre commutative et associative. Ce produit de convolution

. vV
est défini pour p,1 € C par

v V - ~
(2.3) P ® 1 = can(p *y P)

ol gvp*uivb est le produit de convolution tronqué
FErd)n) = [ Bl -wimin €0

de 3 et ) avec u arbitrairement proche de 0 € C vérifiant T €10, uf et arg(r —u) =
arg(7) —m. Noter que la relation (2.3) a un sens puisqu’elle ne dépend ni de v ni du
choix des représentants @ et 1). Outre la commutativité et ’associativité, le produit
de convolution ® vérifient les deux propriétés suivantes :

d v o\ v
1) (Z@w) = (;f) ®

(P2) T<Z®Z> - (T¥)®Z+Z®(TZ)

Pour w # 0 dans C, l'espace C,, des singularités en w est 'espace C translaté de
o L~ v .~
0 & w. Ainsi, une fonction @ est un représentant de ¢, € C, si ¢(w + 7) est un

. .,V
représentant d’une singularité ¢ € C.

2.2.2. Transformation de Borel et singularités.

Rappelons qu’étant données une direction § € R/27Z et une fonction h définie
pres de 0, la transformée de Borel By(h) de h dans la direction 6 est donnée, pour
arg(r) = 6, par

lorsque 'intégrale a un sens (voir [12] pour les conditions suffisantes).

Notons O=eP Pensemble des fonctions & croissance sous-exponentielle & ’origine
0 € C, i.e., Pensemble des fonctions h(t) € O telles que

lim (|t|In|h(¢)]) =0 uniformément sur tout secteur

61 < arg(t) < 6o
|t|]—0

[t <p

Par exemple, les fonctions puissances t*, A € C, le logarithme Int et les exponen-
tielles exp(P(t~'/")), P(t) polynome en t sans terme constant et de degré < r — 1,
sont des éléments de OS¥P,
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v
Notons également C=! I'ensemble des singularités h € C admettant un représen-
tant @ analytique sur C et & croissance au plus exponentielle & I'infini uniformément
sur tout secteur 0] < arg(r) < 04, || > p'.

Proposition 2.2 ([5, pp. 46-48]).

La transformation de Borel By peut étre étendue en un isomorphisme de C-algébres
différentielles, encore noté By, de ((’3§‘3Xp,—|—,07t2%) vers (CS1, 4+, ®, Te).

Son inverse est la transformation de Laplace Ly dans la direction 0 définie par

(2.5) Lo(h)(t) = / h(r)e™ Fdr

- v -
ot h est un représentant de h dans O comme ci-dessus et ol g est un contour de
Hankel autour de la direction 0, l’argument variant de 6 — 2w o 6.

Etant donnée une suite (H,,(t))m>o0 d’éléments de O<exP_on étend la transfor-
mation de Borel formelle B & I'élément H(t) = 3, -, Hp(t) en posant B(H) :=
ZmZO B(H,,), ou B := By pour une direction 6 quelconque.

Nous considérons ci-dessous le cas particulier ot H,,(t) = h,,t™(Int)? avec
AeCetpeN, e,

H(t) = h(t)t* (Int)” avec h(t)= > hmt™ € C[[t]

m>0

est une fonction de la classe de Nilsson formelle.

2.2.3. Singularités de la classe de Nilsson.

Rappelons qu’une singularité de la classe de Nilsson est une singularité Z eC
provenant d’'un $ € O somme finie de fonctions de la forme hap(H)t* (Int)P avec
A€ C,peNet hy,(t) € O. Rappelons également que 'espace des singularités de
la classe de Nilsson est une ®@-algebre différentielle de convolution ([11]).

Ces singularités jouent un role essentiel dans la structure des singularités que
I’on rencontre dans le cas des systémes de niveau unique.
Donnons & présent les notations et résultats utilisés dans la suite. Notons
. /\72'735 = { > Exjp(t)tA(lnt)P , A eC, peN, E,\p(t) € @;om} Pensemble
finie
des fonctions résurgentes-sommables de la classe de Nilsson formelle a support
singulier €,
o NilES :={ S hy,()t*(Int)P , N€C, peN, hy,(t) € 7@?{’"’} I’ensemble
finie
des fonctions résurgentes-sommables de la classe de Nilsson & support singulier

Q.

Définition 2.3 (Singularité résurgente-sommable de la classe de Nilsson).
Une singularité Z € C est dite résurgente-sommable de la classe Nilsson a support
singulier Q si elle admet un représentant ¢ appartenant & Nilgs.

v
L’ensemble de ces singularités est noté Nil &5,
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Notons C[t*Int]yec C OSSP Despace des polynoémes en t*Int, A € C, et
v \Y
C[t*Int]xec C C son image par la transformation de Borel. L’espace Nil & est

v
un C[t* Int]yec-module différentiel de convolution (cf. [11] par exemple).
Nous avons de plus le résultat suivant :

Proposition 2.4 ([8,11,17]).
(1) Soit he /\72'/155. Alors,

~ ~ v
B(h) € NilES

(2) Réciproquement, soient Z € /\yilgs et o eNil BS un représentant de gvp de
la forme @(7) = hy ()7 (In7)P avec A € C et p € N.
Soit 6 € R/277Z une direction telle que Q* Ndy = 2.
Alors,

ﬁe(&)(t) = Z (Z) so(hap—r) ()1 (Int)k

k=0

ot, pour tout £ =0,...,p,

~ dé e Tz —— som
hae(t) = 2¢ — | =——— hxpmt™ €R
re(t) WZ dz*t (F(l —2) ) |z=m+1+X o o0

m>0

lorsque
hap(t) = th,p;mtm

m>0

2.3. Front d’un point singulier.

Comme dit précédemment, les singularités de f(T) sont génériquement irrégu-
lieres et non plus réguliéres comme dans le cas des systémes de niveau unique 1.
Toutefois, le type « d’irrégularité » de chaque singularité ne dépend que des po-
lynémes ¢;. Il peut donc étre directement lu sur la solution fondamentale formelle
initiale Y ().

Définition 2.5 (Front d’un point singulier).
On appelle front de w € Q Uensemble Fr(w) = {g; ; a;» = w} des polynémes
q;(1/z) de terme dominant —w/z".

Sous notre hypothése de niveau unique (cf. conditions (0.3)), le front de chaque
point singulier w € €2 est un singleton :

)

avec ¢, = 0 ou ¢, (1/x) polynome en 1/z sans terme constant et de degré plus petit
que r — 1.

Définition 2.6 (Point singulier de front monomial).
Un point singulier w € € est dit de front monomial si ¢, = 0. La singularité
correspondante est appelée singularité de front monomial.
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La théorie des singularités exposée par B. Malgrange dans [10] permet de donner
la forme générale des singularités de }\(T) en tout point de Q*. Précisément, le théo-
réme 2.13 ci-dessous montre que ces singularités, translatées a ’origine, s’écrivent
sous la forme d’une somme de produits de convolution entre des singularités de la
classe de Nilsson et les singularités Z‘jw(ﬁktfl/r), k=0,...,7r — 1. En particulier, les
singularités de front monomial sont des singularités de la classe de Nilsson.

2.4. Description des singularités.

Le systéme (1.1) est méromorphiquement équivalent & une équation différentielle
d’ordre rn, a coefficients polynomiaux et de rang < 1 a 'origine. Quitte & multi-
plier les solutions formelles de cette équation par une puissance convenable de t,
nous pouvons toujours supposer que son systéme compagnon admet une solution
fondamentale formelle de la forme Z(t) = G(t)Yo(t) on G(t) = M~ (t)F(t) €
M, (C[[t]]) est une série entiére en t et ot M(t) € GL,.,(C{t}[t™!]) est méro-
morphe a l'origine. En particulier, les blocs de colonnes qui se correspondent dans
G et F ont les mémes propriétés de résurgence-sommable. Notons Dy(t) = 0 une
telle équation.

Notons également f)g(T) = 0 son équation transformée de Borel. Cette équation
est encore une équation différentielle a coefficients polynomiaux (quitte & multiplier

D par une puissance convenable de t~1) et elle est de rang < 1 & Pinfini ([10, thm.
1.4]).

L’étude des singularités de f que nous proposons ci-dessous repose sur les deux
points suivants :

(1) La matrice f étant reliée aux ny premiéres colonnes g de G par la relation
f Mg, les points singuliers de f sont ceux de g.

(2) L’opérateur D étant de rang < 1 a 'origine, on peut décrire les singularités
de g en tout point w € Q\{0} en s’appuyant sur le théoréme d’Ecalle sur
les micro-solutions de D.

. . " . . v .
Rappelons qu’une micro-solution de D en w est une singularité ¢, € C, vérifiant
D » = 0 dans C,,.

2.4.1. Théoréme d’Ecalle.

Le théoreme d’Ecalle, tel qu’énoncé et démontré par B. Malgrange dans ([10,
thm. 2.2]), établit que I'espace des solutions formelles Sol(D) de D et I'espace des
micro-solutions de D sont isomorphes®. EXphCltons dans notre cas ce théoréme en
exhibant une base de micro-solutions de D.

Par construction, une base de solutions formelles de D est constituée par les
éléments de la premiére ligne de Z. Découpons alors G= [é‘?l e é’”] en r blocs
de colonnes de dimension rn X n suivant la structure par blocs de i’o (¢f. page
4), puis chaque bloc G*Y = [é'?”’l e é'“’?‘]] en J blocs de colonnes suivant la
structure de Jordan de L (la matrice G**** est de dimension rn x ny pour tout v).

4Noter que B. Malgrange énonce ce théoréme, non pas en terme de transformation de Borel,
mais en terme de transformation de Fourier, i.e., de transformation de Laplace.
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Notons enfin Ev,é,q le premier terme de la ¢°™¢ colonne de GV, Rappelons (cf.

thm. 1.2) que g, , , appartient a 7/2\55;012‘7‘ pour tout v, ¢, q.

Lemme 2.7 (Base de §07(D))
Pour toutv=1,....,7, {=1,....,J et q=1,...,np, notons

EU’Z,Q(t) = El,f,q(t) + (pv_ltl/r)_IEZ,Z,q(t) +o+ (pv_ltl/r)_(T_l)gr,ﬁ,q(t)
Une base de §0/l(D) est donnée par la famille (Z,0,4) 0

(1) s
(¢ —p)!

q
5U7€,q(t) _ Zhv,é,p(t)tM/rp(v_l)M

p=1

Compte-tenu de la proposition 2.4, point 1, le théoreme d’Ecalle s’énonce dans
notre cas sous la forme suivante :

Proposition 2.8 (Ecalle).

v S
(1) Pour tout v, £ et q, la transformée de Borel formelle zy 4 := B(Zye.q) de
Zv.t,q €st une micro-solution de D en ag . De plus,

\%
v . V. (=v—1,—1/r
RS t
Zv’g’q S (./\/Zlﬂfa[ﬂ C) eqe(p ))

ag,r

. v ) -~ ~ P
i.€., Zy,0,q admet un représentant z, ¢4 tel que zv,@q(ag,r +7) est un repré-
s i L Vv v (7@71t71/r) % V_ RS
sentant d’une singularité ® ® e\’ avec ® € NilG> .
(2) Etant donné w € Q, l’ensemble

v
(ZU,Z,q ;y U= 17 T, 4= 17~--an€)€;agﬂ~:w

est une base de micro-solutions de D en w.

. . .V . . =
En particulier, si ¢, € C, est une micro-solution de D en w, alors

r—1
v v Vo (ohy—1/r
P € Y (NS, @ i@ D)
k=0
i.e.,
v v v M Vi (ohy—1/
RS o (Pt
Q. = ngw’k avec @, € (Nil3>, ® el (@ ))w
k=0

2.4.2. Forme générale des singularités de g.

Le comportement de g(7) en un point singulier w € Q* dépend du feuillet de
la surface de Riemann Rgq sur lequel nous nous plagons, i.e., du chemin tracé sur
C\Q de 0 (premier feuillet) a un voisinage de w le long duquel nous effectuons le
prolongement analytique de g. Pour un tel chemin 7, nous notons cont, , g son

. v . . . .
prolongement analytique et g7, la singularité en w qu’il définit.
Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant :
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Proposition 2.9 (Description de la singularité ZZ)
Soit w € Q\{0}.

Pour tout chemin v tracé sur C\Q de 0 a un voisinage de w,

r—1
v ey
VZJ := can(cont q, g) € Z(Nilgﬁw ® ol ("t ).,
k=0

Ce résultat est démontré, en restriction a la premiére colonne g*(M) de g, dans
les deux lemmes suivants. Rappelons que, par construction,

%,1,1
91,11
g=m dt

drngl,l,l
dtrn

ol g; 1 ; est le premier terme de la premiere colonne de G.

Lemme 2.10 (Premier coefficient g, ; ; de g*(")).
Soient w € Q\{0} et v un chemin comme dans la proposition 2.9. Alors,

r—1
v R V' YV (=k;—1/r
(g1,1,1)) := can(cont, ,, g1 11) € Z(ngfw ® gl (Pt ))w
k=0

. . v . . =~
Démonstration. Pour tout v =1,...,7, z,.1,1 est une micro-solution de D en 0. Sa
variation

Zoaa =G1aa +07 Gy g+ VO rg

est alors une solution de D dans O et, par la proposition 2.8, son prolongement
analytique cont. ., 2, 1,1 définit une micro-solution

r—1 v o
(Fo)) € Y (NilfiS,, @ e )
k=0

w

—— SO

de D en w. D’autre part, Eu,l,l € Resq " pour tout u = 1,...,r. Ainsi, chacun des

prolongements analytiques cont. , t~(“=1/rg, | | définit une singularité

—

v
(700G 1) = can (conte =070/, ) €C.

de telle sorte que

v
v —(u—1)(v— —(u—=1)/r~
(Zo,11)d = Z (w1 1)(t (w=1)/ 9u11)

3

hs)
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D’ou le systéme
v

1 1 1 (gl,é,l)zj
1 D e ﬁ?'—l (t71/r§ )2 -1 g
2,1,1w 1 RS V-w Ske=1/7
. : . . c Z(NZZQ—UJ ® oiw(@ ))w
: 2 ( .1)2 —
1 ﬁ’“* ) T v N
(t—(T'—l)/7 g’r',l,l)ZJ
et par suite le lemme 2.10 puisque la matrice de gauche est inversible. O

Lemme 2.11 (Autres coefficients de g*()).
Notons ’gz?(” le 0°™¢ coefficient de g™, £ =2, ...,rn.
Le lemme 2.10 reste vrai pour tout £ : pour w et v comme précédemment,
r—1 v
(Zz;(l))zj := can(cont, /g\z;(l)) € Z(Nilg‘_gw ® gd“(ﬁkt_l/r))
k=0

w

som

) appartiennent a Resq,

Démonstration. Pour tout £ = 2, ..., mn, les coeflicients ZJZ;

. . . d~';(1) . _
et sont reliés par la relation EZ’(l) = 9221 (nous avons posé Z]I’(l) = g11,1)- 1l suffit

donc de démontrer le lemme 2.11 pour ¢ = 2.

Dans C,,, I'égalité
. ~ (dg d2
~e;(1) _ 9111\ ~
9o =B (dt ) ) (791,1,1)

devient
2
Vei(1)yy ~e:(1) a v d v
(B = cam(eont 0 85) = 70 (G103 + 20 (Bu10)]
Ainsi, compte-tenu du lemme 2.10 et de la propriété (P1) (cf. page 10), la singularité
(Z;;(l))l admet un majeur \g/;(l) (w+ 7) qui est un représentant d’une singularité Z
de la forme

v T_lng)k AV (7kt—1/7‘) T_ld(%k Vv, (7kt—l/r)
— E quw(p qu(p
- (T ! W)k*() dTQ e ! k=0 dr o

v v
avec @y, € Nil gfw pour tout £ = 0,...,7 — 1. En fait, cette singularité s’écrit
également sous la forme

v 1y Ve =k,—1/r 1y V. =k,—1/r
©p = /7—ZQ)’C’1 ® e‘]w(/’ t ) + Z®k72 ® e‘]w(ﬂ t )
k=0 k=0
vV Vv v
avec @1, Py 2 € NilES  pour tout k = 0,...,r — 1 grace a la structure différentielle
v
de Nilgfw. 11 suffit donc, pour établir le lemme 2.11, de montrer que
Fens T ¢ (s, @ T
pour tout k =0,...,7 — 1. Rappelons (c¢f. propriété (P2), page 10) que

T <(¥)k,1 ® Z‘j‘“(pkt_l/r)> = <T<¥>k,1> @ ode @t 4 g)m ® (TZ%@‘TW))



MATRICES DE STOKES-RAMIS ET CONSTANTES DE CONNEXION 17

. s k= 1/my . . . R .. 1 oz
La fonction ed«®t"'") gtant a croissance sous-exponentielle a Porigine, il résulte
de la proposition 2.2 que

V. (=k,—1/r d . =k,-1/r Vv V. (=k,—1/r
rede @) = (2 et ) = P e

dt
ou
ﬁk r—1
P.(t) = 771;171/7’ ./ 7kt71/r -t utfu/r L €C
w(t) = = 6t (P ;a , a

est un polynéme de tC[t~'/7]. Ainsi, pour tout k = 0,...,r — 1,
v k1 v v v k1
T (@m @ gl (@t )) - <7'<I>k-,1 +Pp1 ® Pk) ® e @)
ou

v v v
e 7y = (7®41) € NilE  (multiplication d'une singularité de la classe de
Nilsson par un élément de O),

v v v v
e &1 ® Py € NilES  (structure de C[t* Int]ycc-module de convolution).
Ceci termine la démonstration du lemme 2.11 et donc de la proposition 2.9 pour la
premieére colonne de g. (I

Des calculs analogues & ceux des lemmes 2.10 et 2.11 permettent d’étendre, par
récurrence, les résultats ci-dessus aux autres colonnes de g.

2.4.3. Forme générale des singularités de f
v
Nous pouvons & présent expliciter la forme générale des singularités f7, en tout

point w de Q*. Celle-ci, donnée au théoréme 2.13 ci-dessous, résulte de la description
des singularités Z]J et de I'égalité
(2.6) f=Mt)g . M(t) € GLn(C{t}[t™"])

reliant les deux matrices f et g (cf. page 13). En effet, notant M (t) sous la forme
" m
M () =)~ +elt)
=0
avec my, € M,,,(C) et e(t) € M,,(O), I'égalité (2.6) devient, apres transformation

de Borel,

avec €(1) € M,,,(O=}(C)). Rappelons que O=!(C) désigne 1’algébre de convolution
des fonctions entiéres sur C & croissance auAplus Exponentielle a l'infini. Par consé-
quent, le prolongement analytique cont, ., f de f le long d’un chemin ~ tracé sur
C\Q de 0 & un voisinage de w s’écrit

v ~
-~ d*(cont ~ —~
(2.7) cont o, f = E mg% +ex (conty , 9)
=0

ol cont.,, g est donné par la proposition 2.9. En effet, cont, . g est un majeur

. . v .. . N
de la singularité g). Ainsi, compte-tenu du fait que l'espace Nil gs est stable
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par dérivation et par convolution avec un élément de O<!(C), nous déduisons de
Pégalite (2.7) le résultat suivant :

Lemme 2.12. Soit w € Q\{0} un point singulier de f .
Pour tout chemin v tracé sur C\Q de 0 a un voisinage de w,

v r—1

~ v e
f2 = can(cont ., f) € Y (Nilf5 @ Vi (" ))w

k=0

Lorsque ¢,# 0, nous écrivons ¢, (1/x) sous la forme
. <1) L Quyr—1 Qw1
qo|= ) =" — e —
x x x

supp(dw) :={j € {1,...,r — 1} tel que o, ; # 0}

et nous définissons par

Pensemble des degrés des termes non nuls de ¢, (1/x). Notant alors

{1 sigy, =0
r = r

- - siq, Z0
pged(j € supp(du), ) G 7

les polynomes (4, (ﬁktfl/r))kzo,_“m/_l forment une partition de I’ensemble des po-
lynomes (4., (ﬁktfl/r))k:()?_wr_l. Il en résulte le théoréme suivant :

v
Théoréme 2.13 (Description de la singularité f7).
Soit w € Q\{0} un point singulier de f.
Alors, pour tout chemin v tracé sur C\Q2 de 0 & un voisinage de w,

v N r’—1 v e

7 .= can(cont~ , f) € NilES @ oo @17

w Vs Q—w w
k=0

En particulier, si w est un point singulier de front monomial,

v v
£l e Wilfs,),

Lorsque ¢,# 0, la singularité S ) induit une singularité irréguliere. Une
étude plus précise de celle-ci nécessite d’en connaitre avec précision les majeurs.
Bien que ceci ne soit pas utile dans cet article pour établir les formules entre mul-
tiplicateurs de Stokes et constantes de connexion, il nous semble tout de méme
intéressant de montrer comment déterminer de fagon effective ces majeurs et de
faire quelques remarques quant a leur forme générale. Pour toutes ces questions,
nous renvoyons 4 l’annexe A située en fin d’article.

Lorsque ¢, =0, i.e., lorsque w est de front monomial, il est possible de préciser
v
la structure de la singularité f7, donnée ci-dessus. Ceci fait 'objet du paragraphe

suivant.
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3. METHODE PERTURBATIVE D’ECALLE ET SINGULARITES DE FRONT MONOMIAL

Nous donnons dans ce paragraphe une démonstration du théoréme de résurgence-
sommable (théoréme 1.2) en suivant la méthode d’Ecalle par perturbation réguliere
et séries majorantes citée dans [5]. Nous en déduisons en particulier une description
des singularités de front monomial de f(T) beaucoup plus précise que celle donnée
au théoréeme 2.13.

Bien que systémes et équations soient méromorphiquement équivalents, nous
choisissons ici de travailler, contrairement au paragraphe 2, directement avec un
systéme définissant la série formelle f (). Grace a nos normalisations initiales, il est
bien connu (cf. [1]) qu'un tel systéme est donné par les n; premicres colonnes du
systéme homologique du systéme r-réduit (1.1).

Pour simplifier les calculs qui vont suivre, nous supposons désormais que la série
F(z) est normalisée & F\(z) = I, +O(a") de telle sorte que F(t) soit une série entiére
en t vérifiant F(t) = I,., + O(t). Rappelons qu’une telle normalisation n’affecte pas
les matrices de Stokes-Ramis du systéme (0.1).

3.1. Systéme homologique. B

Rappelons que la solution fondamentale formelle Y (¢) du systéme (1.1) (systéme

r-réduit du systéme initial (0.1)) s’écrit Y (¢) = F(¢)Yo(¢) o Yo(¢) est la matrice
donnée page 4. Cette derniére est une solution fondamentale formelle du systéme

dY

t—

"

o Ag(t) est la matrice par blocs de dimension rn x rn définie par

=AY

fa, +tL tay e e ta,_1
ar_1 ar +tL —tI, :

: ar +tL— (r — 2)tl, tay
a1 Qr_1 a/r+tL_ (T‘— l)tIn_

avec

J
ar = @ ka; y1In, pour tout kK =1,...,7.
j=1
Rappelons que les a; ; sont les coeflicients des termes de degré k des polynémes g;.

Gréce & nos normalisations initiales (cf. page 2), la série formelle F(£) est entié-
rement déterminée par le systéme homologique

dF

rt?—

dt

et la condition initiale F(0) = I,,, ([1]). Ainsi, en restriction a ses ni premiéres

= A()F — FA(t)

colonnes, la série formelle f (¢) est entierement déterminée par le systéme

af
(3.1) 2 = AWF —tf Ju,




20 PASCAL REMY

et la condition initiale f (0) = I, (les nq premiéres colonnes de la matrice identité
I,.,,). Rappelons (¢f. condition (0.2)) que Ay =0 et a1, = 0 pour tout k=1, ..., 7.

3.2. Perturbation réguliére et série majorante.

3.2.1. Systéme homologique préparé.
Compte-tenu de la normalisation F'(z) = I,,+O(z"), la matrice A(z) du systeme
initial (0.1) est de la forme

T
(3.2) A(z) = Z arz" % + 2" L + B(2)
k=1
avec B(x) € M, (z"C{z}). Plus précisément, en découpant B(x) = [B’*(x)] en
blocs suivant la structure de Jordan de L, 'hypothese de niveau unique (¢f. condi-
tions (0.3)) entraine que, pour tout j,k € {1,..., J},

653 . k( : O(z") siaj, # ap,r
3.3 B (x) =
O(x?7) sl aj,=ag,

)

Apres réduction du rang, 1'égalité (3.2) permet d’écrire la matrice A(¢) du sys-
téme r-réduit (1.1) (¢f. page 4) sous la forme

A(t) = Ao(t) + B(t) avec B(t) € M,,(tC{t})

Le systéme (3.1) devient alors

(3.4 2 aywf +70, = BOS

Plus précisément, en découpant successivement la matrice B(t) = [By.,(t)] en r?

blocs By, (t) de dimension n x n suivant la structure par blocs de Ay, puis chaque
By (t) = [BJi¥(t)] suivant la structure de Jordan de L, les normalisations (3.3)
impliquent que, pour tout j,k € {1, ..., J},

O(t) sil<v<u<retaj,#ar,

(3.5) Bik(t)y ={ O sil<u<wv<retaj,=ar,

u3v

O(t?) sinon

Notation 3.1. Dans la suite de l'article, toute matrice M a rn lignes, disons de
dimension rn X p, p € N*  est découpée successivement en blocs de lignes de la
fagon suivante :
— M est découpée en r blocs de lignes M™“*, u = 1,...,r, suivant la structure
par blocs de Ag (la matrice M “® est de dimension n X p),
— chaque matrice M“* est découpée en J blocs de lignes M™“75® j =1,...,J,
suivant la structure de Jordan de L (la matrice M"7*® est de dimension n; x p).
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3.2.2. Meéthode perturbative.

La méthode suggérée par J. Ecalle dans [5] permet d’établir la résurgence-
sommable de f(t) en considérant, non pas le systéme (3.4), mais le systéme ré-
guliérement perturbé

df
27 —
rt 7

obtenu en substituant @B a B ; puis en utilisant une technique de série majorante
satisfaisant & un systéme convenable.

La démonstration du théoréme de résurgence-sommable (¢f. thm. 1.2) que nous
détaillons ci-dessous est analogue a celle donnée dans [8, § 2.5] pour les systémes de
niveau unique 1. Toutefois, si la philosophie générale reste identique, de nombreuses
modifications et difficultés calculatoires apparaissent dans notre cas. Comme pour
ce qui a déja été observé au paragraphe 2 pour ’étude des singularités dans le plan
de Borel, toutes ces complications sont entiérement dues aux polynémes

i 1Y\ ajra aj1
T\ z zr—1 x

qui peuvent étre non nuls. Rappelons en effet que ce sont ces polynémes qui modi-
fient la structure réguliére des singularités rencontrées dans le cadre des systémes
de niveau unique 1 en structure irréguliére.

(3.6) Ao(t)f +tf Jn, = aBf

Etude du sytéme perturbé (3.6)
En identifiant les termes en o™, m > 0, on vérifie que le systéme (3.6) admet
une unique solution série formelle de la forme

Fta)= 3 Fot)a”

m>0

ol fo(t) = Lpn, et ol les fm(t), m > 1, sont des éléments de M, », (C[[t])
entiérement déterminés par les relations

d ~u,j;e ~u,j;e
(3.7) 7 (t“’dt - aj,r) Fol "=ty —u+ DF,)

u—1 i T .
=U,];@ =U,]5@
- Z(r +v—wajrio-ufn, —1 Z (v —u)ajv—ufm
v=1

v=u-+1

Ty Fo A tf g, = B
pour tout u =1,...,ret j=1,...,J.
Compte-tenu des normalisations (3.5) et des relations (3.7), les séries formelles
Fm(t) € My, (C[[t]]) vérifient

~u,j;e - m ~u,j;e . O(tm) si Qjr = 0
f2m—1(t) - O(t ) et f27n (t) - { O(tm+1) si ajr 75 0

pour tout 7 et m > 1. La série f(t, «) peut donc étre réécrite comme une série en
t a coefficients polynomiaux en «. Ainsi, f(t) = f(¢,1) par unicité et, pour tout a,
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la série f(t, a)) admet une transformée de Borel formelle (7, ) par rapport a ¢ de
la forme

p(r,0) = 6Ly n, + Z P (7)™

m>1

Les séries ¢, = [go}jf ;'] étant les transformées de Borel des fm pour tout m > 1, il
résulte de (3.7) qu’elles sont déterminés itérativement, pour tout m, u et j, comme
solutions des systémes

dpt:de N
(38) r(r—a;) 28— — (\ —u+1-1)gp
T
u—1 dgov’j;. r )
- E (T +v— u)aj,r+v7u d:l_ - E (U — u)aj’v,ucpf,f"
v=1 v=u+1

w,j;e w,j;e d [Suje
- J"j SOWQJ’ + So’n{‘% Jnl = E (B * (Pm—1>

vérifiant des conditions initiales convenables (g = 01y n, s ©,,(0) = 0 pour m > 3,
¢57*(0) = 0 lorsque a;,,» # 0 et une constante convenable non nécessairement nulle

sinon). En particulier, I'égalité f (7) = (7, 1) permet d’établir le résultat suivant :

Lemme 3.2. La transformée de Borel ]?(T) de f(t) s’écrit sous la forme

(3.9) F) =3 @,(1)

m>1

ou les ¢, = [cp?rzj?'] sont déterminés itérativement, pour tout m, u et j, a partir
de ¢y = 01y n, comme solutions des systémes suivants :

e Cas g =0 Pourtout m>1 et toutu=1,..,r,

dptd®
T (A — (a1t =

(3.10) r(r —aj,) o

~u,jie

v d e
Tn; P’ + o (B *somfl) =" I,

e Cas ¢; #0 Notons Z,, ; la matrice de dimension rn; x ny définie par

Pl
Zmj = |
e
Alors, pour tout m > 1,

A
(3.11) RjTJ = 8iZmj +Tmj— Zm,jIn,
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ot Ty, ; est la matrice de dimension rn; x ny définie par

L@ o)

T j = :
d (=7
i (B en)
et ot R; et S; sont les matrices carrées de dimension rn; définies par
r(r - a;,) 0 0o
—(r=Dajr—1 (1 —aj,) :
RJ = : ®I”J
(T —aj;r) 0
—aj1 - e =(r=1ajq (T —ajp)]
et
_)‘j —-T —aj1 s ce 7(7" — ].)CLjﬂn_l_
0 X—(r+1)
: /\j — (27“ — 2) —Qj1
L O 0 Aj—(2r—1)

En particulier, les ¢,,(T) sont des fonctions résurgentes définies sur Req pour tout
m > 1.

Les conditions initiales associées aux systeémes (3.10) et (3.11) sont celles données
précédemment avec les relations (3.8).

Remarque 3.3. Pour le moment, 1’écriture (3.9) est simplement formelle. Nous
montrons ci-dessous, grace a un argument de série majorante, que celle-ci définit
en fait une « vraie » égalité sur tout Rq. Elle nous permettra a la fois d’établir
la résurgence-sommable de f(t) (cf. lemme 3.4) et de décrire avec précision les
singularités de front monomial de f(T) (¢f. paragraphe 3.3).

Fixons a présent v > 0 et une région v-sectorielle A, de Rq (cf. page 6). Il s’agit
de prouver que
(1) la série f(T) est convergente & l’origine et peut étre prolongée analytique-
ment & Rq (nous notons encore f (7) son prolongement analytique),
(2) F(7) croit au plus exponentiellement & Iinfini sur A,,.

Ces deux propriétés s’établissent comme dans [8, § 2.5] par un argument de série
majorante. Rappelons que, par définition de A,, il existe une constante K > 0 telle
que, pour tout 7 € A, il existe un chemin +, de classe C! par morceaux contenu
dans A, et paramétré par la longueur de courbe de 0 & 7 de telle sorte que la
longueur s,, de 'arc satisfait pour tout n € v, aux inégalités

In| < s, < K|n|



24 PASCAL REMY
ou |n| est le module de la projection de n dans C ([8, lem. 2.4]).

Construction d’une série majorante de f(T)
Considérons le systeme (S) défini par
esiaj,=0:

1 Ajoou—1 wite wite wite
CK (1_Re (j_ ))g U= Ty g g Tt

r r
1 N N |B|U’j%°
CiKIﬁﬁJ,}fl = 20500 Iny + a——9
esiaj, #0:
A u—1 R it
<V ol t> g ; |@jirtv—ul 77 =

u,j;e

g

T
t Z | 0—ul gv’j;. + ']"jtguyj;. + tgmj;.']'rn +a|B
v=u+1
ou ~
— linconnue g est, comme f, une matrice de dimension rn X n; découpée en
blocs de lignes g*7:® (cf. notation 3.1),
— C est la constante C' := max exp (2a[Im();)[) € RYL avec a > 0 tel que

larg(7)] < a pour tout 7 € A, (un tel a existe puisque A, est d’ouverture
bornée a 'infini),

— |B| désigne la série B dans laquelle les coefficients des puissances de ¢ ont été
remplacés par leur module.

Comme le systéme perturbé (3.6), le systéme (S) admet une unique solution
série formelle de la forme
g(t,a) = > g (t)a™
m>0
ot gy(t) = Irnn, et ou les g,,(t), m > 1, sont des éléments de M,y n, (C[[t]])
vérifiant
. . m 1 . —_—
minm=oem e @ito={ gl SorZ)
pour tout u, j et m. Outre ces relations qui permettent de justifier comme pré-
cédemment existence de la transformée de Borel formelle ®(7,a) de g(t, ) par
rapport & t, la série g(t, o) satisfait également aux deux propriétés suivantes :
— elle est convergente en (¢, ) dans un domaine contenant (¢, ) = (0, 1),
— les matrices g,,(t) sont des éléments de M, ,, (RT{t}), i.e., les termes des
3., (t) sont des séries convergentes a 'origine et & coefficients positifs.
Ces deux points se démontrent de fagon analogue & [8, § 2.5.4] et nous renvoyons a
cette référence pour plus de détails.

En particulier, pour a = 1, la série formelle g(t) = g(t,1) est convergente. Sa
transformée de Borel

gr)=@(r,1) =) ®u(7)

m>1
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est donc une fonction entiére sur C a croissance au plus exponentielle & l'infini :
9(1) € O=(C). Les fonctions ®,, = [®7**] étant les transformées de Borel des sé-
ries convergentes g,,, elles sont également des éléments de O<!(C). De plus, comme
pour les fonctions ¢, (¢f. lemme 3.2), on peut montrer qu’elles sont déterminées
itérativement, pour tout m, u et j, comme solutions de systémes différentiels. Pré-
cisément :

e Cas aj, =0 Pour tout m >1et tout u=1,...,r,

1 A ou—1 ;
12 _ J u,3;e
(3.12) CK (1 Re ( T r )) P

u,j;e u,j;e d ToTwIe
JnJ«I)n;Jv + @UIe g, + e <|B| * ‘I’m_1>

m

e Cas aj, #0 et ¢ =0 Pour tout m > 1et tout u=1,...,r7,

o i

(3.13)

'___1’@%j;°:

T

u,j;e u,j;e d g
+ S @l A+ BT, + y <|B| *Qm_1>

e Cas aj, # 0 et g; # 0 Notons Z,, ; la matrice de dimension rn; x n; défi-
nie par
Pliie
m
Zmgi= |
P
Alors, pour tout m > 1,
dZ,,
dr

ot 7, ; est la matrice de dimension rn; x n, définie par

d [(——=Ll.j;e
<|B ! * <I>m1>

(3.14) R; =8jZm,j+Tmj — Zm,jIn,

dr
Ty = :
d (e
— | |B * P,
dr (| " 1)
et ou R; et S; sont les matrices carrées de dimension rn; définies par
v 0o .- . 07
—lajr—al v
v 0

L —lagal e = ageal v
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et
"
7’—1’ a1 |@j.r—1]
0 ﬁ—l—1‘
T ks
Sj = 1,QJ,+ : : Iy,
Aj -
%—%—1‘ a1l
0 0 Ao _r=1_
L T r -

Noter que Rj_l € My, (RFY[v~1]) et |Rj_1‘ < Rj_l. De plus, par construction, les
conditions initiales associées a chacun de ces systémes sont telles que ®,,(0) >
|, (0)] pour tout m > 1.

En procédant alors de fagon analogue a [8, lem. 2.9], nous pouvons établir, grace
au lemme de Gronwall, le résultat suivant :

Lemme 3.4 (Série majorante).
(1) Soit K > 0 associé & la région v-sectorielle A, (cf. page 23).
La série
GK|r]) = > @n(K|r])
m>1
est une série majorante de f () = D oms1 P (T) sur A, -
|@,(T)] < D, (K |7]) pour tout m>1 et 7 € A,

(2) En particulier, la série Y <, @,,(T) converge uniformément sur tout com-
pact de Rq.

Ainsi, puisque g est analytique sur A, et a croissance exponentielle a I'infini, il
en est de méme pour f (7). Par suite, f (7) est résurgente-sommable sur Rq, ce qui
termine la démonstration du théoréme 1.2.

3.3. Description des singularités de front monomial.

Nous avons vu au paragraphe 2 que les singularités de front monomial de f(T)
sont des singularités de la classe de Nilsson. Leur étude via la méthode perturba-
tive d’Ecalle que nous proposons ci-dessous permet d’en donner une description
plus précise. Nous procédons de fagon analogue & [8, § 3] en nous basant sur les
résultats des lemmes 3.2 et 3.4 qui permettent d’interpréter la transformée de Borel
}\(T) comme une série > -, ¢, (7) de fonctions résurgentes sur Rq qui converge
uniformément sur tout compact de Rq.

Comme précédemment, étant donné un chemin 7 tracé sur C\Q de 0 a un voisi-
nage de w € §2*, nous notons cont. ,, ¢,, le prolongement analytique de ¢,, le long

de ~y et (c,vom)z la singularité en w définie par ce prolongement.

Rappelons que les fonctions ¢%7®, u = 1,...,r, sont entiérement déterminées par
l'un des systémes (3.10) ou (3.11) suivant que le polynéme ¢; est nul ou non (cf.
lemme 3.2). L’étude de ces systémes permet d’obtenir, par récurrence sur m > 1,

. . v . .
la structure des singularités (¢y,)7, en tout point w € * de front monomial. Cette
étude est basée sur les deux remarques suivantes :
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— lorsque a;,, # w, les systémes homogenes des systémes (3.10) et (3.11) n’étant
pas singulier en w et les fonctions B*Ji® étant entiéres sur C (en effet, B*7*

u,j;e

est analytique a l'origine), les fonctions ¢]"7*® sont analytiques en w pour tout

uw = 1,...,r et, pour m > 2, seul le produit de convolution Buie « o1

apporte une contribution a la singularité (V%j ).

— lorsque a;, = w, 'hypothése de front monomial entrainant ¢; = ¢, = 0, les
fonctions ¢%7i® u = 1,...,7, sont entiérement déterminées par les systémes
(3.10), systémes qui sont identiques & ceux étudiés dans [8, § 3].

En particulier, tous les calculs détaillés dans [8, § 3] pour l’étude des singularités
des systémes de niveau unique 1 restent valables dans notre cas’. On peut alors
montrer que

. . v
(1) pour tout m > 1, les singularités (¢,,)), ont toutes la méme structure,
structure qui est identique a celle des singularités rencontrées dans le cadre
des systémes de niveau unique 1,

v
(2) cette structure commune « se transmet » a f7 grace a la convergence uni-
forme de la série ), -, ¢,, sur tout compact de R ([8, thm. 3.7]).

Plus précisément, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 3.5 (Singularités de f de front monomial).

Soit w € Q\{0} un point singulier de f de front monomial.
v
Pour tout chemin «y tracé sur C\Q de 0 a un voisinage de w, la singularité f) admet

un magjeur f}, de de la forme

- . by 7u+1 v
Fuvin(en) = r 5 R e Y Y R ()

Agsap pr=wv=1

pour tout u =1,...,retj=1,...,J, ot
— k7 est une matrice constante de dimension nj X ni vérifiant k7 = 0
lorsque aj, # w

— som

- RK;J;JW( ) est une maltrice a coefficients polynomiaux dans Resq_,[X]. De
plus, les colonnes de Ri;;w (X) sont de degré
[(ngfl) (’Iu*l)ﬁLl (’rlg*l)‘i’(nl*l)] Si)\g#o
N[ =
[ng ne+1 --- ng—|—(n1—1)} sid =0

Remarque 3.6. Dans la pratique, la matrice constante k7*® peut étre obtenue
A —ut1
. N PV _
comme coefficient du monéme 77+ L
Les cas ou la matrice L des exposants de monodromie formelle est diagonale,
voire triviale, sont deux cas particuliers intéressants. Dans ces deux cas, f7, “7*® ne

comporte plus qu'un seul coefficient que nous notons f7, “J.

SLe produit de convolution Buiie « ®,,—1 apparaissant a chacune des étapes de la récurrence
pour m > 2 est étudié dans [8, lem. 3.2] et les systémes (3.10) pour aj, = w sont étudiés dans
(8, prop. 3.5].



28 PASCAL REMY

Corollaire 3.7 (L diagonale : L = @?:1 Aj)-
Soit w € Q\{0} un point singulier de f de front monomial.

v
Pour tout chemin v tracé sur C\Q de 0 a un voisinage de w, la singularité f) admet
un mageur £ de de la forme

u,J

jv“j) Wi(w+7) = + %I (1) InT + Z T’\_lh;f;‘i(r)

AEA,

ou k.7 est une constante, h’ et h\? sont des fonctions résurgentes-sommables
—— sSom N ’
de Resq_,, et ou

Ao — 1
Aw:{w;az’r:w,vzl,,,,,ret(Ag#Oouv#l)}
r

De plus,
~ kg7 =0 lorsque aj, #w ou Aj #0 ouu # 1
- h? =0 lorsqu’il nexiste aucun € tel que ap, = w et \p =0

v+ ,
~ pour \ = )\é++ € Aw, hy7(0) = 0 lorsque (£,v) # (4, u).

Corollaire 3.8 (L triviale : L = O,,).
Soit w € O\{0} un point singulier de f de front monomial.

v
Pour tout chemin v tracé sur C\Q2 de 0 & un voisinage de w, la singularité f), admet
un majeur f7 de de la forme

- uj
i) =

+ %I (1) InT + ZTTilhw (7)

ot k™ est une constante et ou h™ et h”’] sont des fonctions résurgentes-sommables
de Res?lo_w. De plus,

~ k"% =0 lorsque aj, #w ouu # 1

- th’j = 0 lorsque il n'existe aucun £ tel que ap, = w

- h;‘ﬂ,(O) =0 lorsque v # u.

Remarquer que, contrairement aux systémes de niveau unique 1 ([8, thm. 3.7 et
conséquences)), il existe en général des puissances ramifiées de 7, y compris lorsque
la matrice L des exposants de monodromie formelle est triviale.

4. MATRICES DE STOKES-RAMIS ET CONSTANTES DE CONNEXION

4.1. Matrices de Stokes-Ramis et réduction du rang.

4.1.1. Automorphismes de Stokes-Ramis.
Etant donnée une direction non anti-Stokes 6 € R/27Z du systéme initial (0.1)
et le choix de sa détermination principale, disons 6* €] — 2, 0]6, nous considérons

6Tout choix convient. Toutefois, pour étre compatible, sur la sphére de Riemann, avec le choix
usuel 0 < arg(z = 1/z) < 27 de la détermination principale a 'infini, nous suggérons de choisir
—27 < arg(z) < 0 comme détermination principale en 0.
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la somme de Y dans la direction 6 définie par

Yo(@) = 5r:0(F)(@)Yo.0- (¢)
pour arg(z) proche de 6* (noté dans la suite arg(x) ~ 6*), ou S,-;g(ﬁ) (z) est 'unique
r-somme de F dans la direction 6 et ot Y0 0+ () est la solution Yy ¢+ (x) := ale@/z)
définie par le choix arg(z) ~ *. Rappelons que s,.;g(ﬁ ) est une fonction analytique
définie et asymptotique Gevrey d’ordre % a F sur un secteur bissecté par 6 et
d’ouverture > .

Pour une direction anti-Stokes § € R/27Z du systéme (0.1) et le choix de sa
détermination principale 8* €] —27, 0], nous considérons, pour arg(z) ~ 6*, les deux
sommes latérales Y- (z) et Yy+(x) obtenues respectivement comme prolongement
analytique de Yy_. et Yy, & un secteur de sommet 0, bissecté par 6 et d’ouverture
~. Noter que de tels prolongements existent sans aucune ambiguité lorsque & > 0
est suffisamment petit. N _

En général, les deux sommes latérales s,.o- (F') et s,.9+(F') (et donc Y- et Yy+)
ne sont pas des prolongements analytiques I'une de 'autre. Ceci constitue le phé-
nomeéne de Stokes du systéme (0.1). Celui-ci est caractérisé par la collection des
automorphismes

(4.1) Stox : Yo+ — Yy
pour toute les directions anti-Stokes § € R/27Z du systéme (0.1). Ces automor-

phismes sont appelés automorphismes de Stokes-Ramis relatifs o Y.

Définition 4.1 (Matrices de Stokes-Ramis).
On appelle matrice de Stokes-Ramis associée & Y dans la direction 6 la matrice de
Stg« dans la base Yp+ 7. Nous la notons I, + Cps.

La matrice I,, + Cy= est entiérement déterminée par la relation

Yo (2) = Yo+ () (I, + Co) pour arg(x) ~ 6*

4.1.2. Action de la réduction du rang.

Les directions anti-Stokes du systéme initial (0.1) associées au premier bloc de co-
lonnes f(z) de F(x) sont les directions de décroissance maximale des exponentielles
e (1/%) g; # 0. Ainsi, & chaque polynéme non nul g; correspondent r directions
anti-Stokes 0,01, ...,0,—1 € R/2xZ régulierement distribuées autour de lorigine
x = 0. Pour fixer les idées, nous choisissons arg(a; ,) €] — 2m, 0] et nous supposons
que ces directions vérifient

. arg(aj,) 2kw c 2k+ 1) 2krw
ke r r ro
pour tout k =0, ..., — 1 de telle sorte que —27 < 6;_; < ... <07 <65 <0.

Une telle collection étant fixée, nous considérons, pour tout k = 0,...,r — 1, les
matrices de Stokes-Ramis I,, + Cg; de Y dans la direction 0.

"Dans la littérature, une matrice de Stokes a un sens plus général ou 'on peut comparer deux
solutions asymptotiques dont les domaines de définitions ont une intersection non vide. Suivant
l'usage initié par J.-P. Ramis ([13]) dans l'esprit des travaux de Stokes, nous excluons ici ce cas
en ne considérant que les matrices de transition entre les sommes situées de part et d’autre d’une
méme direction anti-Stokes.
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Notons cpy les ny premiéres colonnes de Cp: et découpons cpr en J blocs de
colonnes ¢’ j = 1,..., J, suivant la structure de Jordan de L. Les coefficients de ¢}.*
k k

sont nuls deés que e% (1/%) n’est pas plate dans la direction Ok Les autres coefficients
de cp; sont appelés multiplicateurs de Stokes associés o f dans la direction 0.

Rappelons (cf. notation 3.1) que toute matrice M de dimension rn x p est
découpée en r blocs de lignes M*“*®, u = 1,...,r, de dimension n X p suivant la
structure par blocs de la matrice Ay (cf. page 19), puis que chaque matrice M “*
est découpée en J blocs de lignes M“7* j =1, ..., J, de dimension n; X p suivant
la structure de Jordan de L.

La réduction du rang permet de « rassembler » les r directions 5 en une seule
direction @ = 76y qui est une direction anti-Stokes du systéme (1.1) associée a :f
Noter que 8* = 763. Suivant les notations précédentes, la matrice de Stokes-Ramis
I, + Co+ associée & Y dans la direction @ est caractérisée, pour arg(t) ~ 6*, par
la relation

r—1
Yg- = Yoi (I + Co-)  avec  Cop =P Co:
k=0

(¢f. [7, Prop. 4.2]). Celle-ci s’écrit également sous la forme
sg- (F) — sg+ (F) = Sg+(f‘)Y0,g* Co~ Y&é* pour arg(t) ~ 0*

ol sg- (F) et sg+ (F) sont respectivement les 1-sommes de F & droite et & gauche
de 6. En particulier, en ne considérant que les n; premiéres colonnes :

~ ~ 1 ~
sg-(F)(t) — se+ (f)(t) = et (F) Z M. (t)e=/!
(42) w€ENg
pour arg(t) ~ 6*

ou, pour tout u=1,....,ret j=1,....J,

Onj XMy Si aj,’l" # w

Mz’*j;. = r—1
—(u— e _ s (=ky—1/7r .
Z(pktl/T)LJ (u 1)I"jcé;’; (pktl/r) Iny pdw (Pt 1/ Siaj, = w
k=0

La matrice Oy, xn, est la matrice de dimension n; X n; dont tous les termes sont
nuls.

4.2. Singularité principale et constantes de connexion pour les singulari-
tés de front monomial.

Etant donnée 6 € R/27Z, notons dg la demi-droite issue de origine d’argument
0 et Qg = 2* Ndy. La direction 0 est une direction anti-Stokes associée & f lorsque

Qg#@.

v
Pour une telle direction 8 et le choix d’un point w € g, la singularité f7, dépend
du chemin « et également du choix de la détermination de ’argument autour de w.
Désormais,
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Un chemin y* joignant 0 a ® par la droite

— nous considérons un chemin v* le long du segment [0,w] joignant 1'origine 0
& un point 7 proche de w en évitant tous les points singuliers intermédiaires
w’ € Qg N [0,w] par la droite.
— nous choisissons la détermination principale de la variable 7 autour de w, i.e.,
arg(7T) €] — 2w, 0] avec notre précédent choix.
Définition 4.2 (Singularité principale).
Etant donnée une direction anti-Stokes 0 de f, nous appelons singularité princi-

—~ v —~
pale de f en w € Qg la singularité £, := cont+ ,(f) ot nous avons choisi la

- v
détermination principale de la variable 7. Un majeur f7. de f. est appelé majeur
principal.

Lorsque w € Qg est de front monomial, le théoréme 3.4 donne une forme explicite

- v
d’un majeur principal f7. de fI. :

~ . Xj—u+1 In ; . Jn
u,j;e J — 1 u,j;e ™1
FLUP ) =7 kL

s
Ae—vtl 4y e
2, 2 R )

Agsap, p=wv=1

(4.3)

pour tout u =1,...,ret j=1,...,J.

Définition 4.3 (Constantes de connexion).
Etant donnés une direction anti-Stokes 8 de f et w € Qg de front monomial, nous

appelons constantes de connexion de f en w les coefficients a priori non triviauz
de la matrice k..

4.3. Relations entre les matrices de Stokes-Ramis et les constantes de
connexion. B

Dans ce paragraphe, nous explicitons les multiplicateurs de Stokes associés & f
en fonction de constantes de connexion dans le plan de Borel. Les formules ob-
tenues généralisent celles données dans [8, § 4.3, thm. 4.3] pour les systémes de
niveau unique 1. Elles s’établissent de fagon analogue, tout du moins pour les mul-
tiplicateurs de Stokes correspondant a des singularités de front monomial. Pour
ceux correspondant a des singularités de front non monomial, nous nous appuyons
sur une méthode par changement de variable due a M. Loday-Richaud (cf. § 4.3.2
ci-dessous).

Suivant [8, § 4.3], le membre de gauche de ’égalité (4.2) peut étre vu comme
une intégrale de Laplace le long d’un contour de Hankel autour de la demi-droite
dg, argument variant de @ — 27 & 6, et évitant les points singuliers w € Qg par
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.
Ty
dg

la droite dans les deux sens. La résurgence-sommable de f permet alors d’écrire
légalité (4.2) sous la forme

(4.4) Z 6_7/7+ t(wHT)e Fdr = 789+ Z M,

wENg 6 wENg

ol 'y;r est un contour Hankel comme ci-dessous : Ainsi, compte-tenu de la structure

Y%
des singularités ;. (thm. 2.13), la proposition 2.4, point 2, et le lemme de Watson
montrent que 1’égalité (4.4) se sépare terme a terme en les égalités

/ Fro(wt r)etdr = sy (F)(6) M- (8)
(4.5) "

pour tout w € Qg et arg(t) ~ 6*

4.3.1. Cas des singularités de front monomial.
Le majeur principal f;ﬁ* en un point singulier w € g de front monomial est donné
par (4.3). Ainsi, en procédant de facon analogue a [8, thm. 4.3] et en identifiant
Xj—utl
les termes en ¢ dans les deux membres de (4.5) pour j tel que a;, = w et
u=1,..,7, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme 4.4 (Matrices de Stokes-Ramis et constantes de connexion).

Soit (0k)k=0,....r—1 une collection de directions anti-Stokes de f et @ =rly.

Pour tout w 6 Qg de front monomial et tout j € {1,...,J} tel que aj, = w, les
données de (cjk Jk=0,...r—1 €t de (k:Jr wiie Ju=1,....r Sont équivalentes et sont reliées
par la formule

(4.6) cgi{ — Zpk((u_l)lni_Lj)IZLj”ka"l

ol

. Aj—ut1 In ; . In
u,j;e J — —7 w,j;e "1
I :——/ T T Lr= k:I* T e Tdr
Yo

et o o est un contour de Hankel autour du demi-axe RT (on rappelle que, par
convention, largument le long de vy varie de —2m 4 0).

Lorsque la matrice de monodromie formelle est diagonale : L = @7_; A;, tous
les blocs de Jordan .J,,; sont nuls. Ainsi,

A j—utl

A]-—u+1_ . . e—l‘ﬂ' = X
IZ’E :/ T 1k:}"’je TdeQW—kI*W
o r (1 _ W)
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Corollaire 4.5 (Matrice L diagonale).

Soit (0k)k=o0,....r—1 une collection de directions anti-Stokes de f et @ = ry.

Pour tout w € Qg de front monomial et tout j € {1,...,J} tel que a;, = w, les
données de (Cz;)k:mum*l et de (k:j*“’j)u:lw’r sont équivalentes et sont reliées par
les formules suivantes :

(1) pour tout k =0,...,r —1,

(2) pour toutu=1,...,r,

eiﬂ—wl—‘ (1 . )\jfqul) re1
P )

k=0

k:*ud -

2imr

Il peut étre également utile, notamment pour le calcul effectif des multiplicateurs
de Stokes, de donner une formule pour chaque coefficient de la formule générale

(4.6). Notons respectivement M (7:9:(@) et c((fi’e);(q) le coefficient situé a la £o™m°

ligne et ¢®™¢ colonne de M ™73 et c;}:.

Corollaire 4.6.
(1) Pour tout{=1,..,n; etqg=1,...,n,

n;—L+q—1
(u,5,0);(a) _ Lo (A —ut 1 i
Iw* - Z ﬁﬁp <T Hpaw*
p=0
avec
No—utl\ o d (e
K E—— = LU/ —_— T
P r dzP F(l — z) o= Aj—utl
et

Et (u,g,442");(¢"+1)
’ UJ*

(¢—1— )"

H;(:LJ;’Z);([I) — Z (—1)a-1-d
' —q'=p—q+1

(2) Les différents coefficients de la formule (4.6) s’écrivent, pour tout k =
0,..,r=1L4=1..,njetqg=1,..,ng,

(43,0);(a) _ - E(u—1—X\;) i, 2ikm pK(u,j,e);(q)
e =2 p > (5) K
u=1 p=0

avec

(u,5,£);(q) L I(%j,f-l-fl);(q'—&-l)

u,j,€);(q) ._ IR Bt

A
U—q'=p—q+1

La valeur des , () résulte de la proposition 2.4, point 2. Les différentes formules
établies dans ce paragraphe sont illustrées aux paragraphes 5.1 et 5.2 par deux
exemples traités en détails.
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4.3.2. Cas général.

Le théoréme 4.4 permet d’écrire les multiplicateurs de Stokes de fcorrespondant
aux singularités de front monomial de f en fonction des constantes de connexion
de jA" en ces différents points singuliers.

Pour les multlphcateurs de Stokes de f correspondant aux singularités de front
non monomial de f le manque de précision sur le majeur principal f+* ne permet
pas d’obtenir directement de formules analogues en suivant la méme démarche que
précédemment. Pour contourner cette difficulté, nous nous appuyons sur le résultat
suivant dt & M. Loday-Richaud :

Lemme 4.7 (M. Loday-Richaud, [6]).

(1) Soitw € O\{0} un point singulier de f de front non monomial : le polynéme
q. définissant Fr(w) est de la forme

1 1
G () =—i+qw () avec G, # 0
x x’ x

1l existe un changement de la variable x de la forme

Yy
4.7 = gy p_q €C
( ) x 1+Oé1y+-.-+017~_1y’°_1 , O Qpr_1q

tel que la partie polaire p,,(1/y) de q.(1/x(y)) vérifie

G-

Po|l — )| = -

) )

(2) Les matrices de Stokes-Ramis du systéme (0.1) sont préservées par le chan-
gement de variable (4.7).

En effet, a transformation de jauge méromorphe pres, le lemme 4.7 nous permet
de construire un nouveau systéme différentiel linéaire de niveau unique r, norma-
lisé comme le systéme initial (0.1) (c¢f. page 2), admettant les mémes matrices de
Stokes-Ramis que le systéme initial (0.1) et dans lequel le point singulier w est de
front monomial. Nous pouvons alors lui appliquer le théoréme 4.4 et ainsi explici-
ter également les multiplicateurs de Stokes de fcorrespondant a w en fonction de
constantes de connexion dans le plan de Borel. Noter toutefois que ces constantes
ne sont pas en général directement lisibles sur le majeur principal initial £, y
compris lorsque celui-ci est calculable explicitement.

Cette méthode est illustrée au paragraphe 5.3 par un exemple détaillé.

4.3.3. Calcul effectif des multiplicateurs de Stokes.

Moyennant le changement de variable (4.7) donné au lemme 4.7 et la permutation
des blocs de colonnes de ﬁ(x), le théoréme 4.4 permet de ramener le calcul des
multiplicateurs de Stokes du systéme initial (0.1) a la détermination de constantes
de connexion via I’étude des prolongements analytiques des transformées de Borel
des solutions formelles du systéme r-réduit (1.1) en leurs points singuliers.

Dans un article ultérieur, nous montrerons comment évaluer l’erreur commise
avec cette méthode de calcul. Nous renvoyons a [15, § 3 et 5] pour une premieére
approche.
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5. EXEMPLES

Pour terminer ’article, nous illustrons par trois exemples les résultats précédents.
Si les systémes proposés peuvent paraitre un peu compliqués au premier abord
(points singuliers alignés, résonance, singularité de front non monomial), ils sont
suffisamment simples pour permettrent des calculs exacts. Cette « simplicité » est
due au fait que les systémes considérés ont tous des matrices triangulaires. Bien
str, pour des systémes plus généraux, de tels calculs exacts ne sont, en général, pas
faisables.

Pour chaque exemple, nous déterminons avec précision les constantes de connexion
dans le plan de Borel en explicitant le majeur principal de chaque singularité (apres
avoir bien str effectué si nécessaire un changement de la variable = du type (4.7) et
normalisé le systéme obtenu). Nous en déduisons alors les multiplicateurs de Stokes
a l'aide des formules établies au paragraphe 4 (thm. 4.4 et ses corollaires).

5.1. Un exemple avec plusieurs points singuliers alignés.
Nous considérons ici le systéme de niveau unique 2

0 0 0
gj‘}g: 1'471'5 2 0 Y
dx

2425 0 4—|—§

(5.1)

N

et sa solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)z%eQ(/*) on
- Q(3) = diag (0, =55, — %),
~ L =diag (0,0, %),
1 0 0
— F(z)= | fa(z) 1 0] est une série entiere telle que F(z) = I + O(z%).
fg(l‘) 0 1

Puisque seule la premiére colonne f(m) de F (x) est divergente, il suffit de s’inté-
resser aux directions anti-Stokes de Y (z) associées & f(z), i.e., fg = 0 et 0 = —r
(les directions de décroissance maximale des exponentielles e~/ 2* ot ¢=2/ TZ) Leurs
matrices de Stokes-Ramis respectives sont définies par I3 + Cy et I3 + C_, avec

0 0 0 0 00
Co= |2 0 0 et C.=1|c2, 0 0
¢ 00 A, 00

Compte-tenu du corollaire 4.5, les multiplicateurs de Stokes 2 et ¢ . d’une part et
cd et ¢3 . d’autre part peuvent étre calculés respectivement & partir des constantes

de connexion de f en 1 et 2. En effet, ces deux points singuliers sont de front
monomial et la matrice des exposants de monodromie formelle L est diagonale.

Le systéme 2-réduit du systéme (5.1) s’écrit

0 0 0 0 0 0
22 0 —t3 0 0
dY 2 0 441 ¢ 0 0
2% 2
2 dad |0 0 0 —t 0 0 Y
—t2 0 0 22—t 0
2 0 0 20 4-1%
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et, compte-tenu de (1.2), la série formelle f est de la forme

N
Fo= |72 avee Fy(0 € i)

Le terme nul apparaissant a la quatrieme ligne est dii au fait que le premier coef-
ficient de f(z) n’admet pas de terme en 22" *1 m > 0. D’apreés (3.1), la série f (¢)
satisfait au systéme

0 0 O 0 0 0
22 0 —t3 0 0
af 2 0 44+t 0 0
2% _ 2
2w =1o o o =+ o o |f
—t2 0 0 22—t 0
2 0 0 £ 0 4-%

Les séries formelles f; sont donc les uniques solutions des équations

af, = af ~

2@/ 2 _ 42 2&s 5 _ 42

22 =2y =1t 212 (2—t)fs=—t
df £\ ~ df £\ ~

2223 (44 2 =2 o6 [yt _ 2
dt ( +2)f3 dt 1=3) =t

vérifiant les conditions fj(t) = O(t?). Par conséquent, leurs transformées de Borel

~+
J; sont définies par

~+ T+1 ~+ 1 1
1 = 5 (1 = _773/2 2
Fat+m) =10 Faliem) =g -2
P 27/4e= " 2 < 29/4¢ 75" 2
f3(2+7):* e "4 F-3/4 4 2 fZ(QJrT):— e 4 544 2
3 3 5
et les matrices de connexion ki et kj par
- 0 -
0 0
k2 =3 2 ai
0 2 k273 P 673171'/4
ki = 0 et ki = 03
kis =3 0
0 2 ,
k2,6 — 77675“1—/4
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2

Ainsi, les multiplicateurs de Stokes c2, ¢3, ¢2 . et ¢® . étant reliés & ces constantes

par les relations

im

o
2= = 2itk12 + 2im —5< k15
’ r(3)
3 —2ir s kas + 2im ——= il k2.6
’ r (%) r(3)
2 = 227’(]17172 + 2tme™" %klﬁ
(3)
A = Qires c ka3 + 2ire™ T et 2.6
(1) r(3)

(cf. corollaire 4.5 avec p = e~‘™), nous obtenons finalement

4 ; . 4 1
C%(ﬂ'ﬁ)i 082‘3/4< "+ 6F(i))i

3 30(3) " 5

47 f Ar 16
2 _ . 3 _ _93/4 213
[l <7r+ 3 )z e, (SF(Z) 7 (4))

5.2. Un exemple avec résonance.
Nous considérons a présent le systéme de niveau unique 2

0 0 0
Y .
(5.2) a:3iii— =|2*+2° 2 2?|Y
v et 4225 0 2

et sa solution fondamentale formelle Y (z) = F(z)zLe@1/®) on

- Q(5) = diag (0, — 55, —5z),

0 0 O
- L=|0 0 1| (L n'est pas diagonale, d’ou la résonance),
0 0 O
1 0 0
- F(z) = f}($) 1 0| est une série entiére telle que F(x) = Is + O(z%).
fs(z) 0 1

Comme précédemment, nous nous intéressons uniquement aux directions anti-
Stokes de Y'(z) associées a la premiére colonne f(x) de F(z). Ce sont encore les

directions 6y = 0 et #; = —7 et leurs matrices de Stokes-Ramis respectives sont
données par I3 + Cy et I3 + C_ avec
0 00 0 0 O
Co=|c2" 0 0 et C_.=1|c* 0 0
® 0 0 20 0

Ici, le point T = 1 est de front monomial et les quatre multiplicateurs de Stokes C(Q) 1,

22 2.1
cy”, el et c_w peuvent tous étre calculés a partir des constantes de connexion de
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Le systéme 2-réduit du systéme (5.2) est donné par
0 0 0 O 0 0
2 2t 0 0
dY 2 0 2 282 0 0
27 =
2t dt 0 0 0 —t 0 0 Y
2 0 0 2 2—t ¢t

202 0 0 2 0 2—t

éinsi7 en adaptant les calculs de I’exemple précédent, on vérifie que la série formelle
f(t) est de la forme

Fo= |72 avee 700 € (i)

~+
et que les transformées de Borel f,; sont définies par

~+ 3r+3+ir  InT
1 =4+ —
Fa(l+7) 4T + 4T
~+ T+1
1 =
f3 ( + T) 217
~+ 3 — 59 i 5
fs(1+7)= 771-9 /2 %T_?’/QIHT—F 9
~t 21 2
1 — _Zt-3/2 4 2
Je(1+7) 3 T + 3
En particulier, la matrice de connexion k] est donnée par
0
ko = 3+im
2k _i
k= 2
1 0
k‘5 — 371';2(?1
ke = —%
D’apres le corollaire 4.6, les multiplicateurs de Stokes cg’l, 6(2),27 02771r et c%i sont

reliés aux constantes k; par les formules

Cg’l = Iio(O)k‘Q + (FL()(O) + %51(0)) ks + Ko (—

6372 = Iio(O)kig + Ko (—%) ke

¥ = ko(0)ka + (imkio(0) + 3£1(0)) ks — ko (—3) ks

— (iﬂ'/{o (—

N[
~—
+
|

3

=

|
N |—=
~—
~—
o~
[=2)

02’2 = F&()(O)kg — K (—%) ke

—T
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Rappelons que k() = 22'71'% (%)l R et donc
ko(0) = 2im k1(0) = 272 — 2imy
1y _ 1y _ ;
ko (—3) = =47 k1 (—3) = V7(4y — 8+ 8In2 + 4im)
ou v = 0.5772... est la constante d’Euler. Ainsi,
o g(lz’)ﬁ 247y — 48102 + 45\/7 — 9y/7)
&= (8 +3/m)
&l = % —n? - f(ss— 24y — 481n2 — 27/7 + 9v/7)
22 = g5 ym
5.3. Un exemple avec un point singulier de front non monomial.
Nous reprenons ici le systéme
dy 0 0
23
o v _[o 0y
de l'exemple 2.1 (cf. page 7) et sa solution fondamentale formelle Y (z) = F/(z)e@1/)

ou
- Q(2) = ding (0. -

- Fl) = [”g +(1)(x

_1_
2x2

0
?)

1
Les multiplicateurs de Stokes de ce systéme ont déja été calculés dans [6, ex. V.2].
Ceux-ci ont été obtenus comme limites de suites récurrentes suivant une méthode
due & M. Loday-Richaud et basée sur la cohomologie et I'intégrale de Cauchy-Heine.
Nous proposons ici une autre méthode de calcul de ces multiplicateurs basée sur
I’étude des singularités dans le plan de Borel et sur les résultats du paragraphe 4.

1

2):

]:b+0@eAMQMD

Afin d’entrer dans le cadre que nous nous sommes fixés depuis le paragraphe 3,

commengcons par normaliser la série formelle F(z) a F(z) = I + O(22) a Daide de

la transformation de jauge
RN

1
3
Rappelons qu’'une telle transformation n’affecte pas les matrices de Stokes-Ramis.
Le systéme (2.1) devient alors
3 dy
dz

1

x

Y —

0

|:z2 3
3

0
1+=x

= ﬁ(x)eQ(l/ ®) 1a solution fondamentale formelle cor-

)

(5.3)

—T

et nous notons encore SN/(x)
respondante. Rappelons que
1

1
Q <$> = diag (0, 5.2

1

2 oz
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et que F(z) est maintenant une série entiére telle que F(z) = I + O(z?). Plus
précisément,

F(z) = |:']?21$) (1)] avec fy(z) € 2°C|[x]]

Comme dans les deux exemples précédents (§ 5.1 et 5.2), seule la premiére colonne
f(z) de F(z) est divergente. Nous nous intéressons donc uniquement aux directions
anti-Stokes de Y (z) associées a f(z). A nouveau, il s’agit des directions 6y = 0 et
6, = —m (les directions de décroissance maximale de e~/ (22*)-1/ ) et leurs matrices
de Stokes-Ramis respectives sont données par I + Cy et I + C_, avec

Co = LOQ 8} ot Oy = [S 8}

0 Cr
1

Ici, le point singulier 7 = 5 engendrant la collection de directions (0, —) est de
front non monomial. Comme dans [6, ex. V.2], nous effectuons le changement de

variable

-_Yy

=1
afin d’éliminer la partie polaire —1/x présente dans l’exponentielle. Ce faisant, le
systéme (5.3) devient

dy 0 0
5.4 V=== | ,20- N%
(5.4) i [JB((;S%) 11

et sa solution fondamentale formelle Y(y) := Y (2(y)) s’écrit sous la forme Y(y) =
G(y)eP/¥) avec

- P (i) = diag (O7 —ﬁ),
1 0

G =Fe) [y ol = |ray o] € M€

Rappelons que les systémes (5.3) et (5.4) ont les mémes matrices de Stokes-Ramis
(cf. lemme 4.7). La normalisation de G(y) a I + O(y?) s’effectue a l'aide de la
transformation de jauge constante

Ainsi, le systeme (5.4) devient

0 0
y>(1-2y) 1 Z

3Ve(y—1)2

et nous considérons sa solution fondamentale formelle Z(y) = H(y)eP /%) on

~ 1 0 ~ 1 0
1=y Sn| =, 1| e
est une série entiere satisfaisant a H(y) = I + O(y?). Plus précisément,
2 4

ha(y) = e 2 alav) = 5 = = 32 +00°) € y*Clyl)

Le systéme (5.5) a encore les mémes matrices de Stokes-Ramis que le systéme (5.3)
et les multiplicateurs de Stokes c3 et ¢2 . peuvent étre a présent calculés a Paide

(5.5) Y @ =
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du corollaire 4.5. En effet, le point singulier 7 = % qui engendre la collection de
directions anti-Stokes (0, —7) est maintenant de front monomial et la matrice des

exposants de monodromie formelle L est triviale.

Notons k(y) la premiére colonne de H (y) et h(t) le vecteur colonne correspondant
a h(y) apres réduction du rang. D’apres (1.2),

1 ~ t
N ~ ha(t) = =3 =+ 0()
h(t) = hQO(t) avec Bve
hy(t) ha(t) = O(?)

Le terme nul apparaissant a la troisiéme ligne est dii au fait que le premier coefficient
de h(y) n’admet pas de termes en y?™+1 m > 0.

Le systéme 2-réduit du systéme (5.5) est défini par
0 0 0 0
dY Ti(t) 1 tIx(t) O
20X | 1d 2
S o 0o —t oY
To(t) 0 Ti(t) 1-—t
avec (3 1) .
t(3t —
Ti(t) = — = - 2m — 3)¢m
VPO PR S B
’ - 3\/é<t h 1)2 - 3\/ém>2

Ainsi, d’apres (3.1), les séries formelles Ej(t) sont entiérement déterminées par les
relations
dhy dh, ~
202 —= — hy =T (¢ 202 —— — (L —t)hy = To(t
i =T o~ (1= ha=D(t)

et les conditions initiales ﬁj(O) = 0. Leurs transformées de Borel i\lj sont donc
entiérement déterminées par les équations

(27’ — 1)%2 = ’fl

dhy .~ dT -
21 —1)— 4+ 3hy = — h4(0) =0
(2 —1) dr o= , h4(0)
ou les transformées de Borel ZA“] des T} sont données par
~ 1 2m — 1 2r —1
T, - - s om 20 7 =12
1(7) 3\/émz>:0 ml 3
~ 2 T 2T
T = — = —— 7—71/2
2(7) 3ve 2= (m — 1) 3¢

Par conséquent,

~+ (1 eT ~+ (1 iv2 e’
h, | = =—— h, [ = =" 32—
Jarr) =5 R(Gr) e
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. ~t . . .
Noter que seul le prolongement analytique h, est singulier en 7 = % La matrice
de connexion k1+/2 s’écrit alors

0
ko=0
kT/z = 0
— V2
kq = 12/

Les multiplicateurs de Stokes c2 et ¢ étant reliés a ces constantes par les formules

im

r(3)

(cf. corollaire 4.5 avec p = e~‘™), nous obtenons finalement

o 1 [2m 2 _ L 2w
0 3V e Cr 3V e

Noter que ces valeurs ne sont pas exactement celles que 'on obtient dans [6, ex.
V.2], mais leurs opposés. Ceci est simplement da au fait que le sens de parcours
choisi sur le cercle trigonométrique n’est pas le méme.

w‘;

(&

I'(

cg = mky + 2im ky cgﬂ = 2imko + 2ime "

k4

)

[S][SF)

ANNEXE A. QUELQUES REMARQUES SUR LES MAJEURS D’EXPONENTIELLES

Nous donnons dans cette annexe quelques remarques sur les majeurs des singu-

larités &% @t '™ intervenant dans la structure des singularités de f (théoréme
2.13). Lorsque ¢, # 0, cette singularité induit une singularité irréguliere dont une
description précise peut étre obtenue a I’aide du théoréme d’Ecalle.

En effet, ’exponentielle exp (., (77t /")) étant solution d’une équation différen-
tielle linéaire Dy(t) = 0 a coefficients polynomiaux et de rang < 1 a l'origine,
elle engendre une micro-solution & l'origine de son équation transformée de Borel
Dij(t) = 0. La forme des majeurs de la singularité 2w @17 yesulte alors de la
caractérisation de ces micro-solutions a partir des « vraies » solutions de ﬁﬂ(T) =0
(cf- B. Malgrange, [10, p. 40]).

Nous détaillons ci-dessous deux exemples typiques.

A.l. Cas d’un monoéme.
Dans le cas ot ¢(1/z) est un monome de la forme a/zf avec o # 0 et £ €

{1,...,r—1}, la méthode citée ci-dessus permet de déterminer la forme générale des

t71/w-) Vot—t/r

. . . Vv, .
majeurs des singularités ed( =e . A titre d’exemple, nous démontrons le

résultat suivant :

Proposition A.1 (Cas r = 2).
Soient o € C*, ¢(1/z) = a/z et ¢p(x) = exp (¢(1/z)) = exp(a/x). Notons

$1(t) = ¢(t'/?) = exp(at™1/?) B2 (t) = p(—t1?) = exp(—at™/?)
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les deuzx fonctions obtenues & partir de ¢(x) par une ramification d’ordre 2.

v
Pour £ = 1,2, les majeurs des singularités ¢, s’écrivent, modulo les fonctions ana-
lytiques a l'origine, sous la forme

o2
(A.l) )\1’47'_3/2€_F + Ao

1.1.a2
lFl (_575747-) o2
— 7 e 4T
T

avec A1 ¢, A2 € C convenables.

La fonction 1Fi(a,b,7) est la fonction hypergéométrique confluente de para-
meétres a et b. Elle est entiére sur C et, par conséquent, la fonction définie en
(A.1) est entiere sur C.

Démonstration. Les fonctions ¢, et ¢ forment une base de 'espace des solutions
de I’équation

4t3y// 4 6t2y/ _ a2y =0
Cette équation étant de rang < 1 a lorigine, le théoreme d’Ecalle entraine que

v v
les singularités ¢, et ¢, forment une base de ’espace M des micro-solutions a

Iorigine de I’équation transformée de Borel
(A.2) 4727 + (61 —a®)g =0

Noter que My est un espace vectoriel de dimension 2 alors que I’équation (A.2) est
d’ordre 1. Ainsi, suivant [10, p. 40], nous considérons

(77 =72 ex0 (ﬁ;))

une base de I'équation (A.2) et

la solution de I’équation

477 + (61 — )y =1
obtenue par la méthode de variation de la constante. Les fonctions 3; et ¥ ap-
partenant a (5\(’)7 Iespace My est également engendré par les singularités Z1

v C e .
et y,. En particulier, il existe des constantes );, € C convenables telles que
v v v
@ = A1,0Y1 + A2,Yo, ce qui termine la démonstration. O

Noter que pour @ = +1, la proposition A.1 montre en particulier qu'un majeur

. ., V-
de la singularité e** "% est de la forme

F(—1.1. L
)\i1773/267ﬁ+>\i21 1( 2’2’47’)67ﬁ
T

Nous retrouvons ici Pexponentielle e=2/(47) intervenant dans la structure des sin-
gularités donnée dans l'exemple 2.1 (attention, il faut effectuer le changement de

variable 7 —— T 4 % dans les formules obtenues pour fz et ]?4 pour translater le
point % en 0). Noter que la fonction hypergéométrique confluente 1Fy (—%; %; ﬁ)

n’intervient en revanche pas dans cette structure, ceci du fait de la grande simplicité
du systéeme (2.1).
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Remarque A.2. Des calculs analogues & ceux de la proposition A.1 permettent

de traiter également le cas r > 3. En particulier, on peut montrer que, pour
. . . . V., q1—t/T .

¢ € {1,...,r — 1} premier avec r, les majeurs des singularités e Y s’expriment,

modulo les fonctions analytiques a ’origine, a I’aide de fonctions hypergéométriques

confluentes généralisées ([15]).

A.2. Cas général.

Lorsque ¢, n’est plus un monéme, la situation devient plus compliquée. En
T . . i, Ve (gkp—1/r .
particulier, il ne semble pas que les majeurs des singularités g (P" 7T s’expriment

a l'aide de fonctions liouvilliennes® ou hypergéométriques.
Par exemple, considérons le polynome ¢(1/x) = —2/2% + 2/ et notons

prt) = o(t?) o) =(t?) est) = e(5%1?)
les trois fonctions obtenues a partir de ¢(x) = exp(¢(1/x)) par une ramification

d’ordre 3 (nous notons j le nombre complexe ¢7/3). Ces trois fonctions formant
une base de I'espace des solutions de I’équation

27t5y" 4 135t1y" + (96t° + 72t%)y’ + (32t — 64)y =0

- 2 . . v v
de rang < 1 a l'origine, le théoréeme d’Ecalle entraine que les singularités ¢, , ¢,

v . . .. .
et 4 forment une base de I'espace M des micro-solutions a ’origine de ’équation
transformée de Borel

(A.3) 2773y + (13572 4 727 — 64)7 + (967 + 104)7 = 0

Comme dans la proposition A.1, nous pouvons expliciter une base (Zl, 527 53) de

My directement a partir des solutions de ’équation (A.3) de telle sorte que ng =
v v v

ALeY1 + A2eYs + A3 py3 avec Aj g € C convenables.

Commengons par étudier plus précisément les solutions de ’équation (A.3). En

effectuant successivement le changement de variable 7 = % et le changement

d’inconnue

5(0) = ¢ exp (—¢? + (V) 2(¢0)
léquation (A.3) devient

7 4 10vV6
A4 z’ — =2 6)7 —+—1z=0
(A.4) z+<3< C+\f>z+<3+ 9C>Z
Cette équation est une équation de Heun bi-confluente de paramétres o = %, b=
V6, v =2etd = @ 9. Puisque o ¢ Z, elle admet pour base de solutions
la fonction de Heun bi-confluente N(%, —6,2, @;C) qui est entiére sur C et la

8Rappelons qu’une solution d’une équation est dite liouvillienne si elle est obtenue a partir
du corps des coefficients (ici le corps des fractions rationnelles C(7)) par une tour d’extensions a
l'aide de fonctions algébriques, exponentielles et primitives.

9Rappelons (¢f. [16, p. 194]) que 'équation de Heun bi-confluente de parametres «, 8,7, € C
est I’équation d’ordre 2 définie par

Z”-‘r(az_l—2(—,3)2,4‘(7_0‘_2_(06—"_;#)2:0

Lorsque a ¢ Z, cette équation admet pour base de solutions la fonction de Heun bi-confluente
N(a, 8,7,0;¢) de paramétres «,3,v,5 qui est entiere sur C et la fonction (T*N(—«, 3,7, d;¢)
([16, p. 204, prop. 3.1.1]).
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fonction (%3N ( —6,2, 5 ,C ) qui est entiére sur C. Noter que, compte-tenu
des valeurs des quatre parameétres de équation (A.4) et de [4, p. 239, prop. 13],
ces deux fonctions ne sont pas liouvilliennes (nous sommes ici dans le cas o # +1
et o+ ¢ 2Z*). En particulier, ceci montre que 1’équation (A.4) est irréductible.
En outre, ces deux fonctions ne sont pas, non plus, hypergéométriques. En effet,
aucune équation hypergéométrique n’est de rang de Katz égal a 2 comme c’est le
cas de I'équation (A.4) a linfini.

Suivant [10, p. 40], une base (Zl, ZQ, ZS) de M peut étre obtenue en considérant

. Y ~ N
les singularités y,, = can(gy) ou

32 8 4 V6 46
~ _ .—8/3 _ o .
n(r)=r eXp( o2 T 3T)N(3’ V6,2, 9 or )

2772 37 91
est une base de I’espace des solutions de I’équation (A.3) et ou ¥3(7) est la solution
de I’équation

o(r) =7 e (- 22+ DN (- VB2 )
(A

27739 4+ (13572 + 721 — 64)7 + (967 + 104)7 = 1
obtenue par la méthode de variation des constantes. Ainsi, compte-tenu des résul-

P . . ..,V L. N . .
tats précédents, les majeurs des singularités ¢, s’écrivant, a fonctions analytiques
a Porigine prés, comme combinaison linéaire des fonctions ¥, ¥2 et ¥s3, ils ne s’ex-
priment pas a 'aide de fonctions liouvilliennes ou hypergéométriques'’.
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