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Module des résidus logarithmiques des courbes planes

Delphine Pol

8 octobre 2014

Résumé

Dans son article fondamental sur les formes différentielles logarithmiques, K.Saito introduit

la notion de résidus de formes logarithmiques. Notre objectif est d’étudier le module des résidus

logarithmiques des courbes planes, qui sont des diviseurs libres. Le résultat principal est une

propriété de symétrie entre les multi-valuations du module des résidus et les multi-valuations de

l’idéal jacobien, qui généralise la propriété de symétrie du semigroupe d’une courbe plane prouvée

par F.Delgado de la Mata. On utilise ce résultat pour étudier le comportement du module des

résidus dans une déformation à nombre de Milnor constant d’une courbe plane.

1 Introduction

Soit D une hypersurface de C
n. Dans son article [Sai80], K.Saito étudie les champs de vecteurs

logarithmiques, c’est-à dire les champs de vecteurs tangents à D en ses points lisses. Ils forment un
module, dont le dual est le module des 1-formes logarithmiques : ce sont les 1-formes méromorphes
à pôles simples le long de D et dont la différentielle est aussi à pôles simples le long de D. Dans le
cas où l’un ou l’autre de ces modules est un OCn-module libre, le diviseur D est dit libre. C’est le
cas par exemple des diviseurs à croisements normaux, mais aussi des courbes planes.

A une fonction holomorphe sur C à singularité isolée en z0 on associe son résidu, défini comme
étant le coefficient de (z − z0)

−1 dans son développement en série de Laurent au voisinage de z0.
K.Saito généralise cette notion au cas des formes logarithmiques : si f est une équation locale réduite
de D autour d’un point p ∈ D, le résidu d’une 1-forme logarithmique est défini comme étant "le
coefficient de df

f
" dans l’anneau des fractions de l’anneau du diviseur, dans un sens que l’on précisera

dans la partie 2. En particulier, si la forme est holomorphe, son résidu est nul.
Le module RD des résidus des 1-formes logarithmiques sur D possède d’intéressantes propriétés

concernant la normalisation de D. Tout d’abord, K.Saito montre que ce module contient toujours
les fonctions régulières de la normalisée, à savoir les fonctions faiblement holomorphes sur D. Dans
le cas où l’égalité a lieu, cela traduit des propriétés géométriques du diviseur, ainsi que le montrent
les propriétés équivalentes montrées en plusieurs étapes par K.Saito en 1980 [Sai80], Lê Dung Trang
et K.Saito en 1984 [TS84], puis M.Granger et M.Schulze en 2011 [GS14].

Lorsque le diviseur D considéré n’est pas irréductible, il est aisé de voir qu’une forme logarith-
mique sur une composante est logarithmique sur le diviseur tout entier. En particulier, cela donne des
informations au niveau du module des résidus. L’anneau des fractions de l’anneau OD de la courbe
est en fait la somme directe des anneaux des fractions de chacune des composantes irréductibles de
D. Une conséquence est l’inclusion de la somme directe des modules des résidus des composantes de
D dans le module des résidus de D. Dans [GS14] M.Granger et M.Schulze montrent que le module
des résidus et l’idéal jacobien sont duaux l’un de l’autre dans le cas d’un diviseur libre, et on se
propose ici de déterminer le dual de la somme directe des modules des résidus des composantes
irréductibles. (voir Corollaire 3.7)
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Néanmoins, connaître les résidus des branches ne suffit pas en général à déterminer entièrement
le module des résidus de l’union : il manque les résidus des formes logarithmiques de D qui ont des
pôles sur plusieurs composantes de D.

Quelles propriétés du module des résidus peut-on déduire de la dualité donnée par [GS14] dans
le cas des diviseurs libres ? On apporte ici une réponse dans le cas des courbes planes.

Les courbes planes sont des diviseurs libres et ce sont les seuls diviseurs libres à singularités
isolées. En effet, d’après [Ale88], le lieu singulier des diviseurs libres singuliers est de codimension 1
dans l’hypersurface. Un des avantages des courbes planes est que la dimension du quotient RD/OD̃

est finie. On montre qu’elle est égale à τ − δ (voir proposition 2.15), où D̃ est la normalisation de
D, τ est le nombre de Tjurina et δ est la dimension du quotient O

D̃
/OD.

A une courbe plane est associé un semigroupe : si la courbe plane est constituée de p branches
irréductibles, sa normalisation fournit un paramétrage de chacune de ses branches. Le semigroupe
de la courbe est l’ensemble des p-uplets de valuations des non-diviseurs de zéro de l’anneau de la
courbe, déterminés à partir du paramétrage. Le dual sur OD de l’anneau O

D̃
de la normalisée est

un idéal à la fois de OD et de O
D̃

, il s’agit de l’idéal conducteur de la courbe. Il est engendré sur
O

D̃
par un élément minimal (tγ1 , . . . , tγp). Le p-uplet γ = (γ1, . . . , γp) est appelé le conducteur de

O
D̃

dans OD.
Dans son article [DdlM88], F.Delgado de la Mata met en évidence une propriété de symétrie du

semigroupe de OD pour les courbes Gorenstein, donc en particulier pour les courbes planes (voir
théorème 4.7). Cette symétrie s’observe facilement dans le cas irréductible : v ∈ N est la valuation
d’un élément de OD si et seulement si γ−v−1 ne l’est pas, ce qui vient de la définition du conducteur
et de l’égalité δ = dimC O

D̃
/OD = dimC OD/CD, voir proposition 2.13.

Mais on peut définir de la même façon l’ensemble des multi-valuations de n’importe quel idéal
fractionnaire de la courbe, dont font partie l’idéal jacobien et son dual, le module des résidus. La
question à laquelle on répond ici est le lien entre les multi-valuations de l’idéal jacobien et les
multi-valuations du module des résidus. La réponse prend la forme d’une généralisation à un idéal
fractionnaire de la symétrie prouvée par Delgado dans le cas de l’anneau de la courbe. Pour la preuve,
on étend les objets définis par Delgado à un idéal fractionnaire. On commence par montrer que les
multi-valuations du module des résidus sont incluses dans un ensemble défini grâce au semigroupe
de l’idéal jacobien. L’argument qui permet de conclure que c’est exactement cet ensemble est un
argument de dimension, qui utilise la méthode combinatoire décrite par Delgado pour calculer la
dimension de certains quotients à partir des multi-valuations.

En application, dans la dernière partie, on utilise ce résultat de symétrie pour étudier quelques
propriétés du module des résidus dans une déformation à nombre de Milnor constant de la courbe.

Le résultat de symétrie permet de regarder l’idéal jacobien de la courbe sans nécessairement cal-
culer une base des formes logarithmiques. Les questions auxquelles on cherche à répondre concernent
les propriétés de la stratification de la base de la déformation par les multi-valuations du module
des résidus. On montre qu’elle raffine la stratification par le nombre de Tjurina, elle est finie, semi-
analytique, mais en revanche ne vérifie pas la propriété de frontière (exemple 5.22, qui est la reprise
d’un exemple étudié dans [BGM92] au sujet de la b-fonction)

Remerciements. Je tiens à remercier Michel Granger pour m’avoir fait découvrir ce sujet et
pour les nombreux échanges que nous avons eus à cette occasion, ainsi que pour ses remarques et
commentaires qui m’ont été bien utiles.
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2 Quelques définitions et résultats préliminaires

2.1 Résidus logarithmiques

On note OCn le faisceau des fonctions holomorphes sur C
n, C{x} = C{x1, . . . , xn} les germes de

fonctions holomorphes à l’origine, et DerCn le faisceau des champs de vecteurs holomorphes de C
n.

On rappelle ici des définitions et résultats donnés dans [Sai80] :

Définition 2.1. Soit U ⊆ C
n un ouvert, et D ⊆ U une hypersurface de U , définie par une équation

réduite f ∈ OCn(U).
• Un champ de vecteurs δ ∈ DerCn(V ) pour V ⊆ U ouvert est appelé champ de vecteur loga-

rithmique si pour tout point p ∈ V , on a une égalité de germes δ(f)p = αfp avec α ∈ OCn,p.
On note Der(− logD) le faisceau des champs de vecteurs logarithmiques de D.

• Une q-forme méromorphe ω sur V ⊆ U à pôles le long de D est dite logarithmique si fω et
fdω sont holomorphes. On note Ωq(logD) le faisceau des q-formes logarithmiques sur D.

Proposition 2.2.
• Les faisceaux Der(− logD) et Ωq(logD) sont des faisceaux de OCn-modules cohérents.
• Pour tout p ∈ U , Derp(− logD) et Ω1

p(logD) sont des OCn,p-modules réflexifs duaux l’un de
l’autre.

Définissons à présent la notion de diviseur libre :

Définition 2.3. Avec les notations précédentes, on dit que D est un diviseur libre en p ∈ U si
Derp(− logD) (ou de façon équivalente Ω1

p(logD)) est un OCn,p-module libre. Le rang de ces modules
est alors n.

Proposition 2.4 (Critère de Saito). (D, 0) est un diviseur libre en p si et seulement si il existe
une famille (δ1, . . . , δn) de Derp(− logD), δj =

∑
aij∂xi

, telle que det ((aij)16i,j6n) = uf , où u est
inversible.

Dans la suite, on considère le germe en 0 ∈ C
n d’un diviseur. Tant qu’il n’y a pas de confusion

possible, on notera Der(− logD) pour Der0(− logD), Ωq(logD) pour Ωq
0(logD) etc...

Pour définir la notion de résidu logarithmique, nous aurons besoin de la caractérisation suivante
des formes logarithmiques :

Proposition 2.5. Une q-forme méromorphe ω à pôles le long de D est logarithmique si et seulement
si il existe un g ∈ C{x}, qui n’est pas un diviseur de zéro de OD := C{x}/(f), une (q − 1)-forme
holomorphe ξ et une q-forme holomorphe η tels que :

gω =
df

f
∧ ξ + η (1)

Définition 2.6. On définit le résidu res(ω) de ω ∈ Ω1(logD) par res(ω) = ξ
g
∈ Q(OD), où ξ et g

sont donnés par l’écriture (1), et Q(OD) est l’anneau des fractions de OD.

Dans [Sai80], K.Saito montre les résultats suivants :

Proposition 2.7.
• Le résidu ne dépend pas du choix de l’écriture (1).
• res(ω) = 0 si et seulement si ω est holomorphe.
• Le module des résidus RD = {res(ω), ω ∈ Ω1(logD)} ⊆ Q(OD) est un OD-module de type fini.
• On a l’inclusion O

D̃
⊆ RD, où O

D̃
est l’anneau de la normalisée D̃ de D.
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On aura aussi besoin de la notion d’idéal fractionnaire :

Définition 2.8. Un sous OD-module I ⊆ Q(OD) = Q(O
D̃
) est un idéal fractionnaire sur D s’il

contient un non diviseur de zéro de OD.

Pour un idéal fractionnaire I ⊆ Q(OD) on note I∨ = HomOD
(I,OD). On a l’égalité I∨ = {m ∈

Q(OD) , mI ⊆ OD}.
Dans toute la suite, on note JD l’idéal de OD engendré par les dérivées partielles d’ordre 1 de f .
Le résultat suivant est montré dans [GS14] :

Proposition 2.9. Pour tout diviseur D, J ∨
D = RD.

Si de plus D est un diviseur libre, JD = R∨
D.

2.2 Le cas des courbes

2.2.1 Générateurs

Soit D un germe de courbe plane à l’origine, défini par une équation réduite f ∈ C{x, y}. Les
courbes planes sont des diviseurs libres (voir [Sai80]).

Soit δi = αi∂x+βi∂y, i = 1, 2 une base des champs de vecteurs logarithmiques. D’après le critère

de Saito 2.4, le déterminant de la matrice dite de Saito

(
α1 α2

β1 β2

)
est égale à uf , où u est une

unité de C{x, y}. Quitte à remplacer δ1 par 1
u
δ1, on peut supposer u = 1. Une base des 1-formes

logarithmique est alors donnée par

ω1 =
β2dx− α2dy

f

ω2 =
−β1dx+ α1dy

f

Une conséquence du critère de Saito est que f appartient à l’idéal de C{x, y} engendré par
α2 et β2. Les résidus res(ω1) et res(ω2) engendrent sur OD le module des résidus de D. Après un
changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que f ′

x et f ′
y ne sont pas des diviseurs de zéro,

et dans ce cas, res(ω1) =
β2

uf ′

x
= −α2

uf ′

y
et res(ω2) =

−β1

uf ′

x
= α1

uf ′

y
.

Exemple 2.10. Soit f ∈ C{x, y} un polynôme quasi-homogène de poids (a, b). Alors les champs de
vecteurs :

{
χ = ax∂x + by∂y

δ = f ′
y∂x − f ′

x∂y

forment une base des champs logarithmiques de D en 0 par le critère de Saito.
On en déduit une base de Ω1(logD) :





ω1 =
−f ′

xdx− f ′
ydy

f
= −

df

f

ω2 =
−bydx+ axdy

f

Une famille génératrice sur OD du module des résidus est donc
(
1, −by

f ′

x

)
. (En supposant toujours

que f ′
x n’est pas un diviseur de zéro).

Le module des résidus d’une courbe quasi-homogène est donc engendré par 1 et un autre résidu
ρ. En fait, cela caractérise les courbes quasi-homogènes :
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Proposition 2.11. Une courbe D est analytiquement équivalente (i.e. à biholomorphisme près à
l’origine) à une courbe quasi-homogène si et seulement si il existe ρ ∈ Q(OD) tel que (1, ρ) engendre
RD.

Preuve. Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 5.2 de [GS14]. �

2.2.2 Dimension

La proposition 2.7 assure que l’on a l’inclusion O
D̃
⊆ RD, où D̃ est la normalisation de la courbe

plane D. En particulier, O
D̃
= C{t1} ⊕ · · · ⊕C{tp} où p est le nombre de composantes irréductibles

de D à l’origine.
Nous allons déterminer la dimension du quotient RD/OD̃

.

Proposition 2.12. L’anneau OD d’une courbe plane D est de Gorenstein.

(voir [dJP00], Corollaire 5.2.9)

Proposition 2.13. Soit D un germe de courbe plane. Pour tous idéaux fractionnaires I, J ⊆ OD,
on a :

dimC(I/J) = dimC(J
∨/I∨) (2)

(voir [dJP00], preuve du lemme 5.2.8)

Définition 2.14.
• Le delta-invariant de D est par définition δ = dimC O

D̃
/OD.

• Le nombre de Tjurina de D est τ = dimC OD/(f, f
′
x, f

′
y).

• Le nombre de Milnor de D est µ = dimC OD/(f
′
x, f

′
y).

Proposition 2.15. Dans le cas d’une courbe plane D on a :

dimC RD/OD̃
= τ − δ (3)

Preuve. On utilise la proposition 2.13 et la proposition 2.9

dimC RD/OD̃
= dimC RD/OD − dimC O

D̃
/OD

= dimC O∨
D/R

∨
D − δ

= dimC OD/JD − δ

= τ − δ

�

Proposition 2.16. Le nombre de Milnor et δ sont reliés par :

µ = 2δ − p+ 1

où p est le nombre de composantes irréductibles à l’origine de D.
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3 Module des résidus et résidus des composantes irréductibles

Les résultats suivants ne sont pas spécifiques au cas des courbes. Ils permettent de voir l’influence
des composantes d’une hypersurface sur le module des résidus.

Soit f = f1.f2 ∈ C{x1, . . . , xn} une équation réduite de germe d’hypersurface de C
n. On note

D,D1, D2 les diviseurs définis respectivement par f, f1, f2.

Proposition 3.1.
Ω1(logD1) + Ω1(logD2) ⊆ Ω1(logD)

Preuve. Soit ω une 1-forme logarithmique sur D1. Alors f1ω et f1dω sont holomorphes, donc f1f2ω
et f1f2dω aussi. �

Proposition 3.2. Soit ω une 1-forme logarithmique sur D. Son résidu est nul sur D2 (resp D1) si
et seulement si ω est logarithmique sur D1 (resp D2).

Preuve. Il existe g, ξ, η tels que l’on ait l’écriture (1). Le résidu est donné par le couple
(
ξ
g
|D1 ,

ξ
g
|D2

)
.

Il est nul sur D2 si et seulement si f2 divise ξ, ce qui revient à dire que ω logarithmique sur D1. �

Remarque 3.3. En particulier, si ω est une forme logarithmique sur D1 de residu (vu dans l’anneau
des fractions Q(OD1)) ρ, alors son résidu comme forme logarithmique sur D est (ρ, 0). Par conséquent,
on a une injection du module des résidus Ri de Di dans R, et R1 et R2 sont en somme directe.

On a les suites exactes :

0 −→ Ω1 −→ Ω1(logD) → RD −→ 0 (4)

0 −→ Ω1 −→ Ω1(logD1) + Ω1(logD2) → R1 ⊕ R2 −→ 0 (5)

Et donc
RD

R1 ⊕ R2
≃

Ω1(logD)

Ω1(logD1) + Ω1(logD2)

Le module des résidus est donc constitués de résidus provenant des composantes de D, mais aussi
de résidus ayant des pôles sur toutes les composantes.

On note I∨ = HomOD
(I,OD) pour I ⊂ Q(OD) idéal fractionnaire.

On note R,R1,R2 les modules des résidus de respectivement D,D1, D2.
On a : O

D̃
= O

D̃1
⊕ O

D̃2
. En particulier, Q(OD) = Q(O

D̃
) = Q(OD1) ⊕Q(OD2), ce qui permet

d’écrire les éléments de Q(OD) sous la forme d’un couple (m1,m2),m1 ∈ Q(OD1),m2 ∈ Q(OD2).

Proposition 3.4. Soient O
D̃1

⊆ I1 ⊆ Q(OD1) et O
D̃2

⊆ I2 ⊆ Q(OD2) deux idéaux fractionnaires.

Alors (I1 ⊕ I2)
∨ = f1I2

∨ ⊕ f2I1
∨

Preuve. On a la suite d’inclusions :

(I1 ⊕ I2)
∨ ⊆ CD ⊆ OD ⊆ O

D̃
⊆ I1 ⊕ I2

(
⊆ Q(OD)

)
(6)

Le dual de I1 ⊕ I2 est donc dans OD. Ce dual est donné par :

(I1 ⊕ I2)
∨ = {m ∈ OD,m (I1 ⊕ I2) ⊆ OD}

Soit m ∈ (I1 ⊕ I2)
∨.
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• Commençons par montrer que m ∈ (f1, f2).

Soit α ∈ C{x}. Alors m. (α|D1 , 1|D2) = (m|D1 .α|D1 ,m|D2) ∈ OD. Il existe donc un mα ∈ C{x}
tel que mα|D1 = (m.α)|D1 et mα|D2 = m|D2 .
On en déduit que dans C{x}, mα = α.m+ βα.f1 et mα = m+ γα.f2 pour des βα, γα ∈ C{x}.
En particulier, pour α dans l’idéal maximal de C{x},

m =
βα

1− α
.f1 −

γα
1− α

.f2

et donc m ∈ (f1, f2).

• Montrons maintenant que (I1 ⊕ I2)
∨ ⊆ f1I2

∨ ⊕ f2I1
∨.

Il existe α, β ∈ C{x} tels que m = αf1 + βf2.
On a pour tout ρ ∈ I1 :

m.(ρ, 0) = ( (β.f2.ρ)|D1 , 0) = (gρ|D1 , gρ|D2)

pour un gρ ∈ C{x}. Comme la restriction à D2 est nulle, on en déduit que f2 divise gρ. On
a donc pour un hρ ∈ C{x} : gρ|D1 = (f2.hρ)|D1 = (f2.β.ρ)|D1 , et comme de plus f2 n’est pas
un diviseur de zéro de OD1 , on a β.ρ = hρ dans OD1 . Ceci étant vrai pour tout ρ ∈ I1, on en
déduit que dans Q(OD1), β ∈ (I1)

∨. De même on a α ∈ (I2)
∨ dans Q(OD2).

Donc m ∈ f1.I2
∨ ⊕ f2.I1

∨ dans OD.

• Montrons que f1.I2
∨ ⊕ f2.I1

∨ ⊆ (I1 ⊕ I2)
∨.

Soit m = α.f1 + β.f2 ∈ f1.I2
∨ ⊕ f2.I1

∨, et (ρ1, ρ2) ∈ I1 ⊕ I2. (en particulier, ρ1 ∈ I1, ρ2 ∈ I2)
Alors m.(ρ1, ρ2) = (f2.β.ρ1, f1.α.ρ2). Comme α ∈ I2

∨, αρ2 est holomorphe, de même pour βρ1.
Il existe donc g1 et g2 holomorphes dont la restriction à D1 de g1 donne βρ1 et la restriction
à D2 de g2 donne αρ2. On pose G = g1.f2 + g2.f1. Alors G|D1 = f2.β.ρ1 et G|D2 = f1.α.ρ2.
Par conséquent, m.(ρ1, ρ2) ∈ OD.

D’où le résultat attendu. �

Corollaire 3.5. En particulier, si R∨
1 = JD1 et R∨

2 = JD2 , (ce qui est notamment le cas quand
D1 et D2 sont des diviseurs libres) alors le dual de R1 ⊕R2 est f1J2 + f2J1, où Ji est l’idéal de
OD engendré par les dérivées partielles de fi, i = 1, 2.

Corollaire 3.6. Soit f = f1 · · · fp une équation réduite d’hypersurface à l’origine.
Soient O

D̃1
⊆ I1 ⊆ Q(OD1), . . . ,OD̃p

⊆ Ip ⊆ Q(ODp) des idéaux fractionnaires.

Alors le dual de I1 ⊕ · · · ⊕ Ip est :

(I1 ⊕ · · · ⊕ Ip)
∨ =

p∑

i=1

f1 · · · f̂i · · · fpI
∨
i

Preuve. Par récurrence, à partir de la proposition 3.4 en l’appliquant au couple I1, I2 ⊕ · · · ⊕ Ip.�

Corollaire 3.7. Supposons que pour tous j ∈ {1, . . . , p}, R∨
j = JDj

. Alors :

(R1 ⊕ · · · ⊕ Rk)
∨ =

k∑

i=1

f1 · · · f̂i · · · fkJi

Retournons dans le cas des courbes. Dans ce cas nous avons :
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Proposition 3.8. Soit D = D1 ∪D2 une courbe plane. Alors :

dimC

RD

R1 ⊕ R2
= dimC

f1J2 ⊕ f2J1

JD
(7)

Et de plus :
f1J2 ⊕ f2J1

JD
≃

Der

Der(− logD1) + Der(− logD2)
(8)

Preuve. La première égalité est obtenue en dualisant grâce à la proposition 2.13, comme D est une
courbe plane.

Pour l’isomorphisme (8), il s’agit d’un cas particulier de la proposition 2.5 de [AF13]. �

Remarque 3.9. Dans [Sch13] et [Fab13] la notion de diviseur "splayed" est développée. Un diviseur
(D, 0) ⊆ (Cn, 0) est dit splayed s’il existe un système de coordonnées (y1, . . . , yk, yk+1, . . . , yn) et
une équation réduite f ∈ C{y1, . . . , yn} de D tels que :

f(y1, . . . , yn) = f1(y1, . . . , yk)f2(yk+1 . . . yn)

où les fi ne sont pas forcément irréductibles.
Dans [Fab13], E.Faber montre qu’un diviseur est splayed si et seulement si on a l’égalité suivante :

JD = f2J1+f1J2. Le corollaire 3.5 permet donc de caractériser en termes de résidus les diviseurs
splayed dans le cas où D1, D2 et D sont libres : dans ce cas, D est splayed si et seulement si
RD = R1 ⊕ R2. En fait, l’hypothèse D1 et D2 libres est superflue, voir [Sch13], proposition 5.1, où
seul D est supposé libre.

Pour les courbes planes, être splayed revient à être à croisements normaux. En particulier, dès
que la courbe plane n’est pas à croisements normaux, l’inclusion de R1 ⊕ R2 dans RD est stricte.

4 Propriété de symétrie des multi-valuations des résidus

4.1 Cas d’une courbe irréductible

Soit D un germe de courbe plane irréductible. On note D̃ sa normalisation, d’anneau C{t}, et
CD = O∨

D̃
son idéal conducteur.

Soit g ∈ Q(OD). On note val(g) ∈ Z la valuation de g 6= 0, et si I ⊆ Q(OD), on note val(I) =
{val(g) ; g ∈ I, g 6= 0} ⊆ Z. On a val(O

D̃
) = N et val(CD) = c + N, pour un c ∈ N. Cet élément c

est appelé le conducteur de D, et c’est le plus petit élément vérifiant la propriété c+ N ⊆ val(OD).
On a alors la propriété suivante de symétrie :

Proposition 4.1. Soit D une courbe plane irréductible, et I ⊆ OD un idéal fractionnaire. Alors :

v ∈ val(I∨) ⇐⇒ c− v − 1 /∈ val(I) (9)

Preuve. Soit v ∈ val(I∨). Supposons que c − v − 1 ∈ val(I). Cela signifie qu’il existe g ∈ I∨ de
valuation v et h ∈ I de valuation c − v − 1. Comme gh ∈ OD est de valuation c − 1, on en déduit
que c − 1 ∈ val(OD), ce qui n’est pas vrai par définition du conducteur c. Donc on a l’implication
v ∈ val(I∨) ⇒ c− v − 1 /∈ val(I).

Pour l’autre sens de l’équivalence, on utilise la proposition 2.13 : dimC I∨/OD = dimC OD/I < ∞.
Pour cela, on montre l’équivalence suivante :

v ∈ val(I∨) ∩
(
val(OD)

)c
⇐⇒ c− v − 1 ∈ val(OD) ∩

(
val(I)

)c
(10)
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La propriété suivante est vérifiée pour les courbes planes : on a l’équivalence v /∈ val(OD) ⇐⇒
c− v − 1 ∈ val(OD), (voir [dJP00], exercice 5.2.25). Par conséquent, en utilisant le premier point,

v ∈ val(I∨) ∩ (val(OD))
c ⇒ c− v − 1 ∈ val(OD) ∩ (val(I))c

De plus, dimC I∨/OD = Card (val(I∨) ∩ (val(OD)
c) et dimC OD/I = Card (val(OD) ∩ (val(I))c).

D’où l’équivalence (10).
Pour avoir l’équivalence (9), il suffit de remarquer que :

v ∈ val(I∨) ∩ val(OD) = val(OD) ⇐⇒ c− v − 1 ∈ (val(OD))
c ∩ (val(I))c = (val(OD))

c

D’où le résultat. �

Rappelons que d’après le théorème 2.9, J ∨
D = RD. On a donc :

Corollaire 4.2. Soit D une courbe plane irréductible. Alors :

v ∈ val(RD) ⇐⇒ c− v − 1 /∈ val(JD)

4.2 Notations et premières propriétés des multi-valuations dans le cas non ir-

réductible

Dans le cas d’une courbe plane irréductible, les valuations des résidus vérifient donc une propriété
de symétrie par rapport aux valuations de l’idéal jacobien. On se propose ici de montrer qu’une
symétrie analogue s’observe dans le cas réductible.

Dans le cas d’une courbe plane réductible f = f1 · · · fp réduite, on définit la multi-valuation
d’une fonction, qui n’est plus un nombre mais un p-uplet, la normalisation ayant pour anneau
O

D̃
= C{t1} ⊕ · · · ⊕ C{tp}.
On note valj(g) la valuation de g ∈ Q(ODj

), g 6= 0, et val(g) = (val1(g), . . . , valp(g)) la multi-
valuation d’un non diviseur de zéro g de Q(OD).

On pose pour I ⊆ Q(OD), val(I) = {val(g) ; g ∈ I, g non diviseur de zéro}.
On étend la multi-valuation aux diviseurs de zéro en posant vali(0) = ∞.
Dans [DdlM88], F.Delgado de la Mata montre un résultat de symétrie des multi-valuations de

OD dans le cas à plusieurs branches généralisant le cas irréductible. On se propose ici de l’étendre
au cas du module des résidus.

Commençons par quelques notations inspirées par l’article de Delgado :
Soit M un sous-ensemble de Z

p. Soit v ∈ Z
p. On note pour 1 6 i 6 p :

∆i(v,M ) = {α ∈ M ; αi = vi et ∀j 6= i, αj > vj}

On pose ∆(v,M ) =
⋃p

i=1∆i(v,M ).
Pour α, β ∈ Z

p, on note α > β si pour tout 1 6 i 6 p, αi > βi. En particulier, on appelle
multi-valuation positive un v ∈ Z

p vérifiant v > 0, et multi-valuation négative un v ∈ Z
p vérifiant

v 6 0.
De plus, si v ∈ Z

p, on note v − 1 = (v1 − 1, . . . , vp − 1).

Le cas M = val(OD) est étudié en détails dans [DdlM88]. On peut étendre les propriétés 1.1.2
et 1.1.3 de [DdlM88] :

Proposition 4.3. Soit I ⊆ Q(OD) un idéal fractionnaire de OD. Soient v, v′ ∈ val(I).
Alors inf(v, v′) :=

(
min(v1, v

′
1), . . . ,min(vp, v

′
p)
)
∈ val(I).

Proposition 4.4. Si v, v′ ∈ val(I) vérifient vi = v′i pour un i, alors il existe v′′ ∈ val(I) tel que :
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1. v′′i > vi

2. Si vj 6= v′j, alors v′′j = min(vj , v
′
j)

3. Sinon, v′′j > min(vj , v
′
j)

Remarque 4.5. La propriété 4.3 traduit simplement le fait que la valuation sur une branche d’une
combinaison linéaire générale de deux éléments de I est la plus petite des valuations, et la pro-
priété 4.4 le fait que si deux éléments de I ont même valuation sur une composante, une combinaison
linéaire convenable permet de faire monter cette valuation, mais on ne peut pas prédire ce qui va se
passer sur les autres branches où l’égalité a lieu.

Définition 4.6. On note CD ⊆ OD l’idéal conducteur de OD. C’est à la fois un OD et un O
D̃

module, qui vérifie : CD = AnnOD
O

D̃
/OD = AnnO

D̃
O

D̃
/OD. Il existe γ = (γ1, . . . , γp) tel que tγ

engendre CD sur O
D̃
. Alors val(CD) = γ + N

p. On appelle γ le conducteur de OD.
De même, on appelle idéal conducteur de l’idéal jacobienJD l’idéal C ′ = AnnOD

O
D̃
/JD =

AnnO
D̃
O

D̃
/JD. La dimension de O

D̃
/JD étant finie, il existe ν = (ν1, . . . , νp) ∈ Z

p tel que tν

engendre C ′ sur O
D̃
, et donc val(C ′) = ν + N

p. On appelle ν le conducteur de JD.

Le théorème principal que l’on se propose de généraliser ici est le suivant :

Théorème 4.7 ([DdlM88], 2.8). Si OD est l’anneau d’une courbe Gorenstein, alors la propriété
suivante de symétrie est vérifiée :

Pour tout v ∈ Z
p, v ∈ val(OD) si et seulement si ∆(γ − v − 1,OD) = ∅.

Nous allons montrer que nous avons une propriété de symétrie analogue entre les multi-valuations
du module des résidus et les multi-valuations de l’idéal jacobien.

Le premier sens de l’implication reste vrai sans travail supplémentaire :

Proposition 4.8. Soit v ∈ Z
p. Alors :

v ∈ val(RD) ⇒ ∆(γ − v − 1,JD) = ∅

Preuve. Soit (v1, . . . , vp) ∈ val(RD). Supposons que ∆(γ − v − 1,JD) 6= ∅. Quitte à changer la
numérotation, on peut supposer que ∆1(γ − v − 1,JD) 6= ∅, ce qui signifie qu’il existe un élément
de la forme (γ1 − v1 − 1, w2, . . . , wp) ∈ val(JD), avec wj > γj − vj − 1 pour j > 2. Par dualité, on
en déduit donc que (γ1 − 1, w2 + v2, . . . , wp + vp) ∈ val(OD), où wj + vj > γj , ce qui nous fournit un
élément de ∆1(γ − 1,OD).

Or, d’après le corollaire 1.9 de [DdlM88], ∀i ∈ {1, . . . , p}, ∆i(γ−1,OD) = ∅. Ce qui nous donne
une contradiction, et donc

⋃p
i=1∆i(γ − v − 1,JD) = ∅. �

On pose V = {γ − α− 1 ; ∆(α,JD) = ∅} ⊆ Z
p.

Remarque 4.9. Cet ensemble contient les multi-valuations de RD, mais pourrait a priori être plus
gros. En particulier, il n’est pas clair que V soit l’ensemble des multi-valuations d’un module. Dans
la suite, nous allons montrer qu’aucun "intrus" (i.e. élément de V \val(RD)) ne peut se glisser parmis
les p-uplets de V .

Dans le cas irréductible, la dimension était l’argument permettant de montrer la réciproque. Ce
sera encore un argument de dimension qui va nous permettre de conclure, mais il est plus subtil à
mettre en place. Avant de regarder cela plus en détails, on étudie un exemple, et on donne un critère
permettant de reconnaître les multi-valuations des résidus des branches.
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Exemple 4.10. On prend f1 = x5 − y6 + x3y4, et f2 = x3 − y4, f = f1f2. Un paramétrage est
donné par :





x1(t1) = t61 −
1

5
t141 + termes de valuation > 14

y1(t1) = t51

et

{
x2(t2) = t42

y2(t2) = t32

On a donc val(x) = (6, 4) et val(y) = (5, 3). La multiplicité d’intersection de f1 avec f2 est
(f1.f2) = 18. On vérifie que val(f ′

x) = (42, 26) et val(f ′
y) = (43, 27). On en déduit tous les translatés

obtenus par la multiplication par xiyj . De plus, la non-quasi-homogénéité de f1 fait apparaître
la multi-valuation val(6xf ′

x + 5yf ′
y) = (56, 30). On complète avec les multi-valuations déduites de

celles-ci à partir des propriétés 4.3 et 4.4. On obtient alors la figure 1, où les croix représentent les
multi-valuations de JD.

Pour vérifier qu’aucune multi-valuation n’a été oubliée, notons que val2(f ′
x) = val2(f1)+val2

(
∂f2
∂x

)

et val2(f
′
y) = val2(f1) + val2

(
∂f2
∂y

)
, et comme ∂f2

∂x
= 3x2 et ∂f2

∂y
= −4y3, on peut vérifier que

val2(αf
′
x + βf ′

y) 6= inf
(
val2(αf

′
x), val2(βf

′
y)
)

si et seulement si α∂x + β∂y ∈ Der(− logD2). Comme
Der(− logD2) est connu (voir exemple 2.10), on peut faire les calculs, qui ne donnent pas de nouvelles
multi-valuations.

De même, en notant fh = x5 − y6 la partie quasi-homogène de f1, et Der(− logDh) les champs
logarithmiques de fh = 0, on a : val1(αf ′

x+βf ′
y) 6= inf

(
val1(αf

′
x), val1(βf

′
y)
)

si et seulement si α∂x+
β∂y ∈ Der(− logDh). On vérifie de même que cela ne donne pas de multi-valuations supplémentaires.
On a donc bien déterminé le semigroupe de JD.

On représente ci-dessous par des cercles les points vérifiant ∆(v,JD) = ∅.

t1

t2

40 45 50 55 60

25

30

35

40

Figure 1 – Semigroupe de JD

D’autre part, le conducteur du semigroupe de la courbe est γ = (38, 24) (voir proposition 4.11).
On obtient par symétrie un ensemble de multi-valuations "potentielles" de RD :
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t1

t2−5−10−15−20

−5

−10

0

Figure 2 – Ensemble V des multi-valuations potentielles de RD

On notera en particulier que les (v1, 0) et (0, v2) sont exactement les résidus d’une part de
D1, d’autre part de D2, et le produit cartésien qui en découle est l’ensemble des multi-valuations
négatives des multi-valuations de R1 ⊕ R2.

Ce n’est en fait pas spécifique à cet exemple, comme nous allons le voir.

Nous aurons besoin du théorème suivant permet de relier les conducteurs des composantes irré-
ductibles au conducteur de la courbe D (voir [DdlM87], théorème (2.7)) :

Proposition 4.11. Soit f = f1 · · · fp l’équation réduite d’une courbe plane, où les fi sont irréduc-
tibles. On note Di la courbe plane définie par fi, et ci son conducteur. Alors le conducteur de D
est

γ =

(
c1 +

p∑

i=2

val1(fi), . . . , cp +

p−1∑

i=1

valp(fi)

)

Ce résultat va nous servir pour prouver le résultat attendu :

Proposition 4.12. Soit f = f1 . . . fp une équation réduite de courbe plane, les fi irréductibles.
Soient Γ1, . . . ,Γp des sous-ensembles de Z. On suppose que Γj ∩ N 6= ∅.
Si le produit cartésien Γ1 × · · · × Γp ⊆ V alors Γ1 × · · · × Γp ⊆ val(R1 ⊕ · · · ⊕ Rp)

Preuve. On notera que val(R1 ⊕ · · · ⊕ Rp) = val(R1)× · · · × val(Rp), et donc il suffit de montrer
que tout 0 > vj ∈ Γj est dans val(Rj), les positifs y étant par l’inclusion de O

D̃j
dans Rj . D’après

la proposition 4.2, cela revient à montrer que cj 6 cj − vj − 1 /∈ val(Jj). Sans nuire à la généralité,
nous allons considérer 0 > v1 ∈ Γ1. On pose w1 = c1 − v1 − 1.

Soit (n1, . . . , np) ∈ Γ1 × · · · × Γp ∩ N
p (existe par hypothèse).

Alors comme Γ1 × · · · × Γp ⊆ V , ∆(γ1 − v1 − 1, γ2 − n2 − 1, . . . , γp − np − 1,JD) = ∅, et
γi − ni − 1 < γi, donc cela implique que γ1 − v1 − 1 /∈ val1(JD). (Rappelons que JD ⊆ CD, et
donc si γ1 − v1 − 1 ∈ val1(JD) il existe pour j > 2 des wj > γj tels que (γ1 − v1 − 1, w2, . . . , wp) ∈
val(JD) et donc ∆(γ − v− 1,JD) 6= ∅). Il suffit de voir que cette dernière condition implique que
c1 6 c1 − v1 − 1 /∈ val1(J1).
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Remarquons que ∂f
∂x

= f2 · · · fp
∂f1
∂x

+ · · ·+ f1 · · · fp−1
∂fp
∂x

donne, en restriction à D1, f2 · · · fp
∂f1
∂x

,

et idem pour ∂f
∂y
|D1 = f2 · · · fp

∂f1
∂y

. Par conséquent, val1(f2)+ · · ·+val1(fp)+val1(J1) ⊆ val1(JD).
En passant aux complémentaires :

val1(JD)
c ⊆ val1(f2) + · · ·+ val1(fp) + (val(J1))

c

D’après la proposition 4.11, on a γ1 = c1+val1(f2)+· · ·+val1(fp) et donc la condition γ1−v1−1 /∈
val1(JD) implique c1 − v1 − 1 ∈ (val1(J1))

c. Et donc par la proposition 4.2, v1 ∈ val1(R1). �

Pour terminer cette partie, signalons le résultat suivant qui donne l’influence des champs de
vecteurs logarithmiques des branches sur les multi-valuations de l’idéal jacobien :

Proposition 4.13. Si (v1 + N, v2, . . . , vp) ⊆ valJD, il existe un g ∈ JD nul sur D1 et de multi-
valuation (v2, . . . , vp) sur D2 ∪ · · · ∪Dp.

Preuve. Rappelons que C ′ désigne l’idéal conducteur de l’idéal jacobien, ν = (ν1, . . . , νp) désigne
le conducteur de l’idéal jacobien, et que val(C ′) = ν + N

p ⊆ val(JD). (voir définition 4.6)
Soit h ∈ JD tel que val(h) = (v′1, v2, . . . , vp) avec v′1 > ν1. Alors h|D1 =

∑
j>v′1

ajt
j
1. On choisit

(v′2, . . . , v
′
p) ∈ Z

p−1 tels que ∀i ∈ {2, . . . , p}, v′i > max(vi, νi). On considère alors :

g := h−
∑

j>v′1

aj

(
tj1, t

v′2+j

2 , . . . , t
v′p+j
p

)

C’est alors un élément de JD qui est nul sur D1 et a la multi-valuation souhaitée sur D2∪· · ·∪Dp.
En effet, par définition de ν et C ′, on a C ′ =

(
tν11 C{t1}, . . . , t

νp
p C{tp}

)
. Par conséquent, pour tout

j > v′1, aj(t
j
1, t

v′2+j

2 , · · · , t
v′p+j
p ) ∈ C ′, et comme

∑
j>v′1

ajt
j
1 converge, les sommes t

v′i
i

∑
j>v′1

ajt
j
i aussi,

ce qui assure que g est dans JD. �

Corollaire 4.14. Soit (v2, . . . , vp) ∈ N
p−1. Il existe v1 ∈ N tel que (v1 + N, v2, . . . , vp) ⊆ valJD si

et seulement si il existe δ ∈ Der(− logD1) tel que pour j > 2, valj(δ(fj)) = vj −
∑

i 6=j valj(fi).

Preuve. L’implication ⇐ est claire : si δ ∈ Der(− logD1) alors

δ(f) = (0, f1f3 · · · fpδ(f2), . . . , f1 · · · fp−1δ(fp))

Pour le sens ⇒, la proposition précédente nous donne g ∈ JD tel que val(g) = (∞, v2, . . . , vp).
Comme g ∈ JD, g = af ′

x + bf ′
y et donc a∂x + b∂y ∈ Der(− logD1). �

4.3 Multi-valuations et dimension

Dans [DdlM88] est décrite une manière algorithmique de déterminer la dimension du quotient
OD/CD. (Qui n’est autre que δ dans notre cas, les courbes planes étant Gorenstein).

Plus précisément :
Soit I ⊆ Q(OD) un idéal fractionnaire de type fini sur OD et α ∈ Z

p. On pose ℓ(α, I) =
dimC I/{g ∈ I, val(g) > α}. On a ℓ(α, I) < ∞.

On note (e1, . . . , ep) la base canonique de Z
p. On pose pour un ensemble M ⊆ Z

p et v ∈ Z
p

Λi(v,M ) = {α ∈ M , αi = vi et ∀j 6= i, αj > vj}. (C’est-à-dire les éléments de M qui sont dans une
face du cadran au-dessus de v)

On peut étendre la proposition 1.11 de [DdlM88] au cas d’un idéal fractionnaire :

Proposition 4.15. Soit I ⊆ Q(OD) un idéal fractionnaire de type fini sur OD. Pour tout α ∈ Z
p,

ℓ(α+ ei, I)− ℓ(α, I) ∈ {0, 1} et ℓ(α+ ei, I) = ℓ(α, I) + 1 si et seulement si Λi(α, val(I)) 6= ∅.
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Remarque 4.16. Cette proposition nous offre un moyen combinatoire de lire la dimension à partir
des multi-valuations : par exemple, pour déterminer dimC OD/CD, il suffit de construire une suite
finie (α(j))16j6n telle que α(0) = 0, et pour tout j, il existe i ∈ {1, . . . , p} tel que α(j+1) = α(j) + ei,
et aboutissant à α(n) = γ. Alors par la proposition 4.15,

dimC OD/CD = ℓ(γ, val(OD)) = Card
(
{j ; j < n,Λi(α

(j),OD) 6= ∅, où α(j+1) = α(j) + ei}
)

On aurait bien sûr exactement la même chose avec JD sur C ′, en faisant démarrer la suite à γ
et en la finissant à ν (voir définition 4.6 pour les notations), mais aussi pour RD sur O

D̃
. Notons

qu’en revanche, on ne peut pas utiliser cette méthode pour calculer directement la dimension du
quotient CD/JD, les multi-valuations de ce dernier n’étant pas un cadran.

L’idée de ce qui va suivre est la suivante : rappelons que V désigne notre ensemble de multi-
valuations "potentielles" du module des résidus, et notre objectif est de montrer qu’il n’y a pas
d’intrus, c’est-à-dire que V = val(RD). On a déjà montré que val(RD) ⊆ V (voir 4.8).

La première étape permet de relier les dimensions de RD/OD̃
et JD/C

′ grâce à la dualité de
Gorenstein.

La deuxième étape consiste à montrer que s’il y a des intrus, alors il y en a forcément un dont
toutes ses coordonnées sont inférieures ou égales à 0.

La troisième étape sera de voir que si l’on se donne une suite de la forme décrite dans 4.16,
et qui passe par notre intrus, le décompte décrit dans la remarque précédente donne un résultat
strictement plus grand que la dimension de RD/OD̃

.

La quatrième étape consiste à relier cette suite à une suite permettant de calculer dimC JD/C
′,

ce qui permettra d’aboutir au résultat : V = val(RD).

Première étape

Proposition 4.17. On a :

dimC RD/OD̃
=

p∑

i=1

(νi − γi) − dimC JD/C
′

Preuve. On a :
∑p

i=1 (νi − γi) = dimC CD/C
′ = dimC CD/JD + dimC JD/C

′.
Et par dualité, l’anneau OD étant Gorenstein,

∑p
i=1 (νi − γi) = dimC RD/OD̃

+ dimC JD/C
′�

Deuxième étape

Nous allons montrer que s’il y a des intrus dans V , il y en a forcément un dans le cadran négatif.
Pour cela, nous aurons besoin du résultat suivant, analogue à la proposition 4.3 :

Proposition 4.18. Soit w,w′ ∈ V . Alors inf(w,w′) ∈ V .

Preuve. On pose v = γ−w−1 et v′ = γ−w′−1, v′′ = γ−inf(w,w′)−1 = max(v, v′). Par définition
de V , on a ∆(v,JD) = ∅ et ∆(v′,JD) = ∅. Supposons que ∆(v′′,JD) 6= ∅. Il existe donc i et
α ∈ val(JD) tels que α ∈ ∆i(v

′′,JD). Alors αi ∈ {vi, v
′
i} et αj > max(vj , v

′
j) pour i 6= j. Sans nuire

à la généralité, on peut supposer que αi = vi. Mais alors α ∈ ∆(v,JD), ce qui est contradictoire.
Donc ∆(v′′,JD) = ∅, et inf(w,w′) ∈ V . �

Lemme 4.19. Si V 6= val(RD), il existe un intrus w ∈ V \val(RD) tel que toutes ses coordonnées
soient négatives ou nulles.
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Preuve. Soit w ∈ V \val(RD).
Alors inf(w, 0) ∈ V par la propriété précédente, vu que 0 ∈ val(RD). Mais w = inf(w, 0) + α,

avec α > 0, donc α ∈ val(O
D̃
) ⊆ val(RD). Comme w /∈ val(RD), inf(w, 0) /∈ val(RD), et a toutes

ses coordonnées négatives ou nulles, ce qui prouve le lemme. �

Proposition 4.20. Supposons que V 6= val(RD).
Soit alors par la proposition précédente w(0) ∈ V \val(RD) tel que w(0) 6 0. Alors il existe

j ∈ {1, . . . , p} tel que Λj(w
(0), val(RD)) = ∅ et de plus w

(0)
j < 0.

Preuve. Si tous les Λi(w
(0), val(RD)) 6= ∅, alors pour tout i ∈ {1, . . . , p} il existe α(i) ∈ val(RD) tel

que α(i)
i = w

(0)
i et α(i)

j > w
(0)
j . Par conséquent, d’après la proposition 4.3, inf(α(i)) = w(0) ∈ val(RD),

ce qui est contradictoire. Ce qui nous donne l’existence d’un Λj(w
(0), val(RD)) = ∅. Le fait que

w
(0)
j < 0 est immédiat car si w(0)

j = 0, alors 0 ∈ Λj(w
(0), val(RD)), qui est donc non vide. �

Troisième étape

Pour cette étape, on suppose que V 6= val(RD) et on se donne w(0) ∈ V \val(RD) vérifiant
w(0) 6 0. Pour fixer les idées, on suppose que c’est Λp(w

(0), val(RD)) qui est vide. Nous allons
choisir une suite convenable qui passe par w(0).

Considérons la suite (α(j))06j6n0 , où n0 =
∑

νi − γi, de la forme 4.16 définie par le diagramme
suivant :

γ − ν︸ ︷︷ ︸
=α(0)

−−−−→
(+e1)•

(w
(0)
1 , γ2 − ν2, . . . , γp − νp)︸ ︷︷ ︸

=α(n1)

−−−−→
(+e2)•

. . . −−−−−−→
(+ep−1)•

(w
(0)
1 , . . . , w

(0)
p−1, γp − νp)︸ ︷︷ ︸

=α
(np−1)

−−−−→
(+ep)•

(w
(0)
1 , . . . , w

(0)
p−1, 0)︸ ︷︷ ︸

=α(np)

−−−−−−→
(+ep−1)•

(w
(0)
1 , . . . , w

(0)
p−2, 0, 0)︸ ︷︷ ︸

=α
(np+1)

−−−−−−→
(+ep−2)•

. . . −−−−→
(+e1)•

(0, . . . 0)︸ ︷︷ ︸
=α

(n2p−1)

où n2p−1 = n0.
Plus précisément : la première étape de la suite consiste à ajouter e1 autant de fois que nécessaire

pour arriver à (w
(0)
1 , γ2 − ν2, . . . , γp − νp). Ainsi, α(j+1) = α(j) + e1 pour j < w

(0)
1 − γ1 + ν1, et ainsi

de suite pour les étapes suivantes. Chaque terme de la suite est obtenu en ajoutant un des vecteurs
ej au terme précédent.

Dans le cas p = 2, on peut la représenter par le dessin suivant, où les cercles gris représentent
les éléments de la suite α :

t1

t2

w(0)

α(0)

α(n3)

−5

−5

α(n1)

α(n2)

0

Figure 3 – Suite α dans le cas p = 2
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Vu que ν +N
p ⊆ val(JD), toutes les multi-valuations de RD sont supérieures ou égales à γ− ν.

Cette suite permet donc de calculer dimC RD/OD̃
:

dimC RD/OD̃
= Card

(
{j ∈ {0, . . . , n0} ; Λi(α

(j), val(RD)) 6= ∅, où α(j+1) = α(j) + ei}
)

Nous allons comparer ce nombre avec

ℓ′ := Card
(
{j ∈ {0, . . . , n0} ; Λi(α

(j),V ) 6= ∅, où α(j+1) = α(j) + ei}
)

où on remarquera que ℓ′ peut dépendre de la suite α choisie, dans la mesure où on ne sait pas si
V est l’ensemble des multi-valuations d’un OD-module. La proposition 4.15 n’a donc pas de raison
de s’appliquer.

Lemme 4.21. Pour la suite α définie ci-dessus, on a l’inégalité suivante :

ℓ′ > 1 + dimC RD/OD̃

Preuve. Il suffit de remarquer que Λi(α
(j), val(RD)) 6= ∅ ⇒ Λi(α

(j),V ) 6= ∅, et que de plus comme
il existe j0 tel que α(j0) = w(0) et α(j0+1) = α(j0) + ep, Λp(α

(j0),V ) 6= ∅, mais par hypothèse sur
w(0), Λp(α

(j0), val(RD)) = ∅. Ce qui prouve l’inégalité. �

Dans la suite, notre suite α est fixée.

Quatrième étape

Revenons maintenant à ce qui se passe avec JD. On pose v(0) = γ − w(0) − 1 le symétrique de
w(0). En particulier, ∆(v(0),JD) = ∅ par définition de V .

D’autre part, nous allons choisir une suite β permettant de calculer dimC JD/C
′ afin d’utiliser

la première étape. Cette suite β n’est pas choisie au hasard ! On la définit pour i ∈ {0, . . . , n0} par
β(i) = γ − α(n0−i). On peut remarquer que la suite β(i) correspond au diagramme :

γ︸︷︷︸
=β(0)

−−−−→
(+e1)•

(v
(0)
1 + 1, γ2, . . . , γp)︸ ︷︷ ︸

=β(m1)

−−−−→
(+e2)•

. . . −−−−−−→
(+ep−1)•

(v
(0)
1 + 1, . . . , v

(0)
p−1 + 1, γp)︸ ︷︷ ︸

β
(mp−1)

−−−−→
(+ep)•

(v
(0)
1 + 1, . . . , v

(0)
p−1 + 1, νp)︸ ︷︷ ︸

=β(mp)

−−−−−−→
(+ep−1)•

(v
(0)
1 + 1, . . . , v

(0)
p−2 + 1, νp−1, νp)︸ ︷︷ ︸

β
(mp+1)

−−−−−−→
(+ep−2)•

. . . −−−−→
(+e1)•

ν︸︷︷︸
β
(m2p−1)

où m2p−1 = n2p−1 = n0.
Ce qui peut être représenté pour p = 2 par :

t1

t2

v(0)

β(0)

ν

γ − 1 β(m1)

β(m2) β(m3)

Figure 4 – Suite β dans le cas p = 2
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La proposition suivante permet de relier ℓ′ à la dimension du quotient JD/C
′ :

Proposition 4.22. Avec les notations ci-dessus, on a :

dimC JD/C
′
6

p∑

i=1

(νi − γi) − ℓ′

Preuve. On remarque que les suites α(j) et β(j) ont le même nombre de termes, à savoir n0 =∑p
i=1(νi − γi).
Nous allons montrer que si Λi(α

(j),V ) 6= ∅ alors Λi

(
β(n0−(j+1)), val(JD)

)
= ∅, ce qui nous

donnera le résultat vu que :

dimC JD/C
′ = Card

(
{j ∈ {0, . . . , n0} ; Λi

(
β(j), val(JD)

)
6= ∅, où β(j+1) = β(j) + ei}

)

Soit donc j ∈ {0, . . . , n0 − 1} tel que α(j+1) = α(j) + ei et Λi(α
(j),V ) 6= ∅.

On notera que β(n0−j) = γ − α(j) = γ − α(j+1) + ei = β(n0−j−1) + ei, vu que α(j+1) = α(j) + ei.
Soit w ∈ Λi(α

(j),V ). Alors w > α(j), wi = α
(j)
i et ∆(γ − w − 1,JD) = ∅ par définition de V .

Alors γ − w − 1 6 γ − α(j) − 1, et β
(n0−j−1)
i = γi − α

(j)
i − 1 = γi − wi − 1, et pour k 6= i, on a :

β
(n0−j−1)
k = γk−α

(j)
k > γk−wk−1. Donc si v ∈ Λi

(
β(n0−j−1), val(JD)

)
alors v ∈ ∆i(γ−w−1,JD),

ce qui contredit ∆(γ − w − 1,JD) = ∅. Par conséquent, Λi

(
β(n0−j−1), val(JD)

)
= ∅, d’où le

résultat. �

Nous avons à présent tous les ingrédients pour conclure :

Théorème 4.23. Soit v ∈ Z
p. Alors :

v ∈ val(RD) ⇐⇒ ∆(γ − v − 1,JD) = ∅

Preuve. Le sens ⇒ a été montré en 4.8.
Pour l’autre implication, la proposition 4.22 donne l’inégalité :

dimC JD/C
′
6

p∑

i=1

(νi − γi) − ℓ′

Or, par la première étape,

dimC RD/OD̃
=

p∑

i=1

(νi − γi) − dimC JD/C
′

D’où l’inégalité :
ℓ′ 6 dimC RD/OD̃

(11)

Or, par le lemme 4.21, si V 6= val(RD), ℓ′ > 1 + dimC RD/OD̃
. Par conséquent, l’inégalité (11)

implique que V = val(RD), et donc on a l’équivalence voulue. �

En fait, le résultat peut être étendu au cas d’un idéal fractionnaire I ⊆ OD.

Théorème 4.24. Soit I ⊆ OD un idéal fractionnaire. Alors

v ∈ val(I∨) ⇐⇒ ∆(γ − v − 1, I) = ∅
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En effet, si on se donne I ⊆ OD un idéal fractionnaire (ce qui implique dimC OD/I < ∞, car OD

est un anneau de dimension 1 et I contient par définition un non diviseur de zéro) en notant C ′ son
idéal conducteur et ν son conducteur, la preuve s’adapte en changeant :

dans l’étape 1 : dimC I∨/CD = dimC O
D̃
/C ′ − dimC I/C ′

dans l’étape 2 : il existe un intrus dans le cadran 6 γ
dans l’étape 3 : la suite commence à γ − ν et finit à γ
dans l’étape 4 : la suite commence à 0 et finit à ν

5 Déformations et résidus

Soit D une courbe plane définie par f ∈ OC2(U) sur un voisinage ouvert U de l’origine. Soit
F une déformation de f au-dessus d’un espace complexe 0 ∈ S ⊆ C

p d’anneau OS , c’est-à-dire
que F (x, y, s) ∈ OC2⊗̂OS vérifie F (x, y, 0) = f(x, y). On note X = U × S, OX = OC2⊗̂OS , W =
F−1(0) ⊆ U × S.

Pour s ∈ S, on note Ds = W ∩ C
2 × {s}, mS,s l’idéal maximal de OS,s, et Fs = F (., s). En

particulier, D0 = D et F0 = f .

5.1 Déformation admissible de courbes planes

Notre étude porte sur les diviseurs libres (dont les courbes planes font partie), et une déformation
quelconque de D n’est pas toujours satisfaisante : on voudrait que les champs logarithmiques puissent
s’étendre. Dans [Tor13] sont introduites les déformations "admissibles" :

Définition 5.1. Soit D un diviseur libre défini dans un voisinage de l’origine de C
n par une équation

réduite f . Une déformation admissible X de D au-dessus d’un espace complexe S est une déformation
de D (i.e. définie par une équation F (x, s) telle que F (x, 0) = f(x)) mais telle que de plus elle induise
une déformation plate du lieu singulier, c’est-à-dire que le module OCn×S,0/(F, F

′
x, F

′
y) est un OS,0-

module plat.

Notons que les courbes planes sont les uniques diviseurs libres à singularités isolées, le lieu
singulier d’un diviseur libre étant de codimension 2 dans l’espace ambiant. (voir [Ale88])

Nous disposons dans le cas à singularité isolée des nombres de Milnor et de Tjurina. Par le
"principe de conservation du nombre" (voir [dJP00], th.6.4.5), le nombre de Milnor de D0 = D à
l’origine est égal à la somme des nombres de Milnor des points critiques de Fs, pour des voisinages
convenables de 0 ∈ C

n et 0 ∈ S. Concernant le nombre de Tjurina, si on suppose de plus la défor-
mation admissible, on a aussi la préservation de la somme des nombres de Tjurina des singularités
de chaque fibre.

La proposition suivante donne une déformation admissible en terme de nombre de Tjurina.

Proposition 5.2. Si F est une déformation de f ∈ OC2(U) au-dessus d’un espace S vérifiant pour
tout s ∈ S,

∑
xj∈Sing(Ds)

τxj
= τ0 où τ0 est le nombre de Tjurina de D0 alors c’est une déformation

admissible au sens de la définition 5.1.

Preuve. On applique le théorème 1.80 de [GLS07] pour F = p∗
(
OC2×S/(F, F

′
x, F

′
y)
)

avec p :
C
2×S → S la surjection canonique (qui est finie). L’application s 7→ dimC Fs/mS,sFs est constante

donc F0 est un OS,0-module plat. Comme F0 = OC2×S,0/(F, F
′
x, F

′
y), on a le résultat. �

Dans la suite, on suppose que µ est constant le long de la section s ∈ S 7→ 0 × s ∈ C
2 × S. En

particulier, la singularité "ne se divise pas".
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Proposition 5.3. Soit F (x, s) une déformation admissible de f au-dessus d’un espace complexe
S, et soit (δ1, δ2) une base des champs de vecteurs logarithmiques de f . Ce sont en particulier des
relations entre f, f ′

x, f
′
y. Par platitude, on les étend en champs de vecteurs logarithmiques relatifs

δ̃1, δ̃2 ∈ DerU×S/mSDerU×S de F . Alors sur un voisinage de 0 ∈ S,
(
δ̃1(s), δ̃2(s)

)
est une base des

champs de vecteurs logarithmiques de Fs.

Preuve. Comme δ̃1, δ̃2 sont des champs de vecteurs logarithmiques relatifs, ils sont tangents aux
fibres Ds et donc leur déterminant s’annule sur Ds : Fs divise det(δ̃1(s), δ̃2(s)). Il existe donc U tel
que sur un voisinage de l’origine, det(δ̃1(s), δ̃2(s)) = U(s, x, y)F (s, x, y) et U(0, x, y) est inversible.
Donc U est inversible sur un voisinage de 0, ce qui donne le résultat. �

Corollaire 5.4. Si δ̃i = Ai(x, y, s)∂x+Bi(x, y, s)∂y, on en déduit la base duale (ω̃1, ω̃2) de Ω1(logD),
et alors :





res(ω̃1)(s) =
−β(s)A2(s) + α(s)B2(s)

U(s)(α(s)F ′
x(s) + β(s)F ′

y(s))

res(ω̃2)(s) =
β(s)A1(s)− α(s)B1(s)

U(s)(α(s)F ′
x(s) + β(s)F ′

y(s))

engendrent le module des résidus pour tout s au voisinage de 0, où pour tout s, α(s), β(s) ∈ C sont
telles que α(s)F ′

x(s) + β(s)F ′
y(s) n’est pas un diviseur de zéro de ODs .

Proposition 5.5. Soit F une déformation à µ constant d’une courbe irréductible définie par f ∈
C{x, y}. Alors c’est une déformation équisingulière au sens de [Zar86]. En particulier, le semigroupe
est constant.

Nous aurons besoin de résultats dans le cas réductible :

Théorème 5.6 (Théorème d’équisingularité pour les courbes planes, [Tei77], §3.7).
Soit F ∈ OC2⊗̂OS une déformation de f = f1 · · · fp ∈ C{x, y} avec (S, 0) isomorphe à (Ck, 0)

pour un k ∈ N. On suppose que pour tout s, Fs(0) = 0 et que les fj sont irréductibles. On note
W = F−1(0) ⊆ C

2 × S, et Ds = W ∩ C
2 × {s}. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Toutes les fibres (Ds, 0) ont le même nombre de Milnor (i.e. c’est une déformation à µ constant)

2. Le delta-invariant de (Ds, 0) est égal au delta-invariant de (D, 0), et le nombre de branches de
Ds est indépendant de s.

3. La composée q : W̃
n
−→ W → S est une submersion d’espace non singuliers dans un voisinage

de n−1(0), n induit la normalisation W̃s = D̃s → Ds pour tout s, et q : (n−1(0 × S))red → S
est un revêtement de degré p de S.

4. Pour tout s1, s2 dans un voisinage de zéro, il existe une bijection b entre l’ensemble des branches
de Ds1 et celles de Ds2 telle que si Ds1,i est une branche de Ds1 alors b(Ds1,i) a le même
semigroupe que Ds1,i, et les multiplicités d’intersection en 0 (b(Ds1,i).b(Ds1,j)) et (Ds1,i.Ds1,j)
sont égales.

Comme nous supposons que notre déformation est à µ constant, le troisième point du théo-
rème 5.6 assure que le paramétrage se déforme, ce qui nous permet de regarder comment évoluent
les multi-valuations de l’idéal jacobien dans la déformation, et par symétrie, l’évolution des multi-
valuations du module des résidus. On note valDs la multi-valuation le long de Ds. Une conséquence
du théorème d’équisingularité est la suivante :

Corollaire 5.7. Avec les mêmes notations que pour le théorème 5.6, si les propriétés du théorème 5.6
sont vérifiées, alors :
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1. Toutes les fibres Ds ont le même conducteur γ.

2. On note x(t, s) = (x1(t1, s), . . . , xp(tp, s)), y(t, s) = (y1(t1, s), . . . , yp(tp, s)) un paramétrage
de Ds. On rappelle que pour v, w ∈ Z

p, on note inf(v, w) = (min(v1, w1), . . . ,min(vp, wp)).

Pour tout s ∈ S,

inf
(
valDs(x(t, s)), valDs(y(t, s))

)
= inf

(
valD(x(t, 0)), valD(y(t, 0))

)
= (m(1), . . . ,m(p))

où m(j) est la multiplicité de la composante Dj de D.

Preuve.

1. Comme les semigroupes des branches ne dépendent pas de s, les conducteurs des branches
sont eux-aussi indépendants de s. De plus, les multiplicités d’intersection des branches sont
indépendantes de s. Comme le conducteur de D est obtenu à partir des conducteurs des
branches et des multiplicités d’intersection (voir théorème 4.11), on en déduit que le conducteur
de D ne dépend pas de s.

2. On remarque que pour toute branche Ds,i de Ds, la plus petite valuation non nulle est obtenue
comme valuation de xi(ti, s) ou de yi(ti, s), et par l’invariance des semigroupes des branches,
elle ne dépend pas de s. Donc

inf(valDs,i
(xi(ti, s)), valDs,i

(yi(ti, s))) = inf(valD0,i(xi(ti, 0)), valD0,i(yi(ti, 0)))

ce qui nous donne le résultat, la dernière égalité venant du fait que min(valDi
(x), valDi

(y)) est
la multiplicité de la courbe Di. �

5.2 Escaliers et valuations

Par la symétrie du théorème 4.23, étudier le semigroupe de l’idéal jacobien donne les multi-
valuations du module des résidus. Le problème qui se pose alors est de déterminer le semigroupe de
l’idéal jacobien. Dans cette partie, on développe un cas où les valuations sont entièrement déterminées
grâce à "l’escalier" de la courbe (voir définition 5.13).

Commençons par déterminer quelques propriétés générales des multi-valuations de l’idéal jaco-
bien.

Lemme 5.8. Soit D un germe de courbe plane défini par une équation réduite f ∈ C{x, y}, et
C{t1} ⊕ · · · ⊕ C{tp} → C{x, y}/(f) sa normalisation. Alors les multi-valuations données par cette
normalisation vérifient :

val(f ′
x) = γ + val(y)− 1

val(f ′
y) = γ + val(x)− 1

Preuve. Pour f irréductible, le résultat est donné par le lemme de Teissier (2.3 de [CNP11]). Pour

passer au cas non irréductible, on utilise la proposition 4.11 et le fait que valj
(
∂f
∂x

)
=
∑

i 6=j valj(fi)+

valj

(
∂fj
∂x

)
. Le cas irréductible donne alors le résultat. �

Corollaire 5.9. Avec les notations du lemme, on a :
(
Nval(x) +Nval(y)

)
\{0}+ γ − 1 ⊆ val(JD).

Preuve. Soit (i, j) ∈ N
2, (i, j) 6= (0, 0). Par exemple, i 6= 0. Alors val

(
xi−1yjf ′

y

)
= γ−1+ ival(x)+

jval(y). �
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Nous allons regarder un germe de courbe plane irréductible D défini par une équation réduite
f ∈ C{x, y} de la forme f(x, y) = xa − yb avec pgcd(a, b) = 1. Un paramétrage de D est donné par :

{
x(t) = tb

y(t) = ta

Le semigroupe de D est Γ = Na+ Nb, et son conducteur est c = µ = (a− 1)(b− 1).
Considérons une déformation F à µ constant de f . Elle est de la forme :

F (x, y, s) = xa − yb +
∑

1<i<a−1
1<j<b−1
ib+ja>ab

sijx
iyj (12)

Cela implique en particulier la préservation du semigroupe, et donc les valuations de x et y
ne changent pas. D’après ce qui a été signalé précédemment, il y a déformation du paramétrage :
x(s, t) = tb + g(s, t) , y(s, t) = ta + h(s, t) , g, h ∈ C{s, t}, valt(g) > b, valt(h) > a.

On note Γ le semigroupe de f , Γ = Na+ Nb. D’après le corollaire 5.9, on a :

Corollaire 5.10. On considère la fonction irréductible F (x, y, s) de la forme définie en (12).
Alors pour tout s ∈ S, c + Γ∗ − 1 ⊆ val(Js), où Γ∗ = Γ\{0} et Js = (F ′

x(s), F
′
y(s)) ⊆

C{x, y}/(Fs).

Corollaire 5.11. En particulier, le conducteur ν de Js vérifie ν 6 2c− 1.

Remarques 5.12.
• Dans le cas d’une branche irréductible à plusieurs paires de Puiseux, il n’est pas vrai en général

que c+Γ∗−1 ⊆ val(JD). Un contre-exemple est fourni par la courbe plane irréductible définie
par f(x, y) = (x3 − y2)2 − 4x5y − x7, dont un paramétrage est x(t) = t4 et y(t) = t6 + t7.
Le conducteur est c = 16, et on vérifie que val(OD) = {1, 4, 6, 8, 10, 12, 13, 14, 16 + N}, 13
étant obtenu comme valuation de x2 − y3. En revanche, les calculs montrent que val(JD) =
{19, 21, 23, 25, 26, 27, 29 + N}, et donc 16 + 13− 1 = 28 n’est pas dans val(JD).

• Dès que la courbe n’est pas quasi-homogène (ce qui revient à µ 6= τ) l’inclusion est stricte,
pour des raisons de dimension. Ce résultat ne suffit donc pas à déterminer les valuations de
Js. En revanche, on notera que dans notre déformation à µ constant, les valuations c+Γ∗−1
apparaissent pour toutes les fibres. Il ne reste donc qu’un nombre fini de possibilités pour
placer les µ− τ valuations supplémentaires.

Pour déterminer les valuations de Js dans le cas de la fonction définie par (12), nous allons
utiliser "l’escalier" de la courbe. Pour cela, on pose pour (i, j) ∈ N

2, ρ(i, j) = ib+ja, et on définit un
ordre monomial par (i, j) < (i′, j′) si et seulement si ρ(i, j) < ρ(i′, j′) ou

(
ρ(i, j) = ρ(i′, j′) et i < i′

)
.

De plus, si H =
∑

i,j ai,jx
iyj ∈ C{x, y} est non nulle, on note exp(H) = min ((i, j), ai,j 6= 0) son

exposant privilégié, et ρ(H) := ρ(exp(H)). Cette partie utilise les résultats de [BGM88].

Définition 5.13. On définit pour tout s ∈ S l’ensemble

E(s) = {exp(g), g ∈ (F (s), F ′
x(s), F

′
y(s)) ⊆ C{x, y}}

des exposants privilégiés pour l’ordre défini ci-dessus. L’escalier de Is := (F (s), F ′
x(s), F

′
y(s)) est

alors ∆(s) = N
2\E(s).

On regarde l’escalier de Is et non de
(
∂Fs

∂x
, ∂Fs

∂y

)
car le point de vue qui nous intéresse est celui

des valuations : il faut donc tenir compte de Fs, ce que l’on voit déjà en calculant la valuation de
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bxF ′
x + ayF ′

y − abF , qui n’est pas égale au poids de l’exposant de bxF ′
x + ayF ′

y dès que F n’est pas
quasi-homogène.

On introduit encore quelques notations, qui seront plus compréhensibles avec un dessin :

As
−1

As
1

As
2

As
0

Es
1

Es
2

Es
−1

Es
0

Figure 5 – Escalier

On pose As
−1 = (0, b−1) et As

0 = (a−1, 0). On renvoie à [BGM88] pour les détails de l’algorithme

qui permet d’obtenir une suite finie de points
(
As

j

)
−16j6Ks

telle que les As
j soient les "sommets" de

l’escalier, c’est-à-dire que E = ∪As
j + N

2, et aucun des As
j ne peut être enlevé.

En particulier, As
j ∈ {1, . . . , a− 1} × {1, . . . , b− 1} pour tout j ∈ {1, . . . ,K}.

On définit ∆s
j = N

2\
(
∪j
i=−1A

s
j + N

2
)
, et Es

j = ∆s
j−1\∆

s
j .

Dans [BGM88] est donné explicitement l’escalier générique d’une telle fonction F (x, y, s), et la
figure 5 est en fait l’escalier générique de la déformation à µ constant de x7 − y8.

Pour déterminer les valuations de l’idéal jacobien à partir de l’escalier, nous allons avoir besoin
du lemme suivant :

Lemme 5.14. Soient 1 6 i 6 a − 1 et 1 6 j 6 b − 1 et (i′, j′) tels que ρ(i, j) = ρ(i′, j′). Alors
(i, j) = (i′, j′).

Preuve.
ib+ ja = i′b+ j′a ⇐⇒ (i− i′)b = (j′ − j)a

Et comme pgcd(a, b) = 1, et 1 6 i 6 a− 1 et 1 6 j 6 b− 1, on vérifie qu’on a bien l’égalité. �

Pour une fonction de la forme (12), ce lemme va nous permettre de déterminer entièrement les
valuations de Js, et donc par symétrie celles du module des résidus.

Proposition 5.15. On a l’égalité suivante :

val(Js) =

Ks⋃

i=−1

(
ρ(As

j) + Γ
)

Preuve. Commençons par l’inclusion
⋃Ks

i=−1

(
ρ(As

j) + Γ
)
⊆ val(Js).

Il suffit de montrer que ρ(As
j) ∈ val(Js). Par définition des As

j , il existe Hj ∈ Is, Hj = a1F (s)+
a2F

′
x(s) + a3F

′
y(s) tel que exp(Hj) = As

j . Le lemme précédent assure que val(Hj) = ρ(As
j). De plus,

val(Hj) = val(a2F
′
x(s) + a3F

′
y(s)) et donc ρ(As

j) ∈ val(Js).
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Réciproquement, soit H ∈ Js non nulle. Montrons que val(H) ∈
⋃Ks

i=−1

(
ρ(As

j) + Γ
)
.

Notons que (ρ(As
−1) + Γ) ∪ (ρ(As

0) + Γ) = c + Γ∗ − 1, donc si val(H) > 2c − 1, val(H) ∈
(ρ(As

−1) + Γ) ∪ (ρ(As
0) + Γ).

Sinon, on utilise le théorème de division avec unicité : si (H−1, . . . , HK) est une base standard
de Is telle que exp(Hj) = As

j , alors il existe une unique écriture de H sous la forme :

H =

K∑

i=−1

GiHi

où les monômes apparaissant dans GiHi sont dans Ei.
On a val(GiHi) = val(Gi) + val(Hi) = val(Gi) + ρ(As

i ) ∈ ρ(As
i ) + Γ.

Etant donné que les Ei sont disjoints, les exposants des GiHi pour i 6= −1, 0 sont tous différents
et dans {1, . . . , a − 1} × {1, . . . , b − 1}. D’après le lemme 5.14, si un des Gi pour i 6= −1, 0 est non
nul, alors ρ(H) = val(H) ∈ ρ(As

j) +Γ pour un certain j. Il reste le cas où tous les Gi pour i 6= −1, 0
sont nuls.

Dans ce cas, si ρ(exp(H)) n’est atteint dans H que par un monôme, il n’y a pas de problème.
Un problème pourrait survenir si plusieurs monômes de H ont le poids de l’exposant, et s’ils se
compensent. Supposons que c’est le cas, c’est-à-dire que val(H) > ρ(H). D’après la remarque ci-
dessus, si ρ(H) > 2c− 1, on a le résultat. On suppose donc de plus que ρ(H) < 2c− 1 < 2ab.

Si ib+ ja = i′b+ j′a < 2ab avec i > i′ alors en particulier i, i′ < 2a et j, j′ < 2b. On a i = i′+ma
et j +mb = j′ pour un m ∈ Z. La condition que l’on vient d’énoncer implique que 0 6 m < 2. Si
m = 0 cela signifie que (i, j) = (i′, j′), et si m = 1, i = i′ + a et j′ = j + b, et ce sont les deux seuls
monômes de poids ρ(H).

Si ces monômes se compensent dans H, on voit apparaître λ(xi
′

yjxa−xi
′

yjyb) avec λ ∈ C. Alors :

H = λxi
′

yjF +H(1)

où ρ(exp(H(1))) > ρ(exp(H)) et H(1) ∈ Is, val(H) = val
(
H(1)

)
.

On continue jusqu’à trouver ou bien un H(k) tel que ρ
(
H(k)

)
= val

(
H(k)

)
ou ρ

(
H(k)

)
> 2c− 1.

Ce qui prouve que val(H) = ρ(g) pour un g ∈ Is et donc val(H) ∈
⋃Ks

i=−1

(
ρ(As

j) + Γ
)
. �

Cette propriété combinée à l’algorithme décrit dans [BGM88] permet de calculer les valuations
de l’idéal jacobien d’une telle courbe, et par symétrie, les valuations du module des résidus.

5.3 Stratification par le module des résidus

On considère une déformation à µ constant de D au-dessus d’un espace S tel que (S, 0) est
isomorphe à (Ck, 0) pour un k ∈ N. On note Rs le module des résidus de Ds. L’objectif de cette
partie est d’étudier quelles propriétés vérifie la partition S =

⋃
SV , où V ⊆ Z

p, et s ∈ SV si et
seulement si val(Rs) = V .

Définition 5.16. Soit F (x, s) une déformation à µ constant de f ∈ C{x, y} réduite (mais pas
forcément irréductible), au-dessus d’un espace complexe S. On définit la stratification par le module
des résidus comme étant la partition de S définie ci-dessus.

Commençons par quelques propriétés :

Proposition 5.17.

1. Si s et s′ ne sont pas dans la même strate pour la stratification par τ , les multi-valuations des
modules des résidus correspondant sont nécessairement différentes.
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2. Dans une strate à τ constant, il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour les multi-valuations
du module des résidus.

Preuve.

1. L’assertion est claire vu que la dimension se lit sur les multi-valuations, et la dimension de
RD modulo les fonctions régulières de la normalisée est τ − δ, avec δ constant comme µ est
constant.

2. D’après le corollaire 5.7, le conducteur de Ds ne dépend pas de s, et pour tout s,

inf
(
valDs(x(t, s)), valDs(y(t, s))

)
= inf

(
valD(x(t, 0)), valD(y(t, 0))

)

Par conséquent, en vertu du lemme 5.8, de même

inf(valDs(F
′
x(s)), valDs(F

′
y(s))) = inf(valD(f

′
x), valD(f

′
y))

On va choisir une combinaison linéaire convenable de F ′
x et F ′

y, de sorte que sa multi-valuation
soit indépendante de s.

Soit (L, 0) ⊆ (C2, 0) une droite tangente à aucune des composantes de D.

On considère le changement de coordonnées suivant, où αi, βi, i = 1, 2 sont des constantes
complexes telles que α1β2 − α2β1 6= 0 :

{
x = α1u+ α2v

y = β1u+ β2v

et tel que de plus L soit définie par u = 0 dans le système de coordonnées (u, v). Comme L est
transverse à chacune des composantes de D, la multiplicité m(j) de la courbe Dj est donnée par
la multiplicité d’intersection (Dj .L). De plus, la déformation étant à µ constant, le théorème 5.6
s’applique, et par conséquent, la multiplicité de Ds,j pour s voisin de 0 est indépendante de
s. Alors pour s voisin de 0, la droite L reste transverse à Ds,j . En effet, comme u = 0 est
transverse à toutes les composantes de D0, par le théorème de préparation de Weierstrass, il
existe une unité g(u, v, s) telle que F (u, v, s) = g(u, v, s)

(
vn + a1(u, s)v

n−1 + . . . + an(u, s)
)

avec ai(0, 0) = 0 pour tout i, et n = m(1) + · · · + m(p). Par conséquent, pour s assez petit,
la valuation en v de F (0, v, s) est inférieure ou égale à n, mais comme les multiplicités des
branches restent inchangées, elle ne peut pas diminuer, et est donc égale à n.

En particulier, la multiplicité d’intersection de Ds,j avec L donne m(j). On en déduit que pour
tout s, valDs(u) = (m(1), . . . ,m(p)), et donc par le corollaire 5.8, la multi-valuation de ∂Fs

∂v

est γ + (m(1), . . . ,m(p)) − 1 qui ne dépend pas de s. En revenant aux coordonnées initiales

cela signifie que val
(
α2

∂F
∂x

+ β2
∂F
∂y

)
= γ + (m(1), . . . ,m(p)) − 1 est indépendante de s, et en

particulier ce n’est pas un diviseur de zéro de ODs pour tout s.

Comme τ est constant, on peut appliquer le corollaire 5.4 : pour tout s, le module Rs est
engendré sur Os par deux éléments de la forme :





ρ1(s) =
−β2A2(s) + α2B2(s)

U(s)(α2F ′
x(s) + β2F ′

y(s))

ρ2(s) =
β2A1(s)− α2B1(s)

U(s)(α2F ′
x(s) + β2F ′

y(s))

On a choisi α2 et β2 de sorte que la multi-valuation du dénominateur ne dépende pas de
s, la dépendance en s des multi-valuations de ρ1(s) et ρ2(s) vient donc des multi-valuations
des numérateurs, qui sont positives. Les multi-valuations de RD sont donc toutes supérieures
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ou égales à − inf(valD(f
′
y), valD(f

′
x)). Comme O

D̃s
⊆ RDs , le cadran N

p est toujours inclus
dans valDs(RDs). D’autre part, les multi-valuations restantes sont entièrement déterminées à
partir des multi-valuations négatives. En effet, les multi-valuations de RDs qui ne sont pas
dans le cadran négatif sont déterminées par les multi-valuations négatives dont au moins une
coordonnée est nulle, en utilisant la propriété 4.4, et le fait que si ω ∈ valDs(RDs) alors
inf(w, 0) ∈ RDs . �

Proposition 5.18. Les strates de la stratification selon le module des résidus dans la strate à µ
constant sont semi-analytiques.

Preuve. On a déjà signalé que dans des strates à τ différents les modules des résidus sont différents.
De plus, la stratification par τ est semi-analytique. (voir [Zar86], appendice de Teissier).
Nous allons voir que la stratification par le module des résidus fournit une stratification semi-

analytique d’une strate à τ constant.
On reprend les notations de la preuve du point 2. de la proposition précédente. Le dénominateur

α2F
′
x(s) + β2F

′
y(s) est le dénominateur de tous les éléments de Rs, et sa multi-valuation est indé-

pendante de s. Les multi-valuations ne dépendent donc que des numérateurs. On note Ni(x, y, s) le
numérateur de ρi, i = 1, 2. Pour tout s ∈ S, O

D̃s
⊆ Rs et donc pour différencier les multi-valuations

des modules des résidus, d’après ce qu’on a signalé dans la preuve précédente, il suffit de regarder
les multi-valuations négatives.

Les restrictions à une branche Dj de D de N1 et N2 sont holomorphes en s et en tj . On peut

écrire N1|Dj
(s, tj) =

∑
i>0 a

(j)
i (s)tij , et de même N2|Dj

(s, tj) =
∑

i>0 b
(j)
i (s)tij , où les a(j)i et b(j)i sont

analytiques et peuvent être nulles. La semi-analycité en découle. En particulier, les multi-valuations
des générateurs sont alors déterminées par l’annulation ou non des a

(j)
i et b

(j)
i . �

L’exemple suivant permet de montrer que la stratification par le module des résidus raffine celle
par τ :

Exemple 5.19. Soit f(x, y) = x5−y6, et F (x, y, s1, s2, s3) = x5−y6+ t1x
2y4+ t2x

3y3+ t3x
3y4. Le

nombre de Milnor est µ = 20, le conducteur est c = 20, et la stratification par τ de C
3 fournit trois

strates : S1 = {0} où τ = 20, S2 = {(0, 0, s3), s3 6= 0}, où τ = 19, et S3 = {(s1, s2, s3), (s1, s2) 6= 0}
où τ = τmin = 18.

En calculant les dérivées de F et un paramétrage de la courbe en un point (s1, s2, s3), on voit
que les strates S1 et S2 coïncident avec des strates du module des résidus, mais en revanche, la strate
S3 se divise en deux strates : S′

3 = {(s1, s2, s3), s1 6= 0} et S′′
3 = {(0, s2, s3), s2 6= 0}. Les valuations

obtenues sont indiquées dans le tableau ci-dessous :

Strate dimC RDs/OD̃s
valuations < 0

S1 10 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13,−14, −19

S2 9 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13,−14

S′
3 8 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −14

S′′
3 8 −1,−2,−3,−4, −7,−8,−9, −13

On observe donc que la stratification par le module des résidus ne coïncide pas avec la stratifi-
cation par τ .

On se demande maintenant si la stratification par le module des résidus vérifie la condition
de "frontière". On dit qu’une stratification (Sα) de S vérifie la condition de frontière si lorsque
Sα ∩ Sβ 6= ∅ pour α 6= β, où Sβ est l’adhérence de Sβ , alors Sα ⊆ Sβ .

Avant de commencer, on étend la propriété 5.10 aux polynômes de la forme :
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Proposition 5.20. Soit une équation réduite f(x, y) =
∏p

j=1(x
a − λℓy

b +
∑

ib+ja>ab a
(ℓ)
ij x

iyj) avec

pgcd(a, b) = 1 et les λℓ des constantes complexes non nulles deux à deux distinctes, a
(ℓ)
ij ∈ C. On

note Γ le semigroupe de la courbe D définie par f , et γ son conducteur.
Alors : γ + Γ∗ − 1 ⊆ val(JD).

Preuve. Commençons par déterminer Γ.

Lemme 5.21. Les multi-valuations de OD sont l’ensemble Γ0 des p-uplets (v1, . . . , vp) tels qu’à
permutation près, il existe ℓ ∈ {0, . . . , p}, (k, k′) ∈ N

2, et (a1, . . . , aℓ) ∈ N
ℓ tels que pour j ∈

{1, . . . , ℓ}, vj = ℓab+ ka+ k′b+ aj, et pour j ∈ {ℓ+ 1, . . . , p}, vj = ℓab+ ka+ k′b}.

Preuve. Un paramétrage de la branche j est donné par
{
x(s, t) = ηjt

b
j + termes de valuation > b

y(s, t) = taj

avec ηaj = λj .
Montrons que Γ0 ⊆ Γ.
Pour m ∈ Z, on note (m) = (m, . . . ,m) ∈ N

p. On vérifie que k(a) + k′(b) ⊆ Γ pour tout
(k, k′) ∈ N

2. Ce qui nous donne l’inclusion pour ℓ = 0. Remarquons que toutes les composantes
irréductibles ont même le conducteur c = ab − b − a + 1 < ab, donc en particulier, toute multi-
valuation (v) avec v > c est atteinte.

Pour ℓ = 1, on l’obtient en remarquant que valq(fj) = ab pour q 6= j et valq(fq) = ∞. Par la
remarque précédente, il existe g ∈ C{x, y} de multi-valuation (ab+ v), et val(xk

′

yk(fq + αg) donne
le résultat, où α ∈ C est telle qu’il n’y ait pas de compensation des termes de plus bas degré entre
fq et g.

Pour ℓ ∈ {1, . . . , p}, on remarque que valq(f1 · · · fℓ) = ∞ pour q 6 ℓ et valq(f1 · · · fℓ) = ℓab. Soit
q ∈ {1, . . . , ℓ} et v1 = · · · = vq < vq+1 6 · · · 6 vℓ. Par la remarque précédente, il existe g ∈ C{x, y}
de multi-valuation (ab+ v), et

val (f1 · · · fℓ + αgfq+1 · · · fℓ) = (ℓab+ v1, · · · , ℓab+ vq,∞, . . . ,∞, ℓab, . . . , ℓab)

où le dernier ∞ est en position ℓ, et α ∈ C est telle qu’il n’y ait pas de compensation des termes
de plus bas degré entre f1 · · · fℓ et gfq+1 · · · fℓ. On procède de même pour vq+1, . . . , vℓ pour trouver
un élément de C{x, y} de multi-valuation (ℓab+ v1, . . . , ℓab+ vℓ, ℓab, . . . , ℓab). En multipliant par
xk

′

yk, et en considérant les permutations, on a l’inclusion de Γ0 dans Γ.

Il reste à voir qu’aucune multi-valuation n’a été oubliée !
On pose ρ(i, j) = ib + ja pour i, j ∈ N. On définit une relation d’ordre sur N

2 en posant
(i, j) < (i′, j′) ⇐⇒

(
ρ(i, j) < ρ(i′, j′) ou ρ(i, j) = ρ(i′, j′) et i < i′

)
. On définit alors pour une

fonction H ∈ C{x, y} non nulle son exposant privilégié exp(g). On notera ρ(g) = ρ(exp(g)), et
Γ = val(OD).

Soit H ∈ C{x, y} un non diviseur de zéro de OD, H =
∑

bijx
iyj . Si val(H) =

(
ρ(H)

)
, alors

val(H) ∈ Γ0.

Supposons que val(H) 6=
(
ρ(H)

)
. Quitte à changer l’ordre, on peut supposer que valj(H) > ρ(H)

pour j 6 ℓ et valj(H) = ρ(H) pour j > ℓ. Cela signifie que plusieurs monômes de poids ρ(H)
apparaissent. On note g =

∑
ib+ja=ρ(H) bijx

iyj la partie de H constituée de tous les termes de poids
ρ(H) de H. En particulier, ρ(g) = ρ(H). Comme pour tout 1 6 q 6 ℓ, valq(g) > ρ(H), et pour
ℓ + 1 6 q 6 p valq(g) = ρ(H), il existe g1 ∈ C{x, y} telle que g = g1(x

a − λ1y
b) · · · (xa − λℓy

b).
Donc ρ(H) = ℓab+ ρ(g1) = ℓab+ ka+ k′b pour un couple (k, k′) ∈ N

2. Les valuations de H sur les
ℓ premières branches étant strictement plus grandes, on a le résultat souhaité : val(H) ∈ Γ0. �
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Revenons à la preuve de la proposition 5.20.
Par le corollaire 5.9, γ + (ka+ k′b) − 1, (k, k′) 6= (0, 0), sont dans val(JD). Pour les autres, il

s’agit essentiellement de trouver un substitut à f1, . . . , fp qui soit dans l’idéal jacobien.
Soit ℓ ∈ {1, . . . , p}. On pose hℓ =

∂fℓ
∂x

∂f
∂y

− ∂fℓ
∂y

∂f
∂x

.

On notera que hℓ =
∑

m 6=ℓ

(
∂fℓ
∂x

∂fm
∂y

− ∂fℓ
∂y

∂fm
∂x

)∏
k 6=m fk. En particulier, valℓ(hℓ) = ∞. En uti-

lisant encore le lemme 5.8, et le fait que les λj soient deux à deux distincts, on trouve val(hℓ) =
γ + val(fℓ)− 1.

Pour la fin de la preuve, il s’agit de reprendre la preuve du lemme précédent en remplaçant à
chaque fois qu’un produit des fj apparaît l’un d’entre eux par le hj correspondant pour avoir le
résultat. �

Exemple 5.22. On reprend ici un exemple étudié dans [BGM92], exemple 5.2, dans le cadre de
la stratification par le polynôme de Bernstein. On se propose ici de l’étudier dans le cadre de la
stratification par les multi-valuations des résidus.

On considère le polynôme f(x, y) = x10+y8, et la déformation F (x, y, s1, s2) = f(x, y)+s1x
5y4+

s2x
3y6, pour des valeurs de (s1, s2) au voisinage de (0, 0) de sorte que µ reste constant. Contrairement

à l’exemple (12), la courbe considérée n’est pas irréductible. On définit le poids ρ(i, j) = 4i+ 5j, et
l’ordre (i, j) < (i′, j′) si et seulement si

(
ρ(i, j) < ρ(i′, j′) ou ρ(i, j) = ρ(i′, j′) et j < j′

)
.

Remarquons que si s2 est nul, alors F (x, y, s1, 0) est quasi-homogène. La proposition précédente

nous donne alors val
(
J(s1,0)

)
= val

(
OD(s1,0)

)
\{0} + γ − 1, où val

(
ODs1,0

)
ne dépend pas de s1

et donc le semigroupe de l’idéal jacobien le long de la strate quasi-homogène ne change pas. Par
conséquent, la strate quasi-homogène est une strate de la stratification par le module des résidus.

Des calculs de bases de Gröbner montrent que l’on peut distinguer trois strates pour les valeurs
de τ : la strate quasi-homogène S1 définie par s2 = 0 où τ = 63, la strate S2 définie par s1 = 0 et
s2 6= 0 où τ = 54 et la strate S3 défini par s1s2 6= 0 où τ = 53. Par conséquent, la stratification par
le module des résidus ne peut pas vérifier la condition de frontière : la stratification par le module
des résidus étant plus fine que celle par τ , il y a une strate S ⊆ S2 qui contient l’origine dans son
adhérence, mais qui ne contient pas toute la strate S1.
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