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Conception, connaissance et concept

N. Balacheff

1. INTRODUCTION : UN PROBLEME EPISTEMOLOGI QUE

“En juxtaposantans lssimultanéitéd’un espace unique la sédemplétedes oppositions
temporellesqui sont mises en ceuvseccessivemergar des agents différents dans des
situations différentes et qui ne peuvenjamais étre mobilisées pratiguementtoutes
ensemblgarce que les nécessitéd'dristencen’exigentjamaisunetelle compréhension
synoptique et ldécouragemémepar les urgences, le schémacdiendriercrée de toute
pieces une foule deelations|...] entre des reperes de niveaux différents ouitant
jamais confrontés dans la pratique, somtatiguementcompatiblesméme s’ils sont
logiguementontradictoires{Bourdieu 1980p.140).

Cetteexplicationdu paradoxe de leohabitationdans uneeommunautél’agent d’'une
raison rationnelle et de connaissances qui, pour I'observateapparaissent
contradictoirespeut étreétenduea un seul agent qui serait observé danssiteations
différentes. Le®lémentsessentiels deetteexplicationsont d’une part le temps, d’autre
part ladiversitédes situations.

Le temps organiseséquentiellementl’action du sujet dont les connaissances
contradictoiressont cependanggalementopératoiresparce qu’ellesapparaissent des
momentdistinctsde son histoire ; elles peuvent s’ignoneutuellementLa diversitédes
situationsintroduitun élémentd’une autre natureElle est uneexplicationdans la mesure
ou I'on reconnaitque laconnaissance’est pasabstraitemaisqu’elle a, au contraire, un
domainede validité ou elle est unoutil reconnu. Ce qui est mis en évidence, c’est qu'il
n'y a pas de transfert gaille de soit d'unesituationa une autremémesi, aux yeux de
I'observateur, cesituationspeuvenapparaitresomorphes. De lmémefacon la “course
a 20" n'appellerapas les mémes connaissangeafiquéecommeun jeu de société, en
famille, etcommesituationfondamentalesur la divisioneuclidienne(Brousseaul975),
ou encore, la résolution des probléermethmétiquexoncrets neollicitentpas les mémes
connaissances des jeunes éleves selon gu’ils sont rencontrés dans leuquaotfickes
ou dan<geluide la classe deathématiquéNufies et al. 1983, Lave et Wendé89).
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Lescaractérisguesépistémiquesle cessituationssont différentescommele sont, au
sens de Brousseau le non-didactigiagidactique et le didactique, ou au sens de
Resnick,'école et sonextérieur(1987pp.13-15).

A la facon de Bourdieu, nous parleronsgperes depratique pour désigner ces
contextesmutuellementexclusifs dansl’histoire et aux caractéristiquespistémiques
différentes, au sein desquels le stgiibnnelestréconciliéavec le sujet connaissant.

Les étatzontradictoiresainsi mis eréviden@ ne sont reconnu®mmetels que par un
observateur qui a leapacitéde mettre en relation des situationsqui sont, par ailleurs,
vécuescomme distincteset autonomes par le sujet lui-méme. Danséférentiel de
I'observateur ces états observésvraienfpouvoir étreétiquetésle lamémefacon ; ainsi,
on parle volontiers de laonnaissancegu’a le sujet des nombres décimaux, de la
continuitéou de lasymétrieorthogonalepour ensuite déploregventuellementqu’elle
soit incohérente.

Mais diagnostiqer unétatde connaissanceontradictoireréfute leprincipe théorique
d’une structurenentaleconstruitedans un processuasadaptatiorréglé par desriteresde
fiabilité et d’adéquationa la résolution d’'unproblemeou al'accomplissementd’une
tache “la connaissanceationnelleestopératoireou n’est pas’(Vergnaudl1991, p.136).
Nous pourriongomplétempar : laconnaissanceationnelleest libre de contradictions, ou
si descontradictionsontattestéesglle ne peut survivre qu’en les dépassant.

C’est lacontradictionrévéléepar cetteréfutationd’un corollaire naturelledes théories
constructivistegu'il s'agit de dépasser. Geoblemeépistémologique recu demultiples
réponsesenDidactique dont nous retiendrons les plsignificatives: cellesqui relevent
du paradigmedes ‘misconceptiori{Confrey 1986),etcellesquireléventde ce que nous
appelleronde paradigmede I'erreur (BroussealQ76).

1.1 LE PARADIGME DESMISCONCEPTIONS

Le paradigmedesmisconceptionshercheinitialement,dans les années 70, a dépasser
I'étonnemenface au constat d’'une réussite au sswaire(“adéquatescores”, Confrey
1986, p.4) cohabitantavec des échecmanifestesen relation avec des concepts
fondamentaux “misconceptionsvere define@mpiricallyasdocumentedailures of large
numbers of students to solve problems whegpearedto be relatedto fundamental
concepts. [...]Surprise, pervasivenessesilience and deviation from the expected
answers were its definingharacteristics’ (ibid. p.4). La principaleévolution de ce
paradigmeestattestégoar ladéfinition que propose Confrey amilieu des années 80 : “a
misconceptiordoes not require thgostulationof aninadequatépicture” of the world; it
does require the notion of a successftuhpletionof a number of problems wherein the
cycle of problem formulation (expectation), problem-solving (action) and problem
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reconstructior{re-viewing) are successfulbarriedout” (ibid. p.28). En d’autres termes,
unemisconceptiora undomainede validité. Au sens ou nous I'avons défini plus haut,
rien nedistingueraitdonc unemisconceptiond’'une connaissance, sinon qu’il en existe
uneréfutationconnue (au moins du point de vue de I'observateur).
Ce paradigmerevient, en vérité, a donner statut épistémologiqueparticulier a

des connaissances quirg@éleraienerronées. De plus, l@connaissancede |'existence
de misconceptions pourcorollaire celle de connaissances gséraientintrinsequement
correctes, proposition aujourd’helairementréfutéepar I'analyseeritique de I'histoire du
développemendes connaissances, garticulierscientifiques

Une proposition voisine estlle de reconnaitrd’existencede connaissanceocales
Léonard et Sackui1991, p.209kn proposent unearactérisatiopar deux propriétés :
“(1) c’est uneconnaissanceorrectedanscertainedimites, (2)I'éléve ignore cedimites”.
Le conceptde connaissancéocale marque uneévolution épistémologiqueil s’agit de
connaissance, cependant, parce qu’il a powwollaire I'existence de connaissances
globales, nous l'associons guaradigme des misconceptions(dans 'acception de
Confrey). Mais pour les mémes raisons gadesévoquéegi-dessus,le conceptde
connaissancglobalene résiste pas a uxamencritique a lalumiére de I'histoire des
connaissancesientifigues pour touteconnaissancé existe, au moingotentiellement,
un point de vue quiermettraide la considérerommelocale.

1.2 LE PARADIGME DE L’ERREUR

Le paradigmeade I'erreur estontemporairde celui des misconceptions. Il sEveloppea
partir dupostulatqui exprimeque I'erreur est utémoignagede connaissancécf. supra
p.10).“Le réel nestiamais” ce qu’on pourrait croire ” mais il est toujours ce quanrait
dd penser”écrit joliment Bachelard(1938 p.13), ainsi laconnaissance— méme des
mathématiques— est toujours en devenir. L’erreunanifeste a la fois linertie
“fonctionnelle” de la connaissance&liment éprouvée et sararacterevivant dans un
environnementqu’elle modifie et qui la modifie en retour. Cepostulat prend une
significationforte dans le cadre des théoesstructivistepour lesquellede mécanisme
de prise deconscienced’'une contradiction et de sondépassemenest le moteur
fondamentate I'apprentissage.

Notons que leonstructivismer’a pas pourorollaire ce statutde I'erreur. PouiAebli
(1963),développant[I'lapplication a ladidactiquede la psychologie de Jean Piaget”,
I'erreur est untémoignaged’incompréhensiorou d’habitudeq“réflexes conditionnés
déclenchéar un signal inducteur”, ibidp.53), aussi “lesréactionsfaussesauxquelles
peut donner lieu la solution d’ucertain problemedoivent étrestudiéessoigneusement

'Y comprisles mathématiquebongtempdaissées part,notammenpar Popperet Bachelard.
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dans la classe, pour que les éleaaprennenkes raisons qui font qu’uoertainprocédé
n'est pascorrectet saisissergxactementes différenceset les rapports entre k&action
correcteet I'erreur.” (ibid.p.101).D’unecertainefaconl’enfant est sujet cognitif, il n’est
pas encorgleinementun sujet connaissant. "Sous le rapport fonctionhehfant est
identiqueal’adulte; [...] mais avec unenentalitédont la structure varie selon les stades
de sondéveloppement’(Piaget 1969,p.224),engagé dans un processtmntinue de
construction“il est sans cesse obligaccommoderses organes sensori-moteurs ou
intellectuelsa laréalitéextérieure, auparticularitésdeschosesdont il a tout aapprendre”
(ibid. p.225).Le contenu desette “mentalité” de I'enfant n’a pas encore Istatut de
connaissance, bien que tous é&émentsthéoriques quipermettaientce point de vue
soient en fait réunis. Lavolutioncoperniciennedu constructivismepiagétienn’est pas
achevéau début des années 70.

L'originalité de laDidactiqueest d’avoirarticulé le point de vueconstructivisteet le
postulat bachelardien: “l'erreur n’est pas seulementleffet de Iignorance, de
I'incertitude, du hasard que I'on croit dans les théogewpiristesou béhavioristesde
I'apprentissage, maibeffet d’'une connaissanceantérieure, quiavait son intérét, ses
succes, mais quinaintenantse révéle fausse,ou simplementinadaptée” (Brousseau
1976, p.171).L’'un des premiers travaux danstteproblématiqugSalin 1976), met en
évidence des caractéristiquescognitives de I'erreur qui serontessentiellespour le
développementle ceparadigmeen Didactique.Salin I'exprime dans unexemple: “un
enfant de 3 anprojettede faire une tour de cubes, haatenmelui. Il ne réussitpas,
c’est a dire que la tour s’effondre avant d'&uffisammentaute : c’est ugchecde son
actiondont il a conscience. L'adulte, qui le voit npédcerles cubes, peut analyser cet
échecen termes d’erreurs, €occurrencele non-respect deontraintesdues a la gravité,
parce qu'il dispose d’'un systeme dalidation de I'action supérieur &elui de I'enfant
pour lequel, a cet age, le seul systemeelsi de la réussite ou de I'échec. [...] devant
une production d’enfant, non conforme a I'objectif, soit qu'il sleismémefixé, soit qui
lui a été fixé par le maitre, on peut parler d’échec. Maisalyse en terme d’erreur
suppose de distinguer le point de vuerdhitreet le point de vue de I'enfant.” (ibigh.1).
Lescaractéristiquesognitivesmises erévidencepar Salin sont d’'une part que I'erreur est
un point de vue d’'uneonnaissanceur une autreonnaissancéventuellementhez un
mémesujet, d’uneconnaissanc@ouvelle sur uneconnaissancancienne), d’autre part
guel’existenced’'une erreur ne peut étre percue que de&zlbackde I'environnement
peut étre licommetémoignagel’'un échec (unattentenon satisfaite).

La thésaléveloppé@ar Brousseau dans ce paradigme, des les années 70, va plus loin
gue de donner aux processusntauxsources d’erreur, lstatutde connaissancé&lle
énonce quecertainesde ces connaissances sont nécessairéapprentissage: la
trajectoire de I'éleve devrait passer par la&onstruction(provisoire) de connaissances
erronées parce que la priseamsciencale cecaractereerroné seraitonstitutif du sens
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de laconnaissancdont laconstructionest visée. Ces points de passage obligés, il les
nomme, a la suite dBachelard(1938, pp.13-22), obstaclesépistémologiques “une
connaissancesommeun obstacle, est toujours le fruit d'uirgeractionde I'éleve avec

son milieu et plus précisémentavec une situation qui rend cette connaissance

“ intéressante "En particulierelle reste “ optimale ” dans ucertaindomainedéfini par
descaractéristiquesumérique$ informationnelles "de la situation.” (ibidp.175).

Ce qui sépare lgaradigme des misconceptions dparadigmede l'erreur est la
significationépistémologiquele chacun d’eux. Letatutde laconnaissancest différent.
Lesmisconceptionsous-entendetiexistenced’une connaissancderéférenceglobaleet
juste. Leparadigmede l'erreur, enparticulier dans laproblématiquedes obstacles
épistémologiques, mequiertque la mise erelationexplicitede deux connaissances dans
une perspectivede développementChaqueconnaissanceest cequ’elle est, qu'elle
s’avere ou non erroné@artielle ou maladaptée; elle est d’abord lerésultatd’une
adaptatioroptimaledu systemesujet/milieusous de<riteresd’adéquatioret d’effectivité
(Balacheff1995).

Par nature du systensejet/milieu, toute connaissanca un caractéreprovisoire, ou
plut6t toute connaissancgeut étrel'objet de remaniementsd’élargissementsie son
champ devalidité a la suite de perturbations, et donc de problemes qu'il serait vain de
déclareimprobables.

2. CONCEPTION, CONNAISSANCE ET CONCEPT

2.1 CONCEPTION

Nous proposons de revenir aanceptde conception pour résoudre I@roblemede
modélisationposé par l@oexistencehez un sujet de structuregntalescontradictoires
du point de vue d'un observateur de leurs misesegivre,et cependantcohérentes
lorsqu’elles sonteplacéesdans lecontexted’une mise en ceuvrparticuliere dans le
référentieldu sujet (eménéralaine classe dsituationsou de taches).

Le mot“conception”estutilisé depuis de nombreuses années danseldserchesur
I'apprentissagest I'engignementdesmathématiquespn le trouve chez Broussedap.
cit.) aussi bien que chez Confrégp. cit.) mais ilfonctionne“sans qu'au départ les
auteurssemblentéprouver le besoin d’en donner udéfinition didactique” (Artigue
1991, p.266).Conceptiorfonctionneainsicommeun concept* paradidactique " il est

? La tentationcependanexistetoujours,elle est dans la nature méme dectannaissanceUne connaissance
éprouvéequimultiplie les succespeut paraitredéfinitive. Et le scientifiquequi en estporteur,infaillible. On
croit cequel’on sait.Les débatsscientifiquesdeviennentdéologiquesyoire des débats d’autorité lorsqagest
entregénératiorde chercheurguele doutes’exprime. La dérive peut étre plus sévere encore lorsqueélenta
ces querelles des enjeux de culture ou des emgelitiques.

5



présent, de fait, dans les travauxeghercheeommeun outil® mais sansiccéderau rang
d’objet d’étude, pour lui-méme. Dans waeptiordominantecommele montreArtigue
(ibid.), le terme deconceptionrenvoie & urf‘objet local” et par la il ne selétachepas
nettementu statutépistémologiquarticulierdesmisconception®u des‘connaissances
locales”.

L’acceptionque nous entendons ici forger est issugatadigmede I'erreur et de la
problématiquedes obstacles, urenceptionn’a pas en soit dearactérelocal, elle est
d’'abord uneconnaissanceau sens d’unétat d’équilibre dynamiquedu systéme en
interactionsujet/milieu(Balacheff1995)?

Pour résoudre les problemes dont nous venondgédere les principaux aspects, nous
avons choisiun détour théorique par une formalisation dont nous attendongu’elle
permettede dépasser @ontradictionliée a lacoexistencechez un sujet de connaissances
recouvranunemultiplicité de conceptiongventuellementontradictoires.

Dans cette formalisation, nous proposons unedéfinition des termesonception
connaissanceetconcept pour lesconstitueren desentitésabstraiteqqui sedistingueront
par leurs fonctions et par leurdations Il s’agira, au cours deetteélaborationet a sa
suite, de montrefadéquationde ces choix pour rendmmptede ce que les mémes
termegecouvrentdans leshéorisationenDidactique.

Nous appelonsonception C, unquadruplet(P, R, L, Y) danslequel:
- P est urensemblale problemes suequelC estopératoire
- R est urensemblel'opérateurs ;
- L est un systéeme de représentatiopeiimetd'exprimer legléments
dePetdeR;
- Y est une structure de controédle assure la nogontradicion de C.
Enparticulier,un problémep de P est résolu si il existe r de R et syde
tel que s(r(p))=vrai.
Un opérateuttransforme urproblémeen un nouveau probleme, ucenditionminimale
pour qu’unproblémeappartienné P est qu’il existe une suite ttansformationgpar des
élémentgde R qui conduise a yroblémerésolu au sens de.

Cetteapprochg@ermetunecaractérisation’un étatdu systemsujet/milieu: le systeme de
représentatiodoit permettred’exprimeret demettreen ceuvre lespérateus tant du point
de vue du sujeimetteur-actijue dumilieu récepteur-réactifles structures deontréle

* 1l permet aumoins dedésignerune classede travaux sur lesonceptionsgu’auraient lesélévesde savoirs
particuliers: conceptiorde lalimite, conceptiordu cercle,conceptiordunombre etc.

* C’estbiencetteacceptiomui noussembleétreattachéau termeconceptiordans letextede Brousseau de976
sur lesobstacle®t, plus nettemenencoredans celui d4989ou il écrit : “unobstaclesera uneconnaissance,
uneconceptionpas une difficulté ou un manquedEnnaissance(p.43).
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doivent toutautantmodélisedes moyens dsujet-acteugue lacapacitédu milieu-réacteur
a retourner des feedbagdkeelligibles.

Cetteformalisationestdérivéede ladéfinition pragmatiqued’'un conceptdéja proposée
parVergnaud(1991p.145§. Elles s’endistinguepar plusieurs aspects. D’abord dans le
choix duvocabulairededescriptiondesélémentsie cettedéfinition. Il s’agit de sdibérer
descontrainteslu vocabulairede la psychologie dont nous ne voulions pas faire un usage
approximatif, mais sulequelil faudracependantevenir. Ensuite pafexplicitation des
structures de contrble. Ces structures sopticites dans laformalisationde Vergnaud,
elles sont pagxemplempliquéesde fait par le recourt acbnceptde théoreme-en-acteu
celuid’inférence(ibid. pp.141-2)qui n'ont de sens qu’associés adaonnaissancehez

le sujet de procédureermettantie s’assurer de lagitimité et de laorrectionde la mise

en ceuvre des conduites correspondantes. C’est, par ailleurs, a ce niveau des structures de
contrdle que nous placons les connaissansgmtégiques(Artigue 1993) et les
métaconnaissancéRobert 1993) spécifiques d’une class@udiblémemathématiqués

Cetteformalisationde conceptionest cohérenteavec lescaractérisationgjue proposent
Confrey demisconceptioret Léonard et Sackur dmnnaissancdocale En particulier,
dans ce dernier caslle satisfaitbien les deuxriteresfondamentauxievalidité (exprimée
parl’ensembleP) et decohérencéassurée pa¥ ), enrevancheelle n'exprimerien sur le
critered’efficacitéet ni sur lecaracterdimité d’'une connaissanctcale que souligne ces
auteurqop.cit. p.211).

En effet, lecritered’efficacité n’a de sens que s'il existe un choix entre au moins deux
conceptiongfaute de quoi, il ne peut y avoir flegementd’efficacité, il suffira d’avoir
une conceptionopératoire) ; cecritére est enrevanchepertinentdans uneperspective
d’apprentissageu dedéveloppementNous y reviendrons.

Quantau caracterdocal, il ne peut avoir de sens que s'il existe possibilité de
caractériserune classe de problemes daquelle la conceptionconsidéréedevrait étre
opératoire, et quncluraitla classe de ceux slaguelleelle estopératoire Cetteremarque
montresimplementue lecaractérale“localité” ne peut étre que relatif ékprimeun type
de relationd’une conceptionrelativementa une autre ; c’est aussi un aspectlsguel
nous reviendrons plus loin.

Mais, auparavant, nous devons nargéter sur unedifficulté que cette remarque
révele :commentest définiP, et commentsontcaractériséseséléments— en d’autres
termes : qu’est-ce qu’uproblemedans ce modéle.

® Cettedéfinition proposéear Vergnaudemonteen fait au début demnnéess0.

® Nousrépondonga enparticuliera unequestionde MarcRogalskia la suite d’une premiérprésentatiorde ce
modelelors de I'Ecole d'été de didactique demthématiquede1993.

" Dansl'article de Léonard eGrisvard,le jugemenid’efficacité porte implicitementsur la mise emappot de la
conceptiordeséléveset de laconceptiorcible objetdel’enseignemen(ibid. pp.215-6).
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Nous désignons pagroblémele résultatd’'une perturbationde I'équilibre de larelation
sujet/milieu(Balacheff1995), maiscelan’a de sens que sette perturbationpeut étre
attestégoar le sujeetpar le milieu. Ungoerturbatiorgue le sujet ne pourrait percevoir, ou
dont lemilieu ne pourrait rendreomptede facondiscernablene pourra étre source de
problémes. Ce que nous pouvons traduire, pourcaneeptionparticuliere,par le fait
que pour ladescriptiond’'un état particulier du systeme, il existe unprimitive de
contrble élémentdey , quipermetde luiattribuerla valeur “faux” ou “non résolu”.

La question de ldéfinition de 'ensembledes problemesntrantdans lacaractérisation
d’'uneconceptiorest plus complexe. A la fagcon de Vergnaud pour les strucdcksves
(op. cit. p.146), par exemple, on pourrait renvoyer‘l&nsemble des situations” qui
appellentla mise en ceuvre de tnceptionconsidérée. Ou, au contraire, on pourrait
vouloir réduire ceensemblea un nombre fini dproblémesiéfinitoires suggérant avec
Brousseau que touteonnaissancepeut secaractériserpar une (ou deskyituations
adidactiqueq1986 p.48 — Brousseau parle alors siiationsfondamentales) ces
problémespourraientconstituerune ensemblegénérateur. Les deux solutionscupent
manifestementdes positions extrémes sur le spectre des possibles, avec des
caractéristiquedifférentes:

- la solutiona-la-Vergnaudsemble apporter une réponse simple, nals a le
désavantagale renvoyer a urensembletrop peuspécifigue— que l'on pense par
exemplea quelensemblale problémerenverraite “nombre entier”.

- la solution a-la-Brousseau présenteavantagethéoriqueen cherchanta associer
une conceptiona unensemblede problemes spécifiques, maisddficulté est ici de
montrer laconstructibilitéd’un telensemblgour touteconceptiof.

De fait, les travaux sur lesonceptionscherchent, a partir d’'une analyse de la genése
historique et/omathématiquea définir des ensembles de problémigsificatifs pour le
diagnosticet opératoirespour laconstructiondes processus didactiques. Nous dirons
gu’ils proposent unearactérisation pragmatique Cette définition pourrait étre aussi
recherché@ar lacaractérisatiordes sphéres de pratiquespblemequedevrait aborder
I'approche ethno-mathématiquelont le développemenest actuellementtrés important
dans les payd’Amériquelatine et aux Etats-Unis (cf. paxempled’Ambrosio 1993,
Lave 1988, Nufiest al. 1983).

® Ces questionsprennentaujourd’hui uneimportance particuliére & propos de recherchesportant sur des
conceptsnathématiqueavancéstelle ceux dd’algeébrelinéaire,pour lesquels Igproblématiqueseraitmoins de
trouver desituationsfondamentaleguedesproblématiquespécifiqguemenmathématiquegustifiant que soient
forgésdesconceptsouveaux (dont ldonction seraitpar exempled'abord d’'étre unificateur esimplificateur).
Voir en particulier,a cesujet,les travaux d®orier, Robertet Rogalski.
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La question d’unearactérisation minimale d’uneconceptionreste poséeAnnoncée
commeun postulatdans lanodélisatiorde Brousseauglle doit étreconsidéré&eommeun
probléme pour la Didactique. Il s’agirait, pour uneconception C, de déterminer
I'existence :

- d’un ensemble de probléemd&finitoires(i.e. auxquels pourrait étramenéout autre
problemerelevantde cetteconception),

- d’un ensemblal’opérateurglémentairesninimal (i.e. générateude ceuxconstitutifs
d’autrescaractérisations),

- d’'unegrammairegénérativeaninimale,productricedu systéme de représentation,

- d'un ensemblale primitives constituanune structure deontréleminimale.

2.2 A PROPOSDE QUELQUES EXEMPLES

Les travaux sur lesonceptionsont nombreux dans divers domaines meshématiques

ils sonthétérogénepar les méthodesmployées(questionnaires, étudediniques en
situationde résolution de probléme, observation d’éleves dans le cours d’'un processus
didactique, etc.) et la facon de rendoenptedes résultats. On trouve démentsde
synthése dans I'ouvrage de Johsua et D{#803,pp.121-192)Il ne s’agit ici, a propos

de quelques exemples, que de signaler des voies d’analysefquedlsationproposée
suggere d’exploremontrantainsi sapotentialitéd’outil pour la recherche en didactique.
Dansl'état actuel, chacun desxemplespeut étre regardéommeun cas surdequel il
s’agiraitde mettreen ceuvre laaractérisatioproposéeExerciceengénéranon trivial.

Dérivéed’une fonction en un point
Commepremierexemplenous prendrons diversesnceptiong“ways of understanding a
particularpieceof mathematics”fe ladérivéeen un point proposées par Thurs{@9893,
pp.4-7).Laliste est longue. Thurston ne vaitailleurs pas de raisons de pensgrelle
puisse avoir un terme, @nici quelque€léments
2. “Symbolic : the derivative of x" is nX"", the derivative of sin(x) is cos(x), the
derivativeof fog is f'og@’, etc.”
4. “Geometric: thederivativeis the slope of a linangento the graph of the function,
if the graph has a tangent.”
6. “Approximation: thederivativeof a function is the bedinear approximationof the
function near a point”
37. “Thederivativeof areal-valuedunction f in a domaib is theLagrangiansection
of the cotangentbundle T*Q) that gives theconnectionform for the unique flat
connectioron thetrivial R-bundleD xR for which the graph of f igarallel.”®

® Thurstonfait précéder ceouvel exemplede laremarque: “[...] one person’sclear mentalimage is another
person’sintimidation” (ibid. p.5).
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Selon Thurston il s'agit la d'uneariété de points de vue sur uméme objet
mathématique Les différences disparaitraientlorsqu’elles seraientexplicitées en des
termes formelles, précis. En fait, il nous semble que ce que nous montre Thurston ce sont
moins desonceptiongjue des cadres au sens de Doa6¢6,pp.10-11)°. Les cadres
sont du c6té deglathématiquesPour passer des cadres aorceptionsl| faut opérer en
quelgue sorte urthangemente référentiel : une conceptionsera unemodélisation
cognitiverendantomptedesrégularitédes conduites d’un sujetlativement un cadre.

Pourchacuneales“définitions” de Thurston, il reste@crireles termegonstitutifsdu
quadruplet(P, R, L, Y) pour leur associer unmnceptionet précisemotammentles
spheres dpratiquede chacune. L'une de ces conceptions, par exemple, pevnattre
de rendrecompte de I'erreur “¥=3x"", dont Thurston rapportgu’elle est souvent
observée chez I&tudiantsaméricains. Plus erelationavec laspécificité desdéfinitions
proposéespn pourra essayer de rendoenptedes rapports entre les aspeaatgbriques
(symboliques),géométriqueou qualitatif (approximation). On pourra, a q&opos,
trouver delémentsdans les travaux communs didacticiensdesmathématiquest de
la physique sur lthéme“différentiel” (Alibert et al. 1987).

Tangented unecourbe
Ce second exempléfroitenentlié au précédent, esttilisé par Artigue (1991) pour
illustrer les rapports entrépistémologieet conceptions. Cetxempleestintroduit par la
présentatiomle points de vue, dont nous rapportons ci-dessous quekeeplegibid.
pp.275) :
- “une ligne droite edlangentea une courbe lorsqu’ayant un point commun avec la
courbe, on ne peut mener par ce point aucune droiteetietet la courbe.” (Euclide,
Les Eléments, livrdl, proposition 16)
- “une droite estangentea une courbkrsqu’ellea un point commun avec la courbe et
reste toujours dmémecoté decettecourbe” (Appolonius de Perge)
- “latangentea une courbe en un point M estlitaite des sécantes (MP) a la courbe,
lorsque le poinP, sedéplacansur la courbe, tend vers M”
- “la tangentea la courbeeprésentativele la fonction f en un point M est la droite
associée Bapplicationaffinetangente f en ce point”
La problématiquegui sous-tend larésentatiorde ces points de vue est plus proche de
celle liée aux conceptionsque dansl’'exemple précédent. En effet, issus d’uravail
d’analyse historique, ils peuvent étre replacés, au nmmtentiellementyelativementa
des pratiques précises quidistinguentpar les moyens deprésentationmis en ceuvre

1% %Un cadre estconstituéd’objets d’'une branchedes mathématiquesgles relations entre lesobjets, de leurs
formulationséventuellementiverseset desimagesmentalesassociées cesobjetset a cesrelations” (ibid.
p.11)
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(par exemple, présence ou absenceatgésentationgslgébriques)ou des classes de
problémegéventuellementjlifférentes.

Cetteétude a été poursuivie piaxploration des conceptionsde latangentedu coté
desétudiantgCastelal995).Le rble joué par laonceptiorliée a latangenteau cercleest
clairementmis en évidence, pailleursles phénoménes observés sontiddgateursfort
del’existencedeconceptionglifférenciées approximationlocale,propriétéglobalede la
relationde deux objetsommedans le cercle. En revanche, du fait den&thodeutilisée,

il estdifficile de percevoircommentfonctionnentces conceptions, quels problémes les
différencient,quels outils et systemes signifiantsellesprivilégient.

Lecercle

L’étude desconceptiongdu cercled’Artigue et Robinet(1982) articule de facon précise
I'analysede I'objet mathématiquéensemblede points a unenémedistanced’un point
donné, courbe de courbure constante, coadmeettantun infinité d’axes de symétrie,
etc.) etcelle des situationsdans lesquelleselles en suscitent léonctionnementpour
I'éleve.

La langue naturelle, le dessin (etnhaniementdes instruments) sont |gsincipaux
moyens deeprésentationdisponibles, les contréles ne peuvent guére s’exprimer qu'au
niveau de la peeption et d’'une approchéexpérimentale” dans I'espace graphique
accessibleaux éléves.Cette recherchemontre clairement que les conceptions sont
étroitementdépendantedescaractéristiquesathématiqueslessituationsmais aussi des
caractéristiquephysiques dumilieu instrumentédanslequel la perceptionjoue un réle
déterminan{ibid. p.59).

Les conceptiongles éleves queetterecherchamet en évidence, et leéwolution ne
sont pas unpropriétédes éleves mais bien des élevesiarmation(propriétés du systeme
sujet/milieu).Le problémeque nous rencontrerons sera le poidsdilactiquedans les
situationsdanslesquellesious serons amenés a posrtbdlémede 'identification et de
I'analysedu fonctionnementles conceptions.

En conclusion a soarticle de 1991,Artigue voit la unelimitation a laproblématique
des conceptions, le sujgpistémologiquest cognitif s’effacantpour laisser Igplacea un
sujet didactique dont le comportementserait réglé par lesontraintesdu systeme
didactique(par exemple, leonceptde continuitédansl’enseignemensecondairene serait
pas unconceptpératoirgoour la résolution de probleme, il fanctionneraitqu’enterme
dereconnaissancd’objet — ibid.p.278).

De notre point de vue rien ne s’oppose a parler encore, dans ce caace&gionet a
poser le probléeme de leur caractérisation-formalisationau sens ou la classe est
légitimementgénératricede sphéres de pratigtiesL'intérét de la problématiquedes

' Une autrequestionest celle desavor si certainesconnaissancesathématiquegpeuventavoir autre chose
gu’une“existencedidactique” ellesn’auraientpas deprise en charge par d'autréastitutions(aumoinspour la
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conceptionsn’est pas en cause. Les éleves construisent du sens ebrdpétences
quoiqu’il en soit. Errevancheun problémedoit étreposé,c’estcelui de latransposition
didactiqueet du choix des objets d’enseignement.

Lesfractionsunitairesdes Scribes de I'Egypsacienne

A propos des obstacles épistémologiques, dansasimte de 1989, Brousseau prend
commeexempleles connaissances sur les fractions des scribEEgigte du deuxieme
millénaire avant Jésus Christ. Les scribemnipulaientles fractionsunitaires pour
résoudre des problemes “gartageproportionnelet surtout des échanges dans une
civilisation sans monnaie” (ibid. p.46). Ce que Brousseaappelle les “inventions
mathématiquesties scribes, léonctionnementde leur connaissance, doit étreplacé
dans soncontextesocial, économiqueet technique, emelation avec les pratiques de
référencequi les supportent” (ibid.) pour étre comprisl'&tteurmontre bien les apports
etlimitations de ce systeme fondclusivemensur lareprésentatiort la manipulation
desfractions unitaires, maisettedémonstratiora lieu dans un systéme teprésentation
moderne qubccultela complexitépropre aux formes dé&criture hiératiqueet donc les
procédureseffectivement utilisées. Enparticulier la question del'acceptabilité de
numérateurgjuelconques (ibidp.51) laisseimaginerque la notiormémede numérateur
ait pu avoir unsens.Le codageeffectivementutilisé semble faireobstaclea unetelle
évolution.

L’étude des conséquences des formes symboliques en usagecalouléforme des
opérateurs et des procédures) et sur les controles reste @aufdetade lacaractérisation
du domainede validité des fractions unitaires, ou encore des spheregrat@ue des
scribes Elle permettraitde préciser la nature des objets quanipulaienties scribes. Ce
n’était probablemenpas des fractions (“lestrictiondes fractions auguantiemegpermet
de faire degaisonnementsimilairesa ceuxutilisés pour lesnaturels” (ibid. p.49)),
mémesi aujourd’hui c’est dans cmadre que I'on peut le mieux rend@mptede ces
pratiques au sein desathématiques.

Calcul del'aire d’'un quadrilatéerepar des paysanshiliensetbrésiliens

La questions desonceptiongle I'aire et dupérimétred’'une surface plane a fdibbjet
d'importantstravaux(e.g.Perrin et Douad$988),nous I'abordons ici d’un point de vue
un peuwparticulier. De nombreuses recherches,pamticulieren AmériqueLatine, posent

le problémede larelation des mathématiquesors I'Ecole et desmathématiquesians
I'Ecole : comnent enseigner dar&cole des connaissances qui seront confrontées a
I'extérieur a des pratiques efficacespcialementreconnues (dessavoirs), mais
mathématiquemeriausses ? Tel est le casahlculdel'aire deparcellescultivéespar des

plupartdeséleves).
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paysans du Brésil et dChili (de Abreu1995). Ainsi, pour unterrain de forme
quadrilatere(ABCD), ces paysans prennent le produit deldeni-sommede paires de
cOtésopposés,soit : ((AB+CD)/2)*((AD+BC)/2). Ce calcul, sauf pour des terrains
rectangulairesjonne des résultats fauxinvocation d’'une bonnexdéquatiorpratiquede
cescalculset d'une souplesse desécanismesle compensatior(Soto 1995,p.5) ne
permettentpas, a eux seuls, deomprendrecommentune telle connaissancepeut
subsisterLa présentatiomui estfaite ne dit rien de précis sur la nature des problemes qui
sont résolus (sauf @entionnera prévision de récolte§échangede parcelles, etc.) et
pour lesquels lealculdel'aire est un moyen, de la forme la plesmmunedes parcelles,
des moyens deeprésentatiomlescalculs et des moyens de mesure, enfin des moyens
permettantle régler des conflits.

Laformalisationdesconceptiongdes paysans brésiliens ohiliensfournirait un outil
pour calculerles situationsqui permettraientle mettreen évidenceleurslimites — quels
sont les problémes et conflits mal résolus ? —Firgérét d’'une évolution dont I'Ecole
pourrait donner les moyens. Maistteformalisationdoit “rester” dans leuréférentielet
non consister en ur@mpleretraductiondans lesmathématiquesontemporainegui ne
feront que montrer leucaractéresmanifestementfaux ou donnerd’illusion d’'une
pratiguemathématique la facon diMaitrede Philosophie de Monsieur Jourdain.

2.3 RELATIONS ENTRE CONCEPTIONS ET PROPRIETES

La modélisationque nous proposons est concue dansefapectivede construire des
dispositifs permettantdes apprentissages, il nous est doécessairale disposer non
seulemend’un moyend’exprimerles conceptions, mais encore d’outils pour les situer
les unes par rapport aux autres.

Nous revenons d’abord sur la question déja évoquéeadhctérelocal ou de la
fausseté d’'une conception.

Etantdonnées deusonceptionC=(P,R, L, Y) etC'=(P’, R’, L', )

- Cest pluggénéralequeC’ si il existe une fonction deeprésentatiorf : L’ - L, telle
que pour touproblémep deP’, f(p)JP. En d’autres termes, les probléntesstitutifs
de C’ sonintelligiblespour C etappartiennend sondomainede validité.

- C’ est fausse au sens @es'il existe une fonction deeprésentatiorf : L' - L, p de
P, rdeR,c de etode} tels quec'(r(p))=vrai et o(f(r(p))=faux. En d’autres
termes, ppdmetune solution au sens de C’ qui est fausse au sens de C.

Ainsi, les notions dégénéralité” ou de“globalité”, et de“fausseté”d’une conception
prennent du sens dansclamparaisorde deux conceptions. Le fait de parler en soi de
“misconception”ou de“conceptionlocale”, a pour originéexistencede laconceptionde
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I'observateurqui s’attribue, le plus souvent de faciomplicite et probablemensans en
avoir conscience, une positiprivilégiéelorsqu’il juge ouévalueles connaissances d’un
systemesujet/milieu.ll ne peut le faire que parce queru@mea desconceptionu qu'il
peut référer a deonceptiongjui fontautorité(les savoirs de référence).

La position d’observateur nous asécessairgopour pouvoir passer doonceptde
conceptiona celui de connaissance. Nous proposons de considérercameption
particuliereCp, dont lacaractéristiqueestqu’elle est plusgénéraleque toute autreCette
existenceest unpostulatdont il importe peu qu’il aitdirectementune instancedans une
réalisationde notre modele.

Soient C et C’ deugonceptionglistinctes, et les fonctions deprésentatiorf : L Lu et
f L —Lu. Sipourtoutp d@,il existe p’ de P’ tel qug (p)=f'(p’), etréciproquement,
alors nous dirons de C et C’' qu’elles ontriémep-objet (ou encore, umémeobjetau
sens de (@).

Le fait que deuxconceptionsaient le méme objet n'implique ni qu’elle soient
comparablesau sens de lgénéraliténi qu’elles le soient au sens de la fausseté.

Cu est laonceptiorderéférencepour ceu-objet.

2.4 CONNAISSANCE

Nous appelonsonnaissance: unensemblale conceptionsaayant lemémep-objet.Une
connaissancseracaractérisépar unlabel pour lep-objet,un nom propre et uansemble
de pointeurs vers lesonceptionsqui la constituent. Soulignons gu’ur®nnaissance
n'est pas une classkéquivalenceau sens de leelation avoir un mémep-objet, mais
seulementn sous-ensemble d’'uelle classe.

Une telle définition de connaissanc@ermeta la fois de parler de sotiomainede
validité (union des domaines delidité desconceptiongjui la constituent)et cependant
de reconnaitreson caracterecontradictoire ('une desconceptionsqui la constitue est
fausse au sens d’'une autre).

2.5 CONCEPT

Nous appelongoncept l'ensemble des connaissances ayamhédene p- objet. Un
conceptest caractérisépar le label du p-objet et’'ensemble des pointeurs vers les
connaissances qui le constituent.
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Ce shéma résume la structure que nous proposons. Le cdacept
“nombre décimal” (D) est déterminé par son extension, les
connaissance®-selon-Stevin, D-en-CM2Chaque connaissance
estdéterminéepar un ensemble de conceptions qui scimcunes
caractériséepar unquadruple{P, R, L, ).

Remarque Une conceptionest unanstanciationde laconnaissancel’'un sujet par une
situation(elle caractérisée couplesujet/milieuen situation), ou encore uirestanced’un
concepipar un couplsujet/situation.

3. PROBLEMES ET RELATIO NS PROBLEMES/CONCEPTIONS

Lesattributsdegénéralitéet de fausseté, définis plus haut, donnenfuesierefagon de
situer desonceptiondes unes par rapport aux autres. Palar plus loin dans la mise en
relationdes conceptions, il nous faut revenir surelation entreproblemeet conception.
Un probleme quelconquepeut ne pasentretenir de relation spécifique avec une
conception, engénéral il sera lié de plusieurs facons a plusieurs ensembles de
conceptions.

Par ailleurs, nous souhaitons donner sigeificationa la résolution de problemes qui
ne nous oblige pas a paésentatiorexplicite de I'articulationde regles dealculsou a la
descriptionde I'applicationd'une méthode. Il estntéressantde pouvoir exprimer, par
exemple, que teproblémede géométrie"se résout par Thales", ou encore que tel
problémeanalyse "se résout part&thodede Newton". D’'une certainefagon, onétablit
dans ces cas umelation“directe” entre une aaceptionet unprobléemequi, a uncertain
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niveau decommunicationpeut suffire pourcaractérisefa résolution. En quelque sorte :
uneconceptiordonnée résout ysroblemedonné.

3.1.RESOLUTION DE PROBLEME

Soient urproblémep et undamille de nconceptiondC1,..., Cn}, on dira que[C1,...,
Cn} résout p si eseulemensi il existe une suite d'opérateurs.(r..., ) dont chaque
termeest pris dans I'un des Ri pour i dgds...,n} telleque

- P=ria(P)

- pour k compris entre 2 et m ik (Pik-1)

- il existe s d& i, Vérifiant s(fim(Pim-1))= Vvrai.
On dira, classiquement, quey(r..., ) est une solution de p.

3.2.DEFINITIONS

Nous proposons ici la relecture, dans le modéle, de quetgla®ns expriméesen
Didactiquea propos du rapport enttenception®t problemes :

Problémeélémentaire
Un problémep estélémentairgopour uneconceptiorC si C résout p

Problémespécifique d’'uneonception
On dira d’'unproblemep qu’il estspécifiqued’une conceptionC, si C participea toute
solution de p.

Unecaractérisatiointéressante, mais nomnimale,d’une conceptiorseraitcelle pour
laquelleP seraitensembledes problémes qui Iseraienspécifiques.

Conceptiongquivalentes
Deux conceptionsC et C' sont équivalentessur un ensemblede problémes E si et
seulementsi pour tout p de E toutsubstitutionde C aC' dans unensemblede
conceptionsqui résout p est encore uemsemblede conceptionsqui résout p et
réciproquement.

On dira,simplementgue C et C’ sonéquivalentesi P=P’=E. (“étre équivalente” est
unerelationplus forte que laelation“avoir le mémep-objet”).

Conceptionpartielle

Une conceptionC estpartiellerelativementa uneconceptionC' si etseulemensi C est
équivalented C' sur unepartiestrictede P"

16



Conceptions daaturesdifférentes
Deuxconception< etC' sont de naturedifférentessur unensemblede problémes E si
etseulemensi pour tout p de E, il existe une solution de pogutientC (demémepour
C’), mais lasubstitutionde C aC' (ouinversementilans urensemblale conceptiongjui
résout pn'estplus unensemblaleconceptiongjui résout.

On dira,simplementgu'elles sont de natuddférentesi P=P'=E.

Champconceptuel
La notion de chamgonceptueproposée pavergnaudrouve ici une expressiaimple:
le champconceptueld’une conceptionC estl'ensembledes problemes a la solution
desquellle participe (Vergnaud1991, p.146). Plus intéressantserait laréductiondu
champconceptuebensemblales problemes spécifiques de C.

La notion de cham@onceptueinduit uneorganisatiordes conceptions. On dira d’'une
conceptionC qu’elle est dans le&ehampconceptueld’'une conceptionC' si pour tout
problémep, toutensemblaleconceptiongjui résout p quiontientC’ contientaussi C.

4. APPRENTISSAGE

L’apprentissagest un processysermettante passage d’unmnceptiora une autre. Une
caractéristiquelu systemeidactiqueest qu’ilexplicitea priori laconceptiorcible.

Pour modéliser'apprentissagedans le cadre de Hormalisation envisagée, il est
nécessairele disposer d’'un univers déférencepermettantd’organiser’ensembledes
conception®t par rapport auquel pourra étre poséepuollématiqued’évolution.

4.1.UN UNIVERS DE REFERENCE

On appelleraUnivers deréférencel'ensemble pu des concepts. A chaqaeceptnous
attacheronsla conceptionCp qui domine au sens de Enéralitéles conceptions
constitutivesdes connaissances de son extension

K est en quelque sortetleisiememonde de Popper pour Ibathématiques le plus
souvent, nous parlerossnplementdesMathématiquepour désignept.

Nous posons lgrincipe de I'existenced’'un systéme deeprésentatiorE permettant
d’exprimer toutes lesconceptionsCy, il sera ainsi possible de parler de problémes
isomorphes, bien qu’exprimés dans des systemespdesentationlifférents?,

211 noussemblequeCy corresponcdiu“point de vue” alsensou Castella(1995, p.10) proposede le formaliser
a la suite de ses travaux sur amceptionsle latangente “Un point de vue est un découpage dansdepsdes
savoirsmathématiquesur unobjet donné,rassemblantéfinitions, théorémessituationset signifiants”. On
retouve la legrois élémentsP, R, et L. Quant & il resteimplicite, donné enquelquesortepar larationnalité
mathématique qui donne Emitimité aupointde vue.

3 Dansnotrecas il estintéressantle considéremue cette langue est uangagede programmation: Prolog,
Lisp, C++, etc...
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Pour unproblemep donné orappelleénoncéondamental une expression de p dans
£. Soient C une conception, £(f@noncéfondamentad’un problemep, f: £ —>L, on
appelleraeprésentatiode p selon C l'imag&£(p)).

Deux problemes p gb’, connusrelativementa deuxconceptionsC et C', sont
isomorphes’ils ont unmémeénoncé fondamental.

Nous appelleronsproblématiqued’'un concept¢ de U, I'ensemble [1¢ des énoncés
fondamentauxconstitutifsde laconceptionCu correspondante. Lproblématiqued’une
connaissanck constitutived’un concept¢ serd’ensembleproblemes degélémentsde la
problématiquale ¢représentableselon au moins I'une deonceptiononstitutivesde
K.

Dans la suitd] désignera I'ensemble des problemeddéhématiquese'estl'union
des[]¢ pour ¢ dangl.

4.2.ETATS DE CONNAISSANCE D’ UN SUJET

Nous introduisons ici le sujet S pour nous intéresser aétamnde connaissance
relativementauxMathématiqgues unmomentdonné.

Relativement unensemblale concept§tl, ... , ¢n} dep, I'état deconnaissancde
S seraitjntuitivement,un ensemblede connaissancgkl, ... , Km} tel que pour tout i
de{l1,m} il existe j de{1,n} tel que Ki soitconstitutifde ¢j. Mais en fait, du point de vue
pragmatique, notamment dans la tentative de caractérisation expérimentale des
connaissances gpburraientétre“attribuée” a unindividu donné, l'accés a lieu par les
conceptiongssociées a deapacitégle résolution de problémes.

Aussi nous préféreronsdaractérisatiosuivante :

Soit un sous-ensemble Qsamceptionsonstitutivesde connaissancestachéesux

conceptg§¢l, ..., ¢n}, Tt un sous-ensemble depiblématiqud] de p tel que tout

problemep derts ait unaeprésentatioffi(p) selon au moins uélémentde Qs et pour
laquelleil existe unefamille d'éléments de Qs qui résolfp). On dira que le couple

S=(QsT1s) est urétatde connaissances du sujeettivementaux concept§¢l, ... ,

¢n}

Cetétatde connaissanceeut étraeprésentgar un grapheiparti dont une classe de
sommets estonstituéed'éléments de Qs et l'autre classe d'élémentstsielLes
connexions de ce graphe sont définies de faxgaarelle: il y a unearétea(C,p) si C
appartienta unefamille de conceptionsqui résout p.Cette aréteest faible dans le cas
général,elle sera dite forte si C espécifiguede {p}. On pourra ainsi distinguer la
structurdaible et la structure fortd'un étatde connaissance.
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4.3.ETATS DE CONNAISSANCE D'UN H-OBJET

Soit M le p-objetconstitutif d’'un conceptde p. M définit une classe deonceptionsau
sens de laelation“avoir mémeobjet modulo Y’ ; on dirasimplementd’'un élémentde
cetteclassegu’elle est uneconceptiorde M. On peut de facarombinatoireénuméreies
états de connaissancefatifsa M :
soientrt I'ensemble des problemes [deayant au moins uneprésentatiorselon une
conceptiorde M, Part(t) 'ensemble des parties ieet Part(Q) I'ensemble des parties
de I'ensemble Q de®nceptionsle M.
Soitte unélémentde Partft) et Qe urélémentde Part(Q) : si toutlémentde Tte est
représentabldans Qe ety a une solution possible, alors {@gconstitueun étatde
connaissancde M.

Cette constructionne prendévidemmentpas en charge la question souvent évoquée a
propos desnodélisationsnformatiquesde laplausibilité psychologique. Probablement,
certainsétats deconnaissancainsi construits n’auront pasinstancedans un corpus
expérimentalComprendre pouquelleraison peut ne pas manquer d'intérét, gikeurs

cette démarcheoffre un cadre pour conduire une analyse a priori au sens de la
Didactique : la capacité d’énumérer les états de connaissances pour oipjet
mathématiquelonné (un p-objet) donne accékeaploration de I'univers des possibles
danslequelun apprentissagaura lieu.

Pour I'ensemble des états dennaissanceelatifs a un p-objetdéterminé M, une
structuratiorassenaturelleest la suivante :
Soient deux états d®nnaissancde M : E1=(Qelrel), E2=(Qe2re2). On dira que
E1 est urprogréssur E2 :
- sieelt e2, c'esta dire si E1 peyparticipera la résolution de plus de problémes
que E2;
- si E1 est plusfficaceque E2 au sens d’une fonction de co(t qui doit étre défini ;
- Sitel=re2 et si E1 est aussfficaceque E2, omréférera'état deconnaissancée
plus homogendQel|<|Qe2|.

4.4 . PROPRIETES PARTICULIE RES DESETATS DE CONNAISSANCE

Un état de connaissance(Qe, Te) estincohérent s'il contient deux conceptions
contradictoires,c'est-a-dire fausséune par rapport a l'autre sur uensemblede

problemes dete. Cetttatestpotentiellementonflictuel s'il existe urproblemep de[] tel

que p ait unereprésentationf(p) selon au moins uneonceptionde Qe et |'état de
connaissanc@e, e l{f (p)}) est incohérent.
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On pourra, enreprenantles définitions sur les conceptions, définir des états de
connaissancéquivalents, de nature différengyrtiel I'un par rapport dautre,ou faux
I'un par rapport a lI'autre.

5. EVOLUTION DESETATS DE CONNAISSANCE

La modélisationdes conceptionsdont nous avons présenté ici l@sncipaux éléments
présente umtérétpour ladidactiguedesmathématiqueslans la mesure coglle fournirait

un outil pour comprendredes phénomeénes cognitifs eglation avec des processus
didactique, ou pouwoncevoirdes dispositifpermettande susciter des apprentissages et
d’en assurer le controle. Poeglail faut introduire une perspectivadynamiqueen termes
d’évolutiondes états deonnaissancet deconditiondetellesévolutions.

Un étatdeconnaissanc@Q,m) d'un p-objet M peut évoluer emnséquencde I'évolution
de segonstituant® ouTt, ou des deugimultanément.

Unemodificationde Q peut étre Igsultatde I'ajout ou awontrairedu retraitd'une
conception, ou encore la substitutdianeconceptiora une autre ou a un sous-ensemble
d'autresconceptions. DenémeTt peut étremodifié en supprimant ou eajoutantdes
problémes, ou esubstituantin problemea un sous-ensemble de problemes.

Une évolution simple estcelle qui rendcompte de la modification du domainede
validité d'uneconception.

Une évolution particulierementintéressanted'un état de connaissancest celle qui
conduit &liminerlescontradictionsactuelledans Q.

On dira que lanodificationd'unétatde connaissance est apprentissagesi elle constitue

un progrés. La transformationd'un état de connaissancepeut correspondre a une
évolutionde caractererégressif au regard derdre induit sur I'ensemble des états de
connaissance&.'unede cesvolutionsestintéressantest I'oubli : soit E=(Q7T) un état

de connaissance, si on substitue a Qeasembleplus petit de conceptionsQ' et que
cependantoutproblémedeTt peut étre résolu alors on désigne par oubli le passage de E a
E'=(Q',m). Si aucontrairecete modificationde Qentrainequ'unou plusieurs problemes
de 1t ne peuvent plus étre résolus quiils le sont moins bien (au sens Befficacité),

alors onparleradedégénérescenate E.

Un processuslidactiquepeut étranodélisépar une fonction dé&ansitionsur un graphe

d’états deconnaissancqui permetd’'une partd’attribuer un état de connaissanc& un
sujet (fonctions de diagnostic), d’autre partddeermineun cheminementlans le graphe
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qui permettele passage détat de connaissancdiagnostiqué a uatatde connaissance
détermingobjet dd’enseignement).

L’évolution la plus critique est celle qui est obtenue lorsque laonception
diagnostiquéest fausseelativement laconceptiorcible. Pourcelail faut disposer d’'un
problémequi puisse étrexprimédans les deux systémes r@@résentatiort quiatteste
de la contradiction: sa solution doit pouvoir étrenvisagéedans laconception
diagnostiquéest cependanhe pas pouvoir étre résolu selon la structureatdrole de
cette concepion. Un telproblémepeut ne pas exister d’emblée, danstructionde
conceptionsintermédiairesest alors nécessaire. Ugvolution difficile est celle qui
correspond a unaméliorationde I'efficacité sans que la&onceptioninitiale puisse étre
véritablementnvalidée.

Poser Igproblemede ladéfinition de processudidactiquessur unensembled’états de
connaissance, ou wensemblede conceptiondemandede définir sur ceensembleune
topologie de voisinage dont leritére devrait s’exprimer enterme de résolution de
problémesCettemodélisationd’'un processus didactique, qui ne recouvre giamblée
tous les aspects de tlaéorie des situationsdidactiques, doit fournir uroutil pour la
conceptionde précepteurartificiels. Une modélisationde ce type a étatilisée dans le
cadre de la thése @alimaTahri pour laconceptiond’un précepteurhybride (associant
personne @hachinedans lé‘guidage”d’'un apprentissage).

* *
*

Ce texte, dans sa formeztuelle est d’abord undocumentde travail. Des exemples
significatifsdoivent le compléter, et kdernierepartie doit étre développée. Néanmoins il
décritassez emlétail les grandes lignes d’une approche dgnraitfaciliter un travail de
synthése ed’organisationdesrecherche®n didactiqueportant sur lesonceptionsdes
éleves, et, de facon plus ambitieusealeuldessituations— il estclair que laplacedes
situationsdans cenodelereste a préciser.

Nous avons montré, lors di&cole d'été dedidactiquedes mathématiquesle 1993,
commentcetteformalisationpermettaitd’interrogerles approcheactuellesde 'lA de la
modélisatiorde I'apprenant. Notrebjectif estd’aller plus loin, erutilisant cetteapproche
pourspécifierun Environnementnformatiqued’ Apprentissagédumain (EIAH) & propos
d’'un contenumathématiquelonné.

Nous avons aussi souligné quette modélisationdonnait accés a uneractérisation
des EIAH du point de vue dénteraction. Cet aspect n’est pas repris ici, il le sera dans
ultérieurerementUn premierdéveloppemena été rédigé Boccasiond’un article avec R.
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Sutherland sur la notion déomainede validité épistémologiqued’'un micromonde. Le
lecteurpourra s’y reporteiBalacheffet Sutherland994).
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