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Introduction.

Dans une série d’articles, nous avons énoncé les théoremes qui conduisent a la stabili-
sation de la partie géométrique de la formule des traces tordue. Le théoreme clé est local.
Rappelons-le tres sommairement. Le corps de base F' est local de caractéristique nulle.
On considere un groupe réductif connexe G défini sur F, un espace tordu G sous G et
une classe de cocycle a € H' (W Z(Q3)), auquel est associé un caractére w de G(F). On
suppose w unitaire. Soit M un espace de Levi de G. Pour un élément v E M (F) qui est
fortement régulier dans G(F) et pour une fonction f € C>°(G(F)), on définit I'intégrale
orbitale pondérée w-équivariante IJ\G?I(%W’ f) (la définition exacte nécessite d’introduire

des mesures dont nous ne tenons pas compte dans cette introduction). Dans I'article [IT],

nous avons défini un avatar endoscopique de ce terme, que 1’on note Ig’g(%w, f). Le
théoreme principal affirme que, pour tous v et f comme ci-dessus, on a 'égalité

I]\%’S(%w, f)= f]\%(%wa f)-

Nous supposons ici que F' est non-archimédien. Sous cette hypothese, nous effectuons
le premier pas dans la démonstration du théoreme. Il consiste a prouver que pour f €
C®(G(F)), il existe une fonction ey (f) sur M(F) vérifiant la condition suivante. Pour
tout élément v € M(F) qui est fortement régulier dans G(F), la différence entre les
deux termes dont nous voulons prouver I’égalité est égale a I'intégrale orbitale de € (f)
au point 7. Cette dernitre est une intégrale orbitale sur M, ordinaire ¢’est-a-dire non
pondérée, mais tenant évidemment compte du caractére w. Autrement dit

1) I(yw,eq(f) =155 (w0, ) = 1S (v, 0, f).

La suite de la démonstration consistera & appliquer la formule des traces dans M &
cette fonction €,;(f) et & en déduire que celle-ci est nulle. Cela démontrera le théoreme
principal. Au point ou nous en sommes, nous pouvons seulement prouver l’existence
d’une telle fonction €,;(f). Nous ne pouvons méme pas prouver que ’on peut la choisir
localement constante et a support compact. Nous prouvons toutefois qu’on peut lui
imposer les deux conditions

- il existe un sous-groupe ouvert compact de M (F) tel que €,;(f) soit biinvariante
par ce sous-groupe;



- la restriction de ey (f) & toute fibre de Papplication usuelle Hy, : M(F) — Ay (cf.
1.1) est a support compact.

Ces conditions suffisent pour définir les intégrales orbitales I (y,w, ey (f)). En fait,
nous démontrons plus que la seconde propriété ci-dessus : la fonction ey (f) est de
Schwartz. Nous définissons en 1.7 ce que nous entendons par la (on trouve dans la
littérature d’autres définitions des fonctions de Schwartz, qui ne coincident sans doute
pas avec la notre).

Il y a une restriction a notre résultat. Pour certains triplets (G,é,a), on impose
que les intégrales orbitales ordinaires de f (w-équivariantes) sont nulles en tout point de
la réunion d’un certain ensemble fini de classes de conjugaison (cf. 4.4 pour un énoncé
précis).

Notre résultat est I’exact analogue dans le cas tordu de la proposition 3.1 de [A1], dont
nous reprenons la preuve. En utilisant les résultats sur les germes de Shalika prouvés en
[11] et [IT1], il est assez bref de démontrer que, pour tout élément semi-simple n € M(F),
il existe une fonction €,;(f) lisse et a support compact de sorte que (1) soit vérifié pour
au voisinage de 7. On a envie ensuite de recoller les fonctions ainsi construites en utilisant
une partition de I'unité. Mais on ne peut controler ni I'uniforme lissité de la fonction ainsi
construite, ni sa croissance a l'infini. On a besoin d’une deuxieme construction qui, elle,
nous fournit une fonction €,;(f) qui a les bonnes propriétes de lissité et de croissance
et qui vérifie I’égalité (1), cette fois pour  hors d’un certain compact. On arrive a bon
port en utilisant a la fois les deux constructions. Cette deuxieme construction utilise des
variantes des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes, que 1’on note c[g(fy,w, f)
en suivant comme toujours Arthur. La magnifique propriété de ces termes est que, pour
f fixée, ils sont a support compact en v, modulo conjugaison. On doit d’abord définir
et étudier ces termes, ainsi que certaines applications nécessaires a leur définition. C’est
I'objet de la section 1. On doit ensuite les stabiliser (section 2) et en définir des avatars
endoscopiques (section 3). La définition de 'application €,; et la preuve de ses propriétés
est donnée dans la derniere section.

1 L’application “0;

1.1 Définition de fonctions combinatoires

Dans tout 'article, le corps de base F' est local non archimédien et de caractéristique
nulle. On considere un triplet (G,é,a) défini sur F. On suppose que le caractere w
associé a a est unitaire.

Soit M un espace de Levi de G. On note ¥(A,;) Pensemble des racines de A,; dans
G. Un élément o € X(Ay) peut étre considéré comme un élément de A%, Il lui est
associé une coracine & € Ay;. Sa définition précise est un peu arbitraire, I’ensemble
Y (Ay) n'étant pas en général un systeme de racines au sens de Bourbaki. Toutefois,
la demi-droite portée par & est définie sans ambiguité et c’est la seule chose qui nous
importera. Tout sous-espace parabolique P € P(M ) détermine un sous-ensemble positif
dans X(A,;) que Pon note X (Ay;). On en déduit des chambres positives

A ={X e Ay <a,X>>0Vac EP(AM)},
A};’Jr ={pe A< p,a>>0Vac Zﬁ(AM)}.
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On rappelle que, quand P décrit P(M ), les ensembles AL décrivent les composantes
connexes de Ajy; privé des hyperplans annulés par les racines a € X(A 7).

Dans notre situation tordue, il y a un espace affine AM sur A;;. Rappelons sa
définition. On note M(F)"' le noyau de I'application Hy : M(F) — Ay et Ay p son
image. Notons AM,F le quotient M (F)'"\M(F). Le groupe Ajr p agit par translations
sur ce quotient et celui-ci est un espace principal homogene sous cette action. On pose
Ay = "Zl]\7[7F XAy p Ajr- On note Hy - M(F) — Ay lapplication naturelle.

Pour tout P € P(M), on fixe une fonction wp : A — [0, 1], soumise aux conditions
suivantes : i

(1) pour tout X, € A, il existe ¢ € R tel que, pour X € Ay et a € £P(Ay), la
condition < a, X — Xy >< ¢ entraine wp(X) = 0;

(2) 2-pepuiny wp(X) =1 pour tout X € Ay.

De telles fonctions existent. Remarquons que ces deux conditions impliquent

(3) pour tout Xy € Ay, il existe ¢ € R tel que, pour X € Ay, les conditions
< a,X — Xy >> ¢ pour tout @ € BF(A,;) entrainent wp(X) = 1.

Les fonctions wp sont fixées pour tout espace de Levi M. On leur impose la condition
(4) suivante. Soit x € G(F). L’automorphisme ad, induit un isomorphisme A —
Aqa, (i)~ Alors ] ] ]

(4) pour tout P € P(M) et tout X € Ay, w,g, (5y(ad:(X)) = wp(X).

C’est possible. En effet, pour tout espace de Levi M, notons W(]\Zf ) le quotient
Normer)(M)/M(F). Ce groupe agit sur P(M), sur A; en permutant les chambres AL

et sur A x1.p Fixons un ensemble £ de représentants des classes de conjugaison par G(F)
d’espaces de Levi. Pour M € L et P € P(M), on peut remplacer la fonction wz par la

fonction )
X WD S w,p(wX).
weW (M)

Les nouvelles fonctions vérifient encore (1) et (2) et de plus w,,p(wX) = wp(X) pour
tout P, tout X et tout w € W (M). Pour M’ quelconque, soit M I'unique élément de £
qui est conjugué a M’ et fixons z € G(F) tel que ad,(M) = M’'. Pour P' € P(M'), on
définit wp, par wp (X') = wyg-1(pry(ady-1(X")). Cela ne dépend pas du choix de z et le
systeme de fonctions obtenu Verlﬁe (4).

Enfin, on peut faire varier le groupe ambiant G. On suppose des fonctions wp fixées
comme ci-dessus. Soient L un espace de Levi de G et M un espace de Levi de L. Il y a
une application naturelle ]

PE(M) — )
P

b‘z

PL(
PN
Pour P’ € PL(M), on pose

(5) wpr =D pwp, . L.
ou 'on somme sur les P € P(M) tels que PN L = P'. Ces fonctions vérifient encore les
conditions (1), (2) et (4).

Des fonctions wp vérifiant les conditions ci-dessus sont désormais fixées pour tout
I’article.



1.2 Fonctions rationnelles

Soit M un espace de Levi de G. On note ‘AXZ,F le sous-groupe des A € AL tels
que < A\, X >€ 2nZ pour tout X € Ay p. On pose Ay - = Ay /AL . Clest un
groupe compact que I’on munit de la mesure de masse totale 1. Le quotient A;‘\Z c / iA\A/Z »
s’identifie & un tore complexe, ce qui permet de parler de fonctions polynorﬁiales ou
rationnelles sur ce quotient. Considérons une telle fonction rationnelle . Supposons
qu'il existe une famille finie (&, ¢;);=1, ., vérifiant les conditions suivantes :

- pour tout ¢ = 1,...,n, ¢; est un nombre complexe et ¢&; est une coracine associée a
une racine a; € ¥(Ay;), normalisée de sorte que &; € Ay

- la fonction A = o(A) [T;2y, . (e=¥%> — ¢;) est polynomiale.

A cette condition, nous dirons que n’a qu’un nombre fini d’hyperplans polaires d’équations
de la forme e<*%> = ¢, pour a € X(A ;).

Remarque. La condition &; € Ay; 5 est nécessaire pour que la fonction A — e<Mai>
soit invariante par Z.AL - Evidemment, cette fonction dépend de la normalisation choisie.

Rappelons que 'on note A7, I'espace des formes linéaires affines sur I'espace réel A ;.
On a donc une suite exacte

0> R— A, — AL, —0.
On ajoute un indice C pour désigner les complexifiés. On a une suite exacte analogue
(1) 0-C— Ay = Ay —0.

On note AXX 1 le sous-groupe des A€ /1}4 tels que < X >e2nZ pour tout X € /IM P
On a une suite exacte
AV \Y
0—=27Z = Ay p— Ay p = 0.
On note usuellement A un élément de .21}4 ¢ et A sa projection dans A - Considérons
une fonction ¢ : A}k\?mc / ’LAX;I »— C. Pour X € fl]\;[, > considérons les conditions

(2) le produit gp(S\)e*<’~\’X> ne dépend que de la projection .
Ce produit ne dépend alors que de la projection de \ dans A?\Z c / iAXZ - On note \ —

©(A)e=<**> Ja fonction obtenue sur cet ensemble. ]
(3) Sous la condition (2), la fonction A — @(A)e<»*> est polynomiale;;
(4) sous la condition (2), la fonction A — p(X)e™<}%> est rationnelle;

(5) sous la condition (2), la fonction A — p(N)e™<**> est rationnelle et n’a qu’un

nombre fini d’hyperplans polaires d’équations de la forme e<*%> = ¢, pour a € X(A7)
—<AX'> —<AX>

Pour un autre point X’ € AM,F, la fonction p(\)e est le produit de p(\)e

et du polynome e<»¥~X"> Tl en résulte que les conditions (2), (3), (4) et (5) ne dépendent
pas du choix de X. Plus précisement, sous la condition (5), les hyperplans polaires ne
dépendent pas de ce choix. Si ¢ vérifie (2) et (3), resp. et (4), resp. et (5), nous dirons
simplement que ¢ est polynomiale sur fl’;\;[’(c / ’L/%I > resp. est rationnelle, resp. est ration-
nelle et n’a qu’un nombre fini d’hyperplans polaires d’équations de la forme e<*> = ¢,
pour a € X(Ay)).

Une variante de la propriété (2) vaut aussi pour des fonctions ¢ définies sur le sous-
ensemble Z.[l;‘\;[ / ’L/%I .



On peut scinder la suite exacte (1) en fixant un point X, € A a7.r €t en relevant tout

A € A%, . en l'unique relevement A tel que S\(XO) = 0. Une telle section envoie AVM P

v . . el 92 A 7<)\ X>
dans AY, . Fixons une telle section. Sous la condition (2), on a I'égalité o(Ne =

SD(A)€7<X’X>-

1.3 L’application “¢;

Fixons un espace de Levi minimal M, et un sous- -groupe compact spécial K de G(F)
en bonne position relativement & M. Soit M € E(MO)

Pour une w-representation 7 de M(F) et pour A\ € A% (C/ZAMF’ on sait définir

la représentation 75 : on a 75(z) = <M Hy(@)>7(2) pour tout z € M(F). Pour f €
CEO(Z\;I(F))Q@M@S(M(F)) la fonction \ — trace(7s(f)) est polynomiale sur A;ZC/ZA\](ZF

On a défini en [W] 2.9 Vespace Diepy(M(F),w) engendré par les caracteres de w-
représentations tempérées de M (F).

Remarque. On considere ici les caracteres comme des distributions, c’est-a-dire des
formes linéaires sur C°(M(F)). Ils dépendent donc des mesures. Vus comme fonctions
localement intégrables, les caracteres vivent dans Dy, (M(F),w) ® Mes(M(F))*. On
note IM (7, .) I'élément de Dieny(M(F),w)® Mes(M(F))* associé a une w-représentation

.

On a défini en [W] 2.12 le sous-espace Doy(M(F),w) engendré par les caractéres de
représentations elliptiques. L’induction fournit un isomorphisme

Diemp(M(F),w) @ Mes(M(F))* =
B et ity wv ity I (Den( R(F), w) @ Mes(R(F))*)™™ (),

Soient R € LM (M), 7 une w-représentation elliptique de R(F) et f € C®(G(F)) ®
Mes(G(F')). Pour X € Ap 1, la fonction

A JG(Ind¥ (75), £)e >
définie en [W] 2.7 est rationnelle sur A% ./iAY . Elle a un nombre fini d’hyperplans

polaires d’équations de la forme e<**> = ¢, pour a € $(Ap).

Ces hyperplans ne dépendent pas de X comme on l’a dit en 1.2. Ils ne dépendent pas
non plus de f, au sens qu’il existe une famille finie d’hyperplans de la forme indiquée de
sorte que, pour tout f, les hyperplans polaires de la fonction ci-dessus appartiennent a
cette famille. Soit S € P%(R). Fixons un point vg € A% tel que < vg, & > soit assez

grand pour tout « € Zg(R). Alors l'intégrale
/ TG (IndY (75), £)e= <M d
vs+iA

ne dépend pas du choix de vg.
Posons

(1) IGUIndY 7)) = > > wy(X / ) I (Ind¥ (75), £)e™ N> d,
V5,+’l *

XeAp » SePC(R)



ou les points vg sont choisis comme ci-dessus. Il n’est pas clair que cette somme converge.

Il n’est pas non plus clair qu’elle ne dépende que de [ ndM (7). Ces deux propriétés sont
assurées par la proposition suivante.

Proposition. (i) L’expression (1) est une somme finie et ne dépend que de [ndg(fr).
(ii) II existe une unique application linéaire

Cx(G(F)) ® Mes(G(F)) — I(M(F),w)® Mes(M(F))
f — Oy (f)

de sorte que, pour tout R e M ( o), toute w-représentation elliptique © de R(F) et
tout f € C°(G(F)) ® Mes(G(F)), on ait I'égalité

1M (Ind¥ (7), ¢ (£)) = IS, (Ind¥ (7), ).

Preuve. Fixons des mesures de Haar sur tous les groupes pour nous débarrasser des
espaces de mesures. Soit f € Cw(é( )). On va commencer par prouver une formule de
descente, sous une forme assez générale car cela nous servira ultérieurement. Fixons un
espace de Levi M’ tel que R € M’ C M. On a

Indﬂé/[(%;\) = Indy, (Indj\é/[/(%;\)).
Utilisons la formule de descente du lemme 5.4(iv) de [W]. On obtient

JG(Ind¥(75), f) = > dS, (M, L)JE,(Ind¥ (75), f5..),
Lec(M)

ot Q € P(L) est déterminé par le choix d’un parameétre auxiliaire. Cela transforme (1)
en

<JS (Ind¥ (7) = > d<, J(L),
LeL(Mm)
ou
= Y Z wS / JE (IndY' (75), f5.,)e > dA.
XeAp . SePG(R vsHiAL ¢

Fixons L. Pour S’ € PL(R), fixons un point vg € A% tel que < vg,d& > soit as-
sez grand pour tout a € Zg/(AR) C ZE(AR). Soit S € P(R), posons 5" = SN L.
Alors le segment joignant vg a vg est formé de points v tels que < v,& > est grand
pour toute racine a € ZS'(A ). Il ne coupe aucun hyperplan polaire de la fonction
JL ([ndM/ (75), fo.u)e ~<AX>_On peut donc déplacer le contour d’intégration et rempla-
cer I'intégrale sur vg + Z.AR7 » bar celle sur vg + ’L.AR - La somme sur les S devient une

somme sur les S’ d’intégrales ne dépendant que de S’ et de la somme

D’apres 1.1(5), ceci n’est autre que wg (X). On obtient alors
T(L) =Ty (Indyf (7). f..)
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Nous retenons la formule obtenue

(2)  JC(Indd (@), )= Y dS.(M, L)L, (Ind¥ (7), f5,,)-

Lec(a)

Le calcul ci-dessus est formel puisqu’on n’a pas encore prouvé que les sommes étaient
convergentes. Mais il entraine que, pour démontrer cette convergence, plus précisément
pour démontrer que les sommes sont finies, il suffit de le faire pour chaque terme de la
somme ci-dessus. En appliquant ceci au cas M’ = R, on est ramené au cas ot R = M.
Dans ce cas, fixons S € PE(M). On voit que I'intégrale figurant dans (1) n’est non nulle
que si la projection X de X dans A@ 7 appartient a la projection du support de f. Cette
projection est finie puisque f est a support compact. On peut donc décomposer la somme
en X selon cette projection et prouver que la somme en les X ayant une projection Xz
fixée est finie. Fixons comme en 1.2 une section de la projection A* . — "4}4,@

M,C
fonction

A JC (7, f)

est rationnelle. Pour |Re()\)| assez grand, elle vérifie une majoration
[T (Fr )] < re e

pour des constantes positives convenables ¢; et C. Faisons tendre le point vg vers I'infini
de sorte que |vg| reste équivalent a < vg, & > pour tout a € »5(Ay). Puisque les
< o, X > sont minorés pour de tels o quand wg(X) # 0, il existe des nombres réels
strictement positifs ¢, Cy et C3 de sorte que

eS| < cpeC2PI=CalXIN
pour X tel que wg(X) # 0 et que la projection X5 soit fixée. En faisant tendre vg vers
'infini, l'intégrale devient nulle pourvu que C3|X| > C; + Cs. Or il n’y a qu’un nombre
fini de X vérifiant les conditions précédentes et ne vérifiant pas cette inégalité. Cela
démontre que la somme en X est finie.

On doit prouver que la somme (1) ne dépend que de ndM (7). Cest-a-dire, fixons

z € M(F) tel que ad,(R) € L£L(Mp). On doit voir que le membre de droite de (1) ne
change pas si I'on remplace R par ad (R) et 7 par 7 o ad,'. On vérifie immédiatement
qu’un terme indexé par X et S de la formule (1) est égal au terme de la nouvelle formule
indexé par ad,(X) et ad,(S).

Pour démontrer (ii), on utilise le théoreme de Paley-Wiener ([HL] théoreme 3.3, repris
en [W] théoreme 6.1). On doit d’abord prouver une propriété de finitude. A savoir que,
pour tout R, il existe un ensemble fini = de w- representatlons elliptiques de R(F ) tel que,
si 7 vérifie CJA%(Indg( 7), f) # 0, alors il existe A € ZA% de sorte que 75 € =. Puisque
f est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact de G(F'), il existe aussi un sous-
groupe ouvert compact de R(F) tel que la non-nullité de CJAG;I(I ndﬂé/[ (7), f) entraine que
7w admet des invariants non nuls par ce compact. Or, a torsion pres par Z'.[l’}%, il n’existe

qu’un nombre fini de w-représentations elliptiques de R(F) vérifiant cette propriété. D’ou
la finitude requise. Fixons R et 7. Fixons aussi un scindage A* — .A* On doit montrer
que la fonction

e IS (Ind (7,), f)



est de Paley-Wiener sur i.Ajj:2 - Par un changement de variables, on a

cJG ([ndM Z Z <,u,X> / Jg(lndg(%;),f)e’<;\’x> d\.
g HiA*

XeAp » SePC(R)

Le raisonnement fait ci-dessus montre que la somme en X est finie indépendamment
de p. Donc, comme fonction de p, 'expression ci-dessus est une somme finie de termes
e<HX>_(est donc une fonction de Paley-Wiener. Cela achéve la démonstration. [

1.4 Propriétés de I’application ‘¢ ;

On fixe M € £(M,). Conformément A nos habitudes, on ajoute un exposant G si
besoin est pour indiquer I'espace ambiant : c(b . au lieu de “¢ ;.
Soit M’ € L(My), supposons M’ C M. Pour f € C>°(G(F)) ® Mes(G(F)), on a

(1) COGEn = > A% (M, L) ok, (f5,,),

LeL(nr)

ou @ e P( ~) est déterminé par le choix d’'un parametre auxiliaire.

Preuve. Soit R € P(Mg) avec R C M’ et soit 7 une w-représentation elliptique de
R(F). On doit prouver que la distribution 1™’ (I nd% '(7),.) prend la méme valeur sur les
deux membres de (1). Par définition de I'induction, on a

P (Ind¥ (%), (0% (6) ) = 1M (Ind¥ (%), 6% (£))

= J¢ (IndY (%), ).

Cest le membre de gauche de 1.3(2). On voit aussi que la valeur de I (In dM'( )s-)
sur le membre de droite de (1) est le membre de droite de 1.3(2). Cette egahte 1.3(2)
conclut. [

Pour f € C=(G(F)) ® Mes(G(F )) y € G(F) et Q = LUq € F(M,), Arthur définit
en [A2] paragraphe 3 une fonction f5 , € C2°(L(F)) ® Mes(L(F)) (il convient de glisser
G

dans la définition notre caractere w) Pour Q = G, on a simplement f5, =1 Ona

(2)  wly) oG (Eoad,) = Y eh(fs,)
Q=LUgeF (M)

Preuve. Soit R € P(MO) avec R ¢ M et soit 7 une w-représentation elliptique de
R(F). On doit prouver que la distribution I (Ind¥ (%), .) prend la méme valeur sur les
deux membres de (1). Il revient au méme de prouver que

(3)  wly) I UndY (7). foad,) = D <JE(Ind¥(7),f5,).

Q=LUgeF (M)

Le membre de gauche est défini par 1.3(1) ou l'on remplace f par f o ad,. On utilise la
formule

wly) TG Undy (75), foad)) = Y Jg(Indy(73),£5,),
Q=LUgeF (M)
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cf. [A3] lemme 6.2. On obtient

4 w(y) I (IndY (7),f 0 ad,) = > YD wgx

Q=LUqeF(M) XeAy » SePG(R)

/ JE (Ind¥ (73), 5, )¢ dA.
Ay

Fixons L. Pour la méme raison que dans la preuve de 1. 3(2), on peut remplacer un point
v par vg, ot &' = SN L. La somme en S devient une somme en S’ € PL( R) d’une
intégrale ne dépendant que de S’ et de la somme

D’apres 1.1(5), ceci n’est autre que wg (X). Alors le membre de droite de (4) devient
celui de (3). Cela acheve la preuve. [ 3
Soit b une fonction sur Ag p, a valeurs complexes. Pour tout f € C(G(F)) @

Mes(G(F)), on a_ 5
(5) Oy (f(bo Hg)) = (‘o () (b o Hg).

Preuve. Il revient au méme de dire que, pour Y € A@ , si f est supportée par

I'ensemble des vy € G(F ) tels que Ha(y) =Y, alors “p (f) est supportée par I'ensemble
des v € M(F') tels que Hs(y) = Y. Fixons donc Y et une fonction f vérifiant la condition
de support ci-dessus. Par transformation de Fourier, la conclusion espérée équivaut a ce
que, pour toute w-représentation tempérée & de M (F') et tout fi € 2A~ on a l'égalité

PG5, 5(£) = e<PY 1M (6, % (£)).

On peut supposer que ¢ = [ ndM ou R e LM (]\Zfo) et 7 est une w-représentation elliptique
de R(F). On doit alors prouver que

T (Ind¥ (7z),£) = ePY>C S (IndY (%), £).
Il suffit pour cela d’utiliser la définition 1.3(1) et la relation facile
TG (Ind (7y.,), £) = €Y= I (Ind (7). 1),

qui résulte de I’hypothese sur le support de f. [J

On a défini en [II] 1.6 l'espace C22(G(F)) des fonctions f : G(F) — C qui sont
biinvariantes par un sous-groupe ouvert compact de G(F') et qui vérifient f(bo I:Ié) €
C>(G(F)) pour tout b € C (AG ) (ce dernier espace n’est autre que 'espace des fonc-

tions sur AG, » A support fini). On a aussi défini I'espace I,.(G(F),w). Cest le quotient

de C2°(G(F)) par le sous-espace des éléments dont toutes les intégrales orbitales sont
nulles. On a
(6) lapplication “¢; s’étend de fagon unique en une application linéaire

Cot(G(F)) @ Mes(G(F)) = Le(M(F),w) @ Mes(M(F))

qui vérifie encore (5).



Preuve. Un élément f € CX(G(F)) @ Mes(G(F)) s’écrit de fagon unique f =
ZYGA fy, ou fy est supportée par I'ensemble des v € G(F) tels que Hs(vy) = Y.

La seule définition de ¢ (f) qui soit compatible avec (5) est

)= Y onlty).

YEAC:‘,F

Justement, (5) assure la convergence de cette expression. Pour que la somme appartienne
A Lo(M(F),w)®Mes(M(F)), il faut prouver qu’il existe un sous-groupe ouvert compact
de M(F) tel que, pour tout Y, ¢ (fy) soit I'image d’'un élément de C(M(F)) ®
Mes(M(F')) qui soit biinvariant par le sous-groupe en question. On a vu dans la preuve de
la proposition 1.3 que, pour tout Y, il y avait un sous-groupe ouvert compact de M (F') tel
que “p (fy) soit P'image d’un élément de C°(M (F)) ® Mes(M(F)) qui soit biinvariant
par ce sous-groupe. Cette preuve fournit plus : ce sous-groupe ne dépend que d’un sous-
groupe ouvert compact de G(F') tel que fy soit elle-méme invariante par ce sous-groupe.
Par définition de C°°(G(F)), on peut choisir ce dernier sous-groupe indépendant de Y.
Le sous-groupe de M (F') qu'on en déduit est donc lui-aussi indépendant de Y. [

Pour f € C®(G(F)) et z € Z(G;F)?, on note f* la fonction v — f(z7). Pour
f=f®dge C(G(F)) ® Mes(G(F)), on pose f* = f* ® dg. Soit Z un sous-groupe de
Z(G)?. Notons Z I'image dans Ag » de Z(F) par I'application Hg. Supposons

(7) pour tout espace parabolique S = LUg de G, tout X € ./Zli et tout H € Z, on a
I'égalité wg(X + H) = wg(X).

Montrons que i i

(8) sous T'hypothese (7), on a I'égalité % (£7) = (“¢%(f))* pour tout z € Z(F) et
tout £ € C°(G(F)) ® Mes(G(F)).

Preuve. Soient R un espace de Levi contenu dans M et 7 une w-représentation ellip-
tique de R(F). On doit prouver que la distribution I (I ndM (7),.) prend la méme valeur
sur les deux membres de 1’égalité a démontrer. Notons p le caractere central de 7 (rap-
pelons que 7 n’est pas irréductible en général, mais toutes ses composantes irréductibles
ont méme caractere central). On a immédiatement

19 (Ind (7), (6% (£)7) = pu(2) " 17 (Ind (7), 6% (£)) = p(2)"<I%, (Ind ¥ (7). £)).
On a aussi i i i
M(Ind} (7), 65, (7)) = I (Ind}l (7),£°)
Sy wix) / TG Ind} (75), £7)em M dA,
XeAp p SePC(R) vetiAL p
On a i i i i
Ty (Indy (75), £7) = p(=2)~'e™ M2 T (Indy (75). £),
ou H = Hi(z). Dot
/ TG (Ind¥ (73), £2)e” N> dA = pu(z2) ! / TG (Ind¥ (73), e N> g,
V§+i¢4} P s+HiA
En changeant X en X — H, on obtient

M (Ind¥(7), 6% @) =px)" Y. Y wg(X —H)

XeAp  SePS(R)
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/ TG (Ind} (75), f)e M dA.

VS,-"-ZA% F

L’hypothese (7) nous permet de faire disparaitre H de cette formule et on obtient
IM(Indy (7), 05 (£)) = p(z) "' (Indy (7)., £).

Cela prouve I’égalité souhaitée. [

Soit 41 un caractere de G(F') invariant par 6 (c’est-a-dire p o ad, = p pour tout
v € G(F)). Soit fi une fonction non nulle sur G(F) telle que fi(z7y) = pu(z)fi(y) pour tous
z€G(F)etyeG(F). Ona

(9) “y (E]1) = 051 (£).

Preuve. Soient R et m comme dans la preuve précédente. Le produit 71 est encore
une w-représentation elliptique de R(F ). On vérifie aisément que

P1(IndY (7), 6 (1)) = I (Ind (7fi), oy (£)) = I (Ind (%), iy (F)).
D'ott (9). O

1.5 Définition de I’application “0y;
Soit M € L£(My). Nous allons définir une application linéaire
0% : CX(G(F)) @ Mes(G(F)) = Le(M(F),w) @ Mes(M(F)).

Comme toujours, on a besoin d’en connaitre une propriété par récurrence. A savoir qu’elle
est w-équivariante, c’est-a-dire qu’elle se quotiente en une application linéaire définie sur
I(G(F),w) ® Mes(G(F')). On peut alors poser par récurrence la définition

1) oGm=0f®)— Y ohef)
LeL(M),L#G
pour tout f € C®°(G(F)) @ Mes(G(F)). Le terme qu‘%(f) est celui défini en [W] 6.4.

On montre facilement que ’application 09]% se prolonge en une application définie sur

C2(G(F)) ® Mes(G(F)), qui se quotiente en une application définie sur I,.(G(F),w)®
Mes(G(F')). Nous laissons ce point au lecteur.
Prouvons la propriété d’équivariance.

Proposition. L’application CQ% se quotiente en une application linéaire définie sur

I(G(F),w) ® Mes(G(F)).

Preuve. On doit prouver que, pour tout f € C®(G(F)) ® Mes(G(F)) et tout y €
G(F), on a 'égalité ] ]
w(y) 0% (f o ad,) = 6% (f).

On utilise la relation 1.4(2). On sait que I'application gb]\% vérifie la méme relation. D’apres
la définition (1), on obtient

wly) G (foad,) = > (f5,)
Q'=L'Ug eF(M)

11



Q'=L'UgeF(M),Q'#G

G cpl e G
LecG (M), L#G
La premiere somme est nulle d’apres la définition (1) appliquée avec é remplacé par L.

Comme on I'a dit, on a fz , = f et la deuxieme somme est égale a C@%(f ). Cela conclut.

0

1.6 Propriétés de 'application C@%

On a fixé un espace de Levi minimal M; et un sous-groupe compact spécial K de
G(F) en bonne position relativement a My. On a alors défini I'application CQAG;I pour un

espace de Levi M contenant M. Lespace M, étant fixé, on montre qu'elle ne dépend
pas de K. L’argument est que, quand on remplace K par un autre groupe compact
spécial K’ en bonne position relativement a My, les ingrédients basiques JAG;I(Er,f) de
toutes nos distributions sont changés en d’autres qui se déduisent des premiers par une
formule de la méme forme que 1.4(2). Un raisonnement similaire a celui de la preuve de la
proposition précédente permet alors de conclure. Nous renvoyons pour plus de détails a
[A2] proposition 13.2. Cela étant, ajoutons pour un instant 'espace M, dans la notation :
ceG

a7, AU lieu de CQAG;I. Par simple transport de structure, on a une égalité

(1) C@%M()(f o ady) = (CeaGdy(M),ady(MO)(f)) ° ad,

pour tout f € C°(G(F)) ® Mes(G(F)) et tout y € G(F). Pour y € M(F'), grace a la
proposition précédente, cette égalité devient

epG enG
w(W) Oy 5z, (F) = W) O3 o, 31y (F)-
Il en résulte que notre application CQAG;I YRR change pas quand on remplace M, par

ady(Mo). Puisque tous les espaces de Levi minimaux contenus dans M sont conjugués
par un élément de M (F'), cette application ne dépend pas de M. Cet espace peut de
nouveau disparaitre de la notation. D’autre part, ’application CHJ\GZ peut étre définie pour
tout M puisque, un tel espace de Levi étant fixé, on peut toujours choisir un M, minimal
contenu dans M.

On fixe un espace de Levi M quelconque. Le groupe W(M ) agit naturellement sur
L.(M(F),w). Rappelons la définition de cette action. Notons Normer) (M) le norma-
lisateur de M dans G (F'). On définit une action de ce groupe sur I'espace des fonctions
sur M(F) : & n € Normgry (M) et & une fonction ¢ sur M(F), on associe la fonc-
tion ny sur M(F) définie par (np)(y) = w(n)p(n~'yn). De cette action se déduit une
action de Normepy(M) sur I(M(F),w) et I.(M(F),w). Sur ces espaces, 'action du
sous-groupe M (F) C Normgry (M) est triviale et I'action se quotiente en une action du
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quotient W (M). Par tensorisation avec I'action triviale de ce groupe sur Mes(M(F)),
on obtient une action de W (M) sur I.(M(F),w)® Mes(M(F)). On peut appliquer (1)
a un élément y qui normalise M. On obtient le résultat suivant

(2) 0%, prend ses valeurs dans le sous-espace des éléments de Le(M(F),w)®Mes(M(F))

qui sont invariants par W (M).

Soit b une fonction sur Agp, a valeurs complexes. Pour tout f € C=(G(F)) ®
Mes(G(F)), on a 'égalité

(3)  cO(f(bo Hy)) = (05 (£)(bo H).
Cela résulte par récurrence de 1.4(5) et de la relation similaire vérifiée par 'application
G

Y-

Soit Z un sous-groupe de Z(G)?. On a ~ ~

(4) sous 'hypothese 1.4(7), on a 'égalité “6 (£2) = (“6% (f))* pour tout z € Z(F) et
tout £ € C(G(F)) @ Mes(G).

Cela résulte par récurrence de 1.4(8) et de la relation similaire vérifiée par 'application

(bAG;[ ( dans le cas de Qﬁ%, cette propriété est indépendante de I'hypothese 1.4(7)).
Soit i un ”caractere affine” comme en 1.4(9). On a de méme

(5) 0% (£71) = 165, (£) pour tout £ € C°(G(F)) ® Mes(G).

Lemme. Soit M’ un espace de Levi contenu dans M. Pour tout f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), on a Iégalité

CO5 = D (N L)05 (F;).

Preuve. On applique la formule de définition 1.5(1) et on lui applique I'application
"terme constant” relative & M’. On obtient 1’égalité

(65N = D (0265, (E))ipre

I~,16£(]\7[)

Pour un terme de la somme indexé par L, #* G, on peut utiliser par récurrence la
formule du présent énoncé. Pour le terme indexé par L; = G, on ne peut pas. Mais
on peut quand méme, a condition d’ajouter la différence entre les deux membres de cet
énoncé. Précisément, posons

X = (05 (Oina = D (VL)% (87,).

On obtient alors

(GG =X+ Y o (0T, La)e0R (69 (£))z,.).

Liel(M) Loel(M’),LacLy

Utilisons la relation 1.4(1) et la relation analogue concernant ’application (bf/[ On obtient

LEE M’)
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ou

Z Z d]‘i;[l,(]\;[, L) Z dG Ll,Ls CQLQ (C¢ (ngw))

LieL(M) LoeL(M'),LoCLy LseL(Ls)

Revenons sur la définition des espaces Q et Q5 qui interviennent ici. On fixe un point
¢ € A% en position générale. Soit L € L(M’) tel que dy,(M,L) # 0. On a alors la
décomposition i i i

G _ 4@ a
Conformément a celle-ci, on projette £ en un point & [Z] € .Af L’espace parabolique @
est 'unique élément de P(E) tel que & [i] appartienne a la chambre positive associée a
Q. De méme, fixons L, € L(M), L, € L(M') avec Ly C Ly et dﬁj,(]\;[, Ly) # 0. Fixons
un point £(Ly, Ly) € A%; en position générale. Soit Ls € L£(L,) tel que di(f/l, Ls) #0.
On a alors la décomposition i ~ ~
G _ 4G e}
AL2 = A7 ® A7 .
Conformément & celle-ci, on projette £(Ly, Ly) en un point &(Ly, L,)[Ls] € Aé L’espace

parabolique Qs est I’ unique élément de P(Lg) tel que & (Ll, L2)[L3] appartlenne a la
chambre positive associée & Q. Le point & étant fixé, nous allons choisir le point & (Ll, Lg)
de la fagon suivante. On note comme toujours £; et §L1 les projections orthogonales sur

Aiél et AAL;II,. On a supposé d]‘%,(]\;[, Ly) # 0. On a donc la décomposition
L1 _ 4L L
On peut décomposer conformément ¢&1 en €£1[M] + €51[Ly). On choisit &(Ly, Ly) =

&, +EN[Ly) = € — en[M).

On récrit la définition
Y. > YLy
L3eL(M') LoeLls(N)

ou S .
M V()= Y 0L L) (L, L) 0% (ob (6,.))

il E,C(M),izzcil

Fixons Ly et Ls. On a vu en [II] 1.7(5) que la somme ci-dessus en Ly était vide si
dJ‘GZ/(M ,L3) =0. Si dG (M L3) # 0, la somme est réduite a un seul élément pour lequel

2, (M, Ly)d§ (Ly, Ls) = d%,(M, Ls).
L'unique élément L, de la somme est caractérisé par I'égalité
(8)  AS =AGNAT .

Supposons d%,(i\;[, Z3) # 0. Dans (7) apparait un espace parabolique Qs. En posant

L = Ls, cet espace de Levi intervient dans le membre de gauche de la formule (6) et il
lui est associé un espace parabolique (). Montrons que
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(9) Q3 = Q. . -
D’apres la construction rappelée ci-dessus, il suffit de prouver que {[L] = (L4, Lo)[Ls3].
On a

E[L) € €+ AS, = €(Ly, Ly) + €M [M] + AS, = €(Ly, Ly) + AS,
puisque ¢4 [M] € A]\%. Les éléments £[L] et £(Ly, Ly) appartenant tous deux & Ai, la
relation précédente se renforce en

¢1L] € §(Ly, Ly) + AG N A,

ou encore, d’apres (8), en ~
E[L] € &(Ly, Ly) + AF .
Alors £[L] appartient & lintersection de cet espace affine avec .Agg. Or cette intersection

est réduite au point £(Ly, Ly)[Ls]. Cela prouve (9).
Modifions les notations en remplacant Ls par L et Lo par L'. On obtient

V(L' L) = d$, (M, L)6%, (6, (£5..))

G
M’
puis N N N
V= 3 dg (L) Y n(en(fa.).

Lec(m) Lreckr)

Reportons cette relation dans la formule (6). Les termes indexés par L de chaque coté

de la formule sont égaux par définition des applications 0952,. On obtient simplement
X = 0. C’est ce qu’affirme 1’énoncé. []

1.7 Fonctions de Schwartz

Soit 7 une w-représentation tempérée de G(F). Pour une fonction ¢ € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), la fonction \ — [G(ﬂ')\, ) est bien définie pour tout A € A% C/ZA . Clest

une fonction polynomiale sur cet espace. Pour X & .AG, > on définit le coefﬁment de
Fourier

P Xe)= [ 1w el
1A

Comme en 1.2, le terme \ apparaissant dans I'intégrale est un relevement quelconque de
A dans iA%. On a les égalités

1) I%F X, @) =17, (1x 0 Hz)ep),

ou 1y est la fonction caractéristique de X dans fl@ P et

@ e = Y I X )

XeAG’F

pour tout A€ fl*G C/ifivé - Cette somme ne contient qu'un nombre fini de termes non
nuls.

15



Pour une fonction ¢ € I,.(G(F),w)® Mes(G(F)), on ne peut plus en général définir
la fonction \ — [G<7T>\, ). Par contre, pour X € AG,F, on peut définir le coefficient de
Fourier I¢(7, X, ), cf. [W] 6.4. Dans notre cas ot le corps de base est non-archimédien,
il est défini par la formule (1) : le membre de droite de cette formule a un sens puisque
la fonction (1x o ﬁé)go est a support compact. Nous dirons que ¢ est de Schwartz si,
pour toute w-représentation tempérée 7 de G (F), la fonction

(3) X IR X, )

est a décroissance rapide sur Ag . Dans ce cas, on peut définir une fonction A\ —

IG(7, A, @) sur Z/I*G / z./ié » par la formule d’inversion de Fourier

(4) [G Z e<)\ X>[G’ X ¢)

Xedg p

C’est une fonction € de . Inversement, supposons que, pour tout 7, il existe une
fonction C* sur A% /iAf , vérifiant la condition 1.2(2) et dont la fonction (3) soit la

transformée de Fourier. Alors cette fonction (3) est a décroissance rapide, donc ¢ est de
Schwartz. o
Pour une fonction de Schwartz ¢, il arrive que la fonction (4) définie sur iA% /i Af |, se

prolonge en une fonction rationnelle sur fl* / iflv . Dans ce cas, on notera encore \ —
1 G(ﬂ' A, %) ce prolongement. Soulignons que celan 1mphque nullement que le membre de
droite de (4) soit convergent pour \ ¢ i.A*% &/ Z.A - Méme sil lest, la fonction prolongée
n’a pas de raison d’étre égale a ce membre de droite.

1.8 Une propriété d’annulation

On fixe un espace de Levi M. Soit f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)). On a

(1) la fonction cHZ\C*VZ(f) est de Schwartz ;

(2) soit 7 une w-représentation tempérée de M (F); la fonction \ — ]M(ﬁ', A, C@%(f))

S w2 AV * . :
sur iA% / ZAM est la restriction d’une fonction rationnelle sur A o/ ’L.AM P celle-ci a
un nombre fini d’hyperplans polaires d’équations e<»*> = ¢, pour ac Y(Ay).

Le signification de ces assertions a été expliquée en 1.2.

Preuve. Relevons f en un élément de C°(G(F'))@Mes(G(F)). En utilisant la définition
1.5(1), il suffit par récurrence de prouver que la fonction gb]\%(f ) vérifie les mémes pro-
priétés. Or, soit T une w-représentation tempérée de M (F). Par définition, la fonction
X — M7, X, gb%(f)) est la transformée de Fourier de la fonction X — J¢ (75, £) sur
C A% s AV : oo * AV
iAL/ ZAM - Celle-ci est C* et se prolonge en une fonction rationnelle sur AM7C / ZAJ\?L ,

dont les poles ont la propriété indiquée en (2). Cela prouve les assertions (1) et (2). O
Comme on ’a dit en 1.7, on note encore

N I (7 X 0% (£))

la fonction rationnelle sur .A* N.C / iAY WP qui prolonge la fonction notée ainsi qui est déja
définie sur ’L'A’;‘;I / Z'AM »
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Soit v € A’;\Z un élément tel que cette fonction n’ait pas de pole sur I'ensemble des
éléments \ € .Zlhc tels que Re(\) = v. Pour X € AA;LF, on pose

[M<77'7 v, X, C@%(f)) = / [M(fr’ X’c9%<f))67<5\,X> d\.
v+iA

On a la formule d’inversion

[M(’ﬁ', 5\709GM<f)) = Z [M(,ﬁ.7 v, X, C@%(f))e<xx>

XEAJV"I,F
pour tout \ € .»Zl}[/zle;IF tel que Re(\) = v.

Proposition. Supposons M # G et 7 elliptique. Pour tout Se P(M), fixons un point
vg comme en 1.3. Supposons ce point "assez positif” pour S, cette notion dépendant de
la représentation 7. Alors on a l’égalité

S wg(X)IY (7,5, X, 05 (£) = 0
Sep(M)

pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) et tout X € AA;LF.

Preuve. On reléve f en un élément de C°(G/(F))® Mes(G(F)). On utilise la définition
1.5(1). 11 résulte de la preuve de (1) et (2) ci-dessus que

(& N 05(6) = 1765 (0) — Y IR0 (65(6))).

LeL(M),L#G

On peut imiter les constructions ci-dessus pour chacune de ces fonctions et on utilise des
notations similaires. On obtient que la somme de I’énoncé est égale a la somme de

(3) ST ws(X)IM (7, vg, X, 65 (£))

SeP(M)

et, pour tout L € P(M) tel que L # G, de
(4) = Y wsOI (R vg X, 05 (67 (1)):

SeP(M)

Fixons L # G. Par un argument déja utilisé plusieurs fois, pour S e P(M ) on peut
remplacer le point vg par vg, ou S’ = SN L. On peut ensuite, pour S’ fixé, remplacer la
somme des wg(X) pour SN L = S par wg (X). On obtient que la somme (4) est égale
a l'opposée de celle de Pénoncé ot I'on remplace G par L et f par CgbG( ). Dans I’énoncé

figure Phypothese M # G. Si L # M, elle reste vérifiée et, par récurrence, la somme (4)
est nulle.

Considérons I'espace L = M. Dans ce cas 6

7 est I'identité. On a donc

IM(7, 2,030 (oS (£))) = I (7, A, 6% (F)).

M
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Or C(b%(f) est a support compact. Il en résulte que cette fonction n’a pas de pole. Ses

coefficients de Fourier I (%, v, X,° gb%(f)) sont donc indépendants du point v. Ils sont
égaux a

]M(ﬁ'aXa cqs%(f)) = ]M(ﬁ',O,X, cgb%(f)) = /A* ]M(ﬁﬂ’6¢%(f))e—<5\,x> d\.

Dans la somme (4), on peut remplacer tous les points vg par 0. Cette somme devient

(7, X505 (6) Y wal(X),

SeP (M)

qui est simplement —I™ (7, X, Cqu‘%(f)). Par définition de Cqu‘éz(f), on a

(75, <65, (£)) = ©JG, (73, 1)

pour \e ZA}*M / ZAVM - Parce que 7 est elliptique, ceci n’est autre que

> X sl V[ I E e
us+z.AMF

YE.AM » SeEP(M

Par inversion de Fourier, on en déduit

(5) IM(ﬁ,X,%%(f)): Z ws(X) / JG (7, £)e™ "> du.

SeP(M) S+Z'A]M F

En résumé, la somme sur les L # G des termes (4) est égale a I'opposé du membre de
droite de (5).
Ainsi qu'il résulte de la preuve de (1) et (2), on a I’égalité
(@, A o5 () = Jg (75, £)
pour tout \ € Ahc / Z/IX/[ - 1L résulte alors des définitions que

(7, v5, X, 65 (£)) = / D
vg+iAT

pour tout S. Donc la somme (3) est égale au membre de droite de (5). La somme de (3)
et (4) est donc nulle. Cela achéve la démonstration. [J

1.9 Une variante des intégrales orbitales pondérées w-équivariantes

Fixons un espace de Levi M. L’application c(b% définie en 1.3 vérifie les mémes

propriétés formelles que gb% Dans beaucoup de constructions que 1’on a faites, on peut
remplacer la deuxieme application par la premiere. Ainsi, fixons pour un moment un
sous-groupe compact spécial K de G(F') en bonne position relativement a M. Soit v €
D géom(M(F),w) ® Mes(M(F))*. On a défini en [IT] 1.5 la distribution

£ T3 )
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sur C°(G(F)) ® Mes(G(F)). On définit une nouvelle distribution par la formule

(1) TG0 =JG(v0) - Y Ty, o8 ().
LeL(M),LAG

Elle vérifie les mémes propriétés formelles que la distribution Ig('y, f). En particulier,
elle est w-équivariante, c’est-a-dire se descend en une distribution sur I(G(F),w) ®
Mes(G(F)). Elle est aussi compatible a l'induction, c¢’est-a-dire vérifie une propriété ana-
logue au lemme [II] 1.7. Mais elle vérifie une propriété utile que la distribution IE(% f) ne
vérifie pas. Pour tout sous-ensemble Q de M (F), posons QY = {m~'ym;m € M(F),~ €
2}. On a 3

(2) pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), il existe un sous-ensemble compact
Q C M(F) tel que C[]\%('y, f) = 0 si le support de « ne coupe pas QM.

Preuve. On reléve f en un élément de C°(G(F))®Mes(G(F)). La formule (1) raméne
par récurrence a prouver que le terme J]\%('y, f) vérifie la méme propriété. Notons ' le
support de f. Il existe un sous-ensemble compact Q de M (F) tel que QM = (Q)SNM(F).
Il est clair que Jg(v, f) = 0 si le support de v ne coupe pas Q. O

Le lien entre nos deux distributions w-équivariantes est établi par la formule suivante

3) UG£ = Y IE(y,65(F)).
LeL(M)

Preuve. Relevons f en un élément de C°(G(F)) ® Mes(G(F')) et appliquons cette
formule par récurrence au termes de la somme du membre de droite de la formule (1).
On obtient

(v E) = TG ) - Y N IR eh (6 (1)),

Z/l GE(M),EJ 75@ iQGE(M),iQCZ/l

Renversons l'ordre de sommation. On obtient une somme sur L, € £(M) de la distribu-

tion I]%; (7, .) appliquée a la fonction
C i/ [+ é
S ool (1)),
LieL(La),L1#£G

Par définition de “6% | cette fonction est égale a (bi(f) - ‘39%2 (f). En remplacant L,

i
simplement par L, on obtient alors que CIJ\%(')/, f) est la somme de
Tg (v, 1),
de )
- D I ef (D)
LeL(nn)
et de

) cpnG
> Ia(y 65 ().
LeL (M)
La somme des deux premieres expressions est nulle par définition de la distribution
I%(7,.). Donc “I (v, f) est égal a la derniere somme, ce qui est I'égalité (3). O
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2 Stabilisation de I’application “0;

2.1 Fonctions wg et endoscopie

Soit G’ = (G',G’,5) une donnée endoscopique elliptique et relevante de (G,é,a).
Introduisons les paires de Borel (B*,T*) et (B'*,7"*) de G et G'. Modulo certains choix
dans les groupes duaux, cf. [I] 1.5, on a un homomorphisme £ : T* — T"*. 1l se restreint
en un homomorphisme & : Az — Az qui est équivariant pour les actions galoisiennes.
L’hypothese d’ellipticité signifie que cet homomorphisme est un revétement. Il s’en déduit
un isomorphisme Az ~ Ags. On a

(1) il existe un unique isomorphisme £: fl@ ~ Aé/ tel que

(i) E(X + H) = £(X) + £(H) pour tout X € As et H € Ag;

(i) pour tout couple (6, ) formé d’un élément semi-simple § € G'(F) et d’un élément
semi-simple v € G(F) qui se correspondent (cf. [I] 1.10), on ait I'égalité

§(Hg(v)) = Hei(0).

La preuve est la méme qu’en [IV] 2.1(1). Signalons qu’en général, les ensembles
3 (AG r) et ./I@,’ » e sont pas inclus l'un dans l'autre. Leur intersection est toutefois
non vide d’apres (ii) ci-dessus. En prenant pour point-base un élément de cette intersec-
tion, ces ensembles s’identifient respectivement aux réseaux §(Ag r) et Az . Ceux-ci ne
sont pas non plus inclus 'un dans l'autre, mais sont commensurables (leur intersection
est d’indice finie dans chacun d’eux).

Dans la suite, on abandonne les notations & et é et on identifie simplement As a Az
par &, ainsi que A@ a Aé/ par é )

Soit M’ un Levi de G’. Supposons M’ relevant. Il lui correspond donc un espace de
Levi M de G et M’ se compléte en une donnée endoscopique elliptique M/ = (M’, M, §)
de (M, M, a). On a comme ci-dessus des identifications compatibles A ~ A et Ay ~
Ay Soit P’ € P(M'). Des descriptions des ensembles de racines de nos différents groupes
résulte que la cloture de la chambre positive Az, est réunion de clotures de chambres
positives A pour certains P € P(M). Notons simplement P +— P’ pour signifier que
}? appartient a cet ensemble. On a fixé des fonctions wp. On définit la fonction wp, sur

A par
(2) Wpr = Z Wp.
PeP(M);P—P’

L’espace de Levi M n’est pas unique, il n’est bien défini qu’a conjugaison pres, mais les
propriétés d’invariance imposées aux fonctions wp entrainent que la définition ci-dessus
ne dépend pas du choix de M. Il est immédiat que ensemble de fonctions ainsi définies
vérifie les mémes conditions qu’en 1.1.

Dans le cas ou M’ n’est pas relevant, on fixe sans référence a G des fonctions W
pour P’ € P(M’) qui vérifient les conditions de 1.1.

2.2 Les applications CS@%

Pour la suite de la section, on suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure
et on fixe un espace de Levi M de G. Nous allons définir une application linéaire

S0 - [(G(F)) © Mes(G(F)) — SI.(M(F)) @ Mes(M(F)).
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Comme toujours, on doit admettre par récurrence certaines de ses propriétés. Les premieres
sont formelles et permettent de définir des applications analogues pour des données en-
doscopiques. On y revient ci-dessous. La seconde est que cette application est stable,

c’est-a-dire qu’elle se factorise en une application définie sur SI(G(F)) ® Mes(G(F)).
Notons p5t : Ioo(M(F)) ® Mes(M(F)) — Sl,.(M(F)) ® Mes(M(F)) la projection na-

turelle. Pour f € I(G(F)) ® Mes(G(F')), on pose

1) SOGE) —pho Gt~ S (G Gs) 05 (£,

s€Z(M)'F /Z(G)'F s#1
Enoncgons la propriété évoquée ci-dessus.

Proposition . L’application CSQAG;I se quotiente en une application linéaire

SI(G(F)) ® Mes(G(F)) — SI.(M(F)) ® Mes(M(F)).

Cette proposition sera prouvée en 4.2.
Revenons sur les questions formelles. Considérons des extensions compatibles

150, =G —G—=letGy—G

ou Cy est un tore induit et éh est encore a torsion intérieure. Soit A; un ~Cal"aCté1"6~d€
C4(F). On a une projection naturelle Ay — Ay et une identification P(My) = P(M),

notons-la Z5u < P.Pour P € P, on a une fonction wp sur Ay, Pour Z5u < P, on choisit
pour fonction w P, la composée de cette fonction avec la projection précédente. Fixons des

mesures de Haar dc sur Cy(F'), dg sur G(F') et dm sur M (F'). Soient f € S‘;h(éu(F)) ®
Mes(G(F)). Ecrivons-la f = f ® dg. Choisissons une fonction f € C°(Gy(F)) telle que

fy) = /C - Fer) X (c) de

pour tout v, € Gy(F). De dg et dc se déduit une mesure de Haar dg, sur Gy(F'). De méme,
de dm et dc se déduit une mesure de Haar dmy, sur M, (F'). On définit alors ©S «9](\2 (fodg,).
Ecrivons-la ¢ @ dmy, avec ¢ € SI,.(M,(F)). Cette fonction n’est pas & support compact.

Toutefois, on vérifie aisément par récurrence sur la définition (1) que I'application €S H%

vérifie la relation 1.6(3) (la vérification précise nécessite encore quelques considérations
formelles que I'on passe). Il en résulte que, pour tout v, € M, (F), la fonction ¢ — p(cyy)
est a support compact. On peut alors définir ¢ € STa., (My(F)) par

@(Vu):/C(F)gb(c%))\h(c) de.

Remarque. L'espace Slycp, (My(F)) se déduit de CZZ \ (My(F)). Ce dernier est celui
des fonctions ¢ : M,(F) — C qui se transforment par C;;(F') selon le caractere Ay, qui sont
biinvariantes par un sous-groupe ouvert compact de Mh(F) et qui vérifient la condition

suivante. Soit b une fonction a support compact sur Ay . Notons by sa composée avec
la projection Ay, p — Ay . Alors la fonction (by o Hyy )¢ appartient a 25 (My(F)).
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Le terme ¢ ® dm dépend a priori des choix de mesures et du choix de la fonction
f. On vérifie facilement que changer de mesures ne modifie pas ¢ @ dm. Changer de
f revient & ajouter & cette fonction une combinaison linéaire de fonctions ¢ — Ag(€),
ot ) € C®(Gy(F)) et ¢ € Cy(F). Notre systeme de fonctions wp sur Ay, vérifie par
construction la condition 1.4(7) pour Z = Cj. On voit par récurrence que l'application

059](;[1 vérifie la propriété 1.6(4). Il en résulte qu’ajouter 1 — A\y(c)y a f revient & ajouter

a ¢ une fonction de la forme (¢")° — Ay(c)¥’. Un tel terme disparait par intégration et ne
change pas . Ainsi le terme ¢ ® dm est bien défini et on peut poser

Considérons d’autres données
1—>Cb—>Gb—>G—>1, éb%é, A

vérifiant les mémes hypotheses. Introduisons le produit fibré Gy, de Gy et G au-dessus
de G et le produit fibré Ghb de Gu et Gy au-dessus de G. Supposons donnés un caractere
Ay de Gy (F) dont la restriction & Cy(F) x C,(F) est Ay x A, et une fonction non nulle
5‘h7b sur én,b(F ) qui se transforme selon le caractere Ay,. On en déduit un isomorphisme

O3, (G5(F) @ Mes(G(F)) = O (Gy(F)) ® Mes(G(F)),

cf. [IT] 1.10. On en déduit de méme un isomorphisme
Slaen,(My(F)) @ Mes(M(F)) ~ Slaen, (My(F)) @ Mes(M(F)).

Soient f; € (Gh< )) ® Mes(G(F)) et f, € (Gb( )) ® Mes(G(F)) qui se corres-

pondent par le premier isomorphisme. Alors ¢S6 MZ’ /\u< f,) et ©S 9%7 N (f,) se correspondent

par le second. La preuve est similaire a celle de [II] 1.10(7). Rappelons-en seulement la
structure. On commence par prouver que les deux termes sont égaux a des termes ana-
logues relatifs aux extensions communes G, et Gy, oft le caractere de Cy(F) x C,(F) est
Ay @1 pour le premier terme et 1® A\, pour le second. On passe de I'un a I’autre par tenso-
risation par le caractere affine S\W. Cette tensorisation est compatible a nos constructions
parce que 'on vérifie par récurrence que nos distributions vérifient I'analogue de 1.6(5).
Cela étant, pour un élément s € Z(M)'7/Z(G)'F tel que G/(s) est elliptique, on
choisit des données auxiliaires G (5s), ..., A1(s). On définit comme ci-dessus 'application
linéaire
CSG ss) M) o (s (G’ (5;F)) @ Mes(G(F)) = Slaen, (s)(Mi(s; F)) @ Mes(M(F)).
La propriété précédente assure que, quand on change de données auxiliaires, ces appli-
cations se recollent en une application linéaire

cSOS)  C(G/(s)) @ Mes(G(F)) = Sle(M) @ Mes(M(F)).

Elle se quotiente en tout cas en une application définie sur 1(G'(s)) ® Mes(G(F)) et,
pourvu que la proposition soit démontrée pour G (s) et pour un choix de données auxi-
liaires, en une application définie sur ST(G'(s)) ® Mes(G(F)).
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2.3 Commutation a ’induction

Lemme. Soit R un espace de Levi de M. Pour tout f € I(G(F)) @ Mes(G(F)), on a
Iégalité ~ ~ ~
(CSOL(E)g= > €F(M, L) SOE(f;).

LeL(R)

En utilisant le lemme 1.6, la preuve est similaire a celle de la proposition [II] 1.14(ii).
0J

2.4 Une propriété d’annulation

Rappelons que 'on a défini I'espace ngmp(M (F)) qui est le sous-espace des éléments

de Dyemp(M (F')) qui sont des distributions stables. On définit de méme I'espace D34 (M(F)).
Fixons pour simplifier un espace de Levi minimal My C M. Moeglin a prouvé en [M]
corollaire 2.1 que I'induction fournissait un isomorphisme

Dst

temp

(M(F)) ® Mes(M(F))* =

~ st SWM (P
B e ot ity M () 120 E (D2 (R(F),w) @ Mes(R(F))*)" .

Les définitions de 1.7 s’adaptent aux fonctions appartenant & SI(M(F))®@Mes(M(F)).
Il suffit de se limiter dans les définitions de ce paragraphe aux représentations appar-
tenant a ngmp(M(F)). Soit f € I(G(F)) ® Mes(G(F)). On voit par récurrence que la
fonction ©S6%,(f) est de Schwartz. Soit T e ngmp(M(F), w)® Mes(M(F))*. On voit de
méme que la fonction A — SM (7, \, ©S0%, (f)) sur ZAL/Z/IL » Vérifie la propriété 1.8(2).
On peut reprendre pour cette fonction les constructions et notations effectuées dans ce
paragraphe 1.8.

Proposition. Supposons M + G et 7 elliptique. Pour tout Se P(M), fixons un point
vg comme en 1.3. Supposons ce point "assez positif” pour S, cette notion dépendant de
la représentation 7. Alors on a l’égalité

37 wal(X)SM (7, vg, X, °S0G(£)) = 0
Sep(M)

pour tout X & AM,F'

Preuve. Pour tous points v et X, on a par définition 1’égalité
Y (v, XSO () = I (R X OG(E) - Y SM (7, v, X, Sty (£9'1)).
s€Z(M)'F ) Z(G)TF s#£1

Le premier terme vérifie la relation de 1’énoncé d’apres la proposition 1.8. Fixons s
apparaissant ci-dessus. On doit prouver la relation de 1’énoncé pour le terme indexé par
s dans la somme ci-dessus. On a dit en 2.1 qu’il y avait une application naturelle S S
de PE(M) dans P ) (M). Pour de tels S et &, la fonction A — SM(7, X, CS@ﬁ,(s)(fG/(s)))
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n’a pas de pole sur le segment joignant vg a vg. Cela nous permet de remplacer dans la
relation de 1'énoncé le point vg par vg. On vertu de la définition 2.1(2) de la fonction
wg, la relation a démontrer devient celle de ’énoncé pour G'(s), ou plutét G'(s), et la
fonction £&'(). Celle-ci est vérifiée par récurrence puisque s # 1. [J

2.5 Une variante des intégrales orbitales pondérées stables

Soit & € D%, (M(F))® Mes(M(F))*. On définit une forme linéaire CSA%(& .) par la

géom
formule habituelle

CS]?Z(éaf) :CI%(é,f) — Z ZM(G, GI(S))CSS/I(S)((S,fGI(S))'
s€Z(M)TF JZ(G)F s#£1

Outre quelques formalités que 1'on passe, cette définition utilise par récurrence la pro-
priété suivante.

Proposition . Pour tout § € D%, (M(F))® Mes(M(F))*, la distribution

géom
f s °SC (8, 1)

est stable.

Cette proposition sera prouvée en 4.2.
Par récurrence, on voit que notre distribution vérifie la propriété de compacite 1.9(2).

3 L’application endoscopique CQ%S

3.1 Définition d’une premiere application endoscopique

Le triplet (G, G, a) est quelconque et on fixe un espace de Levi M de G. Soit M/ =

(M', M’ () une donnée endoscopique de (M, M, a) qui est elliptique et relevante. On
définit une application linéaire

cnG.E A 2 / !
05 (M) : [(G(F),w) ® Mes(G(F)) — SI,.(M') ® Mes(M'(F))
par I’égalité
(1) o) = > inlG.GE) Sy (19 0).
HA0 s EVA(E)

Les mémes considérations formelles qu’en 2.2 permettent de définir les termes du membre
de droite. Ces termes sont bien définis car les distributions qui apparaissent vérifient par
récurrence la proposition 2.2, c’est-a-dire sont stables, sauf dans un cas. C’est celui ou
(G, G, a) est quasi-déployé et & torsion intérieure et ot M/ = M. On ne connait pas
alors les propriétés du terme indexé par s = 1. On le remplace alors par CSHJ\GZ (f). Par
définition de ce dernier terme, on a alors I’égalité tautologique

(2) 05T (MLE) = pif o 05, (F).
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Soit b une fonction sur Az a valeurs complexes. Pour tout 5 intervenant dans la somme
ci-dessus, on a une identification Az, G = Az et on peut considérer b comme une fonction

sur le premier espace. D’autre part, la composée de la projection flM, — .[lG, 5 et de
I'identification ci-dessus est indépendante de §. Elle coincide en effet avec la composee
de l'identification A, i = = A i et de la prOJectlon de cet espace sur .AG Notons p% o cette

composée. D’apres 2.1(1), on a (f(bo Hg))¥'® = f&G)(ho HG, ). On a déja dit que

la propriété 1.6(3) se propageait aux applications CSHJ\GZ. 11 résulte de la définition (1)
ci-dessus qu’on a I’égalité

(3) 5o Hy)) = G5 (M) (bo p, o Hyp).

Remarque. L’identification Ay, = Aj; n’envoie pas nécessairement A,  dans
Ay - Donc pJ\GZ, n’envoie pas nécessairement A, » dans Ag . Le membre de gauche ci-

dessus ne dépend que de la restriction de b a .Zla - Il n’est pas évident que ce soit le cas du
membre de droite. Cela résulte bien stur de 1’égalité des deux membres. L’explication est
que, par définition du transfert, les supports des transferts £G'() sont formés d’éléments
6 € G'(5, F) tels que H (3 (0) € AGF

Il résulte de (1) et de ce que l'on a dit en 2.4 que ~
(4) pour tout f € I(G(F),w)® Mes(G(F)), la fonction CGG’S( )
temp(M’) ® Mes(M'(F))*, la fonction A SIM'( \ CGAGZ’g(M’, f))

définie sur ’L.A* ,/ Z.A » se prolonge en une fonction rationnelle sur Ax .[%[, » dont

est de Schwartz ;
pour tout @ € D

i/t
les poles sont de la forme décrite en 1.8(2).

3.2 Action d’un groupe d’automorphismes

On conserve les mémes données. On a introduit en [T] 3.2 le groupe d’automorphismes
Aut(M,M'). 1l agit sur S1,.(M') @ Mes(M'(F)).

Lemme. L’application 091\%5(1\/[’) prend ses valeurs dans le sous-espace d’invariants
(SI,e(M') @ Mes(M'(F)))Aut@rM),

La preuve est similaire a celle du lemme [II] 1.13. O

3.3 Commutation a ’induction

On conserve les mémes données. On considere les situations suivantes.

(a) Soit R un groupe de Levi de M’ qui est relevant. Modulo certains choix, cf. [I]
3.4, on construit un espace de Levi R de M et une donnée endoscopique R’ de R qui est
elliptique et relevante. On a I’homomorphisme ”terme constant”

Sl (M) @ Mes(M'(F)) — SI..(R)® Mes(R'(F))
¥ = PR

(b) Soit R’ un groupe de Levi de M’ qui n’est pas relevant. La donnée R’ n’est plus
définie et 'homomorphisme du (i) n’a plus de sens. Par contre, pour ¢ € SI,.(M') ®
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Mes(M'(F)), la relation ¢z = 0 conserve un sens. On fixe des données auxilaires
Mj, ..., Ay pour M'. On identifie ¢ & un élément ¢, € Sl ., (M{(F))®@Mes(M'(F)). La
relation signifie que (¢) R = 0, ce qui ne dépend pas du choix des données auxiliaires.

Proposition. Soit f € I(G(F),w)® Mes(G(F)).
(i) Dans la situation (a), on a I’égalité

(CQG'E M/ Z dG CHL S(RI fiw)
LeL(R)

(ii) Dans la situation (b), on a I'égalité

(0% (M, 1)) = 0.

Preuve. Dans la situation (a), soit § € D5y, (R') @ Mes(R'(F)). On doit prouver
I'égalité

/ ! e G’,E Ao~ ’ c ~7g
SIM (8™ 055 (M, f)) = > dG(M, L)SIV(8,°05° (R, f; ).
LeL(R)
Dans la situation (b), fixons des données auxiliaires Mj,...,A; pour M'. Soit § €

D3 (R!(F))®@Mes(R'(F)). L’induite &"1 appartient & D! (M (F))@Mes(M'(F)).

géom, A1 géom, A1
On Pidentifie & un élément de D5, (M')® Mes(M'(F)) que I'on note o™’ On doit prou-
ver 1’égalité

SIM (6™ 2 95F (M, ) = 0.

La preuve de ces assertions est la méme que celle de (i) et (iii) de la proposition [IT] 1.14,
en utilisant la relation initiale fournie par le lemme 1.6. [J

3.4 Définition de CQAGZ’S
Proposition. Il existe une unique application linéaire
enG.E . T(A Y
05" I(G(F),w) @ Mes(G(F)) = Lo(M(F),w) ® Mes(M(F))
telle que, pour toute donnée endoscopique M’ de (M, M, a) qui est elliptique et relevante

et pour tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on ait I'égalité

U

(057 (BN =057 (M ).

Preuve. Fixons un ensemble de représentants £ (M , a)~ des classes d’équivalence de
données endoscopiques elliptiques et relevantes de (M, M,a). Soit f € I(G(F),w) ®

Mes(G(F)). Pour M’ € £(M, a), posons @y = CGAGZ’g(M’,f). On a pyy € S (M) ®
Mes(M'(F)). Oublions pour un instant I'indice ac, ¢’est-a-dire supposons ¢y € SI(M')®
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Mes(M'(F)). On a décrit dans la proposition [I] 4.11 Pimage I (M (F),w)® Mes(M(F))
de 'application de transfert

I(M(F),w) ® Mes(M(F)) — EBM,GE(Ma)S[(M') ® Mes(M'(F)).

Il s’agit de montrer que la collection (@ )apeg(ra) apPpartient a cette image. Elle
doit pour cela vérifier les conditions (1), (2) et (3) de [I] 4.11. La condition d’inva-
riance par automorphismes est le lemme 3.2 Les deux autres conditions résultent de la
proposition 3.3. Cela conclut sous I'hypothese faite ci-dessus. Levons cette hypothese.
Soit b une fonction & support compact sur A . Pour M' € £(M,a), on a @pp(bo
Hy) € SI(M') ® Mes(M'(F)). On peut appliquer le méme ralsonnement a la collec-
tion (¢pp(bo H w1 ))wree (i) Celle-ci est donc le transfert d'un unique élément @[b] €

I(M(F),w) ® Mes(M(F)). En choisissant une suite de fonctions (b;);ey localement fi-
nie et telle que ), b; soit constante de valeur 1, on vérifie aisément que la suite de
fonctions (¢[b;])ien est localement finie. La série ) .\ ¢[b;] converge donc et est son
transfert est bien la collection (pny)avpee(ira)- 1l faut toutefois vérifier que la somme
de la série appartient & I,.(M(F),w) ® Mes(M(F)), c’est-a-dire qu'elle provient d’une
fonction sur M (F) qui est biinvariante par un sous-groupe ouvert compact. Pour chaque
M eé& (M ,a), fixons des données auxiliaires M7, ..., A;. Identifions ¢y a un élément de
STaer, (MI(F))®Mes(M'(F)). Par définition de cet espace, on peut fixer un sous-groupe
ouvert compact Ky de Mj(F) de sorte que ¢y provienne dune fonction sur M| (F)
biinvariante par Kjy. Il en résulte que, pour tout i € N, oy (b; o Hyy,) provient d'une
fonction sur M (F) biinvariante par K m;- D’apres [M], il existe un sous-groupe ouvert
compact Ky de M(F), qui ne dépend que des Ky (donc qui ne dépend pas de i), de
sorte que ¢[b;] provienne d'une fonction sur M(F) qui est biinvariante par Kj;. Alors
la somme de la série ), @[b;] provient elle-aussi d'une fonction biinvariante par K.
Cela acheve la preuve. [

3.5 Commutation a ’induction

Lemme. Soient R un espace de Levi de M et f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)). On a

I'égalité
WO = Y UL L)

LeL(nn)

Preuve. Il suffit de voir que, pour toute donnée endoscopique R’ de (R, R, a) qui
est elliptique et relevante, les deux membres ont méme transfert a R’. Pour une telle
donnée R/, on peut trouver une donnée endoscopique M/ de (M, M, a) qui est elliptique
et relevante, de sorte que R/ soit une ”donnée de Levi” de M. L’égalité cherchée résulte
alors de la proposition 3.3 et de la relation

pour tout ¢ € I(M(F),w)® Mes(M(F)). O
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3.6 C@ff(f) est de Schwartz
Lemme. Soit f € I(G(F),w)® Mes(G(F)). Alors Cﬁg’g(f) est une fonction de Schwartz.
Pour tout ﬁ'~€ Dtimp(M(F), w)® Mes(M(F))*, la fonction A — Ié(fr, A, c@fjg(f)) définie
pour \ € ZA}“Z/ZAVMF se prolonge en une fonction rationnelle sur Ah7c/1AX27F dont les
poles sont de la forme décrite en 1.8(2).

Preuve. Soit 7 € Diemp(M(F),w) ® Mes(M(F))*. On doit montrer que la fonction
X = IM(7, X, c0]\G7["€(f)) définie sur -’ZlM,F est a décroissance rapide. On doit ensuite
étudier la fonction A — I9(7, A, c@ff(f)). Par linéarité, on peut supposer soit que 7 est
elliptique, soit qu'il existe un espace de Levi propre R de M et une w-représentation
elliptique & de R(F') de sorte que 7 = Ind?{(&).
des

Supposons d’abord 7 elliptique. Fixons un ensemble de représentants & (]\Zf ,a)
M, M, a).

classes d’équivalence de données endoscopiques elliptiques et relevantes de (
Rappelons que le transfert définit un isomorphisme

Bnrreer.a (Di(M) @ Mes(M'(F))*) " ™M) — Doy (M(F),w) ® Mes(M(F))*.
On écrit conformément

(1) T = Z trans fert(m ),

M/c&(M,a)

ou T € ® Mes . Pour A € A% . il est clair que
7 (D:h (M) ® Mes(M'(F))*)* ). Pour A € Ay, . il est clair g

5 = Z trans fert(Tyy 5)-

M'c&(M ,a)

Le membre de gauche ne dépend que de A modulo Z./IL - I n’est pas clair a priori que

chaque terme 7y, 5 vérifie la méme propriété, car les ensembles AL P €t AVM/  beuvent
étre distincts. Mais 1'unicité de la décomposition ci-dessus assure qu;il en est bien ainsi :
aps ne dépend que de A modulo ZAX/[ .

Pour X € .[lMF, on a l'égalité

M (7, X, 055 (£)) = I (7, (1x o Hyp) 055 (£)),

ou 1y est la fonction caractéristique de X dans Ay Appliquons (1). Pour tout M’ €
E(M,a), le transfert & M’ de la fonction c0]\G7["€(f) est C0]\G7[’5(1\/I',f). Le transfert de la

fonction (1x o ﬁM)Cﬁff(f) est (1x o ]jIM,)CQJ%’E(M', f). D’ou 'égalité
ME X005 (8) = Y SIM (i, (1x 0 Hy )05 (M, f))
M’ c&(M ,a)

"~ enG.E
= > SIM(Aw, X, 0% (M f)).
M/e&(M ,a)
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D’apres 3.1(4), les fonctions CQ%E(M’ ,f) sont de Schwartz. L’expression ci-dessus est

donc & décroissance rapide en X. On peut donc définir la fonction A — I¢(7, A, c@ff(f))
sur zfl}[/zle;IF par
ISEAGEEO) = Y eI E X OE).

XEAM,F
Pour M/ € £(M,a) on voit apparaitre la somme

S eI (e, X U M)

XGAM’F

Pour X ¢ A > les termes SIM (7ipgr, X Ceé’g(M’,f)) sont nuls par définition. Parce

que Ty 5 ne dépend que de A modulo iAY. . les mémes termes sont nuls pour X €

M,F
A p— (AM P F‘IAM, 7). On peut donc remplacer I'ensemble de sommation ci-dessus par

AM’,F' La somme devient ST™ (7ing, A, CH%E(f)). On obtient
(1) I9FERANGTE) = Y S (FEw, A 05E(E)).

M'e&(M ,a)

Grace a 3.1(4), cette fonction se prolonge en une fonction rationnelle sur AJ\?L(C/Z.A’;\?I r
avec des hyperplans polaires de la forme habituelle. Cela démontre les propriétés voulues
pour une w-représentation elliptique.

Fixons maintenant un espace de Levi propre R de M et une w- représentation elliptique
& de R(F). Posons 7 = Ind¥ (7). Soit X € Ay - D’apres le lemme 3.5, on a I'égalité

(2) 19 (e o Hy) 035 (8) = D df(M, L)IMG, (Lx o Hy) 05" (f,).
LeL(R)
Fixons un espace de Levi L € £(R) tel que dG( ,L) # 0. On a une projection Y — Y;;
de AR,F sur AM,F' On a I'égalité

(x o Hy)02%(f;,) = > (ly o Hp) 0% (£; ).

YeAp pi¥=X

La projection dans A du support de cpl: 5(f~ ) est compacte. L’hypothese dg(M, Z) # 0
entraine que ensemble des Y € A5 AF dont la projection dans A 7 appartient a ce compact

et dont la projection dans A 57 est X est fini. La somme ci-dessus n’a donc qu'un nombre
fini de termes non nuls. Il en résulte 1’égalité

3) I, (xo Hyp)02(f,,) = Y MGV, %055 (f;,)).

Yedp piVi=X

. - - : . , Lix v enbd g .
Puisque R # M, on sait par récurrence que la fonction Y +— I7(5,Y, 02" (f; ) est a
décroissance rapide. Donc 'expression ci-dessus est a décroissance rapide en X. D’apres
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(2), il en est de méme de I(7, (1x o ﬁIM)CH%E(f)). En multipliant (3) par e<**> et en
sommant en X, on obtient

So eMOINE, (Lo Hy ) 055 (£,) = 76, 0057 (F,.,)):

XE'AM,F

D’ou, grace a (2),

Les propriétés voulues du terme de gauche résultent des mémes propriétés du membre
de droite, qui sont connues par récurrence. []

3.7 Une propriété d’annulation

Soient f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)) et 7 € Dyepp(M(F),w) @ Mes(M(F))*. La

fonction A — IM(%, S\,CQ%S(f)) a les mémes propriétés qu’en 1.8 et on reprend pour
cette fonction les constructions et notations de ce paragraphe.

Proposition. Supposons M #+ G et supposons que 7 est elliptique. Pour tout Se P(M),
fixons un point vz comme en 1.3. Supposons ce point "assez positif” pour S, cette notion
dépendant de la représentation 7. Alors on a I’égalité

S ws(X) I (7, 5, X, 05 (£) = 0
SeP(M)

pour tout X € AM,F'

Preuve. On reprend les notations de la premiere partie de la preuve du lemme
3.6. En vertu des égalités 3.6(1) et 3.1(1), on peut fixer M’ = (M, M',({) et 5§ €

FZ(MFO 17 G Trd tel que G’ (3) soit elliptique et prouver 1’égalité
¢ q ptiq p g
(1) ws(X)S™ (Far, vg, X, 2S5 (£99)) = 0.
SeP(M)

Comme on l'a dit dans la preuve du lemme 3.6, les termes intervenant sont nuls si
X & Ay r N Ay . On peut donc supposer que X appartient a cette intersection. La
proposition 2.4 nous dit alors que 'on a une égalité

> wa(x)sM

SrepC () (M)

/

(Fin, vg, X, SO (£€9))) = 0,

Le méme calcul que dans la preuve de la proposition 2.4 montre que cette égalité est
équivalente a (1). O
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3.8 Egalité de deux applications linéaires
Proposition (4 prouver). Soient f € I(G(F),w)® Mes(G(F)). On a I'égalité

O (£) = 0% (f).

Cette proposition sera prouvée en 4.3 dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et
a torsion intérieure. Elle sera prouvée en général dans le méme paragraphe, sous une
hypothese qui ne sera vérifiée que plus tard.

3.9 Variante des intégrales orbitales pondérées elliptiques

Soit M/ = (M', M, 5) une donnée endoscopique de (M, M ,a) qui est elliptique et
relevante. Soit § € D;’;Gm reg M) @ Mes(M'(F))" et soit f € I(G(F), w)®@Mes(G(F)).

On pose

IS (M, 6, f) = 3 i (G, G(3))8S ) (8,856,

5eCZ(M)TF0 ) Z(G) F0

Comme toujours, il y a un cas particulier. Si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion
intérieure et si M’ = M, on doit remplacer le terme CSS'[ (1)(5, £f&'M) par €S¢(4,f). Dans
ce cas, on a tautologiquement CIAG;I’g(M, 8.f) =<I%(4,f).

Le terme ainsi défini jouit des mémes propriétés que le terme [E’E(M’ ,0,f) défini
en [II] 1.12. En particulier les propriétés démontrées en [II] 1.13, 1.14 et 1.15 valent
aussi pour nos nouveaux objets. On peut alors poser la méme définition qu’en [II]
1.15. C’est-a-dire, fixons un ensemble E(M ,a) de représentants des classes d’équivalence
de données endoscopiques de (M, M ,a) qui sont elliptiques et relevantes. Soit v €

D psom.G—reg(M(F),w) @ Mes(M(F))*. On peut I'écrire sous la forme
(1) v = Z transfert(dm),
M'e&(M,a)
avec des O\ € Dziom é—reg(Ml) ® Mes(M'(F))*. On pose
c7G.E c7GE
ISS(y ) = > I (M, S, f).
M'e&(M ,a)

La décomposition (1) n’est pas unique mais le terme ci-dessus ne dépend pas de la
décomposition choisie.

La propriété de compacité 1.9(2) se propage a notre distribution c[g’g('y, ).

Proposition (a prouver). Pour tout v € Dgéom,éfreg(l\;[(F),w) ®@ Mes(M(F))* et

tout f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on a I'égalité
TEE(, £) = I (v, ).
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Cette proposition sera prouvée en 4.3 dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et
a torsion intérieure. Elle sera prouvée en général dans le méme paragraphe, sous une
hypothese qui ne sera Vériﬁée que plus tard
dans G. Cela parce qu'une définition correcte pour les éléments ne vérifiant pas cette
propriété nécessite l'introduction du systeme de fonctions BY de [II] 1.11. Cela compli-
querait grandement les choses alors que les distributions a support fortement régulier
suffiront aux applications. Mais, dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion
intérieure, le recours au systéme de fonctions B¢ se trivialise. Dans ce cas, on peut poser
les mémes définitions que ci-dessus et énoncer la méme proposition pour une distribution
~ a support quelconque.

4 Les preuves et ’application ¢;

4.1 Lien entre les intégrales orbitales pondérées stables ou en-
doscopiques et leurs variantes

Proposition. (i) Soient v € D (M(F),w) ® Mes(M(F))* et f € I(G(F),w)®

Mes(G(F)). On a I'égalité

TR E) = Y IR, 074 (D).

LeL(M)

géom,G—reg

(ii) Supposons (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure. Soient § € Dgeom(M(F))@)

Mes(M(F))* et f € I(G(F)) ® Mes(G(F)). On a I'égalité

56 (8,F) = Z SE (85,2965 (F)).

LeL(Mm)
Remarque. L’expression (ii) a un sens puisqu’on sait que les distributions S]%Z(é ,-)
sont stables, cf. [II] théoreme 1.10.

Preuve de (i). Par linéarité, on peut fixer une donnée endoscopique M’ = (M', M’, ¢)
de (M, M, a), elliptique et relevante, et un élément § € Dgeom A Teg(M’) ® Mes(M'(F))

et supposer que vy = transfert(d). D’apres les définitions, I’égalité a prouver devient

(1) TGS, 6,f) = Y TE5(M,6,°055(F)).

LeL(M)

Considérons d’abord le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et ou
M’ = M. Comme on I’a dit, on a tautologiquement 1’égalité

IS (M, 8,f) = I (6, F).
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De fagon également tautologique, les distributions I]é’g(M, d,.) et I ]‘L;I((S, .) sont égales.
L’égalité a prouver prend la forme

2 cIG0.5) = > IE(68.094(r)).
LeL(M)
Si L + M, nos habituelles hypotheses de récurrence nous autorisent a utiliser la pro-
position 3.8 : CHGg(f) = c@f(f). Considérons le cas L = M. Puisque & est stable, la
distribution IM(5, .) est stable et on peut remplacer le terme c@ff(f) par sa projection
dans SI(M(F)) @ Mes(M(F)). L’égalité 3.1(2) n’est qu'une fagon de dire que les pro-
jections dans ST(M(F)) ® Mes(M(F)) def@%"i(f) et de CHAG;[(f) sont égales. On a ainsi
obtenu le méme résultat que dans le cas L. # M, a savoir que 'on peut supprimer les
exposants & figurant dans la formule (2). Alors cette formule devient simplement 1.9(3).

Excluons maintenant le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure et
ou M’ = M. On utilise la définition

“IGF (M, 8,f) = 3 i (G, G'(3)) S (8,£59)).
secz(T 0 2(G)

On a dim(G'(8)sc) < dim(Ggsc) pour tous les § intervenant et on peut utiliser par
récurrence le (ii) de la présente proposition. En utilisant les mémes notations que dans
la preuve de la proposition [II] 2.6 (dont la présente preuve est une variante), on obtient

cyG ; N A L; c (5 "3
ITE(M,6,f) = > (GG Y Shi(e,esen O (ES D)),
5eCZ(N)TF0 ) 2(G)TF Liecd® (1)

On regroupe les paires (3, L.) selon l'espace de Levi L de G déterminé par 'égalité

A; = Aj,. On obtient

ISEML 8 f) = Y 3

Lec(m ) 3eCZ (M) F 9/Z( YF 0 ,L/(3) elliptique
>, (G, G (D) Syp” (8,500 1 (£9'D)).
fe§Z(ﬁ)FF’é/Z(G’)FF 0

On a I’égalité

i (G, G'(T)) = i (L, L' (3))ig ) (G, G (D))
et 'expression ci-dessus devient
TEEM, 6, f) = Y > iy (L, L'(3))
LeL(M) 5e¢Z(NM)TF0 ) 7(L)TF0
L S c G
S (GG @) (6, oL (£9D)).
T€3Z (L) F0 12 (G)T R0

Pour tous L et s, on reconnait

> (GG OIS ET) = 67 WE), 1) = (65 ()M O.

Te3Z(L)F0 /7 (G)TF:o
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L’expression plus haut devient

TEEM 6. 6) = ) 3 i (L, E(3)) 5598, (69 (£))V D).

LeL(NI) 5e¢z(N1)TF )z (L) 0

Par définition, pour tout L, la somme en § n’est autre que

L5 (M, 8,05 (1)).

S

Alors I'expression ci-dessus devient simplement la formule (1) qu’il fallait prouver. Cela
prouve le (i) de I'énoncé.

Preuve du (ii). Maintenant (G,G,a) est quasi-déployé et & torsion intérieure. On
identifie 4 a un élément de D5, (M) ® Mes(M(F))*. On a prouvé l'identité (1) (pour
M’ = M) par une méthode spécifique. Mais on peut aussi reprendre le calcul du cas
général. Comme toujours, il y a un terme auquel on ne peut plus appliquer par récurrence
I’égalité du (ii) de I’énoncé. C’est celui indexé par s = 1. On le remplace par le membre de
droite du (ii) de I’énoncé plus la différence X entre le membre de gauche et ce membre de

droite. Le calcul se poursuit, la seule différence est I’addition de ce terme X. On obtient

c7G.E L& cpG.E
ISEML 6 £) =X + > I:5(M,8,°074(f)).
LeL(M)
Puisqu’on a déja prouvé I'égalité analogue sans le terme X, cela implique X = 0, ce que
I’on devait prouver. [

4.2 Preuves des propositions 2.2 et 2.5
On suppose (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure. Soit f € I(G(F)) ®

Mes(G(F)) dont I'image dans SI(G(F)) ® Mes(G(F)) est nulle. On veut prouver que
C é P S Y * c G~ —

SO (f) = 0 et que, pour tout 6 € D3l (M(F)) ® Mes(M(F)) , on a “Sy(d,f) = 0.
Le lemme 2.3 et nos hypotheses de récurrence assurent que (“S6< (f))z = 0 pour tout
espace de Levi propre R de M, autrement dit CS@%(f) est cuspidale. Pour L € L£(M),

avec L + M, nos hypotheses de récurrence assurent que cSeg(f) = 0. Pour d comme
ci-dessus, la formule de la proposition 4.1(ii) se simplifie en

(1) ©89(8,f) = SM(8,°50% (f)).

On utilise la propriété de compacité 1.9(2) dont on a dit qu’elle se propageait a la
distribution de gauche ci-dessus : le terme est nul quand le support de § ne coupe pas
QY pour un certain sous-ensemble compact € de G(F). Il en résulte que €SO (f), qui
est a priori un élément de SI.(M(F))® Mes(M(F)), est & support compact”, c’est-
a-dire appartient & ST(M(F)) ® Mes(M(F)). Il en résulte que, pour 7 € D (M(F)) ®
Mes(M(F))*, la fonction A — S™ (7, S\,CSG%(f)) n’a pas de pole. Ses coefficients de
Fourier S™ (7, v, X, CSQAG;I(f )) sont donc indépendants du point v € A7, Dans la formule
de la proposition 2.4, on peut remplacer chaque vg par 0. Puisque 2567’(1‘;1) wg(X) =1
pour tout X, on obtient que SM (7,0, X, cSQAG;I(f)) = 0 pour tout X. Par inversion de

Fourier, SM(%,CSHJ%(f)) = 0. Un élément cuspidal de ST(M(F)) ® Mes(M(F)) annulé
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par les distributions SM(fr,:) pour tout 7@ € D%,(M(F)) ® Mes(M(F))* est nul ([M]
corollaire 4.2(i)). Donc “S8% (f) = 0, ce qui prouve la proposition 2.2. Le membre de

droite de (1) est maintenant nul, donc aussi celui de gauche. Cela prouve la proposition
2.5.

4.3 Preuve conditionnelle des propositions 3.8 et 3.9

Ici (G, G, a) est quelconque mais on pose 'hypothese suivante : 3

(1) pour tout v € D gy yeg(M(F),w) @ Mes(M(F))* et tout f € I(G(F),w) ®
Mes(G(F)), on a I'égalité ~ )

1SS (v, £) = IS (. £).

Soient v et f comme ci-dessus. Considérons le membre de droite de la formule du (i)
de la proposition 4.1. Pour L € £(M), la distribution IAL;I"S(')/, .) est égale a I]‘L;I('y, .) soit
par hypothese de récurrence si L # G, soit par I'hypothese (1) si L = G. Si L # M, on
a aussi CQ%”S(f ) = Ceg(f ) par nos hypotheses de récurrence. La formule devient

TEE B = Ty, 0SS )+ S Th (o)
LeL(hr), L4101

En comparant avec 1.9(3), on obtient

(2) LGy, B) — IG5 (v, £) = [V (v, ),

ou ) )
© = 0L (F) — 0L (F).

La propriété de compacité 1.9(3) se propage comme on ’a dit au membre de gauche de

(2). Il en résulte que ¢, qui est a priori un élément de Io.(M(F),w) ® Mes(M(F)), est
7a support compact”, c’est-a-dire est un élément de I(M(F),w) @ Mes(M(F)). Pour
une w-représentation elliptique 7 de M (F), la fonction A — I™ (7, X, ) n’a donc pas de
pole. Ses coefficients de Fourier 1 M (7, v, X, ) ne dépendent donc pas du point v € Al

Par construction, on a

M7, v, X, @) = I (7,1, X, 65, (£)) — IV (7, v, X, 955 (£)).

On utilise les propositions 1.8 et 3.7 qui nous disent que

D wg(X)IM(F,vg, X, ) =0
Sep(M)
pour tout X. Comme dans le paragraphe précédent, on peut remplacer les points vg
par 0 et conclure que IM(fT,O,X, @) = 0 pour tout X. Par inversion de Fourier, on
obtient 1M (7, ) = 0. Par ailleurs, les lemmes 1.6 et 3.5 et nos hypotheses de récurrence
impliquent que ¢z = 0 pour tout espace de Levi propre R de M, c’est-a-dire que ¢
est cuspidale. Etant annulée par la distribution [ M (7,.) pour toute w-représentation
elliptique 7 de M(F'), cette fonction est nulle. Donc

6% (£) = 657 (6),



ce qui prouve la proposition 3.8.
La fonction ¢ étant nulle, 1'égalité (2) entraine

c71G c7G.E
I]\}[(’va): IM (’va)a

ce qui prouve la proposition 3.9.

Dans le cas o (G, G, a) est quasi-déployé et & torsion intérieure, 'hypothese (1) est
le théoreme [II] 1.16(ii), que l'on a déja prouvé. Donc les propositions 3.8 et 3.9 sont
prouvées inconditionnellement dans ce cas. Comme on I'a dit, la restriction que d est a
support fortement régulier dans Gi ne sert qu’a éviter dans le cas général I'introduction
du délicat systeme de fonctions BE. Dans le cas quasi-déployé et a torsion intérieure, ce
systeme de fonctions est trivial, la preuve vaut aussi bien pour d quelconque.

4.4 L’application ¢;;

On a défini en [III] 6.3 des triplets particuliers (G, G, a). Considérons un tel triplet. Le
groupe G est simplement connexe et quasi-déployé. On note © l'ensemble des éléments
semi-simples 1 € é(F) tels que ad, conserve une paire de Borel épinglée définie sur F'.
On a vu en [III] 6.3 que ces éléments sont contenus dans un nombre fini de classes de
conjugaison stable. On définit 'espace I(G(F),w)” comme le sous-espace des éléments
f € I(G(F),w) dont les intégrales orbitales sont nulles en tout point v € G(F) dont la
partie semi-simple appartient a une classe de conjugaison stable coupant O.

Si (G, G, a) n’est pas l'un des triplets particuliers définis en [III] 6.3, on pose simple-
ment [(G(F),w)?® = I(G(F),w).

On note naturellement e eusp(M(F),w) le sous-espace des éléments cuspidaux de
Le(M(F),w).

Proposition. I existe une unique application linéaire
€7 I(G(F),w)® @ Mes(G(F)) = ILe.cusp(M(F),w) @ Mes(M(F))

telle que i ] )
IS (7 ) = TS (7. £) = IM (7, e55(F))
pour tout vy € Dygom(M(F),w) @ Mes(M(F))* et tout £ € I(G(F),w)® ® Mes(G(F)).

Preuve. Il est clair que I’application €,; est unique si elle existe. Fixons f € [ (é’ (F),w)"%
Mes(G(F')). Considérons 'égalité

(1) IS5 (7. ) = IS (v, £) = IM(~, ).

Commengons par prouver

(2) pour toute classe de conjugaison stable semi-simple © dans M (F), il existe ¢ €
I(M(F),w)®Mes(M(F)) de sorte que (1) soit vérifiée pour tout v € D M(F),w)®
Mes(M(F))* assez proche de O.

On rappelle qu'on dit que v est assez proche de O si les parties semi-simples des
éléments du support de v sont assez proches de O. On utilise les développements en

géom,éféqui (
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germes des deux termes du membre de gauche fournis par les propositions [I1] 2.3 et [II]
2.6. On a ainsi

3E ¢ 3E¢ LE G L
LeL(M)
Si L # M, on applique par récurrence le théoreme [I1] 1.16(i) : [ié,g = [LG Si L +#G@, on

utilise par récurrence la proposition [II] 2.7 : gffo = g]% - La formule se simplifie en
G.E g G GE ¢
L2 (v, £) = I (v, £) = 19097 (%) = 95, 0 (7). f)

HIGE (G (). 8) = IS (g (). 6).

Les termes g;%('y) et g]% o (7) sont en tout cas des éléments de Dgé0m<0é7 w)RMes(G(F))*

ol 09 est la classe de conjugaison stable dans G(F) contenant O. Si (G, G, a) est 'un
des triplets construits en [I11] 6.3 et si OF coupe ©p, Ihypothese que £ € I(G(F),w)®®
Mes(G(F')) entraine que le premier terme du membre de droite ci-dessus est nul. Si
au contraire (G, G, a) n’est pas I'un de ces triplets ou si cest I'un d’eux mais 0% ne
coupe pas O, la proposition [III] 8.5 affirme que 91\7[,0(7) = gMO('y). Le premier terme
ci-dessus est donc encore nul. L’égalité se simplifie en

(3) ISy, £) — IS(7.£) = IS (g (3).£) — IS (g2 (). £).
Choisissons une fonction ¢ € I(M(F),w) ® Mes(M(F)) telle que
1Y (r.9) = I (7. £) ~ I (m.6)

pour tout T € Dyeom (O, w)@Mes(M(F'))*. C'est possible puisque Dggom (O, w)@Mes(M(F))*
est un sous-espace de dimension finie du dual de (M (F),w)®@Mes(M(F')). Cela entraine
en particulier que

(g (1) @) = 195(gM (9). 6) — IS (g2 (). ).

Par le développement en germes de Shalika ordinaires, le membre de gauche ci-dessus
est égal & IM (v, ) pourvu que = soit assez proche de O. Alors I'égalité (3) devient (1).
Cela démontre 'assertion (2).

Prouvons que

(4) il existe un sous-ensemble compact Q C M (F) et une fonction ¢ € I.(M(F),w)®
Mes(M(F)) de sorte que 'on ait égalité (1) pour tout 4 € Dysom (M (F),w)@Mes(M(F))*
dont le support ne coupe pas QM.

On utilise la relation 1.9(3) et la proposition 4.1(i). On obtient 1'égalité

I () = TG (. £) =I5 (. £) = “T5(7, )
-2 L) — I (o OE (D)

LeL(M),L#G
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On peut utiliser le théoreme [II] 1.16(i) par récurrence puisque L # G : on a [ ]‘L;I’g =1 ]’:J;[ Si
L # M, on peut aussi utiliser la proposition 3.8 : C@g’g(f) = Ceg(f). L’égalité se simplifie
en i i i . i
(5) I]\G:/[’g(77 f) - IAGZ(77 f) = CI]\G;[’E(’Y? f) - CI]\GZ(’Ya f) + IM(77 (70)7
ou N )
o = 0%2(6) 0% (5).

Cette fonction ¢ est bien un élément de I,.(M(F),w) ® Mes(M(F)). La propriété de
compacité 1.9(2), qui se propage au premier terme du membre de droite de (5), assure
I’existence d’un sous-ensemble compact Q de M (F) tel que les deux premiers termes de
ce membre de droite soient nuls si le support de 7 ne coupe pas QM. Cela prouve (4).
On peut évidemment supposer QM ouvert, fermé et invariant par conjugaison stable.

Par partition de I'unité, ’assertion (2) permet de construire une fonction ¢ € I(M(F),w)®
Mes(M(F)) telle que (1) soit vérifiée pour tout v € Dgéomgpéqm(M(F), w)@Mes(M(F))*
a support contenu dans QM. 1’assertion (4) construit une telle fonction telle que (1) soit
vérifiée pour tout v € Dygom(M(F),w) ® Mes(M(F))* & support disjoint de QM. En
recollant ces deux fonctions, on obtient une fonction ¢ telle que (1) soit vérifiée pour
tout v € Dgéomﬁ_équi(M(F),w) ® Mes(M(F))*. Montrons que 'on peut supprimer la
restriction sur le support de 4. Pour cela, il suffit de fixer une classe de conjugaison
stable semi-simple © dans M(F) et de prouver que la relation (1) est encore vérifiée
pour ¥ € Dyeom (O, w) ® Mes(M(F))*. Pour de tels O et ~, on peut choisir 4" a support
fortement régulier dans G et proche de @ de sorte que 95 oY) =, cf. [ 2.1(1). La
relation (3) appliquée a ce 4’ nous dit que ,

[]\C”;g(’yl7 f) - ]]\C;[('Y/7 f) = []\CZ,E(’Yv f) - []\C;[(77 f)
De méme, on a i i
M @) =1"(v, ).

Puisque les membres de gauche des deux égalités précédentes sont égaux, ceux de droite
le sont aussi. 5

On a ainsi construit une fonction ¢ € I,.(M(F)) ® Mes(M(F)) pour laquelle (1) est
vérifée pour tout v € Dggom (M (F),w) ® Mes(M(F'))*. Soit R un espace de Levi propre
de M et T € Dyeom(R(F),w) ® Mes(R(F'))*. Les relations de descente du lemme [II]
1.7 et de [IT} 1.15(1), jointes & nos hypotheses de récurrence, assurent que le membre
de gauche de (1) est nul pour v = 7M. Donc I™ (7™ ) = 0. Cela assure que ¢ est
cuspidale. [] )

Il résulte de la preuve que, pour tout f € I(G(F),w)*®@Mes(G(F)), la fonction e (f)

est la somme de c@ff(f) — CGAGZ(f) et d’une fonction a support compact, c’est-a-dire d’un
élément de I(M(F),w) ® Mes(M(F)). Il résulte alors de 1.8 et 3.6 que

(6) la fonction €, (f) est de Schwartz;

(7) soit 7 € Diemp(l\;[(F),w) ® Mes(M(F))*; alors la fonction~5\ — INM(fr, A e (£))
définie sur i.A% / ZAVM » se prolonge en une fonction rationnelle sur Ah o/ Z.AX/[ 3 ses poles
sont de la forme décrite en 1.8(2).
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