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Sous-Groupes de Génération Compacte des Groupes de Lie Résolubles

Gaél Meigniez

Soient G un groupe de Lie (dans cet article, ces mots signifient ”groupe de Lie réel connexe”) et T
un sous-groupe de type fini . Supposons I' uniforme, c’est-a-dire qu’il existe une partie compacte K de
G tel que 'K = G . Mais ne supposons pas I discret — les questions débattues ici sont triviales quand T’
est discret .

Choisissons pour T une partie génératrice finie G . On appelle trace d’un mot Y1, 00y € GUGTT
Pensemble des n + 1 produits partiels 1, 1 , 7172 , ..., ¥1-.7n -

Définition — T est de génération compacte dans G si pour toute partie compacte K de G il existe
une partie compacte K’ de G tel que tout élément de ' K puisse étre écrit comme un mot dont la trace
est contenue dans K' .

On vérifie facilement que cette propriété ne dépend pas du choix de la partie génératrice finie G .

Le but de cet article est d’établir un critére pratique pour reconnaitre les sous-groupes de génération
compacte dans les groupes de Lie résolubles .

La notion de génération compacte a été d’abord définie par A. Haefliger dans le cadre plus général
des pseudogroupes d’isométries : voir [Hae2] . La définition dans le cadre restreint des sous-groupes d’un
groupe de Lie, que nous avons énoncée ci-dessus, a été obtenue par Y. Carriére dans ses travaux sur la
dynamique transverse des feuilletages riemanniens : [Cl1], [C2] .

L’intérét porté a cette notion a sa source dans I’étude des G-feuilletages de Lie des variétés com-
pactes . On trouvera en appendice & ce papier quelques éléments sur ces objets . A chacun d’eux est
attaché son groupe d’holonomie , qui est un sous-groupe de type fini uniforme dans G . Le probléme
central dans la classification de ces feuilletages est d’établir la liste des sous-groupes de G qui apparais-
sent comme groupe d’holonomie de I'un d’eux . La génération compacte intervient comme une condition
nécessaire :

Proposition (Haefliger) — Si ' est le groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de Lie d’une variété
compacte, alors il est de génération compacte dans G .

Question (Haefliger) — La réciproque est-elle vraie ?

Ce sont cette proposition (dont on trouvera une démonstration dans Pappendice B) et cette question
ouverte (que nous ne résolvons pas) qui motivent la présente étude .

La lecture de cet article ne suppose aucune connaissance des feuilletages de Lie, qui n’en sont pas le
sujet . Le lecteur qui ne feuillette guére préférera peut-étre retenir comme motivation le cas particulier
suivant de la proposition précédente :

Supposons un autre groupe de Lie H contenant un sous-groupe discret cocompact (c’est-a-dire uni-
forme) Iy, et un homomorphisme surjectif p de H sur G . Alors (T g ) est de génération compacte dans
G . En d’autres termes, la génération compacte est une condition nécessaire pour étre l'image d’un sous-
groupe discret cocompact d’un autre groupe de Lie . Cependant I'un des corollaires du présent travail
sera que cette condition n’est pas suffisante (exemple VI.5) .

Notre critére fait intervenir les racines de G . Désignons par g et d 1’algebre de Lie et la dimension de
G . Rappelons que le théoréme de Lie pour les groupes résolubles énonce que Palgébre de Lie complexe
C ®r g admet une suite de Jordan-Holder d’idéaux, 0 = g C ... C ga = C®r g telle que g;/g;_1 = C .
La représentation adjointe induit d homomorphismes p; : G — autc(gi/gi—1) = C* : les racines de G .

Considérons les sous-groupes G; = exp(g:Ng) C G . Nous dirons que p; est [-critiquesi G; N (T'NG')
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n’est pas contenu dans G;_;(I' N G’)’ (I’apostrophe désigne le sous-groupe dérivé, engendré par les com-
mutateurs) . '

Pour chaque homomorphisme x : G — R continu non nul, on considére le ”demi-groupe” ouvert
x~1(J0, +o0]) , et I'image p;(T' N x~1(]0, +o0[)) qui est un sous-ensemble de C . Si le nombre complexe 1
est combinaison linéaire entiére d’éléments de p;(I' N x~1(]0, +o0[)) , et ceci pour tout homomorphisme
X : G — R continu non nul, alors nous dirons que le triplet (G,T, p;) est unifére .

Noter qu’une combinaison linéaire entiére d’éléments de p;(I') n’est rien d’autre qu’un polynéme de
Laurent & coefficients entiers en les nombres complexes p;(y), ¥ € G — donc la propriété ci-dessus parle
de relations algébriques entre les racines des générateurs de T .

Théoréme A — Soient G un groupe de Lie résoluble et I un sous-groupe uniforme de type fini .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T est de génération compacte .

b) Pour chaque racine p; de G, si p; est T'-critique, alors (G, T, p;) est unifére .

Le lecteur peut se reporter dés maintenant a I’appendice A ol nous traitons en détail plusieurs
exemples d’application de ce critére .

En outre, les questions débattues ici sont étroitement liées & Pinvariant £! introduit et étudié par
Bieri-Neumann-Strebel, voir [BNS] . Nous ne le ferons pas dans cet article, mais en employant nos
méthodes on pourrait montrer que la condition b) peut étre remplacée par la condition suivante :

Pour tout homomorphisme x : G — R. continu non nul, x|r € }(T) .

Apres avoir démontré le théoréme A, nous en déduirons les corollaires suivants . Soient G un groupe
de Lie résoluble et T un sous-groupe uniforme de type fini .

Corollaire VI.1 — Si G est nilpotent, alors T est de génération compacte .

En fait, comme I’a remarqué Haefliger dans [Hael], il résulte des travaux de Malcev (voir [R]) que T
est dans ce cas I'image d’un sous-groupe discret cocompact 'y dans un groupe de Lie nilpotent H par
un homomorphisme surjectif de H sur G .

Plus généralement, on a le :

Corollaire VI.3 — Si I est polycyclique, alors il est de génération compacte . Plus généralement,
si T' contient un sous-groupe polycyclique uniforme dans G, alors T est de génération compacte .

Rappelons qu’un groupe [' est polycyclique s’il s’obtient & partir du groupe trivial par un nombre
fini d’extensions cycliques, finies ou infinies . Dans le cas d’un sous-groupe de type fini de G, cela revient
a dire que son groupe dérivé I'V est également de type fini . Ce corollaire généralise le précédent car un
groupe nilpotent de type fini est toujours polycyclique .

Cependant notre théoréeme montre qu’il y a des groupes de génération compacte qui ne contiennent

point de sous-groupe polycyclique uniforme : voir 'exemple VL5, et a ’appendice A les cas 4 et 5 de
Pexemple A.1 .

Demandons-nous maintenant si dans un groupe de Lie G résoluble non nilpotent, les sous-groupes
de génération compacte sont nombreux”.

Pour chaque n-uplet (vy,...,7,) € G", notons (v, ..., v,) le sous-groupe de G qu’ils engendrent . On
rappelle que pour n assez grand, 'ensemble des (71,...,7,) € G™ tels que (71, ...,7n) est dense dans G
contient un ouvert dense dans G" .

Corollaire VI.4 — On suppose que G n’est pas nilpotent. Alors pour n assez grand, I’ensemble
des (Y1,...,7n) € G™ tels que {71, ..., 7 ) est de génération compacte est un ensemble rare mais dense dans
G" .

Ici rare signifie contenu dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide . Mais si G est un
groupe de Lie algébrique réel, la méme proposition est vraie en prenant rare au sens de Zariski .
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Au contraire la génération compacte est une condition ouverte lorsqu’on déforme le sous-groupe T
sans modifier sa structure de groupe abstrait . De fagon ‘précise, munissons I' de la topologie discréte et
hom(T', G) de la topologie usuelle (celle de la convergence simple) . L’inclusion id de T dans G est un
point de cet espace .

Corollaire VI.6 — Si I est de génération compacte dans G, alors pour tout ¢ € hom(T',G) assez
proche de id, le groupe #(T) est de génération compacte dans G .

Ce travail n’aurait pas existé sans les conversations ol Etienne Ghys m’a expliqué la problématique
des groupes de génération compacte . J’ai également profité de discussions fructueuses et stimulantes
avec André Haefliger . Je les remercie de lintérét qu’ils ont accordé & ce travail . Je remercie aussi Yves
Benoist qui a bien voulu me guider dans les groupes de Lie résolubles, et 'Institut de Mathématiques de
I’Université de Genéve de sa chaleureuse hospitalité .

I — Préliminaires
Notations

Dans tout groupe G, nous noterons 1 1’élément neutre . Par convention ce sera la valeur de tout
produit a 0 facteurs d’éléments de G .

Quels que soient o, 3 € G, nous noterons :

o’ = fap~!
[0, 8] = afa=tp"!
Quels que soient A, B C G, nous noterons :
AB = {af/a € A et € B}
Al ={a"/a € A)
AP ={af/a€ Aet B e B)
[A, B = {[a, 8]/a € A et 8 € B}

Nous noterons (A) le sous-groupe de G engendré par A .

Nous noterons (A)p ’ensemble des v € G qui s’écrivent d’une maniére au moins comme un produit :
7 = aj...an tel que n > 0, que chaque o; € AUA™! et que, pour chaque m € {0, ...,n}, le produit partiel
Q)...a appartient a B .

Nous noterons Z[G] I’anneau du groupe G . Les éléments de Z[G] seront qualifiés de chaines .
On appelle support de ¢ = 2 vec MY € Z[G] Pensemble spt(c) = {v€G/ny #0}. Tout
homomorphisme ¢ de G dans le groupe A* des unités d’un anneau A s’étend de fagon unique en un
homomorphisme d’anneaux de Z[G] dans A, encore noté ¢ .

Nous noterons G’ = ([G,G]) le sous-groupe dérivé de G et G = (G")" le deuxiéme sous-groupe
dérivé . La notation G*) désignera le k-iéme terme de la suite centrale descendante, définie par G©©) = @
et G+ = (IG™,q)) .

Si G est un groupe de Lie, nous noterons K (G) I'ensemble des parties compactes de G et hom(G, R)
(respectivement hom(G, C*)) I'ensemble des homomorphismes continus de G dans R. (respectivement C*)

Triplets uniferes

Soient G' un groupe de Lie résoluble, T un sous-groupe uniforme — qui peut ne pas étre de type fini,
et M un I'-module — c’est-a-dire un module sur ’anneau Z[1] .

Soient ¢, ¢’ deux éléments de Z[I'] . Nous dirons que ¢ opére comme ¢’ sur M sic-m = ¢ - m pour
tout m € M . Nous dirons que ¢ opére identiquement sur M si elle opére comme 1 . Nous dirons que ¢
annule M si elle opére comme 0 .




Définition 1.1 — Le triplet (G,T', M) est unifére si, pour tout x € hom(G,R) non nul, il existe
¢ € Z[T'] a support dans x~1(]0, +00[) qui opére identiquement sur M .

Par exemple, si M est un I'-module trivial, c’est-a-dire si y¥-m = m quels que soient v e T et m € M,
alors (G,T', M) est unifére .

Tout homomorphisme p : I' — C*, munit C d’une structure de I'-module : v -z = p(7)z . Nous
noterons C, ce I'-module, et nous dirons que (G, T, p) est unifére pour dire que (G,T',C,) est unifére .
On retrouve ainsi la définition de Iintroduction .

II — Quatre lemmes concernant les triplets uniféres

Soient G un groupe de Lie résoluble et I' un sous-groupe uniforme — qui peut ne pas étre de type
fini .

Notre premier lemme et ses corollaires sont des remarques élémentaires que nous emploierons beau-
coup dans la démonstration du théoréme A .

Lemme II.1 — Soit une suite exacte courte de I'-modules :
0—>M1——>M2——>M3—*0

(G,T, My) est unifére si et seulement si (G,T', M) et (G,T, M3) le sont .

Le sens ”seulement si” est évident . Si réciproquement (G,T, M) et (G,T, M3) sont uniféres, c’est-
a-dire que pour chaque x € hom(G, R) non nul il existe ¢y, c3 € Z[I'] & support dans x~!(]0, +00[) tels
que c; opére identiquement sur M; ainsi que c3 sur Mz, alors 1 — ¢; annule M; et 1 — c3 annule Mg, si
bien que (1—c¢;)(1—c3) = 1—(c1+c3—cic3) annule My, et donc ¢y = ¢; + ¢3 — ¢;¢3 opére identiquement
sur M, . Comme x~!(]0, +o0[) est un sous-monoide de G, il est clair qu’il contient le support de c5 .

Corollaire I1.2 — La condition b) du théoréme : ”pour chaque racine p; de G, si p; est I-critique,
alors (G, T, p;) est unifére” est équivalente 4 la suivante : *(G,T,(F'NG")/(T NG")') est unifére” .

En effet, les I-modules M; = ([ NG’ N G;)/(T N G’") forment une suite de composition de (T' N
G/ (NG .

Quand p; n’est pas I'-critique, le quotient M;/M;_; est nul .

Quand p; est T-critique, M;/M;_; est un sous-module non nul de Gi/G;i-1, qui est un quotient de
(9iNg)/(g9i-1Ng), qui est un sous-module de g;/g;_1, qui est isomorphe a C,, : il est clair que (G, T, p;)
est unifere si et seulement si (G,T', M;/M;_;) est . Le corollaire résulte donc évidemment du lemme II.1
et d’une récurrence sur d . :

Nous emploierons plusieurs fois la remarque suivante, qui résulte trivialement du lemme 11.1 .

Corollaire I1.3 — Soient A, B, U, V, X cinq sous-groupes normaux de T, telsque ACU CV C B
et AC X C B et queV/U, X/A, B/X sont abéliens . Si (G,T, X/A) et (G,T', B/X) sont uniféres, alors
(G,T,V/U) est unifére .

Notre deuxiéme lemme est de nature géométrique et donne un nouveau sens au mot ”unifére”; il

forme, avec le lemme de relévement, le cceur de la démonstration de I'implication b) = a) du théoréme
A



Lemme I1.4 — Soit M un T-module quelconque. (G,T', M) est unifére si et seulement si il existe
K € K (G) tel que quel que soit ¢ € Z[I'], il existe ¢’ € Z[T'] a support dans KG' et qui opére comme ¢
sur M . :

Le sens ”si” est facile & démontrer mais nous ne Iemploierons pas . Démontrons le sens ”seulement
s1” qui est le véritable contenu de ce lemme .

Notons Ga; = G/G’ et p: G — Ggp la projection canonique et T le sous-groupe compact connexe
maximal de G4 et V le quotient Gay/T et ¢ : Gap — V la projection canonique et r = gop:G—V . Mu-
nissons V', qui est isomorphe & un espace vectoriel réel de dimension finie, d’'un produit scalaire euclidien
quelconque, noté (v, w) + v -w . Notons ||v|| = \/v- v la norme associée et Brp={veV /|v|<R}
la boule de rayon Ret S={ v €V /||v|]| =1} la sphére unité .

Pour chaque ¢ € Z[I'], considérons dans S le sous-ensemble ouvert -

Se={ve€S/v-w>0 pour tout w € r(spt(c)) }

La propriété ”(G,T', M) est unifere” signifie que quand ¢ parcourt I’ensemble des chaines qui opérent
identiquement sur M, les ouverts S, recouvrent S . Extrayons-en un recouvrement fini : S = Se,US,, U
-+US;, . En d’autres termes il existe un réel ¢ > 0 tel que :

Quel que soit v € S il existe i € {1,...,n} tel que quel que soit w € r(spt(c;)) on ait v-w > € .

On considére maintenant la fonction ”produit scalaire avec v” comme la fonction de Busemann
attachée a la demi-droite de V portée par v . En d’autres termes, on remarque que quels que soient v € S
et wé€Vona:

Cvow=lmpogo R— ||Rv — w|

De plus cette limite est croissante . On en déduit aisément que si R est assez grand alors dans la
propriété énoncée précédemment on peut remplacer v - w par R — ||Rv — w]| :

Il existe Ry € R tel que quel que soit R > Ry et quel que soit v € S, il existe i € {1,...,n} tel que
quel que soit w € r(spt(c;)) on ait R — ||Rv — w|| > ¢ .

Soit v un élément quelconque de T' . Supposons que ||r(y)|| > Ro . Notons R = ||*(7)|| . Nous allons
voir qu’il existe une chaine a support dans r~Y(Bgr—¢) qui opére comme v sur M .

Le vecteur v = —r(y)/R appartient & S, donc il existe i € {1, ..., n} tel que quel que soit w € r(spt(c;))
on ait R — ||Rv — w|| > ¢ . En d’autres termes r(spt(c;)) est contenu dans la boule de centre Rv et de
rayon R—e¢ . Translatons du vecteur 7(y) = —Rv : I’ensemble () + r(spt(ci)) = r(spt(yei)) est contenu
dans la boule de centre Rv — Rv = 0 et de rayon R— ¢ . Comme c; opére identiquement sur M, la chaine
yc; opére comme v sur M .

En appliquant répétitivement ce procédé, on obtient que pour toute chaine c, il existe une chaine 3
support dans 7~1(Bpg,) qui opére comme ¢ sur M . Prenons pour K" une partie compacte de G telle que
p(K) contient ¢~1(Bg,) : le saturé K G’ contient r~!(BR,), ce qui démontre le lemme 11.4 .

Remarque concernant le lemme I1.4 — La méme construction Joue un réle important dans I’étude
de I'mvariant £! des groupes métabéliens : [BS], lemma 1.1 .

Notre troisieme lemme et ses corollaires sont des remarques ¢lémentaires . Ils montrent comment dans
certaines situations simples décider si (G, T, p) est unifére ou non par simple examen de p(T'), sous-groupe
de C* .

Lemme I1.5 — Soit une suite exacte courte de groupes de Lie résolubles :
1—->G1‘—->G2£>G3—>1
(On ne suppose pas Gy connexe) .
Soient ¥ un sous-groupe de Gy et p € hom(G3, C*) . On suppose que XN G, est uniforme dans Gy .
Alors (Ga, X, p o p) est unifére si et seulement si (Gs,p(X), p) est unifere .

Le sens "seulement si” est évident . Démontrons le sens ”si” . Soit X un élément quelconque non nul
de hom(Gy, R) . 1l y a deux cas .

Premier cas : G C ker(x) . 1l existe donc ¥ € hom(Gs, R) tel que X =y op. Comme (Gs3,p(X), p)
est unifere, il existe ¢ € Z[p(T)] tel que spt(c) C ¥=1(]0, +oof) et p(c) = 1. Notons-la ¢ = EUEP(E) O

5




Choisissons un élément ¢’ dans chaque fibre £ N p~1(0) et posons ¢’ = ZGEP(E) nyo' : c’est un élément
de Z[X] tel que spt(c’) C x~1(]0, +oo[) et pop(c) =1 .
Second cas : G ¢ ker(x) . Comme ¥NG est uniforme dans G, il existe un élément o de ZNG; qui
appartient aussi & x~1(]0, +o0[) . La chaine ¢ = o € Z[L] est & support dans x~1(]0, +00[) et pop(c) = 1.
Conclusion : (G2, X, po p) est unifere .

Rappelons qu’une unité algébrigue est un nombre complexe non nul qui est un entier algébrique sur
Z, et dont l'inverse est aussi un entier algébrique sur Z .

Corollaire I1.6 — Soit p € hom(G, C*) .

SI tous les éléments de p(T') sont des unités algébriques, alors (G, T, p) est unifére .

Si (G, T, p) est unifere et si p(T) est un groupe cyclique (fini ou infini), alors tous ses éléments sont
des unités algébriques .

Supposons d’abord que les éléments de p(T') sont des unités algébriques et démontrons que (G, T, p)
est unifére . Donnons-nous un x € hom(G, R) quelconque non nul . Choisissons un y € I'Nx~1(]0, +o0[) .
Le nombre complexe p(7) est racine d’un polynéme P i coefficients entiers dont le coefficient constant
P(0) vaut 1. Formons la chaine ¢ = 1— P(v) (ici 1 désigne I’élément neutre de ') : on a p(c) = 1 . Comme
c est combinaison linéaire entiére de puissances strictement positives de 7, son support est contenu dans
X100, +o0) -

Supposons maintenant que (G,T,p) est unifere et que p(T) est cyclique, et démontrons que ses
éléments sont des unités algébriques . Quitte a remplacer G par son revétement universel et T par son
Image inverse dans ce revétement, nous pouvons supposer G simplement connexe (lemme 11.5) .

Distinguons deux cas, suivant la nature de p(G) . Les sous-groupes de Lie de C* sont : {1},
{z € C*/|z| = 1} (qui sont compacts), les autres sous-groupes & 1 paramétre, et C* (qul ne sont pas
compacts) .

Premier cas : p(G) n’est pas compact . Posons x = log(|p|) : c’est un homomorphisme continu non
nul de G dans R, donc il existe ¢ € Z[I'] & support dans x~(]0, +oo) telle que p(c) = 1 . Choisissons
v € x71(]0,+oo]) tel que p(7) engendre p(T') et identifions I’anneau de groupe Z[p(T)] a Panneau des
polynomes de Laurent & coefficients entiers, Z[X, X ~!], en posant X = p(y) . Soit P I’image de ¢ dans
Z[X, X~ : il ne contient que des mondmes de degré strictement positif, et P(p(7)) =1 . Ceci montre
que p(7)~! est un entier algébrique . Un raisonnement semblable avec y = — log(|p|) montre que p(v)
est également un entier algébrique .

Second cas : p(G) est compact . Ecartons le cas trivial ol p(G) = {1}, et plus généralement le cas
trivial ot p(T') est fini . On a p(G) = {z € C*/|z] = 1} . Comme nous avons supposé G simplement
connexe il existe y € hom(G,R) tel que p = €'X . Un raisonnement semblable au précédent avec cet
homomorphisme non riu] montre que p(y)~! est un entier algébrique, donc une unité algébrique .

Corollaire II.7 Soit p € hom(G,C*) . On suppose que T Nker(p) est uniforme dans ker(p) .
Alors (G, T, p) est unifére si et seulement si I'une des deux conditions suivantes est vraie :

1) p(G) est compact —c’est-a-dire égal a {1} ou au cercle {z € C*/|z| = 1} .

1) Le nombre complexe 1 est combinaison linéaire entiére d’éléments de p(T)N{z € C*/|z| < 1} . II
est aussi combinaison linéaire entiére d’éléments de p(T) N {z € C*/|z] > 1} .

En eflet, d’aprés le lemme 115, (G, T, p) est unifére si et seulement si (p(G), p(T),id) lest . Or
hom(p(G), R) est réduit & {0} si p(G) est compact, et & la droite vectorielle engendrée par z log(|2})
si p(G) n’est pas compact, ce qui ramene aux conditions i) et ii) .

Exemple I1.8 — Au vu du corollaire précédent on peut se demander si la propriété ”(G,T, p) est
unifere” ne serait pas toujours équivalente a la disjonction des conditions i) et ii), que T' N ker(p) soit ou
non uniforme dans ker(p) . L’exemple suivant montre que ce n’est pas le cas .

Soient G le groupe des matrices 2 x 2 réelles triangulaires supérieures dont les éléments diagonaux
sont strictement positifs, I' le sous-groupe (uniforme, de type fini) engendré par :
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G026 1)

et p l'unique racine non triviale de G, qui & chaque matrice associe le quotient de ses éléments
diagonaux . La condition ii) est vérifiée puisque 1 = 3 — 2 ot 1=2"142"1 Maijs (G, [, p) n’est pas

untifére : soit :
NER
X (0 z)Hlog(x)

On ne peut pas écrire 1 comme combinaison linéaire entiére d’éléments de p(T' N x~1(]o, +00[)) car
ce sont des rationnels de la forme 2737 avec p entier et q entler strictement positif .

Notre quatrieme lemme sera employé dans la démonstration de b) = a), dans le seul cas ot T n’est
pas dense dans G . 1] peut étre omis en premiére lecture .

Lemme IL9. — Soj¢ p un homomorphisme continu de G dans C* . Soit H un sous-groupe
de G fermé, connexe, contenant G, et tel que TH est fermé dans G . Si (G,T,p) est unifere, alors
(H,TN H,p|y) est unifere .

Commencons par le cas ot G est simplement connexe . Alors il existe un homomorphisme continu
T™:G — R" tel que Ker(m) = H et m(I') = Z™ . En procédant par récurrence sur n, on se raméne au
casn=1.

Choisissons un élément el tel quem(¢) =1 . Chaque ¢ € Z[T'] s’écrit donc de fagon unique sous
la forme :

+o0

¢ = Z C,‘fi

i=—o0

ou les ¢; € Z[I'N H] sont presque tous nuls |

Fixons un y € hom(H,R) non nul . L’élément de Z[I' N H] que nous devons exhiber sera le résultant
de deux éléments a, b judicieusement choisis dans Z[I'], et considérés comme des polynémes en £ .

D’apres le lemme 1.4, il existe J € K (G) tel que pour toute chaine ¢ € Z[I'], il existe une chaine
¢’ € Z[T'} a support dans K G’ telle que p(c’) = p(c) . Par ailleurs, comme nous avons pris la précaution de
supposer G simplement connexe, x s’étend en un homomorphisme continu de G dans R, encore noté X -
Soient N un entier plus grand strictement que le maximum de |7|sur KG', et R un réel plus grand que le
maximum de |y| sur KG’. 1] est clair que I'N A est uniforme dans H, choisissons donc un ne€TNH tel
que x(7n) est grand devant N, R et x(¢) — la condition précise est : x(n) > R+ N|x(€)] . Pour chaque
couple d’entiers (p, ¢), soit Cp,g € Z[I'] une chaine & support dans KG’ telle que P(cp,q) = p(€P9%) . On
forme les chaines : -

a=1=E%(en s+ ooy )+ €Ny

b=1~€" " eeni+en_y) + 2N y-2

Soit la matrice carrée 4N x 4N suivante, a coefficients dans Z[LNH:
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(a0 a1 ... asn-1  aaN

ap ag ... aaN_{ N

ag ay ... G2N-1 Q2N
by b oo ban_y ban

bo b oo banog ban

\

Son déterminant n’est pas bien défini, Panneau Z[I'N H] n’étant pas commutatif . Toutefois, notons
m; ; le terme qui se trouve a l'intersection de la i-eme ligne et de la j-éme colonne, et considérons les

chaines :
r= E oMy
OESyN

r = g €My

o#id

ol S4n désigne le groupe symétrique & 4N lettres, ¢, désigne la signature de la permutation o et m,
désigne le produit my 5(1ymM2 o(2) - .- ManN,o(4n) €t id désigne la permutation identique .
L’élément de Z[I' N H] cherché est —n*Vr' .

Montrons d’abord que p(—n*N7') =1 .

On a mig = ag?Vban 2N = %N donc il s’agit de prouver que p(r) =0 .

Soit ’homomorphisme d’anneaux :

h:Z —CX, X Y:icr Loioo plei) X}

Dans h(cp,q) le degré de chaque monéme est compris strictement entre —N et +N ; il en résulte
que dans h(a) (respectivement h(b)) les monomes de plus petit et de plus grand degré sont ag = 1 et
asn X2V = p(n?) X 2N (resp. by = 1 et bay X2V = p(n~2)X?N) . En particulier h(a) et h(b) sont de vrais
polynémes (aucun monome n’est de degré strictement négatif) et ils ont méme degré 2N . Or p(r) est le
résultant de h(a) et h(b) puisque p est un homomorphisme d’anneaux de Z[I'] dans C . Il suffit donc de
montrer que h(a) et h(b) ont une racine commune .

De fait, en notant z = p(&) et y = p(n) on a :

ha)(z) = S1° o0 p(ar)p(E)F = pla) = 1= sV y(aVy + 2=V y~1) +22¥y? = 0
h(b)(2) = TH2 o p(bi)p(€) = p(b) = 1 =Ny~ @ Ny + 2Ny~ +22Vy=2 = 0

Montrons maintenant que —*V ¢’ est a support dans x7'(]0, +00[), ¢’est-a-dire que 7’ est & support
dans x™*(Jx(n~*"), +o0f) .

Chaque élément v du support de r’ appartient au support d’un m, avec ¢ # id, donc s’écrit vy =
V1 ...7aN avec 71 € spt(my o(1)), - - V4N € SPt(Man o(an)) -

Pour chaque i € {1,...,2N}, m; 5(i) = @o(i)—i - Examinons les valeurs de x sur le support de ay .

Le support de ag est {1}, le support de asn est {n*} . Grace & notre choix de 7 le réel x(n?) est
strictement positif . Pour tout k € {1,...,2N — 1}, le support de a; est contenu dans EN-*¥pKG' . Sur
cet ensemble les valeurs de x sont supérieures ou égales & x(n) + (N — k)x(£) — R qui grace a notre choix
de 7 est strictement positif .

En résumé x(7i) > 0, ’égalité n’étant réalisée que pour o(7) =1 .
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Pour chaque i € {2N + 1, 4N}, M; o(i) = bo(i)—iy2n . Examinons les valeurs de X sur le support
de bk . '

Le support de bg est {1} . Grace & notre choix de 7, X(1) = 0 est > x(n~?) . Le support de bon est
{n=?} . Pour tout k € {1,...,2N =1}, le support de b;, est contenu dans EN-kp=1KG’ . Sur cet ensemble
les valeurs de x sont supérieures ou égales & —x(n) + (N — k)x(€) — R qui grace a notre choix de 7 est
>x(n7%) .

En résumé x(v;) > x(n~?), Iégalité n’étant réalisée que pour o(i) =1.

Au total x(v) > 2N x 0+ 2N x x(17%) = x(n=*N) et Pégalité n’est pas réalisée puisque o # id .

Passons au cas général, oil G n’est peut-étre pas simplement connexe . Désignons par p : G — G un
revétement simplement connexe et par / la composante connexe neutre de p~*(H) . 1l est clair que H est
un sous-groupe de G fermé et connexe, qu’il contient G’, et que p~ (D)H = p 1 (TH) est fermé . D’apres
le lemme I1.5, du fait que (G,T, p) est unifere il résulte que (C_?,p‘l(I‘),pop) 'est également . D’aprés
’étude précédente, (H,p~ (I)N H = p TN H), pop|g) lest également . D’une nouvelle application
du lemme IL5, on tire que (H,T N H, p|g) est également unifére .

III — Démonstration de I'implication a) = b) du théoréme A
Fixons G et I' comme dans les hypothéses du théoréme A ; supposons I' de génération compacte .

La démonstration requiert le choix précis d’une partie génératrice finie G pour T' et d’une partie
I-génératrice finie 4 pour IV .

Désignons par T' le sous-groupe de I' formé des éléments dont la classe modulo I est de torsion
dans I'/T” : le groupe quotient I'/7" est donc abélien libre de type fini . Choissons dans I' des éléments
71, -+, Yp dont les classes modulo T forment une base de r/T.

Choisissons aussi dans T des éléments Yp+1:--Yg tels que T/TV est la somme directe des groupes
cycliques engendrés respectivement par les classes de y,41, ..., ¥¢ modulo IV . Nous noterons v; ’ordre de
la classe de v; modulo I .

Autotal T' = (v;,...,7,)T" (rappelons que (715 --,74) désigne le sous-groupe engendré par 71, ...,7,)
donc il existe des éléments de T en nombre finj Yg+1,-7r tels que I' = (y1,...,9,) . Notons :

Gg= {71,-~y7r}
A ={*y®) /1< <y U{n® [ p+1<i<q}Ufm /qg+1<i<r)

“Fixons maintenant un y € hom(G,R) non nul .

Premier pas — Il existe un réel t tel que T' = (I n (G)X_x(]t*m[)) .
(Pour cette notation, se reporter au paragraphe I) . Remarquons d’abord que :

Lemme III.1 — Dans un groupe de Lie résoluble, tout sous-groupe posséde une partie génératrice
relativement compacte .
Cela résulte d’une récurrence facile sur la dimension .

Choisissons donc un K € K (G’) (rappelons que K (G') désigne I'ensemble des parties compactes
de G') tel que I' = (IY N K) . Comme par hypothése T est de génération compacte, il existe un L €
K (G) tel que T N K est contenu dans G)r .

Soit ¢ un réel minorant strictement (L) : alors L est contenu dans x~*(Jt, +oo), donc (G)y, est
contenu dans (G)y~1(r, 400y €t done I’ = (I N (G)x-1(t,400D) -

Nous pouvons évidemment supposer ¢ strictement négatif, et le ferons désormais .
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Deuxiéme pas — I = (AT " X_l(]t'+°°[)) .

Vu le résultat précédent, il suffit de prouver que pour tout mot w ( = suite finie d’éléments de
G UG, qui seront qualifiés de lettres ), si la trace de w est contenue dans x~1(Jt, +o0[), et si I’élément
vw de T représenté par w appartient au groupe dérivé I’ alors 7, € (AT 7 X_l(]t'+°°[)) .

Le raisonnement qui suit est emprunté a4 [BNS] ; nous le reproduisons pour la commodité du lecteur .

Commencons par le cas particulier ol la puissance totale de chaque élément de G dans le mot w
est nulle . Et pour montrer dans ce cas que 7, € ( AT " X~l(]"+°°[)), procédons par récurrence sur la
longueur du mot w .

Quand cette longueur est nulle, 1’élément 7,, est ’élément neutre et ’appartenance est donc triviale .
Supposons donc la propriété vérifiée par tous les mots plus courts que w .

Désignons par £ la plus a gauche des lettres de w dont I'image par x est < 0 . La lettre opposée
&1 doit elle aussi apparaitre dans w, de sorte que w est de la forme winwan lwz , ounp =& ou .
Ecrivons w, comme une suite de lettres : we = &;...6; o s > 0. Donc :

Yo = wi(nérn Y (nban™1) . (n€sn™ w3
Soit encore :
Yo = win, &€ [n,€21€an, €3)€s. .. [n, §sJEsws

Ce qu’on peut encore exprimer ainsi :

Yw = [7’761](01 [na£2]wlgl [naE3]wl€l£2"'[naEa]wlflEEH'ﬁ'_lwlew.B

Les exposants de cette expression sont de la forme w7, ou 7 appartient a la trace de w, . Montrons
que tout élément de cette forme appartient a x~1(]¢, +oo]) .

Dans le cas ol 7 = £, on a x(n) < 0 donc x(w;7) > x(wi1n7) . Or wynT appartient a la trace de w,
donc x{(winT) >t donc au total x(wit) >t .

Dans le cas contraire : 7 = £~ dans le mot w les sous-mots w; et wy sont situés a gauche de &,
donc chaque lettre apparaissant dans w; ou w, est d’image par x strictement positive, donc x(w;7) > 0,
donc x(w ) >1.

Donc dans ’expression ci-dessus chaque facteur de la forme [7,€,]”'" appartient au sous-groupe
(AT N XTH6+eeDy

Reste le facteur vy, w,w, représenté par le mot wywows, auquel nous aimerions appliquer I’hypothése
de récurrence . Sa longueur est bien inférieure de 2 a celle de w ; et la puissance totale de chaque lettre
y est bien nulle . Montrons que sa trace est contenue dans x~*(]t, +00[) . Soit o un élément quelconque
de la trace de wywaws . Il y a trois cas :

Premier cas : o appartient & la trace de w; . Alors o appartient aussi a la trace de w, donc appartient
bien & x~!(Jt, +o0[) .

Deuxiéme cas : o est le produit de w; par un élément de la trace de w, . Nous avons montré plus
haut que tout élément de cette forme appartient bien a x~ (¢, +o0f) -

Troisiéme cas : 0 = wywsT ol T appartient & la trace de w3 . Dans ce cas x(0) = x(winwn~'7)
qui est bien > t puisque wynwan~ ! appartient & la trace de w .

L’hypothése de récurrence entraine donc que ¥y uwyuws € ( A T " X_l(]”'““”[)) . Au total v, €
( AT 0 X764y e quil fallait démontrer .

Ne supposons plus maintenant que la puissance totale de chaque élément +; de G dans le mot w est
nulle . Soit p; cette puissance . Comme v, € I", Ientier y; est nul pour 1 < i < p et divisible par v;
pour p+ 1 < i < g . Considérons le mot w' = wy, {7y, 5+ .47 .

Les générateurs Yp41,..., 7, sont de torsion modulo I" donc ils sont dans le noyau de x . Il en
résulte immédiatement que les valeurs de x sur la trace de w’ coincident avec les valeurs de x sur la
trace de w . De plus la puissance totale de chaque lettre dans w’ est nulle . Donc d’apres I’étude
précédente vy € ( AT N x7'0t4D ) Par ailleurs Yot 77 #r appartiennent a (A ), donc aussi
a ( AT Nx7u4D } qui est un ensemble plus grand. Au total 7, € ( AT " x7Htteol) ) e quil
fallait démontrer .

Troisiéme pas — Il existe une partie finie B de I’ telle que TV = (BT " x (10,4000
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En effet, ' étant uniforme dans G, il existe un v € T tel que x(7) <t . Donc (AN X—l(]"+°°[)) est
contenu dans (AT M X7 (X(MiteoDy quj est égal & ( A4 TN x7100,42D)7) qui est égal & ( BT N X7 (10,400D))
ou B= A"7. '

Quatriéme pas — (G,I', T’ /T") est unifére .

Désignons par v — ¥ la projection de I' sur T/I” et par 8i,..., 3, les éléments de B . Chaque S;
appartient a4 I donc & ( BT " X_l(]°*+°°[)) . En projetant cette relation dans T'/I” et en passant en
notation additive, on obtient qu’il existe des chaines ¢;; € Z[I'], a support dans x~1(]0, 4+00]), telles que :

Bi = 3051 €ii By

( Noter que cette relation ne peut étre la relation triviale B; = B car la chaine 1 n’est pas a support
dans x~'(]0, +oo[) puisque x(1) =0) .

En d’autres termes, si l’on note 6;; I'indice de Krone_cker :
2j=1(6ij = ei)B; =0
Noter que I’action par automorphismes intérieurs de I” sur ['"/T” est triviale, donc que I’action de
I’anneau Z([I'] sur son module I/ passe au quotient par I’anneau Z[I'/T’] ( pour fixer les idées, si par
exemple I'/I” est un groupe abélien libre de rang n, alors son anneau Z[I'/T’] est isomorphe a I’anneau
des séries de Laurent a n variables et & coefficients entiers ) . Désignant par ¢ — ¢ la projection de Z[I']
sur Z[I'/T’] , on a pour chaque i € {1,...,n} la relation linéaire :
Yi=1(8i —¢ij)B; =0
L’anneau Z[T'/T'] étant commutatif, on dispose de la théorie des déterminants : considérons le déter-
minant d = det(é;; — Cij)i<i,j<n - En le développant, on trouve une expression de la formed =1—¢ou ¢
est une combinaison linéaire entiére des ¢;; et de leurs produits deux par deux, trois par trois, ..., n par
n . Comme ces ¢;; sont a support dans x~'(]0, +00[), qui est une partie de G stable par multiplication,
c est aussi a support dans x~1(J0, +o0[) .

Par ailleurs, les n relations linéaires précédentes impliquent que df; = 0 pour chaque i € {1,..,n}.
En d’autres termes ¢f; = i . Comme les 3; engendrent I'/I" considéré comme un Z[I'l-module, il en
résulte que c opére identiquement sur I/T" .

Comme x était quelconque, on a bien prouvé que (G, T, I'"/T") est unifére .

Conclusion — Considérons les inclusions entre sous-groupes normaux de I' : T C IrnaGy c
FNG'CTetI” CTI'CT . Le triplet (G,T',I"/T") est unifére, nous venons de le montrer . Le triplet
(G,L,T/T’) est également unifére, puisque I'/T’ est un I-module trivial . D’apres le. corollaire I1.3, le
triplet (G,T', (TN G")/(T N G')’) est unifere . D’apreés le corollaire 11.2, pour chaque racine p; de G, si p;
est I'-critique, alors (G, T, p;) est unifére .

IV — Le lemme de relévement

L’objet de ce paragraphe est d’établir un lemme de relévement de chemins que nous utiliserons a
plusieurs reprises dans la démonstration de b) = a) . C’est une version sophistiquée de [C2], lemme

2.13.

Tout d’abord nous utiliserons constamment les propriétés suivantes, qui sont des conséquences immé-
diates de la définition de (A)p (voir le paragraphe I) .
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Lemme IV.1 — Soient A, B, C trois parties d’un méme groupe .
a) Si1¢ B alors (A)p =0

b) ()5 C (4) N B

c) (A" =(A)s

d) Si X C (A) est fini alors il existe Y C (A) fini tel que X C (A)y
e) (A)(A)c C (A)pc

f) ((A)p)™! C {A)p-18

8) ({(A)B)c C (A)cn

1l nous faut généraliser la notion de génération compacte au cas d’une partie génératrice éventuel-
lement infinie .

Définition IV.2 — Soit G une partie ( finie ou infinie) d’un groupe de Lie G . Nous dirons que g
engendre compactement (G) si pour tout K € K (G), il existe L € K (G) tel que :
(G NKC{G)

Soit G une partie finie de G . On voit que (G) est de génération compacte exactement quand il est
engendré compactement par G . Et alors, il est engendré compactement par toute autre partie génératrice
finie .

Par contre, si deux parties de G dont I'une au moins est infinie engendrent le méme sous-groupe, ce
sous-groupe peut étre engendré compactement par I'une d’elles mais pas par V'autre.

Lemme IV.3 (de relevement) — Soit une suite exacte courte de groupes de Lie :
l1-H—GLG/H—1

(On ne suppose pas H connexe) .

Soient ¥ un sous-groupe de G, S une partie génératrice de ¥ et A un sous-groupe deXNH . On
fait les hypothéses suivantes :

1) 8 est relativement compacte dans G .

2) p(X) est compactement engendré par p( S ) .

3) A est normal dans X et uniforme dans H .

Alors :
1) Pour tout K € K (G), il existe K' € K (G) tel que :
LNKH CA(S)k
2) Pour tout K € K (G), il existe K" € K (G) tel que :
LNK C(ANK")Y{S)kn
3) Si I'on suppose de plus que A est de type fini et de génération compacte dans H, alors X est
compactement engendré par S .

Démontrons d’abord la premiére conclusion . Fixons K € K (G) . Comme p(X) est compactement
engendré par p( S ) (hypothése 2), il existe K3 € K (G/H) tel que p(X) Np(K) C{p( S))k, -
Montrons d’abord qu’il existe une partie finie D de A et une partie compacte V € K (G) telles que

1) L’élément neutre 1 € V Co-

VS np Y (K,)CV D

Pour cela, choissons Ky € K (G) assez grand pour que p(K3) contienne K; . Comme par ailleurs
A est uniforme dans H ( hypothese 3), il existe K3 € K (H) telle que H = K3A . Soit V' un voisinage
compact de K2K3, qui contienne aussi 1 .

L’ensemble p~1(K) est alors contenu dans V' A . En effet p~1( K1) est contenu dans Ko H = K2 K34,

qui est bien contenu dans V A .
Considérons Kq = V 8§ Np~!(K;) . Clest une partie relativement compacte de p~Y(K;) (ici on

o
emploie ’hypothése 1) . Or p~1(K) est recouvert par les ouverts V 6, oli § décrit A . Donc il existe une
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partie finie D de A telle que K4 est recouvert par les € 6, olt 6 décrit D . Les propriétés i) et i1) sont
bien vérifiées . ]

Nous allons prouver que SNKH C A(SUD “Nk,,ou Ks=VUV DL,

Soit & un élément quelconque de ¥ N KH . Donc p(€) appartient & p(Z) N p(K), donc aussi a
(p( S ))k,, c’est-a-dire qu’il s’écrit comme un mot : p(&) = p(o1)p(o2)...p(on) ol o; € S U S ~! et dont
la trace { p(01...0m) / 0 < m < n } est contenue dans K .

Déduisons-en qu’il existe n éléments 61, ..., 6, de D tels que chaque produit £, = 0161‘10'262“1...0',,,6,;1
appartienne 4 V .

Définissons 6, par récurrence sur m . Le "produit” & = 1 appartient bien a V (point i) . En
supposant que éi,...,6,,_; sont définis et que &,,_; appartient a V, on a p(&m—10m) = p(01...0) qui
appartient & K; . Donc &,,_10,, appartient 4 V S Np~'(K1) . Donc (point ii) il existe un 6,, € D tel
que {m-10m appartient & V6, . Le produit &, = E€m—10m6;;,! appartient bien & V : la récurrence est
assurée .

Considérons le mot 0'161_102(52_1...0',1(5;1 en les éléments de S U D ~! : chacun des éléments de sa
trace appartient & V ou a V D ~! . Donc le produit &, appartient & ( SU D ~1)g, .

Comme 6y, ..., 6, appartiennent & A qui est normal dans £ (hypothése 3), les éléments ¢ et £, sont
congrus modulo A . Nous avons bien montré que £ € A(SUD Yk, .

Enfin, comme D ! est fini et contenu dans ¥, il existe un ensemble fini K¢ C T tel que :

D-lc < S >Ke
(lemme IV.1, propriété d) . Donc, si Pon choisit un K7 € K (G) qui contient S (hypothése 1), on
a: .
SuD-1c (S)Ksuk,
Donc (S UD ~1)k, est contenu dans ((S)x,uk. )k, qui est lui-méme contenu (lemme IV .1, propriété
g) dans (S)k,(k.uk,) - Posons K’ = K5(KsU K7) : on a bien :
YNKHCA(S)k

Quant a la deuxiéme conclusion, fixons K € K (G) . La premiére conclusion nous fournit un
K' € K (G) tel que tout élément ¢ de (S)NK s%écrit € = 66" avec 6 € A et &' € (S)k+ . En particulier
§=¢¢t appartient & KK’ !, donc € appartient & (AN K"){S)k», ou K" = (I\"K’"l) UK’.

Passons a la démonstration de la troisiéme conclusion . Fixons L € K (G) . D’aprés la deuxiéme
conclusion, il existe L' € K (G) tel que TNL C (ANL')(S)r: . Soit D’ une partie génératrice finie de A .
Puisque A est de génération compacte dans H, il existe L € K (H) tel que ANL C (D ’)p» . Comme
D’ est fini et contenu dans X, il existe un ensemble fini L/ C ¥ tel que D’C (S ) (lemme IV.1,
propriété d) . Donc ( D ’)pn C {( S Ypm)rn, qui est lui-méme contenu (lemme IV.1, propriété g) dans
(S)p#pm . Au total ¥ N L est contenu dans (SYrrpw(S)Lr, qui est lui-méme contenu dans (S)prpmp
(lemme IV.1, propriété e) . Nous avons montré que ¥ est compactement engendré par S | ce qui termine
la démonstration du lemme de relévement .

Voici deux premiers corollaires du lemme de relévement .

Proposition IV.4 — Soient N un groupe de Lie nilpotent, G une partie de N relativement com-
pacte, et I' le sous-groupe de N engendré par G . Alors T est compactement engendré par G .

La démonstration se fait bien siir par récurrence sur la dimension de N . Le cas de la dimension
0 est trivial ! Supposons donc la propriété vraie dans tous les groupes de Lie nilpotents de dimension
inférieure . Alors :

Si T n’est pas uniforme dans N, alors I' est contenu dans un sous-groupe fermé connexe strict de N
(voir par exemple [R]), auquel s’applique I’hypothese de récurrence .

Nous pouvons donc supposer que I' est uniforme dans N . Soit alors H le dernier élément non égal
a1 de la suite centrale descendante de N : Pintersection I' N H est uniforme dans H (proposition V.2),
donc contient un sous-groupe A discret et uniforme dans H . Appliquons le lemme de reléevement avec
Y=Tet § =G . Les hypothéses 1) et 3) sont évidemment satisfaites; I’hypothése 2) du lemme résulte
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de notre hypothése de récurrence . De plus A étant un sous-groupe discret cocompact de H, est de type
fini et de génération compacte dans H . Donc (troisieme conclusion) T est compactement engendré par
G : la récurrence est assurée . ’

Proposition IV.5 — Soit p : G; — G+ un revétement de groupes de Lie . Un sous-groupe de
type fini uniforme dans G- est de génération compacte si et seulement si son image inverse par p est de
génération compacte dans G, .

Le sens 7si” est trivial . Pour démontrer le sens ”seulement si” on applique le lemme de relévement
a la suite

1—>ker(p)‘—+G1—>G2——+l

avec pour X 'image inverse de notre sous-groupe dans G1, pour S une partie génératrice finie quelconque
de X, et pour A le groupe ker(p) lui-méme .

Exemple IV.6 — Par contre il peut arriver qu’un sous-groupe de type fini uniforme dans G ne
soit pas de génération compacte mais que son image dans G le soit .
Soit par exemple G; le produit semi-direct R x C, ou P'action se fait par rotations (revétement
universel du groupe des déplacements plans) :
(t1,21)(t2, 22) = (81 + 12, 21 + €21 2y)
Soit G2 = G1/(Z x 0) (groupe des déplacements plans) . Le sous-groupe ((0, 1), (0, ), (¢, 0)) n’est pas
de génération compacte dans G, si 'on a pris soin que e2™* ne soit pas une unité algébrique (théoréme A

et corollaire I1.6) . Mais son image dans G5 est de génération compacte dans G, car elle contient Pimage
de ((0, 1), (0,4)) qui est polycyclique et uniforme dans Gy (corollaire VI.3) .

V — Démonstration de Pimplication b) = a) du théoréme A

Fixons G et T comme dans les hypothéses du théoréme A ; supposons que pour chaque racine
[-critique p; de G, le triplet (G, T, p;) est unifere, et prouvons que I' est de génération compacte .

En premiere lecture, on peut aborder cette démonstration en faisant I’hypothése que T' est dense
dans G : avec cette hypothese, le sous-groupe S introduit ci-dessous n’est autre que G} le résultat du
lemme V.3 est une trivialité; le premier pas de la démonstration devient un cas particulier trés simple de
la propesition IV.4 (un sous-groupe de type fini d’un groupe de Lie abélien est toujours de génération
compacte); le deuxiéme pas devient une simple application du corollaire I1.2 et n’emploie plus le lemme
I1.9; le résultat du quatriéme pas ne fait que répéter celui du troisieme .

Préliminaires — 1. Le principe de cette démonstration est d’appliquer le lemme de relévement 3
une suite exacte courte du type :

1= N<—G—G/N =1

ou N est un sous-groupe de G ferms, connexe, normal, nilpotent, et oi G/N est abélien . Mais pour
appliquer ce lemme, il est crucial que NN soit uniforme dans N . Or il n’y a pas toujours de sous-groupe
N réunissant ces propriétés, voici un exemple ou il n’y en a pas .

Exemple V.1 — G est le produit semi-direct (Rx C)x (R x R), avec la loi :
(21,21, 81,81)(22, 22,59,85) = (21 + €129, 2y + 2™ 12y sy + 52,81 +t3)
Il est immédiat que G’ = RxC x0x0 et que c’est le seul sous-groupe de G fermé, connexe, nilpotent,
et contenant G’ . On remarque par ailleurs que 0 x C x R X 0 est un sous-groupe de G isomorphe 3 R3 .
On choisit dans ce sous-groupe un réseau 4 générique : AN(0x Cx0x0)={0}. Soit I le sous-groupe
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de G engendré par Z x A x Z : il est de type fini, uniforme dans G (sa fermeture est le sous-groupe
R x A x Z ) et son intersection avec G’ n’est pas uniforme dans G’ .

Au contraire dans les groupes nilpotents on a la :

Proposition V.2 (Malcev) — Si ¥ est un sous-groupe uniforme d’un groupe de Lie nilpotent N,
alors pour tout k > 0, %) est uniforme dans N(¥)

(Pour les notations, voir le paragraphe I) . Voir [R], théoréme 2.3, corollaire 1 .

Pour contourner cette difficulté, nous considérerons la composante connexe neutre de la fermeture
de I'G’, que nous noterons S . C’est un sous-groupe de G normal, contenant G, fermé, connexe . Il est
clair que T'S est fermé dans G et que I'N S est uniforme dans S .

Lemme V.3 — I'N S’ est uniforme dans S’ .

C’est un corollaire du résultat de Mostow suivant . Soit R un groupe de Lie résoluble . Un élément
7 de R est régulier dans R quand pour chaque racine p de R, si p(y) = 1, alors p(R) = {1} . On note
R(*®) = ﬂkeNR(k) I'intersection de tous les termes de la suite centrale descendante de R .

Proposition V.4 (Mostow : [Mo], paragraphe 5, lemme 5) — Soit ¥ C R un sous-groupe uniforme .
Si ¥ contient un élément régulier de R alors © N R(*®) est uniforme dans R(*)

Déduisons-en le lemme V.3 .

Comme G’ est un sous-groupe de S a la fois fermé, connexe, nilpotent et normal, il est contenu dans
le noyau de toutes les racines de S . Or (I'N S)G’ est dense dans S . Il est donc évident que I' N S
contient des éléments réguliers de S . Nous pouvons donc appliquer le résultat de Mostow a TNS comme
sous-groupe de S, et en déduire que T' N S(°°) est uniforme dans S(°°) .

Considérons la projection p : S — N = S§/S(*) | La suite centrale descendante de S est stationnaire,
si bien que N est nilpotent . L’image p(I' N S) est uniforme dans N . Donc p(I'N S) N N’ est uniforme
dans N’ = p(S’) (proposition V.2) . Comme de plus I' N ker(p) est uniforme dans ker(p), il est clair que
I' NS’ est uniforme dans S’ .

2. Par ailleurs, choisissons une partie génératrice finie G de T' . Notons que comme T est de type
fini et comme 'N G’ et ' N S contiennent I, les groupes T NG’ et ' N S sont de type fini comme
I'-groupes, c’est-a-dire qu’il existe une partie finie A de I'NG’ et une partie finie Y de I'N S telles que:

N \ rNG'=(xNetrnS=(y"h)

Premier pas — T'/(T N S’) est de génération compacte dans G/S' .

Considérons les inclusions entre sous-groupes normaux de ' : (CNG'Y CcTNS' CTNSCT et
(TNG'Y cI'NG" C T . Le triplet (G,T,(T NG')/(T NG")) est unifere (corollaire 11.2) . Le triplet
(G,T,T/(T NG")) est également unifere, puisque I'/(I' N G’) est un I-module trivial . Donc (corollaire
I1.3) le triplet (G,I',(I'NS)/(F'NS’)) est unifére . 1l existe donc (lemme 11.4) un K € K (G) tel que pour
tout v € T, il existe une chaine ¢ € Z[I'] telle que : =~ -

D’une part ¢ a méme action que y sur (I'N.S)/(I'NS’). Donc Y7 C (Y PUINT NS .

D’autre part c est a support dans G’K . Or G’ est contenu dans S, et I'/(I' N .S) est discret, donc
il existe une partie finie F' de ' N S telle que TN G'A C F(I' N S) et finalement ¢ est & support dans
F(I'nS).

Au total Y T est contenu dans ( Y M) (T'NS"), qui est évidemment contenu dans ( Y F)(I'NS’) .

De tout ce qui précéde, il résulte que TNS = (Y FYT'NS') : le groupe (TN S)/(T'NS) est de type
fini .

Appliquons le lemme de relevement (IV.3) & la suite :

1—S/S' — G/S' — G/S — 1
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en prenant I'/(I'NS’) pour groupe I, I'image de G dans G/S’ pour partie génératrice S , et ((NS)/(T'NS’)
pour groupe A . :

Les hypothéses du lemme sont vérifiées : S est fini donc relativement compact, G/S est abélien
donc I'image de T' y est de génération compacte, et nous avons déja mentionné que I' N S est uniforme
dans S . De plus nous venons de montrer que (I'N.S)/(I' N S’) est de type fini, et S/S’ est abélien donc
(TNS)/(I'NS") y est de génération compacte.

D’apres la troisiéme conclusion du lemme, T'/(T' N S’) est de génération compacte dans G/S’ .

Deuxiéme pas — (S, NS, (T NG')/(T NG")’) est unifére .

Dans le cas ot § = G, il s’agit simplement de la reformulation de la propriété b) que donne le
corollaire II.2 . Dans le cas général, on applique le lemme I1.9, pour conclure que pour chaque racine
[-critique p; de G, le triplet (S,IT' NS, p;|s) est unifére . Le résultat annoncé s’obtient alors en copiant la
démonstration du corollaire 11.2 .

Troisiéme pas — Il existe K1 € K (G) tel que X T"S ¢ (X TNS'Kay(rn@'y .

D’apres le résultat du pas précédent et le lemme II.4, il existe un K; € K (S) tel que pour tout
v € I'N S, il existe une chaine ¢ € Z[I' N S] telle que :

D’une part ¢ a méme action que y sur ('NG’)/(T'NG’'Y . Donc X ¥ C (X sPUNTNG') . D’autre
part ¢ est a support dans S'K; . Au total X IS est contenu dans ( X IS K1) (TN G") .

Quatriéme pas — Il existe Ko € K (G) tel que X T C (X I"S'K23(r NGy .

Exploitons de nouveau la propriété b) . Le triplet (G,T',(I' N G’)/(T' N G')’) est unifére (corollaire
11.2) . 1l existe donc (lemme I1.4) un K € K (G) tel que pour tout v € T, il existe une chaine ¢ € Z[I]
telle que :

D’une part ¢ a méme action que y sur (FNG')/(TNG'Y . Donc X Y C (X PN NG .

D’autre part ¢ est a support dans KG’ . Or G’ est contenu dans S, et I'N S est uniforme dans S :
donc il existe K’ € K (S) tel que § = K/(T'NS) . Finalement ¢ est & support dans (N KK')(T'NS) .

Au total :

xTc (x (FnKK')(FnS))(r n G/)/

qui s’écrit aussi (( X T"S)CNKK'YT N G') | Donc :

xTc (x (I‘ﬁS'Kl))(FnKKI>)(F NG’y
Or (X TNSKNINKKD g¢erit aussi & TNEKNCNSKY) ot (TN KK’) (T N S'K;) est clairement
contenu dans 'NS'KK'K; . Au total :

X U (x InS'KK Ky gy

Il suffit donc de prendre Ky = KK'K, .

Cinquieme pas — Il existe K3 € K (G) tel que ' NG" est engendré par son intersection avec (G)k, .
Appliquons le lemme de relévement a la suite :

1-8 < G—G/S —1

en prenant I' pour groupe X, G pour partie génératrice S et 'N.S’ pour groupe A . Les hypothéses 1, 2
et 3 du lemme sont bien réunies puisque I'/(I'N S’) est de génération compacte dans G/S’ (premier pas)
et puisque I'N .S’ est uniforme dans S’ (lemme V.3) . D’aprés la premiére conclusion du lemme, il existe
K" € K (G) tel que :
FNS'Ky C(TNS' )Gk
Par conséquent :
xTc (X (FnS')(g)KU)(F nG/)/

De la formule élémentaire £7% = [v,£*]€%, il résulte que pour € € 'NG’, ¥ €TNG’ et k € T, les éléments
7% et £* sont congrus modulo (I'NG’)’ . Conclusion :

xTc(x@yrnagy
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Or il existe K3 € K (G) tel que X {¥)x” C (G)k, (lemme IV.1, propriétés de et f) :
X (NG NGk )T NGY

Donc :
rng = (rNnG'n G g N NG

Or dans les groupes abstraits nilpotents on a le lemme élémentaire suivant :

Lemme V.5 — Soient N un groupe nilpotent et & un sous-groupe . SiEN’ = N, alors ¥ = N .
Voir par exemple [Hal], corollary 10.3.3 .

Donc I'NG' = (NG N{G)k,) -

Conclusion — Appliquons une ultime fois le lemme de relévement a la suite :
1 -8 G—-G/S =1

en prenant encore I' pour groupe X, G pour partie génératrice S et ' N S’ pour groupe A . Mais
exploitons cette fois la deuxieéme conclusion du lemme : pour tout L € K (G) il existe L' € K (G) tel
que :

rnLc('nsS' nL)G)

Comme G’ est nilpotent, I' N G est compactement engendré par T NG’ N (G)k, (proposition IV 4) .
Donc il existe L” € K (G’) tel que TNS'NL C(I'NG' N (G)k,)r+ . Autotal TNL C ((G)k, ) {(G)Lr
qui est contenu dans (G) Lk, (lemme IV.1, propriétés e et g) . Ainsi pour tout L € K (G), TN L est
contenu dans (G)~k,r’ : nous avons bien montré que I' est de génération compacte .

VI — Quelques corollaires du théoréme A

Soient G un groupe de Lie résoluble et T un sous-groupe de type fini uniforme .

Corollaire VI.1 — Si G est nilpotent, alors T est de génération compacte .

Commentaire . \—f Plus simplement le corollaire VI.1 est un cas particulier de la proposition IV.4 .

Notre deuxiéme corollaire repose sur un critére qui ne semble pas figurer dans la littérature malgré
sa simplicité et son utilité . Rappelons qu’une unité algébrique est un nombre complexe non nul qui est
un entier algébrique sur Z, et dont ’inverse est aussi un entier algébrique sur Z .

Proposition VI.2 — T est polycyclique si et seulement si toutes les racines de tous ses éléments
sont des unités algébriques .

Démonstration — Une suite de composition de G est une suite de sous-groupes fermés connexes

normaux S; tels que :
{1}=8,C8-1C...C S =G

Et que S;/S;41 soit abélien .

Il existe une suite de composition (S;) telle que I'N S; est uniforme dans S;, pour chaque i . En effet,
il suffit de prendre pour S; la composante neutre de la fermeture de G’ (voir paragraphe V, préliminaire
1), et pour tout i > 2, S; = (51")=? (voir le paragraphe I pour cette notation) . Le lemme V.3 et la
proposition V.2 assurent que ' N S; est uniforme dans S; pour chaque i .
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Si T est polycyclique, alors I' N S; est de type fini . Aprés projection dans S;/S;;1, puis relévement
par I’application exponentielle de s;/s;4; (algébres de Lie de S; et S;y;1) sur S;/Si41, on obtient dans
$i/si41 un sous-groupe additif A; uniforme, de type fini, et [-invariant . Le produit tensoriel R ®z A;
est un espace vectoriel réel de dimension finie qui contient A; comme réseau et se surjecte sur s;/siy1 .
Fixons un élément v € I' . L’adjoint de v, vu comme un automorphisme linéaire de s;/s;y1, préserve A;
donc se reléve en un automorphisme linéaire de R ®z A; . Comme cet automorphisme préserve le réseau
A;, son polynéme caractéristique P; est & coefficients entiers .

Formons le produit P = P, ... P, : P;(Ad(y)) annule s;/s;4+; (théoréme de Cayley-Hamilton) donc
P(Ad(y)) annule g . Or P est un polynéme unitaire a coefficients entiers . Donc les valeurs propres de
Ad(y) sont des entiers algébriques .

Le méme raisonnement s’applique aux racines de y~! qui sont les inverses des racines de 7, ce sont
donc des unités algébriques .

Inversement, supposons que les racines des éléments de I' sont des unités algébriques . Les racines
fournissent un homomorphisme d’anneaux p = (py,...,pq) : Z[T} — C* , dont I'image est précisément le
sous-anneau de C" engendré par les racines des éléments de I' . C’est donc un Z-module de type fini . En
d’autres termes, si I’on note N le sous-groupe de GG formé des éléments unipotents, 'anneau Z[I'/(T N N)]
est un Z-module de type fini .

Par ailleurs, T'/T’ est un Z-module de type fini, donc son sous-module (I' N N)/I" est également
de type fini . Or IV/T” étant un Z[[']-module de type fini, son quotient I'/(I' N N)’ est également un
Z[I']-module de type fini . Au total (TNN)/(TNN) est un Z[I'}-module de type fini . En d’autres termes
(TN N)/(TNN) est un Z[I'/(F' N N)] -module de type fini .

En réunissant nos résultats, on voit que (TN N)/(I'NN) est un Z-module de type fini . Ainsi NN
est un groupe nilpotent dont ’abélianisé est de type fini . Ceci implique qu’il est lui-méme de type fini
(lemme V.5 ) c’est-a-dire polycyclique . Donce I', en tant qu’extension de I' M N par un groupe abélien de
type fini, est lui aussi polycyclique .

Corollaire VI.3 — Si I' contient un sous-groupe ¥ polycyclique uniforme dans G, alors T est de
génération compacte .

C’est un corollaire évident de la proposition V1.2 (appliquée & X), du corollaire I1.6 (appliqué a X),
et du théoréme A (appliqué a I') .

Corollaire V1.4 — On suppose que G n’est pas nilpotent . Alors pour n assez grand, I’ensemble
des (71, ...,Yn) € G™ tels que (1, ...,7n) est de génération compacte est un ensemble rare (au sens de
Zariski ou de Baire suivant que G est ou n’est pas algébrique) mais dense dans G™ .

Démontrons d’abord que cet ensemble est dense . Il est facile de construire dans G des ouverts
connexes en nombre fini Uy, ..., Uy tels que I’élément neutre 1 de G appartienne a la fermeture de chaque
U; et que pour chaque x € hom(G,R) non nul, 'un au moins des U; soit contenu dans x~1(]0, 4+00[) .

Tout sous-groupe d’un groupe de Lie, s’il est connexe par arcs, est un sous-groupe de Lie (Yamabe,
[Y]) . On en déduit aisément que pour toute partie connexe par arcs de R?, le sous-groupe qu’elle engendre
est fermé .

Appliquons ceci 4 Iimage de U; dans Endg(g) par Ia représentation adjointe : le sous-groupe additif
(Ad(U;)) de Endr(g) engendré par Ad(U;) est fermé . Mais ’endomorphisme id appartient a la fermeture
de Ad(U;) . Donc id € (Ad(U;)) , c’est-a-dire qu’il existe une chaine ¢; € Z[G], a support dans U;, telle que
Ad(e;) = id . Soit G la réunion des supports des ¢;, a laquelle on ajoute éventuellement des éléments en
nombre fini pour que (G) soit uniforme . Il découle alors évidemment du théoréme A que tout sous-groupe
de G de type fini qui contient G est de génération compacte .

Comme G est une partie finie de GG, on voit aisément que pour n assez grand, I’ensemble des
(71, -y ) € G™ tels que (71, ...,7n) contient G est dense dans G" .

Passons a la rareté . Fixons un entier n quelconque . Du fait que G n’est pas nilpotent, pour chaque
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sous-groupe I' uniforme, il y a au moins une racine p de G telle que p est I'-critique et p(G) # {1}
(exercice) . 1 suffit donc de prouver que pour chaque racine p # 1 fixée, ’ensemble des (71, ..., 7,) € G™
tels que p est (1, ..., v,)-critique et (71, -, 7n) est de génération compacte, est un ensemble rare . D’aprés
le théoréme A, il suffit de prouver que :

Pour presque tout (vy,...,v,) € G™, et pour tout ¢ € Z[{v1, -, 7)), sip(c) = 1 alors spt(c)NG' £ 0 .

Soit A le groupe libre a n générateurs . Pour chaque (71, ...,7n) € G", condidérons I’lhomomorphisme
de A dans G qui envoie le i-2me générateur de A sur % . Il s’étend en un homomorphisme d’anneaux
surjectif :

Z[A] = Z[G) i c v (71, -, Yn)

Comme Z[A] est dénombrable, il suffit de montrer que pour ¢ € Z[A] fixé on a :

Pour presque tout (y1,...,v,) € G", si p(c(v1, o Yn)) =1 alors spt(c(y1,....7)) NG #0 .

Considérons I'image ¢ de ¢ dans Z[A/A’] (anneau des polynémes de Laurent a n variables) . On a
Pe(11, 7)) = e(p(11), -, p(1n)) . La fonction G* — C : (715 -s7m) = &(p(11), ..., p(7n)) est analy-
tique réelle (et méme polynomiale quand G est algébrique) comme composée de I’application analytique
(respectivement polynomiale) p x ... x p : G — C", et de Papplication polynomiale ¢ : C* — C . Donc
I'image inverse d’un point par cette fonction est ou rare, ou tout . On est donc dans 'un des deux cas
suivants :

Premier cas : pour presque tout (v1,...,7,) € G*, on a c(p(v1), .., p(7n)) # 1. Il n’y a rien a
démontrer .

Second cas : pour tout (yi,...,7,) € G*, on a e(p(711),.-»p(1n)) = 1. En d’autres termes dans
C", hypersurface algébrique définie par ¢ = 1 contient le produit cartésien (p(G))™ . Or p(G) est un
ensemble infini . Donc ¢ = 1 . Donc I'image de ¢(y1, ..., 7) dans Z[G/G'] est aussi égale 3 1 . Il en
résulte que spt(c(y1, ..., 12)) NG # 0 .

Le corollaire VI.4 est-il spécifique aux groupes de Lie résolubles ? On peut montrer que dans un
groupe de Lie non compact quelconque, un sous-groupe libre non abélien n’est jamais de génération
compacte . Il en résulte, si le groupe n’est pas résoluble, que dans Pouvert des (y1,...,9,) tels que
(71, .-, 7n) est uniforme, ’ensemble des (71, 7n) € G™ tels que (v, ..., Yn) est de génération compacte
est encore un ensemble rare . Mais nous ne savons pas s’il est dense ou non .

Exemple VI.5 — Les corollaires VI.1 et VI.4 indiquent en particulier que chaque groupe de Lie
résoluble contient un sous-groupe de type fini uniforme et de geénération compacte . Ceci est remarquable
parce qu’il existe des groupes de Lie résolubles qui ne sont quotient d’aucun groupe de Lie contenant un
sous-groupe discret cocompact :

Choisissons un réel a > 0 qui ne puisse pas étre écrit comme quotient des logarithmes de deux unités
algébriques réelles (c’est le cas générique) . Soit G le produit semi-direct R x R2, avec la loi :

- ‘ (51,131,3/1)(@7172,!/2)=(h+t2,11+€at‘12,y1+6t‘y2)

Supposons par I’absurde que G soit I'image d’un groupe de Lie H contenant un sous-groupe discret
cocompact I' par un homomorphisme p : H — G . On peut supposer H simplement connexe : il est
produit semi-direct d’un groupe de Lie résoluble R par un groupe de Lie semi-simple S . On a p(S) = {1},
donc p(R) = G . D’aprés.un théoréme d’Auslander (voir (R], theorem 8.24) il existe un groupe de Lie
résoluble R; compris entre R et H tel que ' R, est un sous-groupe discret cocompact dans R; . Or un
sous-groupe discret cocompact dans un groupe de Lie résoluble est toujours polycyclique (Mostow, voir
[R], proposition 3.7) . Donc p(I'N R;) serait un sous-groupe polycyclique uniforme dans G . L’existence
d’un tel sous-groupe de G est exclue par la proposition VI.2 puisque les racines d’un élément quelconque
(t,z,y) sont 1, e®' et €', donc ne sont toutes trois des unités algébriques que sit =0 .

Rappelons que pour le corollaire suivant, nous munissons I de la topologie discrete et hom(T, G)
de la topologie usuelle (celle de la convergence simple) . L’inclusion id de I' dans G est un point de cet
espace .

Corollaire VI.6 — Si I' est de génération compacte dans G, alors pour tout ¢ € hom(T',G) assez
proche de id, le groupe ¢(T') est de génération compacte dans G .
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Ce n’est pas au sens strict un corollaire du théoréme A, mais de la variante suivante :

Théoréme A’ — Soient G un groupe de Lie résoluble et T’ un sous-groupe uniforme de type fini .

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) I' est de génération compacte .

b’) (G,T,I7/T") est unifére .

Nous avons déja démontré cette variante, puisque notre démonstration de a) => b) était une démons-
tration de a) = b') suivie d’une démonstration de b') = b) .

Démonstration du corollaire VI.6 — D’aprés le théoreme A’, si T est de génération compacte
dans G, alors pour tout y € hom(G, R) non nul, il existe ¢ € Z[I'] telle que ¢ est a support dans
x~1(J0,+00[) et opére identiquement sur I/T” . Pour ¢ fixé, 'ensemble des x tels que x~1(]0, +o00)
contient le support de ¢ est évidemment un cone ouvert dans I’espace vectoriel réel de dimension finie
hom(G, R) . Comme hom(G, R)—0 quotienté par R} est compact, il existe en fait des chaines en nombre
fini ¢; € Z[T'] telles que :

1) Chaque ¢; opére identiquement sur r/rr.

ii) Pour tout x € hom(G,R) non nul, x~1(]0, +00[) contient le support de I'une au moins des ¢ -

Pour tout ¢ € Hom(T', G), ¢(c;) opére identiquement sur (¢(I"))' /(#(T))” puisque c’est un quotient
de I'"/T” . Si de plus ¢ est assez proche de id, les chaines #(ci) vérifient encore la propriété ii) .

Il résulte alors du théoreme A’ que ¢(T') est de génération compacte .

Le corollaire VL6 est trés probablement une propriété générale (non évidente) de la génération
compacte : il serait encore vrai si I’on ne supposait plus G résoluble .

Enfin, voici quelques remarques sur le cas ot G est métabélien — c’est-a-dire ol G’ est abélien .
Dans ce cas on a la variante suivante du théoreme A :

Théoréme A” — Soient G un groupe de Lie métabélien et T un sous-groupe uniforme de type fini .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) I' est de génération compacte .

b) Pour chaque racine p; de G, le triplet (G,T, pi) est unifére .

11 differe du théoreme A en ce que toutes les racines de G interviennent dans la condition b), et non
les seules racines T-critiques .

La démonstration de la variante A” est laissée & la sagacité du lecteur .

Corollaire VI.7 — On suppose que G est métabélien . Si T contient un sous-groupe de type fini,
uniforme et de génération compacte, alors I' est lui-méme de génération compacte .
Immédiate conséquence du théoréme A” .
Il n’en va en général pas de méme quand ( n’est pas métabélien : voir I’exemple A.2 de Pappendice

A

Appendice A — Exemples

Exemple A.1 — Illustrons notre théoréme en prenant pour G le plus petit groupe de Lie résoluble
non nilpotent . On peut le voir comme R’ x R muni de la structure du produit semi-direct :
(al, bl)(ag, b'g) = (alag, b1 + albg)
Les homomorphismes continus de G dans R sont les y : (a,b) — kin(a) avec &k € R, donc
x71(J0,+00[) =]0, 1[xR ou ]1,400[xR . Les racines sont (a,b) — 1 et (a,b) — a . On voit aisément
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qu’elles sont critiques pour tout sous-groupe uniforme de G . Notre théoréme prend donc la forme
suivante : '

Soit T' un sous-groupe de type fini uniforme dans G. Considérons le sous -groupe A de R image de
[ . Alors T est de génération compacte si et seulement si -

1) On peut trouver des éléments de AN)0, 1[ qui aient une combinaison linéaire entiére égale 4 1 ;

i1) On peut également trouver des éléments de ANJ1, +o00[ qui aient une combinaison linéaire entiére
égale a 1 .

Examinons quelques cas typiques . .
Choisissons pour T' une partie génératrice finie {(a1,41),....,(an,b,)} . Donc A est le groupe multi-
plicatif engendré par les a; . Comme I est uniforme dans G, A n’est pas réduit a {1} .

I est polycyclique exactement quand les éléments de A sont tous des unités algébriques (proposition
VI.2).

Cas 1 — Les a; sont algébriquement indépendants sur Q . Les relations linéaires demandées en i)
et ii) ne peuvent exister car ce seraient des relations algébriques non triviales entre les a; . Donc I" n’est
pas de génération compacte.

Appliquons maintenant la proposition B1 : nous retrouvons en corollaire un résultat de [G] : T dans
ce cas n’est pas groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de Lie .

Cas 2 — A contient une unité algébrique a # 1. On a donc deux relations linéaires i coefficients
entiers entre puissances de a, du type :
a? = pp_qaP~! 4 Pp-2aP~% + . + g
a” = I/q_la‘q'*’1 + l/q_Qa“H'2 + ..+
Divisons la premiére par a? et multiplions la seconde par a? :
l=ypp_1at+ Pp-2a"2 + ...+ poa~?
l=yy_qa+ Vq_2a2 + ... + vpa?
Les puissances positives de a appartiennent a ]1, +oo[ et les puissances négatives a ]0, 1], ou linverse,
donc ces deux relations linéaires montrent que I' est de génération compacte .

Cas 3 — Supposons A cyclique : A= {a" /neZ } . Alors T est de génération compacte si et
seulement si a est une unité algébrique (corollaire 11.6) .

Cas 4 — Les a; sont rationnels . Alors I' est de génération compacte si et seulement si A n’est pas
cyclique . )

G’est une agréable application de I'identité de Bezout : considérons X =logla: A — R, et pour
chaque nombre premier p la valuation p-adique vp 1 A—Z . L'identité de Bezout traduit la condition i)
(resp. ii)) en pour tout p, il y a un élément a de A tel que x(a) < 0 (resp. > 0) et vp(a) < 0. Pensons a
A comme a un réseau sur lequel sont définies les formes linéaires X, Vp : cela revient a dire que x n’est
proportionnelle & aucune des vp . Si x est proportionnel & v,, alors x(A) est cyclique, autrement dit A
est cyclique . Inversement si A est cyclique alors toutes les formes linéaires sont proportionnelles .

Noter que dans le cas 4, I' ne contient, jamais de sous-groupe polycyclique qui soit uniforme dans G .

Cas 5 — Donnons-nous un polynéme P € Z[Xy, X, ..., X,], irréductible sur C . Soit (a1,as,...,a,)

un point générique de I’hypersurface algébrique :
P{X1,X5,.,X,)=0

De sorte que les relations algébriques entre les a; sont toutes multiples de P . Dans ce cas on a le
critére suivant :

Ordonnons I'ensemble des monémes de coefficient non nul dans P par la régle :

X' Xon < X' X)r si et seulement si a'}..air < af'..adr

I est de génération compacte si et seulement si le plus grand et le plus petit monéme ont +1 pour

coeflicient dans P .
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En effet, si cette condition est remplie, alors aprés division par le plus grand monoéme, la relation
P(ay,a,, ..., a,) = 0 est la relation demandée en 1) . De méme, apres division par le plus petit monéme,
la relation P(ay,a,, - @n) = 0 est la relation demandée en i) .

Si au contraire le plus grand (resp. le plus petit) monome est affecté d’un coefficient v # %1, alors
dans toute relation algébrique a coefficients entiers entre les ai, le plus grand (resp. le plus petit) monome
sera affecté d’un coefficient multiple de v . Donc la relation demandée en i) (resp. ii)) ne peut exister .

Noter que dans le cas 5, quand n > 2, T ne contient pas de sous-groupe polycyclique qui soit uniforme
dans G .

Exemple A.2 — Les théorémes A et A’ et leur démonstration suggerent la question suivante : notre
théorie ne se réduirait-elle pas au cas métabélien ? Plus précisément, étant donnés deux sous-groupes
de type fini uniformes dans un méme groupe de Lie résoluble G, s’ils ont méme image dans G/G" et si
l'un d’eux est de génération compacte, ['autre I'est-il aussi ? L’exemple suivant montre que la réponse
est négative .

G est simplement le groupe des matrices (a; ;) réelles 3 x 3 triangulaires supérieures a éléments
diagonaux strictement positifs .
On fixe deux réels strictement positifs ¢, ¢ algébriquement indépendants sur Q et une unité algébrique

réelle strictement positive u autre que 1. Pour chaque réel s on considére le sous-groupe I', de G engendré
par :

t 0 0 t 0 0 100 100 1 0 0 1 0 0
010,010,0t0,0u0,010,010,
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 ¢ 0 0 ¢
1 10 1 00 1 0 s
10 1 0,00 1 1),{0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Nous allons voir que T, est de génération compacte ou non suivant la valeur de s . On voit aisément que
I’y est défini par les conditions suivantes :

ai,1 et az 3 appartiennent au groupe multiplicatif engendré par ¢ et ¢/ ;

az2 appartient au groupe multiplicatif engendré par ¢ et u ;

a3 et az 3 appartiennent au sous-anneau A4 — Zlt, = vt u,u~!] de R engendré part, t', u et
leurs inverses ;

ay 3 appartient au .groupe additif A + As .

Noter que I, est dense dans G . Les racines de G sont p; : (ai;)+— ai1azz™!, py: (ai;)— ajjaz,”!
p3 i (aij)—azsazs™, pa=ps=1.

(G,Ty, pa) et (G, [y, ps) sont trivialement uniféeres !

On constate que pour chaque i € {1,2,3}, I, n ker(p;) est uniforme dans ker(p;) . Nous pouvons
donc appliquer le critere I1.7 : (G, Ty, pi) est unifére si et seulement si 1 est combinaison linéaire entiére
d’éléments de p;(T's)N]0,1[ , ainsi que d’éléments de pi(T)N]1, +oof .

Ce critere est vérifié par py et p3 car pa(I'y) = p3(T's) contient I'unité algébrique u # 1 . Mais il
n’est pas vérifié par p; car p1(Ts) est le groupe multiplicatif engendré par ¢ et t' qui sont algébriquement
indépendants sur Q .

Donc d’aprés notre théoréme A, [y est de génération compacte précisément quand p; n’est pas I'-
critique — c’est-a-dire, puisque Gy = {1} et G; = G”, quand T N G” #(TNGY . Or T NG est
défini par a;; = ay, = a3z =1, a3 =az, =0 et a1,3 € A+ As, tandis que (I'N G") est défini par
11 = a2 = azz = 1, az3 = azs = 0 et a13 € A. Donc I'y est de génération compacte précisément
quand s appartient 4 A .

Noter enfin que T, contient Lo, ce qui fournit, quand s n’appartient pas a A, un exemple de sous-
groupe de G (de type fini, dense) qui n’est pas de génération compacte mais contient un sous-groupe (de
type fini, dense dans G) qui est de génération compacte .

3
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Appendice B — Génération compacte des groupes d’holonomie de feuilletages de Lie

Soit G un groupe de Lie, M une variété différentielle compacte connexe, et F un feuilletage de M
(dont la codimension est la dimension de G) .

F est un G-feuilletage de Lie s’il est défini par un ensemble de submersions locales fi 1 U; — G,
dont chaque difféomorphisme de transition hi; (défini par hij o f; = f;) est la restriction & f;(U; N U;)
d’une translation a gauche de G .

Par un argument classique d’Ehresmann, il existe un sous-groupe I' de G (le groupe d’holonomie
de F ), ainsi qu’un revétement p : M — M galoisien connexe de groupe I' (le revétement d’holonomie
de F ) et une submersion D : M — G (le développement de F ) qui est I'-équivariante, telle que le
feuilletage défini sur M par D coincide avec p~ N F).

Si ’on munit G d’une métrique riemannienne invariante 3 gauche et M d’une métrique bien choisie,
que ’on reléve & M, alors D est une submersion riemannienne entre variétés riemanniennes complétes.
Donc D est une fibration .

Par exemple supposons un autre groupe de Lie H contenant un sous-groupe discret cocompact T, et
un homomorphisme surjectif ¢ de H sur G . Notons K le noyau de ¢ . Alors les classes bilatéres 'K,
7 € H, sont les feuilles d’'un G-feuilletage de Lie de M = I'\H dont le groupe d’holonomie est ¢(T') .
Dans le cas ou I'N K = {1}, le revétement d’holonomie est H et ’application développante est q .

Revenons au cas général . Il est clair que T est de type fini . De plus il est uniforme dans G car si
I'on note T sa fermeture dans G, la fibration D passe au quotient en une fibration de M sur I'\G, qui est
donc compact .

Proposition B.1 (Haefliger) — Soit T le groupe d’holonomie d’un G-feuilletage de Lie défini sur
une variété compacte . Alors T' est de génération compacte dans G .

La démonstration qui suit est die & Y. Carriére . Choisissons dans M un compact P rencontrant
D~1(1) et qui soit un domaine fondamental, c’est-a-dire que les translatés y(P), v € T, recouvrent M .
L’ensemble G des v € T tels que v(P) N P # 0 est une partie génératrice finie de I" .

Donnons-nous un K € K (), que nous pouvons supposer connexe par arcs et contenant 1 . Soit v
un élément quelconque de 'N K .

Comme D est équivariante, v(P) rencontre D~'(y) . Donc P et ¥(P) rencontrent D=}(K) . Nous
pouvons supposer G simplement connexe, si bien que les fibres de D sont connexes, et finalement
D=Y(K) est connexe par arcs . Donc P et 7(P) peuvent étre joints par un chemin dans D~1(K) .
Les translatés de P rencontrés successivement, par ce chemin forment précisément une suite du type :
Poyi(P),1172(P), s 717 (P) ol v €G et ypoyn = 7 .

Pour chaque i € {0, ...,n}, le translaté v, ...7;( P) rencontre D~1(K) . En d’autres termes 7.7 D(P)
rencontre K . Donc v;...y; € KD(P)~! .

Nous avons ainsi prouvé que 'N K ¢C (GYkp(p)-1 -
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