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RÉSUMÉ – Dans des géométries cylindriques, nous étudions
numériquement l’induction et l’amplification d’un champ magné-
tique en présence d’un écoulement de fluide conducteur (appelée
effet dynamo). Nous présentons un code dénommé DOLMEN
basé sur la méthode des éléments finis de Whitney, capable de
simuler l’équation de l’induction magnétique dans des géométries
complexes. Nous exposons dans cet article des cas de validation
en étudiant les courants de Foucault induits dans des cylindres
(périodique ou fini) et un cas d’effet dynamo en relation avec
l’expérience von Kármán Sodium (VKS) qui a récemment mis en
évidence un champ magnétique stationnaire ou intermittent [1].

Mots-clés – Eléments finis, éléments de Whitney, équation

de convection-diffusion magnétique, couplage électromagnétisme-

champ de vitesse.

1. INTRODUCTION

Il est à l’heure actuelle bien établi que la terre comme la plu-
part des objets célestes possède un champ magnétique propre
se manifestant par les aurores boréales. Bien que les phéno-
mènes à l’origine de ce champ demeurent encore une énigme,
les multiples approches de la question abordée par la commu-
nauté scientifique font pencher la balance en faveur de l’hypo-
thèse d’un processus dynamique de génération et d’entretien du
champ magnétique, que l’on nomme “effet dynamo”, proposé
par Larmor en 1919 [2]. Ce processus se déroulerait au sein de la
partie du noyau terrestre constituée de fer liquide. Le fer liquide
étant un fluide conducteur, son écoulement en présence d’un
champ magnétique génère un champ électromoteur induit. Ce
champ engendrerait des courants, eux-mêmes à l’origine d’un
autre champ magnétique induit et ainsi de suite. Le champ et le
courant s’amplifieraient et s’auto-entretiendraient. L’origine des
mouvements turbulents du fer liquide pose question, elle pour-
rait s’expliquer par une convection générée dans le noyau de fer
liquide et par le dégagement de la chaleur accumulée lors de sa
formation.

Il existe actuellement un effort international important pour
vérifier expérimentalement l’existence d’une dynamo fluide
auto-entretenue. Plusieurs expériences ont été conçues dans ce
but, les plus importantes d’entre elles sont : une expérience
“lourde” en sodium liquide au CEA Cadarache et une expé-
rience “légère” en eau au CEA-Saclay. Dans les deux expé-
riences, le fluide est contenu dans un cylindre et est mis en mou-
vement par deux disques en contra-rotation (écoulement dit de

von Kármán), renforcés par des pales. Ce projet est nommé VKS
[3] [4].

La simulation numérique de la configuration de l’expérience
VKS permettrait apporter une meilleure compréhension du
comportement très compliqué d’un champ magnétique couplé
à un champ de vitesse en régime turbulent. La motivation prin-
cipale de cet article est de développer de nouveaux outils numé-
riques 3D permettant la modélisation, par la méthode des élé-
ments finis, de problèmes magnétodynamiques. Il s’agit d’étu-
dier numériquement l’amplification d’un champ magnétique
initial en présence d’un champ de vitesse connu (noté u) dans
un fluide conducteur non magnétique.

Le papier est organisé comme suit : la section 2 présente l’ap-
proche numérique utilisée dans le code DOLMEN et résume les
caractéristiques du code SFEMaNS qui sera utilisé pour valider
le nouveau modèle proposé ; la section 3 examine les résultats
obtenus avec un écoulement simple et une rotation solide. La
section 4 illustre les résultats obtenus avec deux configurations
de l’expérience de VKS.

2. MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS DE WHITNEY AVEC VI-
TESSE IMPOSÉE

Le but de cet article est de présenter et de valider un nou-
veau modèle basé sur les éléments finis de Whitney avec vitesse
imposée. L’algorithme utilisé dans DOLMEN résout l’équa-
tion d’induction magnétique [5] (ou équation de convection-
diffusion magnétique) avec le potentiel vecteur modifié A défini
par A = −

∫ t

0
E(τ) dτ . L’équation à résoudre s’écrit :

∇×

(

1

µ
∇×A

)

+ σ[∂tA− u× (∇×A)] = 0 (2.1)

où la perméabilité magnétique est donnée par µ = µ0µr et la
conductivité électrique par σ = σ0σr (µ0 est la perméabilité
magnétique du vide, σ0 la conductivité électrique du fluide et µr

et σr les perméabilité et conductivité relatives respectivement).
Etant données une longueur caractéristique L et une vitesse ca-
ractéristique U , l’équation adimensionnée devient :
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)

− σru× (∇×A) = 0, (2.2)



où Rm = σ0µ0LU est le nombre de Reynolds magnétique
mesurant le rapport de l’inertie et de la diffusion magnétique.
Le vecteur A est discrétisé avec des éléments d’arête (H-div
conformes) et le champ de vitesse u avec des éléments de fa-
cette (H-rot conformes).

Les éléments de Whitney [6] sont largement utilisés dans la
modélisation par éléments finis des problèmes d’électromagné-
tisme. Ils offrent la plus simple construction des formes différen-
tielles discrètes polynômiales sur des complexes simpliciaux.
Les éléments de Whitney sont associés à des fonctions de forme
polynômiales du premier ordre. Ces fonctions satisfont certaines
propriétés de continuité entre les éléments ce qui les rendent
bien adaptées pour la discrétisation des lois physiques de l’équi-
libre, par exemple, les équations de Maxwell. Le domaine de
calcul est discrétisé à l’aide d’éléments tétraédriques. L’intégra-
tion temporelle est effectuée par un schéma de Crank-Nicolson.
Notons que les éléments d’arête ont montré leur aptitude à être
utilisés pour résoudre l’équation de diffusion pour des milieux
ayant des perméabilités et des conductivités non uniformes. On
se propose dans cet article de montrer la possibilité de prendre
également en considération le terme convectif u×(∇×A) avec
ces éléments.

On considère ici seulement des configurations cinématiques

où le champ de vitesse est constant en temps et défini par une
fonction analytique. Nous étudions l’induction à l’intérieur d’un
cylindre infini ou fini (cf. section 3) et un cas de dynamo ciné-
matique (cf. section 4). Nous comparons les résultats obtenus
avec DOLMEN à ceux issus d’un autre code bien validé (SFE-
MaNS). L’algorithme utilisé dans SFEMaNS s’appuie sur une
résolution en termes de champ magnétique Hc dans les conduc-
teurs (après une élimination standard du champ électrique) et de
potentiel magnétique scalaire φ dans le vide. Les inconnues dans
chaque région sont approchées en utilisant des éléments de La-
grange et les conditions de passage à l’interface entre les régions
sont imposées de façon faible par une méthode de pénalisation
(voir les détails dans [7]).

3. VALIDATION : COURANTS DE FOUCAULT DANS DES CY-
LINDRES

L’écoulement le plus simple à considérer est la rotation so-
lide qui ne peut pas produire d’effet dynamo. Ainsi un champ
magnétique externe imposé (∀t ≥ 0) est nécessaire pour obte-
nir des solutions stationnaires non nulles. La solution analytique
pour le cylindre infini (i.e. numériquement périodisé) soumis à
un champ magnétique uniforme, constant en temps et perpendi-
culaire à l’axe de rotation, est connue : des reconnexions avec
changement de topologie des lignes de champ ont lieu au sein
du conducteur et induisent de la dissipation par effet Joule ; le
champ interne diminue et la solution stationnaire est atteinte
quand le champ ne pénètre plus que sur l’épaisseur de peau.
Nous avons étudié ces effets transitoires avec DOLMEN et SFE-
MaNS.

3.1. Courants de Foucault dans un cylindre infini

Nous allons maintenant examiner le cas d’un cylindre in-
fini en utilisant notre modèle 3D (DOLMEN) avec une prise
en compte de la périodicité et comme référence le même mo-
dèle avec SFEMaNS. On impose la périodicité dans la direc-
tion Oz. Le cylindre tourne à la vitesse angulaire ωez et est
soumis à un champ appliqué H0ex (∀t ≥ 0). Après un ré-
gime transitoire caractérisé par des reconnexions, un courant
permanent vertical induit un champ dipolaire dans le vide. A

faibles Rm = µ0σ0R
2ω, le moment dipolaire induit doit être

orthogonal à H0ex et à l’axe de rotation [8]. A grands Rm, il
doit s’orienter de façon anti-parallèle à H0ex et ainsi expulser
le champ de l’intérieur du conducteur. La figure 1(a) présente
l’évolution temporelle de l’énergie magnétique contenue dans
le conducteur à Rm = 100 pour un cylindre de rayon R = 1
et de longueur verticale périodique Lc

z = 1. Pour DOLMEN
(SFEMaNS), le pas de maillage est h = 1/20 (h = 1/50) et le
pas de temps est ∆t = 510−2 (∆t = 510−2). L’accord entre
les deux codes est très satisfaisant.

3.2. Courants de Foucault dans un cylindre fini

Le cas du cylindre fini n’a pas de solution analytique. Afin de
valider notre approche, nous choisissons la même configuration
que celle de la référence [9] : le cylindre a un rayon R = 1 et
une hauteur Lc

z = 1, 6. La région isolante est un cylindre de
rayon Rv = 1, 6 et de hauteur Lv

z = 5. Pour DOLMEN (SFE-
MaNS), le pas de maillage est h = 1/20 (h = 1/100) et le pas
de temps est ∆t = 510−2 (∆t = 510−2). L’évolution tempo-
relle de l’énergie magnétique de la figure 1(b) montre un nombre
de reconnexions plus faible que dans le cas d’un cylindre infini.
La première reconnexion se déroule de t = 2 jusqu’à t = 6 et
les lignes de champ sont présentées en figure 2(a-c). Le courant
au sein du conducteur est restreint à l’épaisseur de peau comme
montré en figure 2(d). L’accord entre les deux codes est aussi
très satisfaisant.

(a) Rm = 100, cylindre périodique (b) Rm = 100, cylindre fini

Fig. 1. Evolution temporelle de l’énergie magnétique contenue dans un
cylindre en rotation solide à Rm = 100 obtenue avec DOLMEN et
SFEMaNS : (a) cylindre périodique, (b) cylindre fini.

4. DYNAMO CINÉMATIQUE DANS UNE CONFIGURATION DE

TYPE VKS

4.1. Configuration de type VKS

Nous nous intéressons à l’expérience de von Kármán So-
dium [1] (VKS) située à Cadarache qui, en septembre 2006, a
démontré un effet dynamo au-delà d’un nombre de Reynolds
magnétique critique Rmc ≈ 32. La configuration VKS corres-
pond à un cylindre fermé par deux turbines supérieure/inférieure
tournant en contra-rotation et entraînant vigoureusement 150
litres de sodium liquide. Chaque turbine est constituée d’un
disque et de 8 pales courbées. A la puissance maximale, seules
des turbines en fer doux ont permis de générer un champ ma-
gnétique (aucun autre matériau n’a permis d’observer d’effet
dynamo). Le rôle joué par le fer dans le mécanisme de l’effet
dynamo reste incomplétement compris. Nous souhaitons appor-
ter des éléments de réponse en définissant un modèle simpli-
fié de l’expérience : nous avons choisi de modéliser la moitié
de l’expérience dans un cylindre de dimensions caractéristiques
−0.2 ≤ z ≤ 0.5 et 0 ≤ r ≤ 1. Le disque est un cylindre de
rayon Rd = 0.54 et de hauteur ld = 0.06 (−0.2 ≤ z ≤ −0.14)
et les pales balaient une zone cylindrique de rayon Rb = 0.54



(a) t = 2 (b) t = 4

(c) t = 6 (d) Lignes de courant

Fig. 2. Cylindre fini tournant dans le sens trigonométrique dans le plan médian
à Rm = 100 : première reconnexion entre (a) t = 2, (b) t = 4 et (c) t = 6 ;
(d) solution stationnaire montrant les lignes de champ du courant colorées par
la norme de |J|.

et de hauteur lb = 0.14 (−0.14 ≤ z ≤ 0). Nous imposons un
champ de vitesse stationnaire analytique et des conditions aux
limites simplifiées (sur le couvercle du haut, A×n = 0 est im-
posé tandis que A·n = 0 est imposé sur la paroi latérale et le
couvercle du bas ). Le champ de vitesse dans le fluide est donné
par :

ur(r, z) = (π/2L) cos(πz/L) r(1− r)2(1 + 2r),

uθ(r, z) = 4ǫr(1− r5) sin (π(L− z)/2L) , (4.1)

uz(r, z) = −(1− r)(1 + r − 5r2) sin (πz/L) ,

où L = 0, 5 est la distance entre le couvercle du haut et la par-
tie supérieure des pales et ǫ = 0, 7259 est le rapport entre les
vitesses toroidale et poloidale [10]. Le champ de vitesse de la
turbine est une rotation solide uθ(r) = r. On réalise une in-
terpolation pour uθ entre le fluide et la turbine. L’ensemble du
champ de vitesse interpolé dans le fluide et la turbine est dé-
noté V0. Le nombre de Reynolds magnétique est ici défini par
Rm = µ0σ0UmaxR où Umax est le maximum de la vitesse.

4.2. Dynamo cinématique dans une configuration axisymé-

trique

Nous simplifions encore plus le problème en ne tenant pas
compte des pales, la géométrie est alors axisymétrique. Nous
présentons des résultats de dynamo cinématique obtenus avec
les deux codes pour des perméabilités du disque et des pales
supérieures ou égales à 1.

Le théorème de Cowling dit qu’un champ magnétique axi-
symétrique ne peut pas être généré par un champ de vitesse
de révolution avec des matériaux électromagnétiques axisymé-
triques, ce qui signifie que le champ magnétique croissant doit
contenir des composants non axisymétriques. Dans cette sous-

section, nous utilisons des propriétés électromagnétiques axi-
symétriques (les perméabilités magnétiques hétérogènes seront
supposées être de révolution) µd = µb = µ0. Comme le
champ de vitesse V0 est axisymétrique et la géométrie aussi,
le terme V0×∇×A = V0×H

c ne peut pas transférer d’éner-
gie entre les différents modes de Fourier de H

c, ces derniers
sont donc découplés. Le vecteur propre le plus instable est alors
le mode de Fourier m = 1 qui tourne dans le sens de la tur-
bine avec une période 4 fois plus lente que celle de la turbine.
Il a la structure attendue d’un dipole équatorial comme décrit
dans [11] (voir figure 3). Pour avoir une solution unique, des
conditions aux limites sont nécessaires : sur l’interface supé-
rieure à z = zmax, 0 ≤ r ≤ 1, nous imposons B·n = 0 or
A×n = 0 ce qui correspond à un conducteur de conductivité
infinie.

(a) SFEMaNS (b) DOLMEN

Fig. 3. Vecteur propre magnétique (à Rm = 50 avec µb = µd = µ0)
représenté par des vecteurs et l’isosurface ‖Hc‖2 (10% de sa valeur
maximale) colorée par la composante verticale (minimum en bleu et maximum
en rouge). Notez la structure portée par le mode de Fourier m = 1.

4.3. Dynamo cinématique dans une configuration non-

axisymétrique

Nous utilisons maintenant la même structure sauf que la
forme réelle des pales est prise en compte. La turbine se com-
pose désormais d’un disque de révolution de rayon RD = 0, 54
et de hauteur ld = 0, 06 surmonté de huit lames incurvées de
hauteur lb = 0, 14, d’épaisseur eb = 0.02, d’angle (sur le bord
de Rb) α = 24o et de rayon de générateur Rg = 0, 66. Les
lames sont supposées pousser le fluide avec le côté convexe de
la lame.

La turbine et le maillage total utilisé dans DOLMEN sont pré-
sentés sur la figure 4. Nous avons effectué les calculs dans le
repère de référence attaché aux lames, i.e.,le champ de vitesse
dans (2.2) est transformé comme u := V0−reθ avec les mêmes
conditions aux limites que le précédent calcul.

(a) maillage total (b) maillage de roue

Fig. 4. Maillages de la boîte totale et de la turbine utilisés dans le code
DOLMEN pour la configuration de 1/2 VKS.



En conséquence, on obtient un champ magnétique dominant
m = 1 dans le fluide (comme dans la section précédente, com-
parer la figure 3 et la figure 5) avec une empreinte sur les lames
de ce mode m = 1. La période de rotation est de 2π/0.75 et
est rétrograde dans le référentiel des pales (correspondant à une
rotation pro-grade dans le référentiel du laboratoire avec une pé-
riode de rotation de 2π/0.25 comme dans la sous-section précé-
dente). Ces simulations semblent montrer que la véritable géo-
métrie des pales ne semble pas avoir beaucoup d’influence sur
le mode m = 1. En raison de la restriction de la résolution, nous
ne pouvons pas augmenter la valeur de µb et µd.

(a) Vue en perspective (b) Vue de dessous

Fig. 5. Structure du champ magnétique tournant généré dans une configuration
de demi-von Kármán (pour Rm = 70 avec µb = µd = 5), représenté par des
vecteurs et une isosurface ‖B‖2 ( 5% de la valeur maximale) colorée par la
composante verticale (la valeur minimale en bleu et la valeur maximale en
rouge) (a) vue en perspective ; (b) vue de dessous. Notez le mode m = 1 de la
structure du champ magnétique dans le volume et dans les lames (résultats de
DOLMEN).

5. CONCLUSION

Dans ce papier, une nouvelle formulation pour la prise en
compte du terme convectif u×∇×A a été proposée. Pour cela
une technique a été développée en utilisant les éléments de
Whitney d’ordre 2 pour discrétiser le champ de vitesse. Le mo-
dèle a été validé, avec des résultats provenant du code SFE-
MaNS (code 3D basé sur une décomposition de Fourier en azi-
mut et d’éléments finis de Lagrange dans le plan méridien), pour
des configurations d’induction par rotation solide puis pour des
configurations de VKS axisymétrique. Le code DOLMEN a per-
mis d’étudier une configuration non-axisymétrique qui donne
naissance à un dipole équatorial. Nous travaillons sur l’obten-
tion d’une dynamo plus réaliste en faisant varier les conditions
aux limites et les conditions initiales.
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