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RÉSUMÉ – Cet article présente une approche de modélisation
permettant d’éviter de mailler les parois minces conductrices
en les remplaçant par des interfaces. Ce travail s’appuie sur
l’implémentation d’une condition d’interface de type paroi mince
conductrice dans une méthode Galerkin Discontinue en domaine
temporel. La technique est basée sur une solution analytique
fréquentielle unidimensionnelle et une transformée de Fourier
inverse pour le passage au domaine temporel. Les résultats ont
été comparés à ceux obtenus avec des parois minces entièrement
maillées. L’évaluation de l’efficacité du blindage d’une cavité
tridimensionnelle est présentée pour illustrer l’intérêt de cette
approche.
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1. INTRODUCTION

Le développement des nouvelles technologies dans les do-
maines tels que l’électronique, l’électricité et l’électromagné-
tisme, a donné une importance considérable à l’étude de la coha-
bitation des systèmes. En compatibilité électromagnétique, plu-
sieurs problèmes requièrent une approche numérique adéquate
afin d’évaluer l’efficacité du blindage. La prise en compte de
petits détails par rapport à la taille du système est importante
lors des simulations numériques. Cela conduit à l’augmentation
de la taille de la mémoire utilisée et du temps de calcul. Ceci
est vrai pour la prise en compte des parois de boîtiers d’équipe-
ments électroniques.

Dans le but d’éviter la discrétisation spatiale des parois
minces, plusieurs conditions d’interface ont été développées.
Dans le domaine fréquentiel, une solution analytique peut être
utilisée pour lier le champ électromagnétique des deux cotés de
la paroi. Dans le domaine temporel, une transformée de Fourier
ou Laplace inverse est combinée à un produit de convolution.
Plusieurs travaux ont été consacrés à l’implémentation de cette
approche au sein d’une méthode de Différences Finies dans le
Domaine Temporel (DFDT) [1]. Néanmoins, l’erreur résiduelle
présente dans la méthode DFDT peut affecter significativement
le résultat numérique.

La méthode Galerkin Discontinue (GD) est basée sur une ré-
solution locale du problème dans chaque élément. Elle néces-
site des termes de flux encore appelé “flux numériques” pour
connecter les éléments adjacents [2]. Contrairement aux mé-
thodes DFDT, la méthode GD a l’avantage d’être bien adap-

tée aux maillages non structurés, à l’utilisation des éléments
de haut ordre spatial et au calcul parallèle. Un schéma numé-
rique d’ordre élevé du type Runge Kutta combiné aux éléments
d’ordre élevé permet de réduire la dispersion numérique in-
troduite par des schémas de type saute mouton très usuels en
DFDT. Une proposition d’interface a été introduite pour les pa-
rois minces conductrices [3], mais elle n’est valide que dans le
cas où l’épaisseur de peau est supérieure à celle de la paroi.

Dans cet article, une condition d’Interface de Type Paroi
Mince Conductrice (ITPMC) est introduite afin de remplacer
les parois minces conductrices lors de la modélisation des pro-
blèmes tridimensionnels en compatibilité électromagnétique.

2. FORMULATION DU PROBLÈME

On considère les équations de Maxwell dans le domaine tem-
porel, d’inconnues le champ électrique ~E et le champ magné-
tique ~H :







ǫ∂t ~E −∇× ~H = − ~J

µ∂t ~H +∇× ~E = 0

(1)

avec ǫ la permittivité du milieu et µ sa perméabilité. La densité
de courant est définie par ~J = σ ~E, avec σ la conductivité.

Soit Ω =
⋃

i Ti le domaine de calcul décomposé en une par-
tition d’éléments triangulaires en 2D, et tétraédriques en 3D. La
formulation variationnelle de la méthode GD de (1) sur chaque
élément T est donnée par :
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avec ~φ et ~ψ des fonctions test.

Les termes d’interface entre les éléments adjacents sont éva-
lués en utilisant les “flux numériques” (~n× ~E)num et (~n× ~H)num



donnés par [4] :











(~n× ~H)num = ~n× {Z ~H}
{Z} − (~n× (~n×[~E])

{Z} )

(~n× ~E)num = ~n× {Y ~E}
{Y } + (~n× (~n×[ ~H])

{Y } )

(3)

avec Z = 1
Y

=
√

µ
ǫ

, [u] = u+−u−

2 et {u} = u++u−

2 .
Le “-” représente la valeur de l’élément courant, et “+” celle de
l’élément adjacent.

Pour les simulations, un schéma de type Runge-Kutta expli-
cite est utilisé pour la discrétisation temporelle. Les éléments du
maillage sont d’ordre 3 pour les maillages en 3D, et d’ordre 5
en 2D. Les maillages sont construit avec le logiciel GMSH [5].

3. CONSTRUCTION DE L’ITPMC

Lorsque le champ électromagnétique est considéré unidimen-
sionnel dans la paroi, les équations de Maxwell dans le domaine
fréquentiel deviennent :

{

∂xEy = −ıωµHz

∂xHz = −(σ + ıωǫ)Ey
(4)

avec ǫ, µ et σ sont respectivement la permittivité, la perméa-
bilité et la conductivité de la paroi (Fig. 1), l’épaisseur de cette
paroi est d. En utilisant la solution analytique de l’équation (4)

Fig. 1. Géométrie de la paroi

pour une paroi homogène isotrope, on relie le champ électroma-
gnétique des deux cotés de la paroi par :

(

Ey(ω, d)
Hz(ω, d)

)

=M

(

Ey(ω, 0)
Hz(ω, 0)

)

(5)

où

M =

(

cosh(γd) η sinh(γd)
η−1 sinh(γd) cosh(γd)

)

(6)

avec γ est la constante de propagation :

γ =
√

µω(ıσ − ǫω) (7)

et η l’impédance intrinsèque de la paroi :

η =

√

µω

ǫω − ıσ
(8)

La relation (5) est équivalente à une relation d’impédance
entre le champ électrique et le champ magnétique :

(

Ey(ω, 0)
Ey(ω, d)

)

=

(

ẑ1(ω) −ẑ2(ω)
ẑ2(ω) −ẑ1(ω)

)(

Hz(ω, 0)
Hz(ω, d)

)

(9)

avec :










ẑ1(ω) = −
η

tanh(γd)

ẑ2(ω) = −
η

sinh(γd)

(10)

La relation (9) dans le domaine temporel devient :

(

Ey(t, 0)
Ey(t, d)

)

=

(

z1(t) −z2(t)
z2(t) −z1(t)

)

∗

(

Hz(t, 0)
Hz(t, d)

)

(11)

où z1 et z2 sont respectivement la transformée de Fourier in-
verse de ẑ1 et ẑ2, et “*” désigne un produit de convolution.

Soient ( ~E0, ~H0) et ( ~Ed, ~Hd) les champs électromagnétiques
des deux cotés de la paroi et ~n la normale unitaire sortante. Le
développement de la relation (11) conduit aux expressions (12)
qui relient les composantes tangentielles des champs électroma-
gnétiques dans un cadre général en trois dimensions :

{

~n× ~E0 = ~n×
[

~n×
(

z1 ∗ ~H
0 − z2 ∗ ~H

d
)]

~n× ~Ed = ~n×
[

~n×
(

z2 ∗ ~H
0 − z1 ∗ ~H

d
)] (12)

4. INTÉGRATION DE L’ITPMC DANS UNE MÉTHODE GA-
LERKIN DISCONTINUE

L’intégration de la relation (12) dans une méthode Galer-
kin discontinue s’effectue en deux étapes. La première étape
consiste à calculer la transformée de Fourier inverse des im-
pédances ẑ1 et ẑ2 (10). La seconde étape consiste à calculer le
produit de convolution entre la matrice d’impédance et le champ
magnétique (12).

Les fonctions d’impédance ẑ1 et ẑ2 sont caractérisées par un
spectre à large bande de fréquence. L’évaluation de leur trans-
formée de Fourier inverse peut s’avérer très coûteux en temps
de calcul avec des résultats peu précis. Pour palier à ce pro-
blème, une approximation en fractions rationnelles est utilisée et
la transformée de Fourier inverse est faite d’une manière analy-
tique. L’approximation en fraction rationnelle se fait en utilisant
la technique du Vector Fitting [6].

L’approximation en fractions rationnelles des fonctions d’im-
pédances définies en (10) conduit à :



























ẑ1(ω) = z1,0 +

N1
∑
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R1,k

ıω − p1,k

ẑ2(ω) = z2,0 +

N2
∑

k=1

R2,k

ıω − p2,k

(13)

où zi,0 sont les valeurs asymptotiques en haute fréquence de ẑi,
Ri,k est le keme résidu, pi,k est le keme pôle, et Ni le nombre
de pôles de l’approximation en fraction rationnelles.

La Transformée de Fourier inverse des impédances calculée
analytiquement est donnée par les relations suivantes :



























z1(t) = z1,0δ(t) +

N1
∑

k=1

R1,k exp(p1,kt)

z2(t) = z2,0δ(t) +

N2
∑

k=1

R2,k exp(p2,kt)

(14)



Le produit de convolution est discrétisé en utilisant une ap-
proximation récursive linéaire par morceaux [7]. La formula-
tion discrète à la meme itération temporelle de la relation (12)
s’écrit :

{

~n× ~E0,m = ~n×
[

~n×
(

~E0,m
1 − ~Ed,m

2

)]

~n× ~Ed,m = ~n×
[
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2 − ~Ed,m

1

)] (15)

avec
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[1 + (βk − 1) exp(βk)]

q3,k = αk

βk
[exp(βk)− βk − 1]

αk =
Ri,k

pi,k

βk = pi,k∆t

(16)

pour j ∈ {−,+}, i ∈ {1, 2}, k ∈ {1, 2, ..., Ni} et un pas de
temps ∆t.

Pour intégrer la formule (15) dans la méthode Galerkin dis-
continue. On pose ( ~E−, ~H−) = ( ~E0, ~H0) le champ électroma-
gnétique à l’élément courant “-”, et ( ~E+, ~H+) = ( ~Ed, ~Hd) le
champ électromagnétique à l’élément adjacent. Les termes de
flux (17) pour cette interface utilisent l’élément courant lorsque
l’inconnu est le champ magnétique, et la relation (15) lorsque
c’est le champ électrique.

{

(~n× ~H)num,n = ~n× ~H−,n

(~n× ~E)num,n = ~n× ~E+,n
(17)

5. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

5.1. Cavité bidimensionnelle

On considère une cavité bidimensionnelle dont les dimen-
sions sont 50 cm × 40 cm avec une ouverture de 10 cm sur le
coté (Fig. 2). ǫ = 5ǫ0, µ = 5µ0 et σ = 10 S/m sont respective-
ment la permittivité, la perméabilité et la conductivité des parois
dont l’épaisseur est de 5 mm. ǫ0 et µ0 sont la permittivité et la
perméabilité du vide.

Fig. 2. Cavité bidimensionnelle et domaine de calcul

Cette cavité est illuminée par un champ électromagnétique
oblique avec un angle d’incidence de 30˚, dont les composantes
sont ~E = (0, 0, Ez) et ~H = (Hx, Hy, 0). L’excitation est une
pulsation gaussienne Ez = e−a(t−t0)

2

où t0 = 3.10−9s et a =
(11.109)2

4 log(100)s
−2.

Deux cas sont simulés et comparés. Dans le premier cas, les

parois sont maillées. Dans le deuxième cas, l’ITPMC est utili-
sée.

Lorsque les parois sont maillées, le maillage contient environ
6000 éléments dont une majorité autour des parois (Fig. 3a). Le
pas de temps est réduit à 1.10−14 à cause des fines mailles dans
les parois. Le calcul a duré 20 heures sur un ordinateur doté de
32 processeurs cadencés à 3 GHz.

Lorsque l’ITPMC est utilisée, le nombre d’éléments est d’en-
viron 1000 (Fig. 3b). Le pas de temps augmente à 10−12. Le
calcul a duré 2 heures sur le même ordinateur.

Sur Fig. 4, on compare le champ Ez au centre de la cavité, la
différence est négligeable.

Ce résultat montre l’intérêt de l’utilisation de cette interface
pour l’étude des cavités à parois fines en prenant en compte leurs
propriétés physiques quelque soit l’orientation du champ inci-
dent.

(a) paroi maillée (b) condition d’interface

Fig. 3. Maillage de la cavité
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Fig. 4. Comparaison champ électrique au centre de la cavité

5.2. Cavité tridimensionnelle

Un problème transitoire est étudié. On considère une cavité
tridimensionnelle avec une ouverture ellipsoïdale [8]. Les di-
mensions de la cavité sont 30 cm × 12 cm × 30 cm et la taille
de l’ouverture est 6 mm × 3 mm (Fig. 5). Les parois sont de
permittivité ǫ = ǫ0, de perméabilité µ = µ0 et l’épaisseur des
parois est de 1mm. Cette cavité est illuminée en incidence nor-
male sur le coté qui contient l’ouverture par l’impulsion gaus-
sienne, utilisée dans l’exemple précédent. Le champ électrique



Fig. 5. Cavité 3D

est évalué au centre de la cavité pour différentes conductivités
des parois : σ = 500 S/m, σ = 1000 S/m, σ = 4000 S/m et
σ = +∞ (Conducteur Électrique Parfait (CEP))
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Fig. 6. Champ électrique au centre de la cavité dans le domaine temporel

Sur la Fig 6, on remarque que le champ incident pénètre prin-
cipalement par l’ouverture. La transmission à travers les parois
est négligeable. L’atténuation du champ à l’intérieur de la cavité
varie selon la conductivité des parois. Dans le cas des parois
CEP, l’atténuation est très faible. Celle-ci devient plus impor-
tante avec la diminution de la conductivité. Cela a un impact
significatif sur l’efficacité du blindage de la cavité.

Une transformée de Fourier est appliquée sur le champ élec-
trique évalué au centre de la cavité. L’efficacité de blindage est
présentée sur la Fig. 7. Le cas CEP est similaire à celui retrouvé
dans [8]. Le cas σ = 4000 S/m a la même allure que le cas
CEP, avec une efficacité de blindage plus importante, cela s’ex-
plique par la différence d’atténuation du champ à l’intérieur de
la cavité. Pour le cas σ = 1000 S/m et σ = 500 S/m, l’effica-
cité de blindage croit avec la fréquence, et le pic de résonance
est atténué.

6. CONCLUSION

Une condition d’interface de type paroi mince conductrice
a été développée dans une méthode Galerkin discontinue tridi-
mensionnelle dans le domaine temporel. Elle permet de prendre
en considération des parois minces conductrices sans les mailler.
Elle permet de réduire la taille du maillage et le temps de simu-
lation. Cette méthode a été validée dans un cas bidimensionnel,
et une cavité tridimensionnelle a été étudiée.
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