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SUR LA CLASSIFICATION DES SCHEMAS EN
GROUPES SEMI-SIMPLES

par

Philippe Gille

Résumé. — Nous abordons la classification des schémas en groupes semi-
simples du point de vue cohomologique et immobilier a la Bruhat-Tits afin
de généraliser les techniques galoisiennes sur un corps a des anneaux plus
généraux. Cela amene a étudier la notion de réductibilité pour les schémas
en groupes réductifs en lien avec les sous—groupes a un parametre. De plus,
on travaille avec des schémas en groupes affines lisses G non nécessairement
connexes mais a composante neutre réductive, ce qui nous conduit a étudier les
normalisateurs de sous-groupes paraboliques de G° et leurs espaces principaux
homogeénes. Enfin, I'exposé contient en appendice des analogies pour les
schémas en groupes de Weyl et les données radicielles tordues.

Abstract. — We deal with the classification of semisimple group schemes
via the Bruhat-Tits’ presentation of non-abelian cohomology. The goal is to
generalize Galois techniques to more general rings. It leads us to investigate the
concept of reducibility for reductive group schemes with special attention to
one parameter subgroups. It requires also the study of parabolic subgroups and
their normalizers of a not-necessarily connected affine smooth group scheme G
whose neutral component G° is reductive. The text discusses in an appendix
also certain analogies for Weyl group schemes and twisted root data.
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1. Introduction

Soit k un corps. La théorie de Borel-Tits [3, 35] produit une classification
des groupes algébriques semi-simples sur le corps k, a partir d’invariants
discrets (le type absolu, I'indice de Tits) et d’invariants « arithmétiques » qui
sont des classes de cohomologie galoisienne du corps k.

Donnons un exemple pour illustrer ce propos. Si (g, V) désigne un espace
quadratique non dégénéré (k de caractéristique impaire pour simplifier) avec
V de dimension 2n, le groupe spécial orthogonal G = SO(q) admet comme
premier invariant son type absolu, i.e. D,. Un second invariant est le dis-
criminant de ¢, c’est une classe de k*/(k*)? qui correspond & la *-action du
groupe de Galois sur le diagramme de Dynkin D,, et qui détermine la forme
quasi-déployée de G. Le théoreme de Witt est la décomposition (essentielle-
ment unique) ¢ = gqo L H” @ ol g est une forme quadratique anisotrope,
H le plan hyperbolique et v(q) 'indice de Witt de ¢q. Par exemple, dans le
cas d’une forme interne (i.e. de discriminant trivial), I'indice de Tits de G est
alors

11~ (1) a1 Q2 Ay (q) Qp_1
(Do) O G O I S
) aTL
Cela signifie que G admet un sous—groupe parabolique minimal de type
Dy \ {a1,...,a,(}; pour les autres cas, voir les tables de [35]. La forme

quadratique gy donne lieu au k—groupe anisotrope SO(qp), qui est un sous—
groupe de Levi d’'un tel parabolique minimal et qui est appelée le noyau
anisotrope de G. La décomposition de Witt-Tits donne la forme générale
de cette construction.

Soit S un schéma. Notre objectif principal est de revenir sur le § XX VI de
[SGA3], portant sur les sous—schémas en groupes paraboliques, en tentant
de se rapprocher du point de vue de Borel-Tits. Nous abordons ainsi la
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classification des groupes semi-simples avec la cohomologie étale et revenons
sur la réductibilité principalement dans le cas d’une base semi-locale connexe
pour laquelle on dispose du théoréme de conjugaison pour les sous—groupes
paraboliques minimaux de Demazure (XXVI.5.2).

Cet objectif est atteint au §4: pour un schéma semi-local connexe (non
vide), on a une décomposition de Witt-Tits de I’ensemble de cohomologie
étale H'(S, Autg, (G)) classifiant les S-formes d’un S-schéma en groupes semi-
simples G. Cette décomposition est semblable au cas des corps [35] et formulée
de fagon analogue a la décomposition de Bruhat-Tits de la cohomologie galoisi-
enne des groupes définis sur le corps des fractions d’un anneau de valuation
discrete hensélien [8].

Ceci demande des préparatifs, intéressants pour eux-mémes. La classifica-
tion des S-schémas en groupes semi-simples du point de vue de la cohomologie
étale fait intervenir les schémas en groupes d’automorphismes Autg (G). Un
tel schéma en groupes n’est en général pas a fibres connexes et il est commode
d’étendre la théorie des schémas en groupes paraboliques pour des schémas en
groupes lisses dont la composante neutre est réductive (§3).

La notion principale dans les décompositions de Witt-Tits est celle de ré-
ductibilité. Un S—schéma en groupes réductifs G est réductible s’il admet un
couple (P,L) ot P est un S—schéma en groupes paraboliques partout propres
de G et L un sous—groupe de Levi de P. On étudie cette notion pour elle-
meéme, notamment son comportement par extension centrale et son lien avec
la notion d’isotropie.

On montre (sur S connexe ou affine) qu’un tel couple (P, L) provient par la
construction de sous-groupes limites associés a un homomorphisme A : G, s —
G (Th. 7.3.1) généralisant le cas des corps [33, §15.1]. En particulier, le sous—
groupe de Levi L est le centralisateur de .

Passons en revue le plan de ’article. La section 2 est I'occasion de revenir
sur des généralités pour la cohomologie non abélienne, en faisant un compro-
mis entre les techniques galoisiennes omniprésentes en pratique et le cadre
tres général du livre de Giraud [18]. Dans la section 3, on revient sur les
sous—groupes paraboliques d’un S-schéma en groupes réductifs G et sur leurs
groupes de Levi. On s’intéresse notamment aux normalisateurs d’un sous—
schéma en groupes paraboliques dans d’autres schémas en groupes, comme
Autg, (G).

La décomposition de Witt-Tits est ’objet de la section 4 et on I'applique
au cas du groupe des automorphismes d’un groupe de Chevalley au §5.

L’objet principal du §7 est la démonstration du résultat mentionné sur la
description des couples (P,L) pour un S—schéma en groupes réductifs G avec
des homomorphismes G,, — G. Ce développement requiert une étude de
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nature combinatoire de cohomologie des groupes faite en appendice (§9) ainsi
que des rappels sur les données radicielles tordues (§6).

A la fin, on montre comment deux invariants classiques des groupes al-
gébriques semi-simples (x-action, classe de Tits) se généralisent pour des sché-
mas en groupes semi-simples sur une base arbitraire.

En appendice, on étudie la cohomologie des schémas en groupes de Weyl
du point de vue précédent, c’est-a-dire « immobilier ». L’analogie groupes
algébriques/groupes de Weyl et immeubles sphériques/complexes de Coxeter
est en effet remarquable.

Les notations XXII.4.1, VIg.10.2, etc... renvoient au séminaire sur les
schémas en groupes de Demazure-Grothendieck [SGA3].

Remerciements. En premier lieu, je remercie vivement Brian Conrad pour
ses nombreuses précisions, améliorations et suggestions apportées au manuscrit
(par exemple le § 2.8, le Lemme 4.4.1, la Définition 6.1.2.(2),...) qui contenaient
en germe la caractérisation des couples (P,L).

La démonstration des assertions (1) et (2) de la Proposition 3.4.5 est due a
Bas Edixhoven, je le remercie chaleureusement.

Je tiens a remercier aussi Vladimir Chernousov, Cyril Demarche, Cristian
Gongzales-Aviles, Ting-Yu Lee, Arturo Pianzola, ainsi que les rapporteurs pour
leurs commentaires bienvenus.

2. Préliminaires

Soit S un schéma.

2.1. Faisceaux principaux homogénes, produits contractés et coho-
mologie non-abélienne. — Les quelques faits ci-dessous sont bien connus
en cohomologie galoisienne (e.g. [32, §2.2, lemme 1]), on se propose de les
généraliser pour la cohomologie fppf (i.e. plate) sur le schéma de base S en
utilisant principalement le livre de Giraud [18].

On travaille avec des faisceaux d’ensembles et de groupes sur le grand site
plat (i.e. fppf) de S pour lequel on renvoie a l'exposé [6, §1.2] et a [37, §2].
Les recouvrements pour la (pré)-topologie fppf sur la catégorie des S—schémas
sont les familles de morphismes (U; — U)¢; tel quel le morphisme | | U; — U

i€l
est fidelement plat localement de présentation finie. )

On note e le S-faisceau singleton, c’est-a-dire défini par e(T) = {e}
pour tout T — S. C’est 'objet final de la catégorie des S—faisceaux fppf
d’ensembles. De plus, si F est un S—faisceau, on a une bijection naturelle
Homs_aisc(e, F) — F(S). Dans un sens elle associe &4 un morphisme u : € — F
I'image du point par ug : €(S) — F(S); dans 'autre, elle associe & une section
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f € E(S) le morphisme constant associé & f, e — F, qui pour tout T au-dessus
de S applique e(S) sur I'image de f par la restriction F(S) — F(T).

Si E,F sont des S—faisceaux fppf d’ensembles, on note Hom(E, F) le S—
foncteur des homomorphismes de S—foncteurs de E dans F (1.7), c’est un S—
faisceau fppf (IV.4.5.13). On définit le sous—objet Isom(E, F) de Hom(E, F)
par Hom(E, F)(S) = Isom(Eg/, Fg/) € Hom(E, F)(S’); c’est un S-sous-faisceau.
On note Aut(E) = Isom(E, E), c’est un S—faisceau en groupes.

Si E, F ont des structures supplémentaires(’) (par exemple groupes, etc...),
on peut considerer les sous—faisceaux Hom(E, F) et Isom(E, F) qui préservent
cette structure; dans le cas des groupes, on note Hom,, (E,F).

Soit G un S-faisceau fppf en groupes. On note Aut, (G) C Aut(G) le S-
faisceau fppf des automorphismes de groupes. L’action de conjugaison de G
sur lui-méme définit un morphisme de S—faisceaux fppf

int: G —» Aut,, (G).

Le noyau de int est le S—faisceau centre Centr(G) de G et le S—faisceau image de
int est un S-sous-faisceau distingué de Aut,, (G) appelé le sous S—faisceau des
automorphismes intérieurs. Le S—faisceau conoyau de int est noté Autext,, (G);
ce S-faisceau est appelé le S—faisceau en groupes des automorphismes extérieurs
de G. Si X (resp. Y) est un S—faisceau muni d’une action a droite (resp. de
G), le produit contracté de X et Y selon G est le S—faisceau quotient X x Y
pour I’action & droite de G selon (x,%).g) = (z.g, g~ '.y), voir [18, II1.1.3].
On le note X ASY ou parfois aussi X xCY.

Un S-faisceau E équipé d’une action a droite de G est principal homogeéne
sous G s’il satisfait aux deux conditions suivantes (IV.5.1.5):

(a) Le morphisme de S-faisceaux E x G — E X E, (e,g9) — (e, e.g), est un
isomorphisme.

(b) Il existe une famille couvrante (S;);c1r de S pour la topologie fppf telle
que E(S;) # @ pour tout i € .

Le S-faisceau G muni de la translation & gauche est un S—faisceau principal
homogene sous G, c’est le S-faisceau principal homogene trivial sous G. Un
morphisme de S—faisceaux principaux homogenes sous G est un isomorphisme;
en particulier, un S—faisceau principal homogene E sous G est isomorphe au
S-faisceau principal homogene trivial sous G si et seulement si E(S) # @. La
seconde condition (b) est donc une condition de trivialité locale.

Remarque 2.1.1. — 1l est tautologique de signaler que si E est un S-faisceau
principal homogene sous G, le quotient E/G est isomorphe au faisceau e. Il
suffit en effet de le vérifier pour le S-faisceau principal homogene G.

MVoir [9, 2.1] pour des sorites dans cette direction.
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Etant donné un S—faisceau principal homogeéne E sous G, et un S—faisceau
Y muni d’une action & gauche de G, le produit contracté E ASY est appelé
le S—faisceau tordu de Y par E. On le note YE, Sauf mention expresse du
contraire, la notation GE désigne le tordu de G par E par automorphismes
intérieurs, c’est-a-dire suivant l'action de G sur lui-méme via g.u = int(g) . v =
gug~'. Par construction, le S—faisceau GE est un S-faisceau en groupes, il
est canoniquement isomorphe au S-faisceau Autq(E) des automorphismes G-
équivariants de E. Le S—faisceau précédent YE est muni d’une action naturelle
(& gauche) de GE.

Si f: G — H désigne un S—morphisme de S—faisceaux en groupes, cela
définit une action a gauche de G sur H suivant g.h = f(g).h. Ainsi si E est
un S-faisceau principal homogene sous G, alors le produit contracté EASH est
un H—espace principal homogene. On le note aussi fiE, c’est la « poussette »
(ou push-out) de E selon f.

2.2. Cocycles et H!. — On désigne par H%ppf(S, G) Pensemble des classes
d’isomorphie d’espaces principaux homogenes sous G. Cet ensemble admet
une description en cocycles pour laquelle il existe plusieurs conventions. Nous
prenons celle du livre de Giraud [18, 1.3.6] et nous nous proposons de donner
une présentation quelque peu différente de celle donnée au paragraphe 1.3.6.2
de ce livre.

Soit S — S un morphisme fidélement plat et localement de présentation
finie. On note p; : S' xg S’ — S’ les projections (i = 1,2) et ¢; : S’ xg S xg &
les projections, ¢; j : S’ xg S xgS" — S’ xg S’ les projections partielles (i < 7).
On garde en mémoire les relations utiles g1 = p1og12 = p10q1,3, @2 = p1og23 =
P20P12; €t g3 = P2°G13 = P20 p23.

Un 1-cocycle de S & valeurs dans G est un élément g € G(S' xgS') satis-
faisant

Ga(9) 55(0) = Galo) € G5 %9 x).
On note Z!(S'/S, G) I'ensemble pointé des 1-cocycles de S & valeurs dans G
(pointé par le 1-cocycle trivial).

Etant donné un 1-cocycle g de S’ a valeurs dans G, on lui associe le S-
faisceau E; sous G défini pour chaque S—schéma T par

B,(1)= {h e G(TxS) | p3(h) = grpi(h) € G(T xS x5 )
On a une action naturelle & droite de G sur Eg: étant donnés un S—schéma T
et des sections [h] € E/(T), g; € G(T), alors h gy définit un élément de E(T).
On note aussi que l'on dispose d'un point privilégié e, € E/(S’) défini par
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élément g € G(S' xgS'). En effet, en faisant T =" et h =g, on a
g1 p1(h) = ¢12(9) 12,3(9) = q1.3(9) = pi(h).

Lemme 2.2.1. — (1) Pour chaque 1-cocycle g de S’ a valeurs dans G, le
S-faisceau E, est principal homogéne sous G.

(2) Si E désigne un S—faisceau principal homogéne muni d’un point e € E(S'),
il emiste un unique 1-cocycle g de S’ a valeurs dans G tel que (E,e) — (E,,eq)-
En outre un tel isomorphisme est unique.

Démonstration. (1) Comme E,(S’) est non vide, il suffit de montrer que G(T)
agit de facon simplement transitive sur E (T) pour tout S-schéma T. Soient
[h], [hy] deux éléments de E (T) avec h,hy € G(T xgS'). De la définition
de Eg, il vient pj (hﬁ*l h) = D3 (hj;1 h) d’ou par descente fidelement plate de
T xgS & T on tire que h;lh € G(T) C G(T xsS'). Posant gy = hﬁ*l h, on
a [h] = [hy] go. Ceci montre que G(T) agit transitivement sur E (T) et il est
alors évident que cette action est simplement transitive.

(2) L’action de G(S'xgS') sur E(S' xgS') étant simplement transitive, il
existe un unique g € G(S' xgS') tel que p3(e) = pi(e).g. Nous affirmons
que g est un l-cocycle de S’ & valeurs dans G. Dans ce but, on utilise la
trivialisation t. : G xgS' — E xg S/, h — eh. Alors le composé

pi(te) topa(te) : Q>§ s = Q>S< s’

est un isomorphisme du S—faisceau principal homogene trivial G, ¢’est donc la
translation & gauche Ly d’un (unique) élément g € G(S' xsS’). En utilisant
les relations ¢1 3 0 p1 = q1, q1,3 © p2 = @3, etc..., on vérifie alors que

G3(Ly) = ¢
)

a
(te) °q; (tgl) °oq3 (tE)

o

*
1
*
1
*
*
1
*
1

On conclut que g7 3(9) = 47 5(9) g5 3(9). Nous allons maintenant construire un
isomorphisme entre E et E. Etant donnés un S-schéma T et [h] € E (T) avec
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h e Q(T Xg S’), nous affirmons que e.h € E(T) C Q(T Xg S'). En effet, on a

pi(e-h) = pie).pi(h)
= pile).g.pi(h) [pile) =pi(e).g]
= p3(e).p3(h) [p5(h) =g.pi(h)]

— pie.h).
Ainsi e.h € E(T), ce qui permet de définir un morphisme de S—faisceaux
u: B, — E, [h] — e.h. Ce morphisme est G—équivariant, c’est donc un
isomorphisme. En outre u(e,) est donné dans E(S' xg S') par p3(e) . g = pi(e),
c’est-a-dire le point e € E(S’). La vérification de I'unicité est immédiate et
laissée au lecteur.

Ainsi Z1(S'/S, G) décrit les classes d’isomorphies de couples (E, e) ou E est
un S-faisceau principal homogeéne muni d’un point e € E(S’). Si E est un tel
objet, le groupe G(S') agit a droite de fagon simplement transitive sur E(S’),
ceci induit une action & droite de G(S') sur Z'(S’/S, G). On pose

Hippe(S'/8,G) = 2(S'/8,G) / G(S') -

Alors I’ensemble pointé H%ppf(S’ /S, G) classifie les S—faisceaux principaux ho-
mogenes trivialisés par le recouvrement S — S. On a donc une application
injective naturelle H%ppf(S’ /S,G) — H%ppf(s,g) et chaque S-espace principal
homogene sous G étant trivialisé par un recouvrement fppf, on obtient par
passage a la limite une bijection

~

liﬂ Hfl‘ppf(T/S7 Q) — Hflppf(sa Q)?
T/S

ou T parcourt les recouvrements fppf de S.

Remarque 2.2.2. — (a) L’action de G(S') se traduit bien entendu au niveau
des cocycles. Etant donné g € Z!(S'/S,G) et go € G(S'), on a alors g.gy =

pi(95") 93(g0)-

(b) Dans [18, 1.3.6], on considére la situation en apparence plus générale de
recouvrements (S;);cr mais cela revient au méme en prenant la somme disjointe
des S;. Ceci étant, il est parfois commode de travailler avec des S;, ce que 'on
fait d’ailleurs plus loin en 2.6.

Le cas particulier oul S est non vide et S’ — S est un I's—torseur pour
un groupe fini T' (i.e. le S—faisceau hg est un S-espace principal homogene
sous I's, voir §2.7 ci-apres) est fondamental et nous allons faire le lien avec
la cohomologie galoisienne. L’isomorphisme d’action a : S’ xgI's — S’ xg ',
(z,9) > (z,2.9) produit la décomposition ¢ : S’ xgS" — ||, S Celle-ci

~

donne lieu & un isomorphisme de groupes ¢* : G(S)I) = [I,er G(S') —
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G (S' xg S ) L’action & droite de I's sur S’ produit une action a gauche du
groupe fini I' € HY(S, T's) sur G(S') notée o.g = o(g).

Lemme 2.2.3. — Un T-uplet z = (z5)ger de G(S') définit un 1-cocycle de
S'/S a valeurs dans G si et seulement si
Zor = 25 0(27)

pour tous o, 7 € T,
Démonstration. On utilise lisomorphisme b : S xgI'gxgls —
S' xS xg8, (z,7,7) = (x,2.7,2.(y7)) qui donne lieu & un isomophisme
Qp : S/ Xs S/ Xs S/ L) |—|(0‘,T)€F><F SI.

On va identifier les morphismes ¢; ; : G(S' xg8") = G(S' xg9 xg9') via
les isomorphismes ¢* et 1*. Notant ag : S’ xgI's — S’ ’action, on considére
les diagrammes commutatifs

S’ xgTg Xsrs%>S’XsS’XsS/

P1,2\L P1,2i

a
S xgTg ———>§' x5 9,

S/XSFS XSPS%>S/XSS/XSS/

(I()Xidsli P2,3i

S’ XS Fs 4f> S’ X8 S/,
et
S’ xgI'g xg's % S’ xgS' xg8
idgr XH\L pl,si
S’ XS FS —f> S’ XS S.
Ces diagrammes indiquent que le morphisme ()*)~! o gijo¢*: G(s )(F) —

G(S")T*I) applique un M-uplet (z,) sur (quT)(U T)er: o

2 sit=1et j=2;
Upr =4 0(27) sii=2etj=3;
Zor sit=1et j=3.
Il ressort que (z,) définit un 1-cocycle de S’ & valeurs dans G si et seulement
on a z, 0(z;) = zor pour tous o, 7 € I'.

Cette description des 1—cocycles est celle de la cohomologie galoisienne [32].
Deux 1-cocycles z = (z,) et t = (t,) sont alors cohomologues s’il existe
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a € G(S') satisfaisant z, = a~!'t,o(a) pour tout o € I'. L’ensemble pointé
de cohomologie des groupes HY(T', G(S')) := Z1(I', G(S)) / G(S') est donc en
bijection naturelle avec H%ppf(S’ /S, G). En particulier, on a une suite exacte
d’ensembles pointés

1 — HYT', G(S)) — Hi,,4(S, G) — Hi, 4(S', G).
2.3. Transporteurs stricts, stabilisateurs. — On se donne une action
de G sur un S—faisceau fppf X. On rappelle les définitions des exposés I et

VIg.6 dans le cadre des S—foncteurs. Soient Z,Z’ deux sous S—faisceaux de X.
Le transporteur strict TranspstrG (2,7)) de Z a Z' est le S—sous—foncteur de G

défini par
Transpstr,, (2, Z)(T) = {g € G(T) | g5(2(T)) = Z(T) |¥T — T}
pour chaque T au-dessus de S.

Lemme 2.3.1. — Le S—foncteur TranspstrG(Z, Z) est S—sous—faisceau fppf
de G. a

Démonstration. Soit T un S-schéma et (T;);cr une famille couvrante de T.
On considere le diagramme commutatif de suites d’ensembles

Transpstr, (2, Z')(T) —* [[ Transpstr,(Z, Z')(T;) — [] Transpstr,(Z, Z')(T; xs T})
—¢C i€l = i€l =

N N N
CUJE——— T e

i€l

Comme G est un faisceau, la suite du bas est exacte, donc Transpstr , (Z, ZH(T) —
[] Transpstr , (Z, Z')(T;) est injective. On se donne une famille de sections
1€l -

(gi)ier € [] Transpstr (Z,Z')(T;) appartenant au noyau de la double fleche.

i€l -

Alors il existe un unique g € G(T) tel que g; = g, et on doit vérifier que g
appartient & Transpstr ,(Z,Z')(T). 1l suffit de vérfier que g(Z(T)) C Z'(T),
en utilisant la symétrie et en remarquant que le cas d’'un schéma T au dessus
de T est analogue. Soit z € Z(T). Par hypothese, on a a g;(Z(T;)) = Z'(T;),
donc g;. 21, € Z/(T;). L’élément g; . 2|y, appartient au noyau de la double

fleche, donc provient d’un unique élément 2’ € Z'(T). De plus g.z et 2’ ont
mémes restrictions sur le recouvrement (T;);er, done g.2 = 2’ € Z/(T).

Si Z = Z/, on note Stabg(Z) = TranspstrG(Z, Z), c’est le stabilisateur du

sous S—faisceau Z. Six € X(S) désigne un point, on note abusivement Stabg ()
le stabilisateur du sous-faisceau constant de X défini par x.
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Soit H un S-sous—faisceau en groupes de G. Le normalisateur Ng (H) de H
dans G est le stabilisateur de H pour ’action adjointe de G, i.e.

N¢(H)(T) = Stabg (H)(T) = { g € G(T) | g H(T') g3} = H(T') ¥T' — T}

pour chaque T au-dessus de S. De méme, le centralisateur Centrg(H) de H
dans G est le S-sous—faisceau de G défini par

Centrg, (H)(T) = {g € G(T) | g € Centgrn (H(T')) VT —> T}

pour chaque T au-dessus de S. On a une suite exacte naturelle de S—faisceaux
en groupes 1 — Centrg(H) — Ng(H) — Aut, (H) ot Aut,, (H) désigne le
S—faisceau des automorphismes de groupes de H. Dans le cas ou H = G, on
retrouve la suite exacte 1 — Centr(G) — G — Aut,, (G) du §2.1.

2.4. Sections du quotient G/H et application caractéristique. — On
note Y = G/H le faisceau quotient et p : G — Y le morphisme quotient. Nous
nous proposons d’étudier 'application caractéristique sous-jacente en démon-
trant un cas particulier de la proposition II1.3.1.1 de [18] sur la description de
Y(S). L’idée directrice est de travailler avec les espaces principaux homogenes
en évitant dans une certaine mesure les cocycles.

Etant donné un point y € H°(S,Y), on considere le sous-faisceau fibre en
y, c’est-a~-dire 'image réciproque par p du S-sous—faisceau constant attaché a
y. On le note F, = p~1(y); c’est un H-faisceau principal homogéne muni
du H-monomorphisme i, : F, — G (pour laction a droite de H sur G).
On dispose d’un isomorphisme canonique d’espaces principaux G-homogenes
cany : p~1(y) A G —5 G défini par passage au quotient du morphisme de
S-faisceaux fppf p~1(y) x G = G, (u,g) + iy(u) g.

Cette construction donne lieu & I’application caractéristique ¢ : HY(S,Y) =

Y(S) — H%ppf(S,ﬂ) qui associe & un point y la classe de [F,|.

Remarque 2.4.1. — Profitons de cette discussion pour signaler la compat-
ibilité suivante. Pour chaque y € H°(S,Y), on a un isomorphisme canonique
de S—faisceaux en groupes

gr W~y Stabg ()

ol le S-faisceau en groupes de gauche signifie le tordu de H par automorphismes
intérieurs suivant le H-faisceau principal homogene p~!(y) et le terme de droite
le faisceau stabilisateur de y dans G [12, lemme 4.2.33].

Lemme 2.4.2. — Soit E un S-faisceau principal homogene sous H. On note
J = E AL G Pespace principal homogéne sous G donné par le changement de
idx1

groupes i : H — G. On noteig : E —— E x G — J.
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(1) Soit q : E — G un H-monomorphisme (pour l'action & droite de H sur G).
Alors le morphisme Ex G — G, (e, g) — q(y) g donne lieu a un isomorphisme
Ug:dJ 5 G, qui est une trivialisation de l’espace principal homogéne J.

(2) Etant donné une trivialisation v : J — G, on définit q, : E — G comme
le composé de E z%E J5 G. Alors qu est un H-monomorphisme et u = ug, .
(3) Soit q : E — G un H-monomorphisme (pour l'action a droite de H sur G).
Alors il existe un unique point y = y(E,q) € Y(S) tel que le faisceau image
du composé po q: E — Y soit le S—sous—faisceau constant Y associé a y. De
plus, il existe un unique H—isomorphisme | : E —» F, de sorte que ¢ =iy ol.

Démonstration. (1) Cela résulte du fait qu'un morphisme d’espaces principaux
homogenes sous G est un isomorphisme.

(2) Evident.

(3) D’apres la remarque 2.1.1, on a un isomorphisme E/H = e. Par passage
au quotient par H de ¢, on obtient un morphisme e — Y. C’est une section
du morphisme structural Y — e, elle définit donc un point y de sorte que
I'image de ¢ est le sous-faisceau constant associé a y. En outre, ¢ induit un
isomorphisme [ : E —» F, de H-faisceaux principaux homogenes; celui-ci est
unique.

On considere maintenant les couples (E, ¢) ou E est un H-faisceau principal
homogene (& droite) et ¢ : E — G un H-monomorphisme de faisceaux. Deux
tels couples (E, q), (E',¢') sont dits équivalents s’il existe un H-isomorphisme
f: E = E satisfaisant ¢ = ¢’ o f. On note alors & ’ensemble des classes
d’équivalence de couples (E, q). Le Lemme 2.4.2.(3) montre que ’assignation
y +— (Fy,iy) induit une bijection

Y(S) = 2.
Proposition 2.4.3. — [18, 111.3.2.3]. L’application caractéristique
v:Y(S) — H%ppf(S,H) induit une bijection

G(S)\Y(8) > ker (Hhe(S, H) — HE1(S,G)).

Démonstration. Soient E un S-faisceau principal homogene sous H et ¢ :
E — G un H-monomorphisme. D’apres le Lemme 2.4.2.(3), (E, ¢) définit un
élément y de Y(S) dont I'image caractéristique est [E] € H%ppf(&ﬂ); cette
classe appartient bien au noyau de i, : Hflppf(S,ﬂ) — Hflppf(S,Q) d’apres le
Lemme 2.4.2.(1). En outre, d’apres le Lemme 2.4.2.(2), tout élément du noyau
ker(i,) provient de cette construction. Il reste & montrer que les fibres de ¢
correspondent aux G(S)-orbites sur Y(S). Soient y,3’ € Y(S) deux points
satisfaisant ©(y) = ¢(y'). On représente y (resp y’') par un couple (E,q)



SUR LA CLASSIFICATION DES SCHEMAS EN GROUPES SEMI-SIMPLES 13

(resp. (E,q’)). Alors les espaces principaux H-homogenes sous E et E' sont
isomorphes et on peut donc supposer que E = E’. Dans cette situation, nous
affirmons qu’il existe un unique g € G(S) tel que ¢ = gq. Cette question est
alors locale pour la topologie plate, ce qui ramene au cas évident o E — H.
Ceci montre que v’ = g.

2.5. Conjugaison locale de sous-faisceaux en groupes, I. — On fixe un
entier d > 1 et on considere des S-sous-faisceaux en groupes fppf H;, ..., H,; de
G. Posons N = MQ(H17H27 .- Hd) = MQ(Hl)mNQ(HQ) e ‘OMQ(Hd)v X = Q/M
le faisceau fppf associé et r : G — X le morphisme quotient.

Soient Hj, ..., H) des S-sous-faisceaux en groupes de G localement G-
conjugués a Hy,...H,, c’est-a~dire qu’il existe un recouvrement fppf (U;);c1 de
S et des sections g; € G(U;) tels que ﬂ; xgU; = g; (Ej xsU;) gi_1 pour tous i €
I,j=1,...,d. Le transporteur strict Transpstr, ((ﬂl, o Hy), (HY, . ,ﬂ&)),
qui associe a un morphisme T — S

Transpstr <(ﬂ1, ., Hy), (HY, ... ,H&)) (T) =
{geGm) | g,y =D VT —T, ¥j=1,...df,

est un N-faisceau principal homogene plongé dans G. Il définit donc un point
v(HYj,...,H)) dans H°(S, X) d’apres le §2.4.

Lemme 2.5.1. — La fleche (H},...H)) — ~(H), ..., H)) induit une corre-

spondance bijective entre l’ensemble des sous-faisceauz (Hj, ..., H})) localement

G-conjugués a (Hy,...,Hy) et X(S). L’application inverse applique un point
-1 -1

z € HO(S, X) sur les tordus (H] (I), s (I)) qui sont chacun des S—sous—

faisceaux en groupes de QFI(I) % G selon 'action naturelle de N sur H.

Démonstration. Nous commencons par construire un candidat pour
l'application inverse 7 en voyant X(S) comme l’ensemble des classes (E, q)
(pour la relation d’équivalence décrite au §2.4) ou E est un N-faisceau prin-
cipal homogene et ¢ : E — G un monomorphisme de N—faisceaux. Si (E,q)
est un tel objet, on dispose alors d’une trivialisation ¢, : EAN G = G,
(e,g) — q(e).g. On considere les S-faisceaux en groupes tordus EJE pour
l'action naturelle de N sur H; pour j =1,...,d. Le composé
qx
uj EJE — cE =5 a
est un monomorphisme, le faisceau image noté ﬂj(E, q) est bien un S-sous-

faisceau en groupes de sorte que le d—uplet (H,(E,q),...,Hy(E, q)) est locale-
ment G—conjugué a (Hy,...,H,).
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Il reste & montrer que les deux constructions sont inverses I'une de l'autre.
Dans un sens, étant donné un couple (E, ¢) comme précédemment, on observe
que ¢ : E — G induit un morphisme

E — Transpstr, (5, ., Hy), (H,(F,q), .., Hy(E,q)) ).

Comme c’est un morphisme de N-espaces principaux homogenes, c’est un
isomorphisme.

Dans lautre sens, si on part d'un d-uplet (Hj,...,H)) localement G-
conjugué a (Hy,...,H,), on lui associe le couple

(TranSpStrg((Hlv .- -Ed)7 (7/1’ . E&))vl)

On a bien H) = H; (Transpstrg((ﬂl, .. Hy), (HY,.. ﬂ&)),z) pour chaque j.

D’apres la Proposition 2.4.3, D'application caractéristique ¢ : X(S) —
Hi, (S, N) induit une bijection

G(S)\ X(S) > ker (Hfypr(S,N) — Hii(S, G) ).

Le membre de gauche décrit alors les G(S)-classes de conjugaisons de d—uplets
(H},...,H)) de sous S-faisceaux en groupes de G qui sont localement G-
conjugués a (Hy,...,H,) pour la topologie fppf.

2.6. Conjugaison locale de sous-faisceaux en groupes, II. —

Définition 2.6.1. — Soit E un faisceau principal homogene sous G (pour
fppf). Soit X un S-faisceau sur lequel G agit a gauche et posons X' = E ANEX.
Soit Y (resp. Y’) un S-sous-faisceau de X (resp. X'). On dit que Y et Y’ sont
localement G-conjugués s'il existe un recouvrement (U;);er de S trivialisant
E, des trivialisations ¢; : ExgU; 2 G xgU; et g = (9;) € [[G(U;) tels que
div : GExgU; = GxgU; induise un isomorphisme Y’ xgU; ——
Gi (X Xg Ui) gi_l pour tout ¢ € I.

En particulier, si (H;,...,H;) (resp. (H},...,H))) désigne un d-uplet
de S-sous-faisceaux en groupes de G (resp. de G' = GE), on dit que
(Hy,...,H,) et (H},...H)) sont localement G-conjugués s’il existe un recou-
vrement (U;);cr de S trivialisant E, des trivialisations ¢; : E xgU; =2 G xgU;
et g = (gi) € [[G(U;) tels que ¢; 4 : GE xgU; = G x4 U; induise un isomor-
phisme ﬂg xg U; = g (Ej Xg Ui) g{l pour tout ¢ € I et tout j =1,..,d.

Lemme 2.6.2. — Soit E un S—faisceau principal homogéne sous G (pour
fopf). On pose G' = GE. Soit (Hy,...H;) un d-uplet de S-sous-faisceauz
en groupes de G. On désigne par N = Ng (H,,...,H,) et on notei: N — G.
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(1) Soit (HY,...H)) un d-uplet de S—sous-faisceaux en groupes fppf de G’ qui
est localement G—conjugué pour fppf au d—uplet (Hy, ..., H,). Alors il existe un
S-faisceau principal homogéne F sous N et un G-isomorphisme q : FANG =
E de sorte que lisomorphisme de S—groupes ¢, : G*¥ =5 G’ = GE applique le
d-uplet (ﬂ% e ,ﬂg) de S—sous-faisceauz en groupes tordus sur (Hj, ..., H)).

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) E admet une réduction a N, i.e. la classe de E appartient a l'image de
. Hflppf(S,M) — H%ppf(S,Q).

(b) Le faisceau en groupes tordus G’ admet un d—uplet de sous-faisceauz
en groupes (Hy,...H)) qui est localement G-conjugué a (Hy,...,H;) pour la
topologie fppf.

Démonstration. (1) On suppose que G’ := GE admet un d-uplet (H},--- ,H/)
de S—sous-faisceaux en groupes qui est localement G-conjugué a (Hy,...,H,)
pour la topologie fppf. Il existe donc un recouvrement fppf (U;);er de S
trivialisant E, des trivialisations ¢; : E xgU; 2 G xgU; et une section g =
(9:) € TIG(U;) tels que ¢;x @ GExgU; = G xgU; applique Hj, xg U; sur
gi (ﬂk Xg Ui) g;l pour tout ¢ € I et pour tout k=1,...,d.

On pose Ly, ; = qﬁiogbj’l : G xg(U; xgUj) — G xg(U; xg Uj) pour i,j €1
ou L désigne la translation a gauche. Alors (g; ;)i jes est le 1-cocycle associé
a E et a la trivialisation ¢. On va montrer que 'on peut supposer g trivial.
Dans ce but, on considere la trivialisation suivante de E

~ . L.
dii=Lgo¢ ExU; 25 GxU; —25 GxU;
S ~ S ~ S

ou Lg, désigne la translation & gauche par g;. Alors le 1-cocycle (g; ;) associé
a E et a la trivialisation 5 satisfait ¢; ; = gi gi ; gj_l pour ¢,5 € I. On vérifie
immédiatement que 51* : GExqU; =5 @ xgU; induit un automorphisme
H xsU; = HxgU; pour tout i € I. On s’est donc ramené & ce cas,
ce qui permet de supposer que int(g;;) : G xsUj; = G xs U;,; induit un
automorphisme H; xgU;; pour k& = 1,..,d, d’ou g;; € N(U;;) pour tous
1,7 € 1. Par suite, E admet un S-sous-faisceau F qui est principal homogene
sous N et qui est défini par le carré cartésien

I

xgU; ——= N xgU;

xs U o

i—N>Q><SUi .

les
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L’application F xG — E, (f,g9) — f g induit un 1som0rphlsme q:FANG =
E. Par construction, l'isomorphisme de S-groupes ¢, : G*¥ = G’ = GE
applique le d-uplet (H, ... ,ﬂg) sur (Hp,---H)).

(2) (@) = (b) : On suppose que E = E/\MQ ou F est un S-faisceau principal
homogene sous N. Alors GE >~ @*E admet le d-uplet de S-sous-faisceaux
(H%7 . .Hg), qui est localement G—conjugué a (H;,...,H,).

(b) = (a) : ceci résulte de la premiere assertion.

Lemme 2.6.3. — Soit G = G| X3 Gy un produit semi-direct de faisceauz fppf
en groupes. On notei: Gy = G, p: G — Ga et h: Gy — G le scindage.
1. Soit Py un Gy-faisceau principal homogene au-dessus de S. Alors on a
une suite exacte de faisceauz fppf

heBp P2 ohiPy P2

1 — G o——+G — 1

~

et donc une action a droite de HO(S, G*Q) sur prpf(S Gh PQ)

2. Pour chaque Py, on considére Uapplication

h« P .
H%ppf(s7gl 72) — H%ppf(s’gh Ez)

Thy Py

prpf(s G)

ot Th, p, désigne de la bijection de torsion [18, I11.2.6]. Alors les fléches
précédentes induisent une bijection

hx ~
| | 08, G 52)) /HO(S,G5?) = HE (S, G)
P,

ot Py parcourt les classes d’isomorphie de Gy-faisceauz principauz ho-
mogeénes au-dessus de S.

Démonstration. (1) Voir [18, I11.3.3], en particulier 3.3.4.
(2) Cette décomposition provient de la description des fibres de 1’application
scindée

Ds - Hflppf(s?g) — H%ppf(svg2)‘
Si Py est un S-faisceau principal homogene sous Gy, on a p*h* Py = Py. Ainsi,
la fibre de p, en [P,] est décrite par la torsion [18, I11.3.3.4]

fppf(s G) fppf(S Gy)
liTh* Po Z\LTPQ
P,y " P2 P
Hi, (S, G1?) = Hippe(S, G2 )2 prpf(s Gy?)

c’est-a-dire b,
ker(plP2) < (p.) 7L ([ Py)).
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Ainsi on a une bijection

| [ ker(@ ™) = | () H(R*Pyl) > HLL(S,G).
P, P,

Mais HE (S, G1*72) /HO(S, G3?) — ker(pi"©2) [18, 1113.3.4] d’ol la bijec-
tion souhaitée.

Remarque 2.6.4. — Des énoncés analogues valent pour la topologie fpqc
mais demanderaient des précautions de théorie des ensembles; les faisceaux
fppf sont amplement suffisants pour les applications en vue.

2.7. Cas représentable. — Si G désigne un S-schéma en groupes, un G-
torseur au-dessus de S est un S—schéma E muni d’une action ¢ droite de G
de sorte que le faisceau fppf sous-jacent E a E soit un S—faisceau principal
homogene sous le S—faisceau en groupes G sous—jacent a G. Si G est affine
au-dessus de S, on rappelle que tout S—faisceau principal homogene sous G
est représentable, c’est-a-dire est le S-faisceau sous-jacent a un G-torseur au-
dessus de S.

Si G est affine et lisse au-dessus de S, tout G—torseur sur S est lisse et
est trivialisé par un recouvrement étale de S (XXIV.8.1). En particulier, les
énoncés précédents (Proposition 2.4.3, Lemme 2.6.3, etc..) valent pour la
cohomologie étale en prenant garde de ne considérer que des faisceaux de
groupes qui soient des schémas en groupes S-affines et S—lisses.

Remarque 2.7.1. — Le cas ou le S—schéma en groupes G est S—affine est le
seul essentiellement utilisé dans la suite. Au dela, on renvoie au chapitres XI.1
et XIII du livre du Raynaud [31] qui traitent respectivement du cas lisse et du
cas d’un schéma abélien, voir aussi [26, th. 111.4.3]. D’une fagon générale, si G
est S-plat, la représentabilité des S-espaces principaux homogenes vaut dans
le cadre de la théorie des espaces algébriques par application du théoreme de
descente fppf effective d’Artin, voir [2, §6] et [22, §10].

2.8. Limites. — Le but de ce paragraphe est de justifier des passages a
la limite sur la base pour les schémas en groupes, leurs espaces principaux
homogenes et les torseurs. L’énoncé suivant est un avatar de VIg.10.2.

Proposition 2.8.1. — Soit So un schéma quasi-compact et quasi-sépare.

Soit (Sx)aen un systéme projectif de So-schémas affines au sens de [EGA,

IV3.8.2]; on pose S = 1&1 Sx. Soit Gg un Sg—schéma en groupes de présenta-
AEA

tion finie. On pose Gy = Gg xg, Sy pour chaque A € A et G = Gg xg, S.
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(1) Si X est un G—torseur sur S, alors il existe un indice A et un Gy—torseur
X sur S tel que X = X\ xg, S.

(2) Soient X € A et Xy, X!\, deux Gy-torseurs au-dessus de Sy qui deviennent
isomorphes aprés changement de base a S. Alors il existe un indice p > A
tel que les Gy—torseurs Xy et X!\ deviennent isomorphes aprés changement de
base a S,,.

(3) Si G est affine au-dessus de S, alors la fleche

limg Hi,,¢(Sx, Gy) — H'(S,G)
AEA

est bijective.

Démonstration. (1) D’apres [EGA, 1V3.8.2.2.(ii)], il existe un indice A;, un
Sa,—schéma X, de présentation finie et un S-isomorphisme X — X, xg Ap S.
Pour tout A > A1, on pose Xy = Xy, X8y, Sx. D’apres [EGA, 1V3.8.2.3], il
existe un indice A2 > A1 et un morphisme ay, : Xy, Xg Ay Gy, — X, induisant
le morphisme d’action a : X xg G — X par changement de base de Sy, a S. La
méme référence (ou VIg.10.0) indique qu’il existe un indice A3 > Ao tel que
Axg = Ax, X8, Sxy 1 Xg X3y, Gy, — X, définisse une action du Sy,—schéma
en groupes Gy, sur X),. On utilise maintenant que X est un G-torseur sur S.
D’apres VIg.10.16, il existe un indice Ay > A3 tel que X, est un G,,-torseur.

(2) On commence par le cas ou X) est le Gy—torseur trivial. L’hypothese
est alors que X xg, S est le G-torseur trivial. Cela signifie que X, (S) # @.
Soit f : S — X, une telle Sy-section. Comme S est la limite projective des
(Su)u=r [EGA, IV3.8.2.5] et que X est de présentation finie sur Sy, il existe
i = A telle que f provient par changement de base de S, a S d’une section
fu Sy — Xy xg, Sy en vertu de [EGA, 1V3.8.8.2]. Ainsi X5(S,) # @ et le
Gy—torseur X, devient trivial apres changement de base a S,.

Pour le cas général, on utilise I'argument de torsion habituel. Quitte

N , X/
a remplacer Sg par Sy et Go par le Sy-schéma en groupes tordu G,*, le

L o o o X,
cas précédent indique qu’il existe un indice p > X tel que le G)*~torseur
Xy A9 (X4)°P devienne trivial aprés changement de base & S,. Ainsi les
Gy —torseurs X et X/, deviennent isomorphe aprés changement de base & S,,.

(3) Cela résulte de (1) et (2) puisque les H! classifient alors les torseurs.

La Proposition 2.8.1.(3) apparait comme le cas représentable de la remarque
suivante de Grothendieck [SGA4, VIL.5.14.(a)] rédigée par Margaux [25].

Théoréme 2.8.2. — Soit Sg un schéma quasi-compact et quasi-séparé. Soit
(Sa)aea un systéme projectif de So-schémas affines au sens de [ EGA, 1V3.8.2];
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on pose S = gn Sx. Soit Gg un S—schéma en groupes localement de présen-

AEA
tation finie. On pose Gy = Go Xg, Sy pour chaque A € A et G = Gg xg, S.

Alors la fleche
hﬂ H%ppf(s)\a G/\) — Hflppf(s’ G)
AEA

est bijective.

2.9. Calculs galoisiens. — On suppose que S est connexe (non vide) muni
d’un point géométique a : Spec(2) — S ou 2 désigne un corps séparable-
ment clos. Selon la convention de [SGA1, V.4], un morphisme fini étale
f:P — S est appelé un revétement galoisien si P est connexe et si le groupe
fini Autg(P) agit de facon simplement transitive sur ’ensemble fini P, () avec
P, = P xgSpec(f2) (cette propriété ne dépend pas du choix du point base).
Le groupe fini opposé (AutS(P))Opp est appelé le groupe de Galois du revéte-
ment galoisien f et est noté Gal(P/S). Le S—schéma en groupe fini constant
Gal(P/S)g agit a droite sur le S—schéma P et cette action fait de P un S—torseur
sous Gal(P/S).

Soit S — S un revétement galoisien et notons I' = Gal(S/S). Si G est un
S—faisceau fppf en groupes, on a une bijection naturelle (fin de la section 2.2
ou [18, §II1.3.7, prop. 3.7.6])

H(T, G(S)) = ker(H§ppf(s, G) — HL (5, Q)),
ou H! (F, Q(g)) désigne I’ensemble de cohomologie des groupes définis par des
cocycles [32]. Cette construction généralise celle de la cohomologie galoisienne.
Elle associe & un 1-cocycle z : I' — G(S) I'espace principal homogene E, défini
par

E.(1)={g € G(T%5) | 0(9)-2,1,,5=9 Vo €T}

pour tout T — S. Dans cette expression o(g) désigne le transformé de g
suivant ’action a gauche de I sur Q(T Xg S) et 2, 1y 3 I'image de z, par la
restriction pj : Q(S) — Q(T Xg S).

On note (S%,5%) le revétement universel de (S,a) [SGAL, §V.7]. La
référence originelle impose a S d’étre localement noethérien, le cas général
se trouve dans le livre [34, §5.4]. Par construction le revétement universel S
est une limite projective de revétements galoisiens (Sy)yep de S. Le groupe
fondamental 71(S,a) est le groupe profini défini comme la limite projective
des groupes finis Gal(Sy|S). Pour chaque A, on dispose de la bijection

H' (Gal(S,S), G(S))) —> ker<H§ppf(s,g) N H§ppf(sA,g)).
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Le passage a la limite formel produit la bijection

limg H' (Gal(Sy |S), G(S5)) > ker (H%I)pf(s,g) — lim H§ppf(sA,g)).
AEA AEA

La limite inductive lim  _ G(S,) est un w1 (S, a)-groupe discret et pour chaque

. ker(wl(S,a)ﬁGal(Su\S)) .
A€ A, onaG(Sy) = (hﬂu% Q(Su)) . Par définition de

la cohomologie des groupes profinis [32], ’expression précédente donne lieu a
la bijection

()  H! (m(s, o) lim, g(sk)) s er (H%ppf(s, @) — lig, _, HE (S, g)).

Remarque 2.9.1. — 1l faut prendre garde que, dans cette généralité, le mor-
phisme de groupes lim, G(Sy)) — G(S®¢) n’est pas en général bijectif. Soit
p un nombre premier et donnons l'exemple de S = Spec(F,,), muni du point
base a : Spec(F,) — Spec(F,). Alors a est le revétement universel de S et
S%¢ := Spec(F,) est la limite projective des S,, = Spec(F,nt1) pour n € N. On
considere le S-schéma en groupes vectoriel G = V(E) associé au F,—espace vec-
toriel E = IF;N), défini par G(A) = Homp (E ®F, A, A) = Homp (A(N),A) =
AN pour toute Fp-algebre A (1.4.6). Soit (p)nen une suite d’éléments de
Fp telle que z, & Fpn pour tout n € N. Alors ¢ = (2,)neny définit un élé-
ment de G(S*) = (F,)N qui n’est pas dans I'image de ligneN(IF,an)N =

hE.TLEN G (Fpn+1 ) .

Corollaire 2.9.2. — Sous les hypothéses précédentes, on suppose de plus que
S est quasi-compact et quasi-séparé, et que G est représentable par un S-schéma
G localement de présentation finie au-dessus de S.

(1) La fléche lim G(Sy) — G(S%) est un isomorphisme de sorte que G(S¢)
est un w1 (S, s°°)-groupe discret.

(2) On a une bijection naturelle

H' (m1(S, a), G(S*)) > ker<H§ppf(s, G) — HE (S, G)).

(3) On suppose que G est fini constant tordu. Alors H'(S%¢,G) =1 et la fleche
naturelle

H' (m1(S, 5), G(S*)) — H{, (S, G)

est bijective.
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Démonstration. (1) Comme G est localement de présentation finie, la fleche
li_n})\eA G(Syx) — G(S%) est bijective [EGA, 1V3.8.8.2].

(2) Le Théoreme 2.8.2 montre que l'application limg\ H%ppf(S,\,Q) —

H%ppf(SSC, G) est bijective. C’est donc un cas particulier de la bijection (x).

(3) Comme G est lisse, on peut remplacer la cohomologie fppf par la coho-
mologie étale. Soit X un G-torseur au-dessus de S°¢. D’apres la Proposition
2.8.1.(1), il existe un indice A tel que X provient d’'un G-torseur X, au-dessus
de Sy. Alors X, est fini étale au-dessus de Sy. Or S*¢ est aussi le revétement
universel de Sy, donc X(S) # @. Par suite X(S) # @ et X est le G-torseur
trivial. Ceci montre la trivialité de Hflppf(SSC, G) et l'assertion (2) produit la

bijection souhaitée H! (7 (S, s), G(S*¢)) — HL (S, G).

Remarque 2.9.3. — Pour la démonstration de (2) pour G affine au-dessus
de S, notons que la Proposition 2.8.1.(3) suffit en lieu et place du Théoreme
2.8.2.

3. Sous-groupes paraboliques

Soit S un schéma. Soit H un S—schéma en groupes réductifs, c’est-a-dire
un S—schéma en groupes S—affine, S-lisse, dont les fibres géométriques sont
réductives (connexes), voir XIX.1. On rappelle qu'un S—sous-schéma en
groupes P de H est parabolique s’il est fermé dans H, lisse sur S et tel que P3
est un R(s)-sous—groupe parabolique de Hz pour tout s € S (XXVI.1.1). On
sait alors que le quotient fppf H/P est représentable par un S—schéma projectif
et cette propriété caractérise d’ailleurs les sous-groupes paraboliques parmi les
sous-schémas en groupes fermés de H lisses sur S (XXII.5.8.5).

3.1. Liens entres paraboliques et leurs radicaux unipotents. — Soit
P un S-sous-groupe parabolique du S-schéma en groupes réductifs H. On note
rad“(P) son radical unipotent, P! = P/rad“(P) son quotient réductif et
p : P — P le morphisme canonique (XXVI.1.21). Le fait suivant est bien
connu dans le cas d’'un corps algébriquement clos [3, prop. 4.4.(c)].

Proposition 3.1.1. — Soit Q un S-sous—groupe parabolique de H inclus dans

P.

(1) On arad“(P) C rad“(Q) et rad“(P) est distingué dans rad*(Q) et dans Q.
smallskip

(2) P=Q <= rad“(P)=rad"(Q) <= Lie(Q) = Lie(P).

(8) Si P admet un sous-groupe de Levi L, alors Q N L est un S—sous—groupe

parabolique de L et Q = rad“(P) x (LN Q).
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Démonstration. (1) L’assertion & démontrer est locale pour la topologie
étale sur S si bien que le lemme XXVI.1.13 permet de supposer que le
couple (G,Q) est épinglé. Cela signifie que H admet un épinglage & =
(T,M,R, A, (Xp)aca) adapté & Q, i.e. Q est 'unique S—groupe de type (R)
d’algebre de Lie Zie(Q/S) = t® HaERé h ou Ry, est une partie de R con-
tenant R4 (XXVI.1.11). En d’autres mots, avec les notations de XXII.5.4, on
a Q= Hg,. On pose A(Q) = AN (—Rg), alors on a la décomposition

(%) rad“(Q) = Upy = [I Ua,
a€RY

ol RZQ désigne ’ensemble des racines positives qui dans leur décomposition

sur A, contiennent au moins un élément de A — A(Q) avec un coefficient non
nul (XXVI.1.12). Le sous-S-groupe

Za(q) = Centrg(Ta(Q)),

(o1 T(q) est le tore maximal du noyau commun des o € A(Q)) est I'unique
S—sous-groupe de Levi de Q contenant T; on a Q = rad“(Q) x Zx(q)-

Passons maintenant a P. Selon XXII.5.2.3, c¢’est un sous-groupe de type
(R) contenant T, P est donc épinglé par & (XXI1.5.4.1). On peut ainsi définir
les sous-ensembles de racines A(P), Rp, R}, etc... L’inclusion Q C P produit
des inclusions Zie(Q/S) C Zie(P/S), R C Rp, A(Q) € A(P), Rp C RY,
ZaQ) € Zaep et rad”(P) C rad"(Q).

Montrons que rad“(Q) normalise rad“(P). On se donne un S-schéma S,

et des éléments g € rad“(Q)(S),h € rad“(Q)(S) dans le but d’établir que
le commutateur [g, h] appartient & rad“(Q)(S). La décomposition (*) pour
rad“(Q) et rad“(P) nous ramene au cas g = exp(zX,), h = exp(yXg) pour
x,y € HO(ASJ7 03), a € Ry et B € Rp. En vertu de XXIL.5.5.2, on a

[eXpa(xXa)’ expg(yxﬁ)} = ] ePiarjs(Cijias 2 v/ Xiasja),
i,jEN*
ia+jBER
oltles C; ja g € HO (g, ﬁg) sont des constantes uniques. Etant donnés i, j € N*
tels que ia 4+ j8 € R, on observe que ia + j8 > 5 et que la décomposition de
i+ jf sur A admet au moins un élément de A\ A(P) apparaissant avec un
coefficient non nul. Ainsi ia+ j5 € R}, pour chaque couple (4, j) apparaissant

dans le produit ci-dessus et on conclut que [g, h] € rad*(P)(S).
On a montré que rad”(Q) normalise rad"(P). Vu que Q = rad"(Q) x Zx(q)

et que Za(q) € Za(p), on conclut que P normalise rad"(Q).

(2) L’assertion est locale pour la topologie étale, ce qui permet de localiser
comme précédemment. Alors P et Q contiennent le tore maximal déployé T



SUR LA CLASSIFICATION DES SCHEMAS EN GROUPES SEMI-SIMPLES 23

et on a Lie(P) = Lie(Q) si et seulement Q) = P en vertu de XXII.5.3.5 (ou
XXVI.1.4).

Par ailleurs, si rad“(P) = rad“(Q), on obtient R, = Rp et partant
Lie(ZA(Q)) = Lie(ZA(P)), d’ou Lie(P) = Lie(Q) et Q = P.
(3) Soit L un S-sous-groupe de Levi de P. Une nouvelle fois, 1'assertion a
démontrer est locale pour la topologie étale sur S ce qui permet de travailler
dans le cadre précédent. En vertu de XXVI.1.8, il existe un (unique) u €
rad“(P)(S) tel que L = uZppyu~'. Vu que rad*(P) € Q on peut donc
supposer, sans perte de généralité, que L = Zx(py. Le S-sous-groupe Z p) de
H est de type (R) (XXII.5.2.5) et son algebre de Lie est

Lie(Zary/S)=t® [ ™
a€RLN(—RE)

En d’autres mots, Zxp) = HR%)Q(_R/P), toujours avec les notations de XXII.5.4.
En vertu de XXII.5.4.5, Zxp) N Q est lisse en tout point de la section unité.
En tenant compte du cas des corps, on sait que (Z ap) N Q)s est un sous-
groupe parabolique de Qg pour tout s € S, en particulier est connexe. Ainsi
ZapyNQ = (Zapy N Q)° est un S-groupe lisse, fermé dans Q et ses fibres
géométriques sont paraboliques, c’est donc un S-sous-groupe parabolique de
Q.

En tenant compte une nouvelle fois du cas des corps, le S—morphisme
Jj :rad“(P) x (LN Q) — Q est tel que js est un isomorphisme pour tout
s € S. Vu que rad“(P) x (LN Q) est lisse sur S, on conclut que j est un
isomorphisme [EGA, 1V4.17.9.5].

Proposition 3.1.2. — (1) (XXVI1.1.20) On suppose que P admet un S-
groupe de Levi L. Les applications

Q—~QNL=Q, Q@+ rad"(P)xqQ
sont des bijections réciproques l'une de l'autre entre l’ensemble des S—sous—
groupes paraboliques de H contenus dans P et l’ensemble des S—sous-groupes
paraboliques de L. De plus, les sous-groupes de Levi de Q' sont les sous—groupes
de Levi de Q contenus dans L.

(2) Les applications
Q~— Q/rad"(P), M p (M)

sont des bijections réciproques l'une de l'autre entre l’ensemble des S—sous-
groupes paraboliques de H contenus dans P et l’ensemble des S-sous-groupes
paraboliques de P4,

Démonstration. (1) Cette démonstration ayant été laissée au lecteur, nous la
rédigeons ici a partir du cas connu des corps algébriquement clos [3, proposition
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4.4.(c)]. On montre d’abord que les fleches sont bien définies. D’apres la
Proposition 3.1.1.(3), si Q est un S—sous-schéma en groupes paraboliques de
H contenu dans P, on a un isomorphisme de S—groupes rad“(P) x (QNL) —
Q. Par suite, le quotient fppf Q/rad“(P) est représentable par le S—schéma
Q' = QN L qui est un S—sous—groupe parabolique de L. Ceci montre que la
premiéere fleche est bien définie.

Pour définir la seconde fleche, c’est-a-dire M + p~!(M), on considére un
S-sous-groupe parabolique M de P™d et on pose M = p~t(M). Comme M
et rad“(P) sont lisses sur S, M est lisse sur S (VIg.9.2.(xii)). Les fibres
géométriques de M étant des sous—groupes paraboliques, M est un S-sous-
groupe parabolique de H inclus dans P. Par contruction, les deux fleches sont
inverses I'une de l'autre, ce qui acheve la preuve de ce fait.

(2) On suppose tout d’abord que P admet un S—sous—groupe de Levi L. On
observe que ¢ := py, : L — P/rad"(P) est un isomorphisme, donc (1) induit
une correspondance bijective entre les sous-groupes paraboliques de L et ceux
de P/rad"(P) qui est donnée par Q' — ¢(Q') = (rad“(P) x Q')/rad“(P) et
M +— ¢ }(M) = M N L. Suivant XXVL.1.9; le S—foncteur Lev(P) des sous-
groupes de Levi de P est représentable par un rad“(P)-torseur sur S. En
particulier, P admet un sous—groupe de Levi localement sur S pour la topologie
fppf, ceci entraine la correspondance souhaitée.

Proposition 3.1.3. — (1) Le S-faisceau fppf en groupes normalisateur
Ny (rad“(P)) est représentable par un S-sous-schéma en groupes Ny (rad™(P))
fermé de H.

(2) On suppose que S est un Q—schéma. Alors P = Ny (rad“(P)).

Démonstration. (1) On pose U = rad"(P), c’est un S-schéma en groupes lisse
a fibres géométriques connexes (et résolubles) de sorte que le normalisateur
Ny (U) est représentable par un sous-schéma fermé Ny (U) de H puisque U est
lisse a fibres connexes (VIg.6.5.5 ou XI1.6.1 ou [6, th. 3.8.2]).

(2) Rappelons d’abord le cas S = Spec(k), k corps algébriquement clos de
caractéristique nulle. Cette hypothese intervient pour identifier le normalisa-
teur schématique a celui des k—variétés intervenant dans les deux références a
suivre. On a P C Ny (U) et on veut montrer I'inclusion réciproque. D’apres
une construction de Platonov [29] (voir aussi [20, §30.3]), on associe a U un k—
groupe parabolique canonique Q = P(U) tel que Q = Ng(V) ou V = rad*(Q).
Comme U est un sous-groupe lisse unipotent connexe distingué de Q, on a
U CV =rad“(Q). On souhaite montrer que U =V et que P = Q.

Comme P normalise U, P normalise Q, donc P C Q = Ny(Q). Soit M un
k—sous-groupe de Levi de Q. Alors suivant [3, prop. 4.4.c|], P se décompose
en P =V x (MNP) et MNP est un sous—groupe parabolique de M; en
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particulier V.C P. Or P C Q = Ng(V), donc V est distingué dans P d’ou
V C U =rad“(P). On a donc U =V et le radical unipotent de M NP est
trivial. On se souvient alors que M NP est un k—sous—groupe parabolique de
M, d’ou I'on conclut que M = MNP et partant que Q =V x M = P.

Pour le cas d’une base arbitraire S de caractéristique nulle, P est un sous-
schéma fermé de Ny (U) tel que Pz = Ng(P)s pour tout s € S. On conclut que
P =Ng(P).

Remarque 3.1.4. — 1l faut prendre garde que la Proposition 3.1.3.(2) est
fausse sans I’hypotheése de caractéristique nulle. Soit k un corps algébrique-
ment clos de caractéristique 2. On considere le k-groupe semi-simple G =
a b

d
L’équation ¢ = 0 définit le sous—groupe de Borel standard B de G dont on note
U le radical unipotent. L’équation ¢? = 0 définit un k-sous-groupe J de G
de sorte que B est le k—schéma réduit associé. Nous affirmons que J est un
sous-schéma de Ng(U) et donc que B G Ng(U). En d’autres mots, le résultat
classique « P = Ng(U) » ([20, §30.4, exercice 4]) ne vaut que dans le cadre
des k—schémas réduits.

On note u+ : G, — G les sous—groupes radiciels standard de G et as le
noyau de ’homomorphisme de groupes G, — Gg, t + t2. En vertu de [38,
prop. 4], le morphisme de k-schémas

PGLy = GLy /G, sur k ou GLy est muni des coordonnées standard

asxB —J (z,b) »u_(x)b
k
est un isomorphisme. On est ramené a vérifier que u_(az) € Ng(U). Soient
A une k-algebre, z € aa(A) et b € A; on calcule dans GLa(A)

(D) ( 2o (3 201)

Ceci montre que u_(az) € Ng(U) et partant que J C Ng(U).

3.2. Comportement par extension centrale. — Le foncteur Par(H) des
sous-groupes paraboliques de H est représentable par un S-schéma noté Par(H)
appelé le S—schéma des sous-schémas en groupes paraboliques de H (XXVI.3).
Le S—schéma Par(H) est un S-schéma projectif et est muni d’'une action
naturelle a gauche de H. En outre, on dispose d’une application type ty :
Par(H) — Of(Dyn(H)) dont le but est le schéma fini étale des parties ouvertes
et fermées du S-schéma fini de Dynkin Dyn(H) (XXIV.3). Par construction
Iapplication ty(S) : Par(H)(S) — Of(Dyn(H)) est invariante pour 'action de
H(S). Ces constructions se comportent bien par extension centrale.
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Lemme 3.2.1. — Soit H un S—schéma en groupes réductif et f : H — H un
S-homomorphisme surjectif dont le noyau est un S-groupe de type multiplicatif
central.

(1) L’image inverse définit un isomorphisme f* : Par(H) —» Par(H') entre le
S-schéma des paraboliques de H et celui de H'.

(2) L’image inverse produit une bijection entre ’ensemble des couples (P,L)
ou P est un S—groupe parabolique de H, L un S-sous—groupe de Levi de P et
les couples (P, L) similaires pour H'. En outre, l’application réciproque est le
passage au quotient par ker(f).

(8) Si P désigne un S-sous-groupe parabolique de H d’image inverse P’, alors le
normalisateur Ny (P") de P’ pour laction adjointe de H sur H' est représentable
par P.

(4) Il y a un isomorphisme naturel f* : Dyn(H) — Dyn(H') et le diagramme

*

Par(H) — Par(H’)

(a) itH \LtH/

Of(Dyn(H)) —L~ Of(Dyn(Ir)).

commute.

Démonstration. Tout d’abord, nous affirmons que f est un quotient fppf. Dans
ce but, on consideére le quotient fppf H'/ ker(f) qui est représentable par un S—
schéma en groupes réductifs H (XXIII.4.3.2). Le morphisme f se factorise alors
en un monomorphisme surjectif f: H— H. Vu que H est de présentation finie
et séparé sur S, que H est réductif, ceci entraine que fest une S—-immersion
fermée surjective (XVI.4.5.(a)). Pour chaque s € S, fs est une immersion
fermée surjective entre k(s)-schémas lisses, donc ]75 est un isomorphisme.
Vu que H est plat sur S, on conclut que f est un S—isomorphisme [EGA,
IV4.17.9.5]. Ainsi le morphisme f est un quotient fppf.

(1) Si P est un S-groupe parabolique de H, nous affirmons que P’ = f~1(P)
est un S-sous-groupe parabolique de H'. En effet, on a un isomorphisme de S-
faisceaux fppf H'/P’ — H/P. Comme H/P est représentable par un S-schéma
projectif lisse, il en est de méme de H'/P’, d’ott 'on conclut que P’ est un S—
sous-schéma parabolique de H'. Dans 'autre sens, on part d’un sous—groupe
parabolique P’ de H. Comme P contient localement pour la topologie étale un
sous—groupe de Borel, on sait que Z(H") C P/, d’ou ker(f) C P’. Le quotient
fppf P = P’/ ker(f) est représentable par un S-schéma en groupes fermé de
H = H'/ker(f) (IX.2.5), qui est S-lisse (VIp.9.2.(xii)) et H/P est représentable
par le S—schéma projectif lisse H' /P’. Ainsi P est un S—sous-schéma en groupes
paraboliques de G.
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(2) Ici aussi, il suffit de voir que les applications en jeu sont bien définies.
Soit (P, L) un couple ot P est un S—sous-groupe parabolique et L un S—sous—
groupe de Levi de P. On doit montrer que L/ = f~1(L) est un S-sous-groupe
de Levi du S-sous-groupe parabolique P’ de H' (suivant (1)). D’apres le
théoreme XXVI.4.3.2, il existe un unique S—sous-groupe parabolique @Q de
Htel que L = PN Q. Posant Q' = f~1(Q), on a L' = P’ N Q. Nous
prétendons que L’ est un sous—groupe de Levi de P’ et pour cela on va
utiliser le critere XXVI1.4.3.2.(b).(v). En d’autres mots, il suffit de montrer
que rad“(P') N Q' = 1 et que rad“(Q’) NP’ = 1. Les fibres géométriques du
S—groupe affine rad“(P’) Nker(f) sont unipotentes et en méme temps de type
multiplicatif; elle sont donc triviales en vertu de [13, cor. 1V.2.2.4]. On en
déduit que rad“(P’) Nker(f) =1 (par [EGA, 1V4.17.9.5]) et la restriction de
f:rad“(P’) N Q" — H est un monomorphisme. Or rad“(P)NQ = 1, d’ou
aussitot rad“(P’) N Q' = 1. De la méme fagon, on a rad“(Q) NP =1 et on
conclut que L/ est un S-sous—groupe de Levi de P’.

Dans Dautre sens, si P/ est un S-sous-groupe parabolique de H' et L’ est
un S—groupe de Levi de H', on écrit de méme L' = P’ N Q' ot Q' est opposé
a P’. On pose L = L'/ker(f) (XXII.4.3.3), alors L = PN Q ou P = f(P)
et Q = f(Q). Alors L est a fibres géométriques réductives, donc L est un
S—groupe de Levi de P en vertu de la caractérisation XXVI1.4.3.2(b).(i).

(3) On a un monomorphisme P — Ny(P’) de S-faisceaux fppf en groupes.
Par ailleurs, on a un monomorphisme Ny (P') — Ny(P). Or Npy(P) est
représentable par P (XXII.5.8.5), d’ou l'on conclut que le S—faisceau fppf
Ny (P’) est représentable par P.

(4) On commence par le cas ot H' est déployable, c¢’est-a-dire muni d’un tore
maximal T/ = Dg(M’) et d’un systéme de racines R C M’ satisfaisant les
conditions de XXII.1.12 qui font de (H', T, M’,R) un déploiement de H'. On
applique alors XXII1.4.3.1 en posant T = T’/ ker(f); on sait que T = Dg(M)
est un S—tore déployé maximal de H, que R est un systéeme de racines de H
par rapport a T et que (H,T,M,R) est un déploiement de H. On munit R
d’un ordre, on note alors Ry le sous-ensemble des racines positives. On note
B (resp. B') le sous—groupe de Borel de H (resp. H') associé a cet ordre
(XXII.5.1). Ceci donne lieu a un morphisme de données radicielles épinglées
®(H,B,T) — ®(H',B’, T') d’ott un isomorphisme de groupes finis entre leurs
diagrammes de Dynkin respectifs A := A(H,B/,T') & A’ := A(H,B,T)
(XXI.6.1.3) et partant des S-schémas finis constants f* : Dyn(H) = Dyn(H').
Ce morphisme ne dépend pas du choix d’un déploiement de H. Montrons la
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commutativité du diagramme

Par(H)(S) — > Par(H')(S)

itH \LtH/
*

Of(Dyn(H))(S) ——> Of(Dyn(I))(S).

Etant donné un S—sous—groupe parabolique Q de H d’image inverse Q' dans
H', on souhaite établir que f*(tp(Q)) = tw(Q'). On sait qu'il existe un
unique S—sous—groupe parabolique P de H tel que B C Q et tg(Q) = tu(P)
(XXVI.3.6). Alors Q et P sont localement H-conjugués pour la topologie fpqc
sur S (XXVI.3.3) de sorte qu’il suffit de vérifier la commutativité souhaitée
pour P et son image inverse P’ dans H'. Le S-sous-groupe P est un sous—
groupe de type (R) de H (XXII.5.2.3) qui contient le S—tore déployé maximal
T; en vertu de XXII.5.2.1, quitte & localiser sur S pour la topologie de Zariski,
I'algebre de Lie de P est de la forme Zie(P/S) = t&[[,cg, B pour une partie
Rp de I'ensemble des racines R de T sur h = Zie(H/S). Par définition, ty(P)
est la partie A(P)g de Ag associé au sous-ensemble A(P) = AN (—Rp) de A.
On va utiliser I'interprétation classique de A(P) en terme du sous-S-groupe de
Levi associé Zapy = Centry(Ta(py) de P, ot Tp(p) désigne le tore maximal
de l'intersection des ker(a) pour a parcourant A(P) (XXVI.1.12). Comme
dans le cas des groupes algébriques [33, §8.4.1], on a la décomposition

Lie(Zary/S) =t B b°
a€[A(P)]

ou [A(P)] désigne le sous-systeme de racines de R engendré par A(P). Alors
A(P) est le diagramme de Dynkin du systeme de racines ®(Zap), T) re-
latif au sous groupe de Borel BN L de L. L’assertion (2) indique que
P = = f- (ZA(p ). Comme la restriction f : Z/A(P) — Za(py est un mor-
ph1sme de S—groupes réductifs déployés a noyau central de type multipli-
catif, XXII.4.3.1 montre que le morphisme de données radicielles épinglées
®(Zapy,BNT,T) — @(Z’A(P), B’'NT’, T") induit une bijection sur les racines,

d’ot1 un un isomorphisme A(P) — A(P’).
Passons maintenant au cas général en reprenant la construction de Dyn(H)
de XXIV.4.3. Soit S — S un morphisme étale couvrant tel que H xg S soit
déployable. Alors Dyn (H Xg S) est muni d’une donnée de descente canonique,

c’est-a-dire d’un ng g—isomorphisme canonique ¢ : pj (Dyn(H Xg g)) =
D3 <Dyn(H Xs g)) tel que prj;(c) = pris(c) o priq(c) (IV.2.1) ou pr;; :

S xsgxsg — gxsg désigne la projection sur le facteur (Z’l) . Par défi-
nition Dyn(H) est le S-schéma descendu de S & S de Dyn(H xg S); il est défini
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pour tout S-schéma S* par

Dyn(H)(S*) = {:c € Dyn(H X s* X §) | copri(z) = pri(z) € Dyn(H X S* >S<§ X §) }

Le gfgroupe H' xg S est aussi déployable et on dispose également d’un
S xg S-isomorphisme canonique ¢ : i (Dyn (H' xg g)) — 3 (Dyn (H' xsg g))

L’isomorphisme f* : Dyn(H Xg §) = Dyn(H’ X§g g) défini précédement est
compatible aux données de descente, c’est-a-dire que le carré suivant

pi (Dyn(H x5 8) ) —= pi5(Dyn(H xs5) )
ip’{(f") ip;@‘)
pi(Dyn(H' xs8) ) == pis (Dyn(H' x5 5))

commute. Ainsi f* se descend en un S-isomorphisme f* : Dyn(H) —
Dyn(H’). La commutativité du diagramme (4 ) sur les types suit par descente.

Par exemple, ce type de dévissage peut étre employé pour travailler avec
des groupes adjoints, notamment lorsque ’on travaille avec les algebres de Lie
(e.g. XXIV.3).

Proposition 3.2.2. — Soient H un S—groupe réductif et P un S—sous—groupe
parabolique de H.

(1) Si H/S est adjoint, alors P = Ny(Lie(H)).
(2) Si le quotient adjoint 7 : H — H* est lisse, alors P = Ny(Lie(P)).

Le S-groupe Ny (Lie(H)) désigne le normalisateur pour l’action adjointe de
H dont on sait qu’il est représentable par un sous S-schéma en groupes fermé
de H de présentation finie sur S (XX.5.3.0)

Démonstration. (1) Le S—groupe H est de type (RA) (XXII.5.1.7.a) si bien que
P est un S-sous—groupe de type (RA) de H (XXII.5.2.6). Alors le normalisateur
Ny (Lie(P)) est lisse le long de la section unité et on a H = Ny(Lie(P))"
(XXIL.5.3.1). Ainsi Ny(Lie(P)) normalise H et le théoreme de Chevalley
P = Ny (P) (XXII.5.8.5) permet de conclure que H = Ny (Lie(P)).

(2) On note 7 : H — H2 le quotient adjoint de H. Le Lemme 3.2.1.(1)
montre que ker(r) C P, que P2 = P/ker(r) est un S-parabolique de H
satisfaisant P = 7 !(P,q). Le morphisme 7 étant lisse, I’application tan-
gente en lorigine Lie(r) : Lie(P) — Lie(P2d) est surjective. On a donc
Ng(Lie(P)) € Ng(Lie(P?d)). Ainsi la restriction 7 : Ny (Lie(P)) — H?d fac-
torise par Ny (Lie(P2d)) = P24 d’apres le premier cas. Par suite, Ny (Lie(P)) C
771 (P2d) = P, d’ol1 I'on conclut que P = Ny (Lie(P)).
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Remarque 3.2.3. — (a) Le noyau du quotient adjoint 7 : H — H?? est un
S—groupe de type multiplicatif, il est donc lisse si S un Q-schéma. Ainsi si S
est un Q-schéma, on a P = Ny(Lie(P)) pour tout S-parabolique de H.

(b) Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 2 et notons B le
sous—groupe de Borel standard de G = SLy. 1l existe sur R = k[t]/t?> un
R—sous—groupe de Borel B’ # Bp tel que Lie(B) ®; R = Lie(B’) [11, ex.
2.4.8.(iii)]. Ainsi, dans ce cas on a B # N¢(Lie(B)) et ceci produit un contre-
exemple & la Proposition 3.2.2.(1) dans le cas non adjoint. En outre, on sait
que B = Ng(Lie(B))wea [11, ex. 2.4.8.(iii)], donc Ng(Lie(B)) n’est pas réduit.

3.3. Sous-groupes paraboliques minimaux. — On rappelle qu’un S-
sous—groupe parabolique P de H est minimal si pour tout S—schéma en groupes
paraboliques Q de H, Q C P implique Q = P (XXVIL.5.6). On s’intéresse a
Iexistence de sous—groupes paraboliques minimaux.

Lemme 3.3.1. — On suppose que que S est connexe ou bien satisfait les
deux propriétés suivantes: quasi-compact et localement connexe. Soit H un
S—schéma en groupes réductifs.

(1) Soit (Px)xea un systeme projectif de sous—schémas en groupes paraboliques
de H au sens de [EGA, IV3.8.2]. Alors il existe un indice Ao tel que Py = P,
pour tout A = Xg.

(2) Si P désigne un S—sous-groupe parabolique de H, alors il existe un S—sous-
groupe parabolique minimal Q de H satisfaisant Q C P.

(8) Le S—groupe réductif H admet un S—groupe parabolique minimal.

Démonstration. (1) Sans perte de généralité, on peut supposer dans les deux
cas que S est connexe. Alors H est de type constant, est une S—forme d’un
S—groupe réductif de Chevalley Hy dont on note Ag le diagramme de Dynkin.

Premier cas: le S-schéma fini Dyn(H) est constant: on a alors un isomor-
phisme Dyn(H) = Ay g, et 'application type s’interprete de la facon suivante:
t : Par(H) — Of(Dyn(H)) = Of(Apg). Comme S est connexe, Of(Agg)(S)
est 'ensemble fini des parties de Ag; la famille décroissante t([P)]) est donc
stationnaire a partir d'un indice \g. Pour tout A > Ao, on a Py, C P, et
t([P]) = t([Px,]), donc Py = Py, en vertu de XXVI.3.8.

Cas général. Le S—schéma fini Dyn(H) est une S—forme de Ag g, ainsi il existe
un revétement fini galoisien S’ — S tel que Dyn(H) xg/ S — Agg. D’apres le
premier cas, il existe A9 € A tel que Py x5S’ —— Py, xs S’ pour tout A > \o.
Par descente fidelement plate, on conclut que Py = P, pour tout A > .

(2) Le sous—ensemble &2 de Par(H)(S) consistant en les Q C P est non vide et
est muni de 'ordre inverse de l'inclusion, i.e. Q1 < Qg si Q2 C Q1. L’assertion
(1) entraine que toute famille totalement ordonnée de & est majorée et le
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lemme de Zorn montre que & admet un élément maximal Q). Par construction,
Q est un S-sous-groupe parabolique minimal inclus dans P.

(3) Vu que H est un S—sous—groupe parabolique de H, I’assertion (2) implique
aussitot que H admet un S—groupe parabolique minimal.

Remarque 3.3.2. — Si la base S est quasi-compacte et quasi-séparée, il est
naturel de se demander sous quelles conditions la limite d’un systéme projectif
(Px)xea de sous—schémas en groupes paraboliques d’un S—schéma en groupes
réductif H est un S—sous—groupe parabolique. Le Lemme 3.3.1.(1) indique que
pour tout point s € S, il existe un indice A, tel que P xg 05 4 = Py, X5 Os .
Soit U C S le plus grand ouvert sur lequel P est de présentation finie. Alors
le critere de lissité par fibres indique que P xg U est lisse [EGA, 1V4.17.8.2];
les fibres géométriques de P xg U étant des sous—groupes paraboliques, il suit
que P xgU est un S—sous—groupe parabolique de H. Nous affirmons que les
assertions suivantes sont équivalentes:

(i) U=S5,

(ii) P est un S—parabolique de H,

(iii) II existe un indice g tel que P = Py,
Les implications (iii) = (ii) = (i) sont triviales et on a déja établi
Iimplication (i) = (i7). Montrons I'implication (ii) = (iii). On pose
Sy =S, Q) = P pour tout A. La limite projective des Sy—morphismes Q) — P
est un isomorphisme, donc il existe un indice Ag tel quel P = Q), — P, est
un isomorphisme [EGA, 1V3.8.10.5.(1)].

Les conditions équivalentes ci-dessus ne sont pas toujours satisfaites méme
dans le cas de SLg sur une base affine. Donnons I'exemple de 'anneau produit

R = ][] k ou k désigne un corps commutatif. Etant donné N > 0, on dé-
neN
compose R= [] kx ][] k,dolu une décomposition en ouverts disjoints
o<n<N n>N+1

S = Spec(R) = Ux U Vn. On définit le R-sous—groupe parabolique Py de
SLar par Py xgUn = B xg Uy et Py xg Vi = SLor Xs Vn, out B C SLaor
désigne le sous—groupe de Borel standard. Alors la suite (Pn)n>0 est une suite
décroissante de S—paraboliques de SLo qui n’est pas stationnaire. L’équivalence
ci-dessus montre que P n’est pas de présentation finie sur S et a fortiori pas
un S-parabolique de SLyr. En conclusion, la méthode du Lemme 3.3.1 ne
permet pas de construire des sous—groupes paraboliques minimaux au dela du
cas localement connexe.

3.4. Normalisateurs de schémas en groupes paraboliques. — Soit
S un schéma. On considere maintenant la situation plus générale d’un S-
schéma en groupes G lisse et séparé, non nécessairement a fibres connexes.
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On note G la composante neutre de G, c’est un sous-schéma en groupes
ouvert caractéristique de G (VIg.3.10) tel que GY soit la composante connexe
de 15 dans G4 pour tout point s € S.

Remarque 3.4.1. — Si le faisceau G/GP est représentable par un S-schéma
en groupes, alors celui-ci est étale sur S. En effet, G/G? est lisse sur S
(VIg.9.2.(xii)) et le cas des corps indique que (G/G?), est étale sur x(s) pour
tout point s de S [13, I11.5.1.1]. Le critére « fibres par fibres » s’applique et
montre que G/G? est étale sur S [EGA, 1V,.17.8.2].

On suppose que G° est un S-groupe réductif. Le morphisme G — G est
un monomorphisme et le théoréme 5.3.5 de [11] montre que G est fermé dans
G. Le prototype d’une telle situation est le S-groupe orthogonal Os, de la
forme quadratique hyperbolique de dimension 2n (n > 2). Le S—groupe Oy,
est affine lisse et sa composante neutre est S—groupe spécial orthogonal SOa,
[11, theorem C.2.10].

Si H est un S—schéma en groupes semi-simples, on rappelle que le S—faisceau
fppf Mgr(H) des automorphismes de H est représentable par un S-schéma en
groupes Autg(H); Auty(H) est S-affine, S-lisse et admet le groupe adjoint
de H comme composante neutre (XXIV.1). Dans cet article, nous sommes
surtout intéressés par de tels S-groupes Autg(H) parce qu’ils interviennent
dans la classification des S-schémas en groupes semi-simples.

Remarque 3.4.2. — Au dela du cas ou S est le spectre d’'un corps, on note
que I'hypothese de réductivité est essentielle pour garantir le fait que G soit
fermé dans G. En effet la théorie de Bruhat-Tits donne lieu a des schémas en
groupes affines et lisses sur un anneau de valuation discrete hensélien dont la
fibre générique est réductive et la fibre spéciale n’est pas connexe [7, §4.6].

Proposition 3.4.3. — Sous les hypothéeses du § 8.4, soit P C --- C Py une
chaine de S-sous-schémas en groupes paraboliques de GP.

1. Le normalisateur N (P1, ..., Pq) est représentable par un S-sous-schéma
en groupes fermé Ng(P1,...,Py) de G.
2. Le schéma en groupes Ng(P1,...,Pq) est lisse sur S et Py =

Ng(Py,--- ,Pg)NG® = Ng(Py,-- - , Pg)".

3. Le quotient G/Ng(P1,...,Py) est représentable par un S—schéma locale-
ment de présentation finie sur S.

4. Le quotient Ng(P1)/rad“(P1) est représentable par un S-schéma en
groupes Hy S-lisse et S-séparé. De plus, (H1)? est isomorphe a P‘{éd.
En outre, si G est S—affine, alors Hy est S—affine.

5. Si le faisceau fppf en groupes G/GY est représentable par un S-schéma
en groupes, alors le faisceau fppf Ng(P1,...,Pq)/P1 est représentable par
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un S-schéma en groupes S—lisse. En outre, Ng(P1,...,Pq)/P1 — G/G°
est une 1mmersion ouverte.

Démonstration. (1) Le schéma des S-sous-groupes paraboliques Par(G°) est
lisse et projectif sur S (XXVI.3.5). Il est en particulier séparé et de présentation
finie sur S et est muni d’une application « type » t : Par(G%) — Of(Dyn(G"))
vers le S-schéma fini étale des parties ouvertes et fermées du S-schéma fini
étale « diagramme de Dynkin de G? ».

On note zp, : S — Par(G%) le point correspondant au S-parabolique P;

pour i = 1,...,d, ce morphisme est localement de présentation finie. Vu que
N¢ (P;) est le fixateur du point xp, pour I'action de G sur le S—schéma séparé
Par(GP), il est donc représentable par un S-sous-schéma fermé de G qui est
localement de présentation finie sur S (on peut aussi invoquer le fait général
XI.6.3). Ainsi Ng(P1,...,Pg) = Ng(P1) N--- N Ng(Pg) est représentable par
un S-sous-schéma fermé qui est de présentation finie sur S.
(2)(2) Pour établir la lissité du S-schéma localement de présentation finie
Ng(P1,...,Py), il suffit donc par définition de montrer que Ng(Py,...,Py)
est formellement lisse [EGA, 1V4.17.3.1]. Soient T un S-—schéma affine et
To un S-sous-schéma fermé défini par un idéal de carré nul. Soit ng €
Ng(P1,...,P4)(Tp). Comme G est S-lisse, il existe g € G(T) relevant ny.
On pose zq, = g.(zp, xgT) € Par(G%)(T). Alors zg, a méme type t; €
Of (Dyn(G?))(T) que xp, xg T car c’est le cas pour leurs changements de base
a Tg. On note Par(GY);, le T-schéma défini par le produit fibré

Par(GY);, Par(G?)
T b Of(Dyn(QY)) .

En vertu de XXVI.3.6, le morphisme G — Par(G%);,, g — g.xp, est cou-
vrant pour fpqc donc aussi pour fppf puisque ce morphisme est localement
de présentation finie. En d’autres mots, le S-schéma Par(G°);, représente le
quotient fppf G°/P;. Ainsi le transporteur strict TranspstrG% (Q:Ql,a:pl Xg T)

qui associe a un morphisme T/ — T
Transpstr, (zq,, zp, X T)(T') = {h € GYT) | h.aq, x T = zp, x T’}
—Gr S T S

est représentable par un T-torseur E sous le T-schéma en groupes

Ngo(P1) xsT = Py xgT. Vu que Py xgT est T-lisse, il en est de méme
de E par descente [EGA, IV,.17.7.3]. Par construction on a 11, € G°(T)

@ Noter que VIg.6.5.5 (ou XI1.7.9) ne s’applique pas ici pour (2) car les fibres géométriques
de G ne sont pas connexes.
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appartient & E(Tg). Il existe donc un élément h € ker(G%(T) — G%(Ty))
satisfaisant hxq, = xp, xgT. On conclut que I'élément n = hg € Ng(P1)(T)
releve ng. Pour i = 2,...,d, nPi,Tn_l est de méme type que P; T et con-
tient Py T, on a donc nPi,Tn_i = P; 1 d’apres le lemme XXVI.3.8. Ainsi
n € Ng(P1,...,Pg)(T). Ceci établit la lissité formelle de Ng(Py,...,P4) et
donc sa lissité.

Le S-sous-schéma P; = Ng(Py,...,P4) NGY est un sous-schéma ouvert lisse
a fibres connexes de Ng(P1,...,Pg). On a donc Py = Ng(Py,...,Py)°.

(3) Comme le S-schéma Par(G%)? est localement de type fini sur S, le théoréme
XVI.2.2 montre que G/Ng(P1,...,P4) est représentable par un S—schéma
localement de présentation finie sur S.

(4) La question est locale pour la topologie de Zariski et on peut donc supposer
que P admet un sous—groupe de Levi L; (XXVI.2.3). Le Lemme 3.4.5.(2) ci-
dessous produit un isomorphisme rad“(P1) x Ng(P1,L1) — Ng(Pj). Ainsi
Ng(P1)/rad“(Py) est représentable par un S—schéma en groupes H; isomorphe
a Ng(P1,L1). Le Lemme 3.4.5.(3) indique que H; est S-lisse, S—séparé et que
HY = P, Si G est S-affine, comme Ng(Py,L;) est S-fermé dans G, alors
Ng(P1,L1) est S-affine et Hy aussi.

(5) On suppose que le faisceau fppf quotient G/G? est représentable, on sait
alors que G/GY est étale au-dessus de S (Remarque 3.4.1.(a)). On pose
N = Ng(P1, -+ ,Pg). Le S—groupe N étant lisse, il est de présentation finie,
et on observe que P; = N° est le noyau du morphisme de S-groupes N —
G — G/G° Le S-groupe N étant lisse et a fortiori plat, I'application de
de XVI.2.3 montre que le quotient fppf N/NC est représentable par un S—
schéma en groupes qui est S—étale (Remarque 3.4.1.(a)). On consideére le
S-monomorphisme i : N/N% — G/G°. Pour chaque point s, is : (N/N%), —
(G/GY%) est une immersion fermée (VI4.2.5.2.(c)) et donc aussi une immersion
ouverte. Comme N /N est plat sur S, on peut appliquer le critere d’immersion
fibres par fibres [EGA, 1V 4.17.9.5] qui établit que 4 est une immersion ouverte.

Remarque 3.4.4. — Dans le cas ou G/GO est fini étale, un raffinement de
Uassertion (5) de la Proposition 3.4.3 figure d la Proposition 4.5.5.(3).

Lemme 3.4.5. — Soit P un S-sous-schéma en groupes paraboliques de G°
admettant un S-sous—groupe de Levi L.

1. Le normalisateur Ng(L) est représentable par un S-sous-schéma en
groupes Ng(L) fermé de G, qui est localement de présentation finie sur

S.
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2. Le faisceau fppf No(P,L) := Nq(P) N Ng(L) est représentable par un
sous—schéma fermé de G qui est localement de présentation finie sur S.
En outre, on a Ng(P) =rad“(P) x Ng(P,L).

3. Ng(P,L) est un S—sous-schéma fermé de G, S-séparé et S—lisse. De plus
L = Ng(P,L)°.

4. Le quotient G/Ng(P,L) est représentable par un S—schéma qui est S—
lisse.

Démonstration. (1) Vu que L est S-lisse de présentation finie a fibres connexes,
le corollaire XI.6.11 montre que N (L) est représentable par un S-sous-schéma
fermé de G, qui est de présentation finie sur G. Comme G est localement de
présentation finie sur S, il en est de méme de Ng(L).

(2) Ainsi No(P,L) = Ng(P) " Ng (L) est représentable par un S—sous-schéma
fermé en groupes de G et est localement de présentation finie sur S. On va
montrer que le morphisme de faisceaux fppf rad“(P) x Ng(P,L) — Ng(P) est
un isomorphisme. On peut supposer S = Spec(A) affine non vide. C’est un
monomorphisme puisque

Ng(P,L) nrad“(P) = Ngo(P,L) Nrad“(P) = LNrad“(P) =1

suivant XXVI.1.21.ii. Pour établir que c’est un épimorphisme de faisceaux,
on se donne S’ = Spec(A’) au-dessus de S avec A’ fidelement plat sur A
et ¢ € Ng(P)(S'). 1l faut montrer que l'on peut raffiner par un recouvre-
ment fppf S” au-dessus de S’ de sorte que ggr € rad“(P)(S") . Ng(P,L)(S").
Alors gLg~! est un sous-groupe de Levi de P. Suivant XXVIL.1.9, il ex-
iste un recouvrement affine étale S” de S’ et h € rad“(P)(S”) tel que
g(LxsS")g™! = h(LxgS")h=t. Alors h='g € Ng(P,L)(S") et comme
h € P(S") = rad“(P)(S").L(S"), on conclut que ¢ = hh~!g appartient &
rad“(P)(S") . Ng(P,L)(S").

(3) On a une suite exacte (scindée) de S—groupes
1 — rad“(P) — Ng(P) — Ng(P,L) — 1.

Ainsi, le S—schéma en groupes Ng (P, L) est un S—sous-schéma fermé de N (P),
lui-méme S-sous-schéma fermé de G donc Ng (P, L) est un S—sous-schéma fermé
de G. Par hypothese, G est S-séparé donc Ng(P,L) est S-séparé [EGA,
1.5.5.2]. Par ailleurs, Ng(P) est lisse, il en est de méme de son quotient
Ng(P,L) (VIg.9.2.(xii). On a linclusion Ng(P,L)? C Ng(P)" = P, donc
Ng(P,L)? € Ng(P,L) NP = Np(L) = L d’aprés la discussion précédent le
corollaire XXVI.1.8. Comme L C Ng(P,L)?, on conclut que L = Ng (P, L)°.

(4) On considere le S-foncteur suivant:

PL(S") = {couples Q D M, Q parabolique de Gg/, M sous-groupe de Levi de Q};
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il est représentable par un S-schéma PL lisse (XXVI.3.16.(i)). Le S—schéma en
groupes G agit de fagon naturelle sur PL et le S-schéma en groupes Ng (P, L)
est le stabilisateur du S—point x = [(P,L)] de PL. Comme N¢ (P, L) est plat sur
S, le théoreme XVI.2.2 s’applique et montre que le quotient fppf G/Ng(P, L)
est représentable par un S—schéma. La S-lissité de G entraine alors celle de
G/Ng(P,L) (VIg.9.2.(xii)).

Lemme 3.4.6. — Soit G un S-schéma en groupes S—affine et S-lisse tel que
GO est réductif. Soit Py C --- C Py une chaine de sous S—schémas en groupes
paraboliques de G°. Alors l'image de Uapplication

H'(S,N¢(Py,...,Pg)) — HY(S,G)

consiste en les classes de S-torseurs E sous G tels que le S-schéma en groupes
tordu (G°)E admette une chaine (P},...,P’) de S—sous-schémas en groupes
qui est localement G-conjuguée a (P1,...,Pg) pour la topologie étale (au sens
de la Définition 2.6.1).

Rappelons que G est fermé dans G.

Démonstration. Le S—groupe G est S—affine et S-lisse et la Proposition
3.4.3.(2) indique qu’il en est de méme de Ng(P1,...,P4). Suivant la sec-
tion 2.7, la variante étale du Lemme 2.6.2 est légitime. Ainsi I'image de
ix : HY(S,Ng(P1,...,P4)) — H(S,G) consiste en les classes de S—espaces
principaux homogenes E sous G tels que le S-schéma en groupes tordu GE
admette un n-uplet (P},...,P);) de S-sous-faisceaux localement G-conjugué &
(P1,---,Py) pour la topologie étale.

Comme les P; sont affines au-dessus de S, ces S-faisceaux sont représentables
respectivement par P, ..., P/ et par descente ils forment une chaine de S—
sous-groupes fermés P} C --- C P/,.

3.5. Irréductibilité. —

Définition 3.5.1. — Un S-schéma en groupes réductifs H est réductible s’il
admet un S—sous—groupe parabolique partout propre P (i.e. Pz # Hz pour
tout point géométrique s de S) qui admet un sous-groupe de Levi L. On dit
que H est irréductible dans le cas contraire.

Remarque 3.5.2. — (1) La réductibilité est une notion stable par change-
ment de base arbitraire.

(2) Si S est affine, I’existence d’un sous-groupe de Levi XXVI.2.3 indique alors
que H est réductible si et seulement si H admet un S—sous—groupe parabolique
partout propre P, i.e Pg C Hz pour tout s € S.

On vérifie que cette notion se comporte bien par extension centrale.
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Lemme 3.5.3. — Soit H un S—groupe réductif. On note DH son S—groupe
dérivé, H* son S-groupe adjoint et H = H/rad(H) son quotient semi-simple
mazximal.

!

(a) Soit H wun S-schéma en groupes réductifs et f : H — H un S-
homomorphisme surjectif dont le noyau est un S-groupe de type multiplicatif
central dans H'.

(1) Si P désigne un S-sous-groupe parabolique de H muni d’un sous-groupe
de Levi L d’images inverses respectives P’ et I/, alors le S-faisceau normalisa-

teur Ny (P', L) de P’ pour 'action adjointe de H sur H' est représentable par
L.

(2) H est réductible si et seulement si H' est réductible.
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) H est réductible;
(ii) H est réductible;
(iii) H* est réductible;
(iv) DH est réductible.

Démonstration. Le début de la preuve du Lemme 3.2.1 indique que f est un
quotient fppf.

(a)(1) On a un monomorphisme L — Ny (P’,L') de S-faisceaux fppf en
groupes. Par ailleurs, on a un monomorphisme Ny (P’,L/) — Ny (P,L). Vu
que P = Ng(P), on a Np(L) = Ny(P,L) d’ou une suite de morphismes
L — Ng(P,L') — Np(L). Or on sait que le S—faisceau Np (L) est représentable
par L (discussion avant le corollaire XXVI.1.8). Ainsi le monomorphisme
L — Ny(P’/, L) admet une rétraction qui est un monomorphisme, ce qui per-
met de conclure que le S—faisceau fppf Ny (P’,L’) est représentable par L.

(a)(2) C’est une conséquence immédiate de (1).
(b) Cela suit de I’application successive de (1) aux morphismes H — H2d

H — H% et DH — H® qui sont des S-homomorphismes surjectifs de noyau
central de type multiplicatif (XXIV.4.3.5 et 6.2.3).

3.6. Classes de cohomologie irréductibles. — On se place de nouveau
dans la situation ott G est un S-groupe lisse tel que G° est un S-sous-schéma
en groupes réductifs (fermé dans G). Soit P un S-sous—groupe parabolique
de GO On dit qu'un S-faisceau étale principal homogene E sous Ng(P) est
irréductible si le S-schéma en groupes tordu (PE)™d est irréductible. Ceci
passe aux classes et on note alors

H'(S,N¢(P)). € H'(S,Ng(P))

le sous-ensemble formé des classes de S-faisceaux étales E principaux ho-
mogenes sous Ng(P) qui sont irréductibles.

irr
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Lemme 3.6.1. — On suppose que S = Spec(A) est affine localement con-
neze.
(a) Soit E un S—faisceau principal homogéne sous Ng(P) pour la topologie étale
au-dessus de S. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1. [E] e H! (S,Ng(P))irr;

2. PE est un sous—groupe parabolique minimal de (G°)E.

(b) Si de plus les S—groupes paraboliques minimauz de (G°)E sont G(S)-
conjugués, alors les assertions ci-dessus sont aussi équivalentes a l’assertion
sutvante:

3. le S-schéma en groupes (G°)E admet un sous-groupe parabolique minimal
qui est localement G—conjugué a P pour la topologie étale.

(c) Soit L un sous-groupe de Levi de P (cela existe en vertu de XXVI.2.3).
La fléche H! (S, Ng (P, L)) — H! (S, Ng(P)) est bijective et induit une bijection
H'(S,Ng(P,L))).  — H!(S,Na(P))

irr irr”

Démonstration. a) 1l s’agit principalement de I'application de la Proposition
3.1.2 au S-schéma en groupes réductifs (G)E, & son S-sous—groupe parabolique
PE et & la projection p : PE — (PE)®d . les applications

Q> (rad“(PE) x Q)/rad*(PE), M — p~1(M)

sont des bijections réciproques 1'une de 'autre entre 1’ensemble des sous-
groupes paraboliques de (GO)E contenus dans PE et 'ensemble des sous-
groupes paraboliques de PE/rad"(PE) = (PE)réd,

(1) => (2): On suppose que [E] € H(S, Ng (P))irr c’est-a-dire que le S—schéma
en groupes réductifs (PE)"d est irréductible. Comme la base est affine, ceci est
équivalent & dire que (PE)™d n’admet pas de S-parabolique partout propre. La
remarque ci-dessus indique que PE est un S-sous-groupe parabolique minimal
de (GO)E.

(2) = (1): évident.

b) L’implication (2) = (3) est évidente. Réciproquement, on suppose que
le S—groupe réductif (G°)E admet un sous-groupe parabolique minimal P’ qui
est localement G—conjugué a P pour la topologie étale.

D’apres le Lemme 3.3.1.(2), il existe un S-groupe parabolique minimal Pf
de (G%)E tel que Py C PE.  Par hypothese, il existe g € GE(S) tel que
P, = gPE g1, Pour des raisons de dimension, on a g PEg~! = P{. Ainsi P
est un S-sous-groupe parabolique minimal de (G%)E.

(c) Selon le Lemme 3.4.5.(3), on a une décomposition Ng(P) = rad“(P) x Ng(P, L)
et le fait L = Ng(P,L)°. Le méme argument qu’en XXVI.2.3 pour le cas
P = rad“(P) x L fondé sur la structure de rad“(P) (XXVI.2.1) fonctionne
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et montre la bijectivité de la fleche H(S,Ng(P,L))) — H*(S,Ng(P)). Soit
F un S-faisceau principal homogene sous Ng(P) pour la topologie étale
au-dessus de S et on pose E = F XNG(P’L)N(;(P) qui est S—faisceau principal
homogene sous Ng(P). Le point est que le S-homomorphisme L — Préd egt
un isomorphisme et induit un isomorphisme de S-groupes LE =5 (Préd)E,
Ainsi le S—faisceau principal homogene F sous Ng (P, L) est irréductible si et
seulement si le S—faisceau principal homogene E sous Ng(P) est irréductible.

4. La décomposition de Witt-Tits

Soit S un schéma.

4.1. Localisation semi-locale. — C’est 'occasion de rappeler la technique
de semi-localisation [4, I1.3.5, prop. 17]. On se donne un ensemble fini
de points si,...,s, de S inclus dans un ouvert affine Spec(A). Les points
s1,-...,8, correspondent respectivement a des idéaux premiers pi,...,p, de
A. La partie ¥ = A\ U;p; = ();(A\ p;) est une intersection de parties
multiplicatives de A; ¥ est donc une partie multiplicative de A et le localisé
A’ = Ay, est un anneau semi-local dont les idéaux maximaux sont p;.A’, ...,
pn . A’. En pratique, on travaille avec de tels anneaux.

4.2. Un morceau de la décomposition. — Enonc¢ons maintenant dans ce
contexte un premier corollaire du théoréeme de conjugaison des sous—groupes
paraboliques minimaux XXVIL.5.7.(ii).

Lemme 4.2.1. — On suppose que S est semi-local. Soit G un S-schéma en
groupes S-affine et S-lisse tel que GO est S—réductif (G° est fermé dans G ).
Soient P un S—sous-groupe parabolique de G.
(1) Si P est un S—sous-groupe parabolique minimal de G°, alors G(S)/Ng(P)(S)
(G/Na(P))(S) et la flecche H'(S,Ng(P)) — HY(S,G) a un noyau trivial.
(2) La fléeche

Hl (87 NG(P>)‘

1T

. — H'(S,G)

est injective.

Démonstration. On note ¢ : Ng(P) — G.

(1) On pose X = G/Ng(P), p: G — X la projection et on considere un point
x € X(S). Soit E = p~!(x) le S-torseur sous Ng(P) associé. Il est muni d'une
trivialisation naturelle ¢ : E ANe(P) G 2 G, (e,9) — eg. Celle-ci induit une
trivialisation ¢, : GF = G. Alors ¢,(P¥®) est un S-sous-groupes parabolique
de G localement G-conjugué & P. Suivant le théoreme de conjugaison de
Demazure XXVL5.7.(ii), il existe g € G9(S) satisfaisant ¢.(P¥) = g P g~! pour
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i=1,...,n. Le Lemme 2.5.1 indique que z est G(S)—conjugué a 'origine de
(G/Ng(P))(S). Ceci montre que G(S)/Ng(P)(S) = (G/Ng(P))(S). Puisque
Ng(P) est lisse sur S (Proposition 3.4.3.(2)), le morphisme G — G/Ng(P) est
lisse (VIB.9.2.(xii)) et on a une suite exacte d’ensembles pointés [18, I11.3.2.2]

1 — Ng(P)(S) — G(S) — (G/Ng(P))(S) — H'(S,Na(P)) = H'(S,G).
Ainsi la fleche H! (S, Ng(P)) — H!(S, G) a un noyau trivial.

(2) On va montrer que les fibres de H!(S, Ng(P))irr — H'(S, G) sont réduites
a un élément par un argument de torsion. On se donne un faisceau F principal
homogene sous Ng(P) sur Sg tel que [F] € H'(S,Ng(P))ir. Selon le Lemme
3.6.1, le tordu PE est un S-sous-schéma en groupes parabolique minimal de
(GY)*E. Le S-schéma en groupes tordu Ng(P)¥ est représenté par Ngr (PY).
On dispose alors du diagramme commutatif d’ensembles pointés

Tx

H'(S,Ng(P)) H(S, G)

N |

H' (S, Nge(PE)) O (S, GHE)

ou 7 désigne la bijection de torsion. D’apres (1), on a ker(it) = 1, on en
déduit que i; ' ([E]) = {[F]}.

4.3. Décomposition dans le cas épinglé. —

Théoréme 4.3.1. — On suppose que S = Spec(A) est connezxe (non vide)
semi-local. Soit G un S-schéma en groupes S—affine et S-lisse tel que le S-
schéma en groupes G¥ est réductif épinglé. Soit B (resp. T) le sous—groupe
de Borel (resp. le tore mazimal) de G° donné par cet épinglage et soient Py,

. P; des S-sous—schémas en groupes paraboliques de GO contenant B tels que
P1,...,P; représentent les classes d’équivalence de S—sous-groupes paraboliques
de G pour la relation d’équivalence P ~ Q si P et Q sont localement G-
conjugués pour la topologie étale. On note L; l'unique sous—groupe de Levi de
P; contenant T pour j =1,..,1. Alors on a la décomposition

|| H'Y(S,Na(P;,Ly),, — || H'(SNac(®)),, — H(S,G).
Jj=1,....1 j=1,...,1

La démonstration est une variation sur un theme de Bruhat-Tits [8, section
3.

Démonstration. La premiere bijection est le regroupement des bijections
Hl(S,Ng(Pj,Lj))irr = Hl(S,N(}(Pj))i]rr établies dans le Lemme 3.6.1.(c).
Montrons la surjectivité de la seconde fleche. Soit E un S—faisceau étale
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homogene sous G. Alors le S-schéma en groupes tordu (G°)E admet un
S-sous-groupe parabolique minimal Q, unique & (G°)E(S)-conjugaison pres
(XXVIL5.7.di). Comme S est connexe, Q est de type constant et Q est locale-
ment G—conjugué pour la topologie étale sur S a un des P; (XXVL3.3, 3.8).
Le Lemme 2.6.2 montre que [E] provient d'une classe [F] € H'(S,N¢(P;)), Le
Lemme 3.6.1 montre que [F] € H(S,Ng/(P;))irr-

Le Lemme 4.2.1 indique que chaque facteur H(S, NG (P;))ir se plonge dans
H!(S,G). L’unicité de Q & G(S)-conjugaison pres garantit que ces facteurs ne
se rencontrent pas.

4.4. Décomposition dans le cas quasi-épinglé. — La généralisation au
cas quasi-épinglé nécessite deux lemmes préliminaires.

Lemme 4.4.1. — Soit f : S — S un morphisme fini étale surjectif et soit
h : X — S un morphisme lisse séparé surjectif dont les fibres géométriques
sont géométriquement connexes. Alors Homg(S,S") — Homg(X, ).

Démonstration. Cet énoncé est local pour la topologie étale sur S. Il est
donc loisible de supposer que S est local strictement hensélien. En particulier
"= SU---US (n > 1 copies de S). Le morphisme h étant lisse, il est
donc ouvert. De plus, le morphisme h étant & fibres géométriques connexes, le
lemme de connexité par fibres [EGA, IV.2.4.4.2] montre que X est connexe.

Pour i = 1,...,n, on désigne par h; le composé h; : X Mg 4y , ¢; appliquant
S sur la i-éme composante.
Soit f : X = S un S-morphisme. Pour chaque i, on consideére «1’égalisateur »

X;={zeX | f(z) = hi(z)}, c’est un sous-schéma fermé de X puisque X est
séparé sur S. On a X; LI --- X, = X, donc les X; sont aussi ouverts. Or X
est connexe donc il existe un unique indice i tel que X = X;. Ainsi f = h; et
on conclut que I'application Homg(S,S") — Homg(X,S’) est bijective.

Proposition 4.4.2. — Soit G un S-groupe réductif admettant un S—groupe
de Borel B.  Soient E un G-torseur au-dessus de S et P un S-sous-groupe
parabolique du S-schéma en groupes tordu GF. Alors P est localement G-
conjugué pour la topologie étale a un S-sous-groupe parabolique de G.

Démonstration. On note Par(G) le S-schéma des sous—groupes paraboliques
du S-groupe réductif G (XXVI.3). L’isomorphisme G* xgE = G xg E produit
des fleches



42 PHILIPPE GILLE

~

Par(GP)(S) Par(GE) (E) Par(G)(E) Par(G)(S)

) ) | )

Of (Dyn(G"))(S) — Of (Dyn(G"))(E) —— Of(Dyn(G))(E) <— Of (Dyn(G))(S).

En effet, selon le Lemme 4.4.1 appliqué au S-schéma E a fibres géométriques
géométriquement connexes, on a Of(Dyn(G))(S) — Of(Dyn(G))(E) et de
méme pour Dyn(GF). Ceci montre que le type de P dans Of(Dyn(G¥))(S)
définit un élément de tg € Of(Dyn(G))(S). Puisque G contient un sous-groupe
de Borel B, le lemme XXVI.3.8 montre que tous les types Of(Dyn(G))(S)
sont représentés par des S—sous—groupes paraboliques de G. On note Q le
S—sous—groupe parabolique de G de type tg. Pour montrer que P et Q sont
localement G—conjugués pour la topologie étale, il est loisible de supposer S
local strictement hensélien. En particulier, le G—torseur E est alors trivial et
il est loisible de supposer que GP = G. Comme P et Q ont méme type, P
est localement G-conjugué pour la topologie fpqc a P (XXVI.3.3), mais aussi
donc localement pour la topologie étale en vertu de XXVI.1.3.

La décomposition suivante généralise celle de Tits dans le cas des corps [35].

Théoréme 4.4.3. — On suppose que S = Spec(A) est connexe (non vide)
semi-local. Soit G un S-groupe réductif quasi-épinglé, i.e. muni d’un quasi-
épinglage (B, T,X) ou (B, T) est un couple de Killing de G et X une section
partout non nulle de H°(Dyn(G), Lie(G)P¥2(®))), Lie(G)P¥2(®) désignant le
Opyn(a)-module canonique (XXIV.3.9). Soient Py, ... , Py les S-sous—schémas
en groupes paraboliques de G contenant B et soient L1,..., L; les sous—groupes
de Levi (uniques) respectifs contenant T. Alors on a les bijections

|| B'SL)w = || HSP)m = H(SG).
Jj=1,...0 j=1,...,1

Démonstration. Pour chaque j, on a L; = Ng(P;,L;) (discussion précédent le
corollaire XXVI.1.8); Papplication HY(S, L;)irr — H(S, P;)irr est donc bijec-
tive en vertu du Lemme 3.6.1.(c). En prenant la somme disjointe, on obtient
le premier isomorphisme.

L’injectivité de la seconde application suit du méme argument que pour le
Théoréme 4.3.1, & savoir que chaque morceau H'(S, P;)i, se plonge H!(S, G)
et que les morceaux ne se rencontrent pas. Pour la surjectivité, on se donne
un S-faisceau étale E principal homogene sous G. Suivant XXVIL.5.7 (ou le
Lemme 3.3.1.(2), le S-schéma en groupes tordu GE admet un S-sous-groupe
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parabolique minimal Q. La Proposition 4.4.2 montre que Q est localement
G-conjugué pour la topologie étale a un S-sous-groupe parabolique P de G.

Le Lemme 3.4.6 montre alors que E admet une réduction a P, c’est-a-
dire il existe un S—faisceau principal homogene F sous P et un isomorphisme
¢ : FAPG = E de S-espaces principaux homogenes sous G. Cettre triv-
ialisation donne lieu & un isomorphisme ¢, : GE =5 GE et 10 (PE) est un
S-parabolique de GE de méme type que Q. En vertu du théoreme de conju-
gaison XXVL5.5.(i). ¢«(PE) est GE(S)—conjugué & Q. En particulier ¢, (PY)
est un S-groupe parabolique minimal de GE et la réduction F est bien irré-
ductible suivant le Lemme 3.6.1.(a).

4.5. Questions d’isotrivialité. — Nous rappelons les définitions
XXIV.4.1.1 et XXIV.4.1.2 dans le cas particulier localement de présenta-
tion finie qui nous concerne ici (XXIV.4.1.3).

Définition 4.5.1. — Soient H un S-schéma en groupes localement de présen-
tation finie.

(1) Si E est un H-torseur sur S, on dit que E est isotrivial si E est trivialisé par
un morphisme fini étale surjectif. On dit que E est localement isotrivial (resp.
semi-localement isotrivial) si et seulement si pour tout morphisme S — S, '
local (resp. semi-local), Eg/ est isotrivial, c’est-a-dire §’il existe S” — S’ étale
fini surjectif tel que Eg/ soit trivial.

(2) On suppose H réductif. On dit que H est isotrivial si H est déployé par
un morphisme fini étale surjectif. On dit que H est localement trivial (resp.
semi-localement isotrivial) si et seulement si pour tout morphisme S’ — S, S’
local (resp. semi-local), Hg est isotrivial, c’est-a-dire s'il existe S” — S’ étale
fini surjectif tel que Hg/ est déployé.

On dit que H vérifie la propriété (I), (resp. (LI), (SLI)) si pour tout S—
schéma T et tout T-torseur E sous Hry, alors E est isotrivial (resp. localement
trivial, semi-localement isotrivial). On a les implications évidentes (I) =
(SLI) = (LI). Voici deux exemples, I'un tautologique, l'autre démontré
seulement dans I'exposé XXIV.

Exemples 4.5.2. — (1) Si H est un S-schéma en groupes fini S-étale, alors
H satisfait la propriété (I). En effet, tout S-torseur E sous H est isotrivial fini
étale sur S et donc E est fini étale et trivialisé par E — S.

(2) Si H est un S-schéma en groupes réductifs de type constant, alors H
est semi-localement isotrivial (resp. semi-localement quasi-isotrivial) si et
seulement si le S-tore rad(H) est isotrivial (resp. semi-localement quasi-
isotrivial), voir le théoreme XXIV.4.1.5. Sous cette condition H satisfait la
la propriété (LI) (resp. (SLI)) en vertu de XXIV.4.1.6.
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Le lemme suivant est une variante de l'argument de XXIV.4.2.4.

Lemme 4.5.3. — Soit 1 — Hy — Ha — Hs — 1 une suite exacte (pour fppf)
de S-schémas en groupes S—affines. Si Hy et Hs satisfont la propriété (SLI),
alors Hy satisfait la propriété (SLI).

Démonstration. Soient T un S-schéma, E un T-torseur sous Hy et T/ — T,
T’ semi-local. On considére le produit contracté Ez := E AHzT H3z T qui est
un T-torseur sous Hz. Comme Hj satisfait la propriété (SLI), il existe un
morphisme T” — T’ étale fini surjectif tel que Es 1 soit isomorphe au T”-
torseur trivial sous Hs rv. En vertu de [18, 111.3.2.1.2], le T"-torseur E sous
Hy admet une réduction a Hy, c’est-a-dire qu’il existe un T”—torseur E; et
un Hy-isomorphisme Ey AM1™ Hy pv =5 Eqv. Le point est que T” étant fini
sur T semi-local, T” est aussi semi-local d’aprés [EGA, 11.6.1.4 et 1.7]. Par
hypothese il existe un morphisme T"” — T” étale fini surjectif qui trivialise
E; et partant Ep». On a donc construit un morphisme T — T’ étale fini
surjectif qui trivialise E.

Lemme 4.5.4. — Soit H un S—schéma en groupes réductifs de type constant
supposé semi-localement isotrivial. Soit P un S—sous-groupe parabolique de
G de type constant. Alors le quotient réductif P de P est semi-localement
isotrivial. En outre, si P admet un S—sous—groupe de Levi, alors L est semi-
localement isotrivial.

Démonstration. Soit S’ — S un morphisme tel que S’ est semi-local. Puisque
G est supposé semi-localement isotrivial, il existe un morphisme S” — S’ fini
étale surjectif tel que Ggr est déployé, c’est-a-dire muni d’un tore maximal
T"” = Dgrv(M) et d’un systéme de racines R C M satisfaisant les conditions
de XXII.1.12 qui font de (Ggr, T”, M, R) un déploiement de Ggr. On choisit
alors un systeme de racines positives R de R, il définit un S”-groupe de Borel
B” de Ggr selon XXII.5.1. Notant A le diagramme de Dynkin de R, on note
A(P) C A le type du S"-parabolique de type constant Pgs. On note Q" le
S”"—sous—groupe parabolique de Gg» contenant B” et de type A(P) défini en
XXVI.1.4.

Comme S” est semi-local, il existe g € G(S”) tel que Pgr = gQ"g !
en vertu de XXVL5.5. Le S”-groupe réductif (Q”)*d est isomorphe &
l'unique S”-groupe de de Levi Q” contenant T”, & savoir le S”—groupe
L" = Centr(;u(T’A(P)) défini en XXVI.1.12.ii. Celui-ci est un S"-schéma en
groupes réductifs contenant un S”~tore déployé maximal, il est donc locale-
ment déployable en vertu de XXII.2.2. Ceci étant, L” est de type constant, il
est donc déployé. En remontant, il vient que (Q")"? et (P*d)g. sont déployés.

On généralise alors au cas non connexe les résultats d’isotrivialité de

XXIV 4.
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Proposition 4.5.5. — Soit G un S-schéma en groupes S-lisse et S—affine.
On suppose que la composante neutre GO (qui est fermée dans G) est un S—
schéma en groupes réductifs et que le quotient fppf G/GY est représentable
par un S-schéma fini étale sur S.  On suppose que GO est semi-localement
isotrivial.®

1. Le S-groupe G satisfait la propriété (SLI).

2. Soit P un S—schéma en groupes paraboliques de G°. Alors P satisfait la
propriété (SLI).

3. Le S-schéma en groupes Ng(P)/P est représentable par un S-schéma en
groupes S-fini et S-étale et Ng(P)/P — G/G? est une immersion ouverte
et fermée. De plus, Ng(P) satisfait la propriété (SLI).

Démonstration. La propriété (SLI) est locale pour la topologie de Zariski, ce
qui permet de supposer G? de type constant et P de type constant.

(1) Par dévissage, le Lemme 4.5.3 ramene au cas de G® et G/G? décrit dans
les exemples 4.5.2.

(2) On note ¢ : P — P le quotient réductif maximal de P. Soient T un
S-schéma, E un T—torseur sous P et T/ — T, T' semi-local. On consideére le S—
torseur Ed = E AP Préd sous P4, Le Lemme 4.5.4 indique que P™? est semi-
localement isotrivial donc il existe un morphisme T” — T’ fini étale surjectif
tel que (E*Y)qn est isomorphe au T”-torseur trivial sous P*d. Comme T”
est affine, 'application g, : H'(T”, P) — H'(T”, P*®d) est bijective (XXVI.2.8)
d’ot1 'on conclut que E» soit isomorphe au T”-torseur trivial sous P. Ceci
montre que P satisfait la propriété (SLI).

(3) D’apres la Proposition 3.4.3.(5), Ng(P)/P est représentable par un S—
schéma étale et i : Ng(P)/P — G/G? est une immersion ouverte. Pour
montrer que Ng (P)/P est S—ini, nous allons montrer que Ng(P)/P est propre.
On pose X = G/GY et on considere le G—torseur ¢ : G - X = G/G°.
Nous affirmons que le produit contracté & = G AG" GO /P au dessus de X
est représentable. Par hypothese, GY satisfait la propriété (SLI), il existe
donc un recouvrement ouvert (X;);er de X et des morphismes finis étales
[+ X! — X; qui trivialisent ¢. En particulier, pour chaque i, le X)—faisceau
@‘Xg est représentable par un X/-schéma projectif, donc par descente effective
de X} a X; [SGA1, VIIL5.6], #[x, est représentable par un S-schéma. Par
recollement, % est donc représentable par un X—schéma Y qui est X—propre
en vertu des propriétés de permanence de la descente fidelement plate [EGA,
IV5.2.7.1.(vii)]. Le S-schéma Y — X — S est aussi propre et représente
G/P. Par descente fidelement plate, N/P — G/P est une immersion fermée,

() Ce qui équivaut & la méme condition pour le tore rad(G®) (XXIV.4.1.5.(i)).
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d’ott N/P est propre sur S. On conclut que N/P est fini étale sur S et que
I'immersion ouverte i : Ng(P)/P — G/GP est aussi fermée.

Pour établir la propriété (SLI), le passage de P a Ng(P) se fait de la méme
fagon qu’en (1).

5. Le cas du schéma en groupes des automorphismes d’un schéma
de Chevalley

Soit ¥ = (M,MY,R,R"Y) une donnée radicielle épinglée (XXIII.1.5), i.e.
munie d’un systeme de racines simples A C R. On note R4 I'ensemble des
racines positives associées. On note G = Epz(@) le Z—schéma en groupes de
Chevalley correspondant (XXV). Il est muni d’un Z-sous—groupe de Borel B
contenant un Z-tore maximal déployé T de groupe des caracteres M. On a
une suite exacte (scindée) de Z-schémas en groupes

1 — G — Autg, (G) 25 Autext(G) — 1

ot G* = G/ Centr(G) désigne le quotient adjoint de G et Autext(G) est un
groupe constant a engendrement fini (§ XXIV.1.3) de groupe abstrait sous-
jacent noté encore Autext(G). La section h : Autext(G) — Auty(G) de
cette suite exacte est définie en prenant la réciproque de l’isomorphisme
Ez — Autext(G) ot Ez désigne le schéma en groupes constant associé au
groupe abstrait E C Autg(G)(Z) des Z-automorphismes de G qui préservent
I’épinglage.

5.1. Normalisateurs des sous-groupes paraboliques standards. —
On note g (resp. t) l'algebre de Lie de G (celle de T) et on rappelle que 1'on
a une décomposition g = t © @ g g ol les g* sont libres de rang 1. Pour
chaque partie I C A, [I] désigne ’ensemble des racines qui sont combinaisons
linéaires a coefficients entiers d’éléments de I et Ry = Ry U —[I] est la partie
parabolique de R attachée a I (voir §9.1 ci-dessous). On dispose du Z—-groupe
parabolique « standard » Py qui est déterminé (parmi les paraboliques) par son
algebre de Lie (XXVI.1.4)

Lie(Py) = t® @D g”
a€Ry
On définit le réseau
M = (M / @®yer Z.1) / torsion

et on note Ty son Z-tore dual, c’est le tore maximal du noyau commun des
a € 1. Suivant XXVI.1.12, Lj := Centrg(T;) est 'unique sous—groupe de
Levi de Py qui contient T. Le S—groupe L est un S—sous—groupe de type (R)
de G; cela se vérifie sur la définition XXII.5.2.1: le S—groupe L est lisse de
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présentation finie sur S, et pour tout s € S, (Lj)s est connexe et contient
un tore maximal de Gz. En vertu de XXII.5.3.5, le S—groupe L; est donc
caractérisé parmi les S—sous—groupes de G de type (R) contenant T par son
algebre de Lie

Lie(L)) = to @ ¢*.

a€(l]
On note Uy = rad“(Py).

Lemme 5.1.1. — Soient I,J C A. Soit S un schéma non vide. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes:

1. Il existe e € E tel que J = el.

2. les Z-sous—groupes Autg(G,Pr) et Autg(G,P;) de Autg(G) sont
Autg (G)(Z) -conjugués;

3. les S-sous—groupes Aute(G,Pr) et Auty(G,Py) de Aute(G)s sont
Autg (G)(S) -conjugués.

4. les S-sous—groupes Autg (G,P1) et Aute(G,Py) de Aute(G)s sont lo-
calement Autg(G)s—conjugués pour la topologie fppf.

Démonstration. Les implications (1) = (2) = (3) = (4) sont triv-
iales. On suppose (4). 1l existe alors un point Spec(k) — S ou k est
un corps algébriquement clos tel que Autg(G,Pr); et Autg(G,Pj); sont
Aut(G)(k)—conjugués. Il existe donc un automorphisme f de Gj tel que
f(Autgr(G,PI)k) = Autg (G,Py)r. En prenant les composantes neutres, il
vient f(Prx) = Pji. Quitte & modifier f par un élément convenable de
Ad(Pr)(k), il est loisible de supposer que f préserve By et Ty. Suivant
XXIV.2.1 (derniere ligne), on a f = ead(t) avec e € E et t € T(k). Ainsi
f(PI,k) = PeI,k = PJJc et J=el.

Pour I C A, nous allons décrire suivant [33, 16.3.9.(4)] le normalisateur
Autg, 1(G) := Auty, (G, Pr,Ly) de Py et Ly.

Lemme 5.1.2. — On note E; C E le sous—groupe qui préserve 1 C A. Alors
Autg 1(G) = (L1/C(G)) x Erz
et on a une suite exacte scindée de Z—groupes
1 — (Li/C(G)) — Autg 1(G) — Autext;(G) — 1,
ot Autexti(G) = p(Erz). En outre on a un isomorphisme

UI X Autgr7[(G) ;> Autgr(G,PI).
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Démonstration. On étudie le morphisme fi : Autg 1(G) — Aute(G) —
Autext(G). On a ker(f;) = G* N Autg (G, Pr,L1) = Ngaa(Pr,Li). Suiv-
ant le Lemme 3.5.3.(a) appliqué au quotient adjoint G — G et au cou-
ple (P1/C(G),L1/C(G)), on a L;/C(G) = Ngaa(P1,L1). On conclut que
Li/C(G) = ker(f1). Par ailleurs, le morphisme fi est a valeurs dans E et la
section E — Autg(G) induit une section E; — Autg, 1(G). On a bien montré
'existence de la suite exacte annoncée. Le morphisme int : G — Aut(G) induit
des inclusions Uy C Py C Autg (G, P1) et Autg 1(G) normalise Uy et Py, d’ott
un morphisme naturel hy : Uy X Autg, 1(G) — Autg (G, Pr). Nous allons mon-
trer que hy est un isomorphisme. Soit A un anneau et soit (u,v) € ker(h)(A).
Alors int(u) = v~! et u normalise Py et L;. Comme L; = Ng(Py,Ly), il vient
Ng(P1, L) nUp =1, d’ott w = 1. Ainsi ker(hy) = 1.

Soit v € Autg (G, P1)(A). Alors v(Lia) est un A—groupe de Levi de Pya =
v(Pra) donc il existe un (unique) u € Up(A) tel que v(Lpa) = ulpau?
(XXVL1.9). Ainsi v = int(u) (int(u)"'v) avec u € Up(A) et int(u)~'v €
Autg, 1(G)(A). Ceci montre que Ur(A) X Autg 1(G)(A) = Autg, (G, Pr)(A) est

un isomorphisme.

5.2. Décomposition de Witt-Tits. —

Corollaire 5.2.1. — Soit G un Z—groupe de Chevalley semi-simple comme
dans le §5.1. Soit S = Spec(A) un schéma affine connezxe (non vide) semi-
local. Alors on a la décomposition

|| H'(S,Autg1(G)),, — || H'(S,Aute(G,Pr)),, — H'(S, Autg(G)).
MCA/E McA/E

Démonstration. L’hypothese G semi-simple garantit que le S—groupe H =
Autg, (G) est S-affine (et S-lisse) suivant XXIV.1.9. En outre H° est le
S-groupe adjoint G®!. Le Lemme 5.1.1 indique que deux S-sous-groupes
Autg (G, P1) = Nu(P1/C(G)) et Aute(G,Py) = Nu(Py/C(G)) sont locale-
ment Autg, (G)-conjugués pour la topologie étale si et seulement si I et J sont
E-conjugués. Le Théoreme 4.3.1 appliqué & H = Autg,(G) produit la décom-
position souhaitée.

5.3. Le cas adjoint. — On suppose ici que le Z-schéma en groupes G
de Chevalley est adjoint. Alors Autg (G) est affine au-dessus de Spec(Z)
et Autext(G) est le Z-schéma en groupes constant associé au groupe fini
Aut(A). Le théoreme d’isotrivialité semi-locale XXIV.4.1.6 indique que dans
la décomposition 5.2.1, les ensembles de cohomologie considérés ne contiennent
que des classes isotriviales.
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Les racines simples induisent un isomorphisme (XXIV.3.13)
H a: T (Gp)A.
acA

De plus, si I C A, cet isomorphisme induit Ty — (G,,)?\. Suivant XII.4.1.6,
on a Centr(L;) = Ty, en particulier, le quotient L;/Ty est adjoint. On peut
alors passer au quotient par le tore T

1 1

1 Ty Ly LI/TI

|

1—T) —— AutgLI(G) —_— AutgLI(G)/TI — 1.

Autext(G) —— Autexty(G)

1 1

Lemme 5.8.1. — On suppose que Pic(S") = 0 pour tout Ey—revétement S —
S (e.g. S semi-local). L’application H'(S, Autg, 1(G)) — H' (S, Autg.1(G)/Tr)

est injective.

Démonstration. Par 'argument habituel de torsion (comme dans la preuve du
Lemme 4.2.1.(2)), on doit vérifier que I'application

HY(S, Autg, 1(G)F) — H'(S, (Autg1(G)/Tn)Y)
a un noyau trivial pour tout Autg, 1(G)-espace principal homogene F. Ce noyau
est 'image de H'(S, TIE) dans H! (S, AutI(G)E). Or le groupe fini Autext agit
sur T; = (G,,)?\ en permutant les racines; ainsi TIE est un S-tore quasi-
trivial, i.e. TIE = g5 Gm,s (XXIV.3.13) ou S" est un Ej-torseur au-dessus
de S. Alors H! (S, TIE) = HY(S',G,,) = 0 par hypothese, d’ot1 le résultat.
Ainsi, sous 'hypothése du lemme, ensemble H!(S, Autg, 1(G)) s’identifie

& un sous—ensemble de H'(S, Autg 1(G)/T). On considere alors la fleche
naturelle Autg, 1(G)/Tr — Aut(L3d) et on s’intéresse au composé

HY(S, Autg 1(G)) — H' (S, Autg1(G)/T1) — H' (S, Aut(Li))

qui s’insere dans le diagramme suivant
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H(S, Autg, 1(G)) — HI(S, Aut(Lad)).

l

HL(S, Autg, (G))

Dans le cas ou S est semi-local connexe, si on se donne un S—torseur F sous
Autg, 1(G) qui est irréductible, alors le S-schéma en groupes (L?d)F est appelé
le noyau anisotrope du schéma en groupes GF. Une question naturelle est de
savoir si ce noyau anisotrope détermine G¥. Au vu du Lemme 5.3.1, c’est le
cas lorsque le morphisme Autg, 1(G)/T1 — Autg (L29) est un isomorphisme
(ce qui n’est pas toujours le cas, voir la remarque ci-dessous). Dans le cas
général, une réponse précise a cette question ne nous semble pas connue, voir
toutefois [28, §4] pour une version orientée qui généralise le cas des corps dit
a Tits [35].

Remarque 5.3.2. — Si G est de type As, on va considerer les cas I = {as},
J = {as, a3}, avec les conventions de Bourbaki [5, Planche I].
On a Autextg1(G) = Z/2Z, L# = PGLy donc le morphisme
(L1/Ty) xs Z/27 — Autg 1(G)/T1 — Autg (L3) = PGLy n’est pas injectif.
Par ailleurs, on a Autexty j(G) = 1, L%d = PGLy; xgPGLy et
Autextg (L3) = Z/2Z. Ainsi le morphisme Lj/T; = Autg j(G)/Ty —
Autextg, (L3Y) = (PGLy xs PGLy) x Z/2Z n’est pas surjectif.

6. Sous-schémas paraboliques des données radicielles tordues

Soit S un schéma.

6.1. Données radicielles tordues. — On rappelle la définition de données
radicielles au-dessus de S appelées « Données radicielles tordues » en XXII1.1.9
et que 'on appelle librement aussi S-données radicielles.

Définition 6.1.1. — Soit T un S-tore. On appelle donnée radicielle tordue
dans T la donnée:
(i) d’un sous-schéma fini % de Homg ., (T, Gy, s),
(ii) d’un sous-schéma fini Z" de Homg ,, (G, s, T),
(iii) d’un isomorphisme Z — Z" noté a + ",
vérifiant les conditions suivantes:
(DR 1) Pour tout S’ — S et tout o € Z(S'), on a a0 ¥ = 2.
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(DR 2) Pour tout S — S et tous «, 3 € Z(S'), on a
o (B a)BeR(S), o — (.88 € A(S).

De plus, si a € Z(S') (S # @) entraine 2a € Z(S'), on dit que la donnée
radicielle est réduite.

Le S-faisceau fppf T := Homg ., (T, G, s) (resp. (T)° := Homg ., (G, s, T))
est appelé le S—faisceau des caracteres (resp. cocaracteéres) du S-tore T; ils
sont représentables par des S—schémas en groupes constants tordus localement
isotriviaux (X.4.5 et X.5.6).

Si un S—groupe réductif H admet un S—tore maximal T, on lui associe la
donnée radicielle tordue W(H, T) = (%, Z") ou Z (resp. Z") est le S-schéma
des racines (resp. des coracines) par rapport a T (XXVI.1.20).

Le lien avec la notion classique est aussi donné en associant a une donnée
radicielle abstraite (M, R, MY, RY) une S-donnée radicielle tordue (Z,Z") rel-
ative au tore déployé T = Dg(M) (oir §6.2 ci-apres). On a des isomorphismes
canoniques (VIIL.1.5)

Homg ,, (T, Gns) — Mg, Homg,, (Gps, T) — (MY)s
ou Mg désigne le S—groupe constant de base M. Alors le sous-schéma constant
Z = Rg (resp. #Z' = (RV)g) est un S-sous-schéma fini de Mg (resp. de
(MY)g)) et la bijection R — R" induit un isomorphisme de S-schémas Z —
XY, o — oV, qui satisfait les propriétés suivantes pour tout S’ — S

e (aY,a) =2 pour tout o € Z(9);

e a— (aVop)peZ(S) pour tous a, B € Z(S).

Ainsi (2, %#") est une donnée radicielle tordue relative au tore T = Dg(M).
En outre, si (M,R,MY,RY) est une donnée radicielle réduite, alors (%2, %)
est une donné radicielle tordue réduite.

Un S-isomorphisme f : Uy = (T1,%1, %)) — Vo(To, X, Xy) est la

c/l\onnée d’un isomorphisme de S-tores f : T1 — Ty tel que tels que #; =
[(%a) et (f)°(%1) = %o

En particulier, on peut définir le S—foncteur des automorphismes Aut(V)
d’un triplet ¥ = (T, 2, %Z").
Définition 6.1.2. — Soit ¥ = (T,%Z,%") un triplet ot T est un S-tore et
(#,2%") une donnée radicielle tordue.
(1) Pour chaque point s € S, le type de ¥ en s est la classe d’isomorphie de la
donnée radicielle (Ts, Zs, (Ts)?, ZY).
(2) Un S-sous-schéma Q de Z est parabolique s’il est fermé, fini étale au dessus
de S, et si pour tout s € S, Qz est une partie parabolique de %s.
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On met en valeur maintenant le fait que localement pour la topologie étale
sur S, les données radicielles sont constantes.

Proposition 6.1.8. — Soit V = (T, %, %Z") un triplet ot T est un S-tore et
(%, %#") une donnée radicielle tordue par rapport d T.

(1) 1l existe un recouvrement étale (S;)ic1 de S, des données radi-
cielles (M;,R;,MY,RY) et des isomorphismes f; : (T,%,%")s, —
(DUZ- (M;),Ris;. (R;/)sl) pour tout i € 1.

(2) La fonction s — type de ¥ en 3 est localement constante.

(8) Soit Q un S—sous-schéma de Z. Alors Q est un S-sous-schéma parabolique
de Z si et seulement s’il existe une trivialisation comme en (1) telle que pour

chaque i € 1, R; admet une partie parabolique Q; telle que ﬁ(Qz,Uz) = Q;.

Démonstration. (1) Let tore T est de présentation finie sur S (IX.2.1.b) et
le S—tore T est quasi-isotrivial (X.4.5), c’est-a-dire il existe un recouvrement
étale S'/S tel que T xg S’ est un S'-tore localement déployé. Il existe donc
un recouvrement ouvert (S;) de S’ et un Z-module libre M; de type fini tel
que T xgS" = Dg/(M;). Les (S;) forment un recouvrement étale de S que
nous allons raffiner. Comme Z et #V sont finis étales sur S, il existe un
recouvrement étale (U;) de S tels que Z et Z sont des S-schémas finis
constants.

Les S, xg U; forment un recouvrement étale de S et que I’énoncé est local
pour la topologie étale sur S, il est loisible de supposer que T = Dg(M) et que Z
et Z#" sont des S—schémas finis constants, i.e. Z = Eg et ZY = Fg ou E, F sont
des ensembles finis. On utilise maintenant le fait que ’on dispose d’immersions
fermées j: # =Bg — T = Mg et j¥ : Z¥ = Jg — (T)° = (MY)s. On a un
dictionnaire [27, §3.1]

Homg(Es, Mg) — { h:E xS — M localement constante en la seconde Variable};

les immersions fermées correspondent aux applications A : E x S — M telles
que hg est injective pour tout s. Comme E est fini, on obtient donc une
partition de S en ensembles ouverts sur lesquels j est constante. On fait de
méme pour Z", d’olt une partition de S en ouverts S; sur lesquels j et j¥ sont
des applications constantes.

Par localisation, on est donc ramené au cas ou T = Dg(M), Zs = Rg
et Zs = (RY)s pour un sous-ensemble R de M (resp. RY de MY). En
évaluant sur une fibre géométrique, on constate que la S—donnée radicielle

tordue (T, %, %#") est S-isomorphe & (Dg(M),Rg, R).

(2) C’est un corollaire immédiat de (1) puisque un morphisme étale est ouvert.
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(3) La notion de S—sous-schémas paraboliques de Z est locale pour la topologie
étale (et fppf) sur S. La réciproque de lassertion a démontrer est donc évi-
dente. Pour le sens direct, on suppose que Q est un S-sous-schéma parabolique
de Z. Reprenant la trame de la démonstration de (2), on est ramené au cas
¥ = (Dg(M),Rs, (RY)s). Comme Q est fini étale sur S, on peut supposer
par localisation étale que Q — Eg pour un ensemble fini E. Alors la S—
immersion fermée Eg — Rg est donnée par une application localement con-
stante h : S — Inj(E, R) a valeurs dans I’ensemble des applications injectives de
E dans R. Ceci produit une partition de S en ouverts (S;) ou Qg, = E; — Rg;,
est constante, donnée par une application injective h; : E; — R. On pose alors
Qi = hi(E;). Par évaluation a une fibre géométrique de S;, on constate que Q;
est une partie parabolique de R. De plus, Qs, = Qg, dans Rg;.

Etant donné un triplet ¥ = (T,%,%") comme précédemment, on peut
alors lui associer par descente étale son S-groupe de Weyl W(¥) qui est un S—
groupe fini étale. De méme, on peut associer & ¥ son S-diagramme de Dynkin
Dyn(¥) qui est un S-schéma fini étale.

On note Par(¥) le S—schéma fini des sous-schémas paraboliques de ¥. De
méme que pour définir le type des sous—schémas en groupes paraboliques
d’un groupe réductif (XVI. 3.2), la Proposition 6.1.3.(3) permet de définir
le morphisme type

t : Par(¥) — Of (Dyn(¥))
qui dans le cas de (Dg(M),R,R") et de Ag pour une partie parabolique de R
associe le type de A comme partie du diagramme de Dynkin de (Dg(M), R, RY).

En utilisant le fait que la topologie fppf (et a fortiori étale) est « de descente
effective » pour la catégorie fibrés des morphismes constants tordus (X.5.5), il
suit que le S—foncteur Aut(V) est représentable par un S—schéma en groupes
noté Aut(¥), qui est constant tordu®. De plus, le S-groupe de Weyl W(¥)
est un S-sous-groupe distingué de Aut(V) et le quotient fppf Aut(W¥)/W(¥)
est représentable par un S—schéma en groupes noté Autext(¥) qui est constant
tordu.

Lemme 6.1.4. — Soit U = (T,%,%") un triplet semi-simple.

(1) Le S—schéma en groupes Aut(¥) (resp. Autext(V)) est fini constant
tordu.

(2) On suppose que S est connexe. Soit s € S. Soit ¥g = (Ds(M),R,RY) le
type de W en 5. Il existe un revétement galoisien 8" — S tel que Wy g = Vg,

M Pour la méme raison, les S—faisceaux principaux homogenes sous Aut(¥) sont représenta-
bles.
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Démonstration. (1) La Proposition 6.1.3.(1) ramene au cas constant qui est
trivial.

(2) Comme S est connexe, son type est constant en vertu de la Proposition
6.1.3.(3). Ainsi ¥y = (Dg(M),Rg,Rg) est localement isomorphe pour la
topologie étale a W. On considére le S-faisceau (étale) principal homogene
Isom(Wy, ¥) pour le S—groupe fini constant Aut(Wy)s, il est représentable par
un Aut(¥g)-revétement S” — S. En prenant le point universel de S”; on
obtient un isomorphisme ¥ g~ 5 Wgr. Soit S’ une composante connexe de
S, alors S’ est un revétement galoisien de S et par restriction, on obtient une
trivialisation ¢ : Wg o = Uy,

Un autre avatar du fait que les données radicielles tordues sont localement
constantes pour la topologie étale est que 'on peut associer a un triplet
U : (T, %,%") son triplet dérivé W3 son triplet simplement connexe W
et son triplet adjoint 24 & partir du cas classique (XXI.6.5.5).

Ezemples 6.1.5. — (a) Soit ¥ = (T,%,%#") un triplet comme ci-dessus.
Soit A : Gy s — T un S-cocaractere. On considere le S—foncteur Z(\) défini
par

AN (S) = {a eA(S) |aoX:Gyg — Gy se prolonge
en un S—morphisme Aé, — Aé,}.

Nous affirmons que Z(\) est représentable par un S-sous-schéma parabolique
de #Z. Cette question étant locale pour la topologie étale, la Proposition
6.1.3.(3) permet de supposer que T = Dg(M) et que la donnée radicielle
tordue (Z, %) est associée & une donnée radicielle (M, R, MY, RY). Dans
ce cas, Z()\) est représentable par le S—sous-schéma fermé R(\)g qui est bien
un S—sous—schéma parabolique de Z.

(b) De plus, la méme méthode indique que Z(\) = Z(nA) pour tout entier
n>=1.

(c) Si S est connexe, on verra plus loin que ce sont les seuls S—sous-schémas
paraboliques de # (Proposition 6.3.2).

6.2. Lien avec les schémas en groupes réductifs. —

Lemme 6.2.1. — Soit (G, T,M,R) un S—schéma en groupes réductifs dé-
ployé. Alors il y a une correspondance

{stousfgroupes paraboliques de G de type constant contenant T} —>

{parties paraboliques de R}
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qui associe a un S—sous—groupe parabolique P contenant T les S—racines de P
relativement a T.

Rappelons qu'un caractere o : T — G, g est une S-racine P relativement a
T si pour tout point s € S, az est une racine de Pz par rapport a Ts.

Démonstration. On note g (resp. t) l'algebre de Lie de G (celle de T)
et on rappelle que par définition (XXII.1.13) on a une décomposition g =
t® P, cp 0% ol les g* sont libres de rang 1 .

On commence par construire la réciproque de la correspondance. Si A est
une partie parabolique de R, on note P I'unique(®® sous-groupe parabolique
de G dont 'algebre de Lie est gy = t® @, 9¢ (XXVL1.4.(i)). On associe
donc & A ce S—groupe Pa et on note que A est I’ensemble des poids de la
représentation adjointe de T sur ga.

Il reste & montrer que cette construction produit tous les S—sous-groupes
paraboliques de G de type constant contenant T. Soit donc P un S—sous—
groupe parabolique de G contenant T et de type constant. Par construction,
Ap est 'ensemble des poids de la représentation adjointe de T sur l'algebre de
Lie de P. Alors I'algebre de Lie de P coincide avec celle de Pa, donc P = Py.

Proposition 6.2.2. — Soit G un S-schéma en groupes réductifs muni d’un
S—tore mazimal T. On considére la donnée radicielle tordue (XXII.1.9).
U(G,T)= (T, %,%").

(1) Le foncteur

S" — Parp(G)(S') = {S’fsousfgmupes paraboliques de G contenant T}

est représentable par un S—-schéma noté Parr(G). Le schéma Parr(G) est fini
étale au-dessus de S.

(2) Soit P un S—sous—groupe parabolique de G contenant T. On note Qp le
S—foncteur des racines de P par rapport ¢ T (XI1X.8.2). Alors Qp est un
S—sous—schéma parabolique de V(G,T).

(3) L assignation P +— Qp définit un S—isomorphisme Parr(G) — Par(¥).

(4) Cette correspondance commute au type suivant l’isomorphisme canonique

Dyn(¥(G,T)) = Dyn(G).

Démonstration. (1) On considere le S—foncteur PT tel que PT(S) est
I’ensemble des couples (Q,E) ot E est un S'~groupe parabolique de G xg S’
et E un S'-tore maximal de Q (XXVI.3.15). D’apres le théoreme XXVI.3.16,

()En effet, les sous—schémas en groupes paraboliques sont des sous—groupes de type (R)
(XXII.5.2.3.(b)), ils sont donc déterminés parmi les sous—groupes de type (R) contenant T
par leur algebre de Lie (XXIIL.5.3.5).
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PT est représentable par un S—schéma PT. En outre on dispose d’un S-
morphisme naturel 4 : PT — Tor(G), (Q,E) — E, vers le S—schéma des tores
maximaux Tor(G) de G. On note t = [T] € Tor(G)(S) le point défini par le
S—tore maximal T de G. Ainsi le S—foncteur Parp(G) est représentable par
le S—schéma h~1(t). Comme h est fini étale (XX VI.3.16.(iii)), on conclut que
h=1(t) est fini étale sur S.

(2) Dans le cas ou G est déployé et P est de type constant, le Lemme 6.2.1
indique que Qp est représentable par un S—schéma fini constant et est un
S—sous—schéma parabolique de V.

Localement pour la topologie étale sur S, G est déployable relativement a
T (XXII.2.3) et P est de type constant. Par descente étale, il suit que le S—
foncteur Qp est représentable par un S—schéma fini étale et que Op est un
S—sous-schéma parabolique de W.

(3) L’assignation P +— Qp définit un S—morphisme u : Parp(G) — Par(¥).
Pour montrer que c’est un isomorphisme, on peut raisonner localement pour
la topologie étale de sorte que ’on peut supposer G déployé relativement a T.

Montrons que u est un monomorphisme. Soient S’ un S-schéma et Py, Po des
S’-sous-schémas paraboliques de G xg S’ tels que u(P1) = u(P3y) € Par(¥)(S).
Comme les types de Py et Py sont localement constants, le Lemme 6.2.1 montre
que P; = Ps. Ceci montre que u est un monomorphisme. Le méme énoncé
montre que u est un morphisme surjectif de faisceaux fppf sur S, ce qui permet
de conclure que u est un S—isomorphisme de schémas.

(4) Cela se vérifie également dans le cas déployé.

6.3. Indice de Tits. — Cette partie utilise 'appendice de combinatoire et
de cohomologie des groupes.

Proposition 6.3.1. — On suppose que S est connexe. Soit ¥ = (T, 2, %)
un triplet ou T est un S—tore et (#,%") une donnée radicielle tordue par
rapport a T.

(1) Le faisceau % admet un sous—schéma parabolique minimal et les sous-
schémas paraboliques minimaux de Z ont méme type dans Dyn(¥)(S).

(2) Si Q un S-sous-schéma parabolique de X, alors il existe un cocaractére

A:Gpg — T tel que Z(\) = Q.

Démonstration. Pour les deux énoncés, on peut remplacer ¥ par le triplet
dérivé W9 En particulier, il est loisible de supposer ¥ semi-simple.

(1) D’apres le Lemme 6.1.4.(2), il existe une donnée radicielle constante
® = (M,R,MY,RY) ¥y = (Ds(M),Rg, R¢), un revétement galoisien (connexe)
S" — S et un isomorphisme ¥ : ¥g g — Wg. On désigne par I' le groupe
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de Galois de S" — S et on considére ’homomorphisme f : I' — Aut(®) =
Aut(Wo)(S'), v = P~ ().

On peut ainsi supposer que la S—donnée radicielle tordue W est la tordue

de Uy par le 1-cocycle f : T' — Aut(¥()(S) relatif au revétement galoisien
S” — S de groupe I'. Par descente galoisienne, les sous-faisceaux paraboliques
de Z correspondent aux parties paraboliques de R stables par 'action de I
suivant f. Par application de la partie combinatoire §9.4, on obtient ainsi
I’existence d’un sous—faisceau parabolique minimal de & et 'unicité du type
des sous-faisceaux paraboliques minimaux de Z.
(2) Soit Q un S-sous-schéma parabolique de Z. Alors 1(Q) est une partie
parabolique de Rg/. Comme S’ est connexe, on a 1(Q) = Ag/ pour une unique
partie parabolique A de R. Il existe une base A de R telle que A = Ry pour
un sous-ensemble I de A. De plus, I'image de f est incluse dans le groupe
Aut(®,Rp). Le Lemme 9.2.2 produit un élément € MY qui est Aut(®, Ry)—
invariant et tel que Ry = R(#). Alors ¢ o X\; G, s — Dg/(M) — Ty se descend
en un S-homomorphisme A : G,, s — T. Comme R; = R(f), on conclut que
Q=%(N).

Ceci permet de définir I'indice de Tits A°(¥) C Dyn(¥)(S) comme le type
d’un sous-schéma parabolique minimal de %. Faisons des a présent le lien avec
I’indice de Tits usuel.

Proposition 6.3.2. — On suppose que S est semi-local connexe. Soit G un
S-schéma en groupes réductifs et soit A°(G) C Dyn(G)(S) lindice de Tits de
G, i.e. le type d’un S-sous—groupe parabolique minimal de G (XXVI1.7). Soit T
un S-sous-tore mazimal de G et u : Dyn(¥(G, T)) — Dyn(QG) l’isomorphisme
Canonique associeé.

(1) AY(G) C u(AO(\II(G,T))).

(2) On a A°(G) = u<AO(\IJ(G, T))) si et seulement si le sous S—tore mai-
mal déployé Tqgp, de T est un S—tore déployé maximal de G.

Démonstration. Soit </ un sous S-faisceau parabolique de Z(G,T) de type
AY(¥(G,T)).

(1) Le S-sous-groupe parabolique P, est de type u(AO(\II(G,T))> C
Dyn(G)(S). Vu que A%G) est le type des S-sous-groupes paraboliques
minimaux de G, il suit que A%(G) C u(AO(\IJ(G,T))>.

(2) Si A%G) = u(AO(\II(G, T))), alors P,/ est un S—sous—groupe parabolique
minimal de G. Notant L le sous—groupe de Levi contenant T, on sait que L =
Centr(Tq¢p) et que la minimalité de P, entraine la maximalité de T ¢, parmi
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les sous-tores déployés de G (XXVI.6.8 et 6.16). Réciproquement, on suppose
que Tqgp, est un tore maximal déployé de G. On sait alors que L = Centr(Tg¢p)
est le sous—groupe de Levi d'un S—sous-groupe parabolique minimal P de
G. Par suite Z(P,T) est un sous-faisceau parabolique de Z(G,T) de type
u~H(A%(@G)). Par définition de A°(¥ (G, T)), on a A%(¥(G,T)) C u~H(AYQ)),
d’ott u(A%(¥(G,T))) € A%G). En tenant compte de (1), on conclut que
u(AO(\I'(G,T))) = A%GQ).

7. Isotropie et irréductibilité

7.1. Définition, groupes limites. —

Définition 7.1.1. — Un S-schéma en groupes réductifs H est isotrope s’il
admet un S-sous-schéma en groupes isomorphe a G,,s. On dit que H est
anisotrope dans le cas contraire.

L’isotropie est une notion stable par changement de base arbitraire.
L’isotropie et la réductibilité sont liées notamment par la construction suiv-
ante. Soit H un S-schéma en groupes réductifs. Si A : G,, s — H désigne un
homomorphisme de S-groupes, on lui associe le S—schéma en groupes « limite »
Py (X) [11, §5.2] défini par son foncteur des points

Pu(A(T) = { h € H(T) | A1) b, M) € H(Gur) € H(Gprr) }

pour tout T — S. On sait que Pg(A) est un S—sous-schéma en groupes
paraboliques de H et que le centralisateur Centrg(\) de A est un sous-groupe
de Levi de Pg()). En outre, si I'on diagonalise I’action adjointe de G, g sur
le Og—module Lie(H), on a

Lie(Pg(N)) = Lie(H)>op et Lie(Centrg(X)) = Lie(H)o.

Etant donné un entier n > 1, on a Pg(\) € Pg(nA) et Lie(Pg(n\)) =
Lie(Pg(A)): la Proposition 3.1.1.(2) montre que Pg(\) = Pg(n ), dou
Centrg(A\) = Centrg(n A)). La correspondance 6.2.2.(2) entre sous-schémas
en groupes paraboliques et sous-schémas paraboliques admet le complément
suivant.

Lemme 7.1.2. — Soit G un S-schéma en groupes réductifs muni d’un S—tore
mazimal T. On considére la donnée radicielle tordue ¥(G,T) = (T,%2,%")
(XXI1.1.9). Soit X : Gy, — T un S-homomorphisme. Alors dans la corre-
spondance de la Proposition 6.2.2.(2), le sous-S-schéma parabolique Z(\) de
X correspond au S-sous—schéma en groupes paraboliques Pg () de G.
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Démonstration. Une nouvelle fois, il suffit de considérer le cas déployé qui est
traité en [11, Remark §5.2.6].

Ainsi par localisation étale, on a Pg(A) = Pg(n)) pour tout S-groupe
réductif G, tout S-homomorphisme A : G,, s — G et tout entier n > 1.

Exemple 7.2. — Soit G un S—groupe adjoint déployé. On reprend les nota-
tions du §5.3 en considérant une partie I C A et le couple (Pr,L1). On sait
que A est une base du réseau M et on note (a*),ea la base duale. On pose
A= 3 B* € (T)%S). Nous prétendons que

BEA\L

(PI, LI) = (P(;()\I), Centr()q) )

Comme ces S—groupes sont déterminés entre eux par leurs algebres de Lie
(XXII.5.3.5), il suffit de montrer que P (A1) (resp. Centr(Ar)) a méme algebre
de Lie que P (resp. Lj). Or

Lie(Pg(\) =gz0=t® & ¢
a€R | (A\1,a) =0

Suivant la remarque 9.2.3, on a R(A1) = Ry, d’ou Lie(Pg(A1)) = Lie(Py).
De méme, on a Lie(Centrg(Ar)) = Lie(L;). Le choix de A; n’est pas ar-
bitraire du point de vue du S-groupe Autg 1(G) = Li x Autext;(G). En
effet, le groupe fini Autext;(G) agit par permutation sur I et I’élément
Al € (T)? est fixé par Autext;(G). En particulier, ’'homomorphisme
ALt Gy s — Autg, 1(G) est central.

7.3. Caractérisation des groupes limites. — Si S est semi-local connexe,
suivant XXVI.6.14, H est isotrope si et seulement si H est réductible ou rad(H)
est isotrope; en particulier si H est semi-simple, H est réductible si et seulement
si H est isotrope. En outre, cela implique alors que tous les S—sous-groupes
paraboliques sont des S-sous-groupes de limites (voir [17, prop. 15.5]). Notre
propos est de généraliser ce fait pour une base S connexe arbitraire.

Théoréme 7.3.1. — On suppose S conneze (non vide). Soit H un S-schéma
en groupes réductifs.

(1) Soit P un S—sous-groupe parabolique de H muni d’un S—sous-groupe
de Levi L. Alors il existe un homomorphisme central A : G,, — L tel que
L = Centrg(A) et P = Pu()).

(2) Le S-schéma en groupes H est isotrope si et seulement si H est réductible
ou rad(H) est isotrope (ou de fagon équivalente corad(H) est isotrope).
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Démonstration. Soit s € S.

(1) Le Lemme de dévissage 3.2.1.(2) nous amene a supposer d’abord H semi-
simple adjoint. Comme S est connexe, H est une S-forme d’un S-groupe G de
Chevalley adjoint attaché & une donnée radicielle réduite ® = (M, R, MY, R").
On utilise librement les notations de la section 5, par exemple une base A
de R. On note E = Isom,, (G, H) le S-faisceau étale principal homogene sous
Autg, (G) (défini au §2.1). On a alors H = GE, c’est-a-dire H est le tordu de
G selon E. On note I C A le type du parabolique Pz et I est le type de Py
pour tout point s’ € S par connexité de S.

Nous prétendons que (P,L) est localement Autg (G)-conjugué pour la
topologie étale a (Pr,Lj). Cet énoncé étant local pour la topologie étale (et
étant stable par limite inductive d’anneaux), on peut supposer S local stricte-
ment hensélien. En particulier E est trivial et on peut supposer que H = G. Vu
que P et P; ont méme type en s, la Proposition XXVI.1.3, (ii) = (i), montre
que Py et P sont G(S)-conjugués. Les S-sous—groupes de Levi de Py (resp. P)
sont conjugués par Pi(S) (resp. P(S)) en vertu de XXVI.1.8, on conclut que
(P1,Li) et (P,L) sont G(S)-conjugués et a fortiori Autg, (G)(S)-conjugués.

Nous retournons maintenant au cas d'un schéma de base S général.
Le Lemme 2.6.2.(1) montre qu’il existe un S—espace principal ho-
mogeéne F sous Autg1(G) = Npy,,(q)(Pr,L1) et un isomorphisme
q : FAAutent(G) Autg (G) — E tels que l'isomorphisme de S-groupes
¢ : G = GE = H applique le couple (PIE, LIE) sur (P,L). Le point est que
I’homomorphisme A; : G, 5 — Autg, 1(G) construit dans I'exemple 7.2 est
central, il définit donc un homomorphisme A : G,, 5 — GE et par descente il
vient (PIE, LIE) = (Pge()), Centrge (A)). On conclut que (P, L) est de la forme
souhaitée.

On considére maintenant le cas ou H est semi-simple. On note (P',L’)
I'image de (P,L) par le quotient adjoint p : H — H' = H* (Lemme 3.2.1.(2)).
Suivant le premier cas, il existe A : G, g — H' tel que P’ = Py/(X\) et
L’ = Centrg/(N). On pose J = p~l(rad(L)), c’est un S-groupe de type
multiplicatif extension de rad(L) par ker(p). Soit n un entier strictement
positif annulant le S—groupe fini de type multiplicatif Ker(p). Nous prétendons
que le cocaractere n) : G, s — rad(L’) se releve de fagon unique en un
cocaractere A : G,, 5 — J. En effet, par descente fidelement plate, il suffit
de le vérifier dans le cas ou J est diagonalisable, ce qui est alors immédiat.
L’isogénie p induit des homomorphismes Pyg(\) — Py (nX) = Py (N) = P/,
Centrp(A\) — Centry(n)) = Centry/(\) = L'; ils sont surjectifs et plats
[11, prop. 4.1.10.(2)]. Or Centrg(A) contient ker(p), on obtient que P(\) =
p~Y(P") (resp. Centry()\) = p~(L/)). La correspondance du Lemme 3.2.1.(2)
permet de conclure que Py () = P et Centryg(A) = L.
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Pour le cas général on utilise le S-sous—groupe dérivé i : H = DH — H.
La trace de (P,L) sur H’ définit un couple (P’,1°) pour H’ (XXVI1.19).
Suivant le cas précédent, il existe un S-homomorphisme A : G,, 5 — H®
tel que (P°,1°) = (P (\),Centry(N)). Or la trace sur H* du couple
(Pr(A), Centrgg (X)) est la méme que celle de (P,L), d’ott 'on conclut par
XXVI.1.19 que (P,L) = (Pu()), Centrg(A)).

(2) Traitons tout de suite le dernier point, a savoir 1’équivalence entre
l'isotropie de rad(H) et celle de corad(H). On a une suite exacte de S—tores
1 — p— rad(H) — corad(H) — 1 ot p est un S—groupe fini de type multipli-
catif (XXII.6.2.1). Comme S est connexe, il existe un groupe abélien fini A
tel que p soit localement isomorphe pour la t@ol\ogie étale/ii)s(A). La suite

exacte des S—faisceaux de caracteres 0 — corad(H) — rad(H) — u(S) — 0
induit une suite exacte

0 — corad(H)(S) — rad(H)(S) — u(S)
Comme le groupe abélien fi(S) est de torsion (il est annihilé par le cardinal de
A) et puisque COI‘/a-(YH)(S) et rﬁ(ﬁ)(S) sont des groupes abéliens libres, il suit
que COI‘/a-(RH)(S) # 0 si et seulement si rﬁ)(S) # 0. Ainsi rad(H) isotrope
équivaut a corad(H) isotrope.

Montrons le sens direct de (2). On suppose que H est isotrope. On dispose
alors d’un S-monomorphisme A : G,, s — H et on considere I’homomorphisme
de S-groupes

into X : Gy, — Autg(H), t— int(A(¢)).
Si int o A est trivial, alors int o A factorise par rad(H) et rad(H) est isotrope.
Si int o A est non trivial, il est partout non trivial par rigidité (I1X.5.3). Par
suite, le S-groupe Pp(A) est alors un S-sous—groupe parabolique muni du S-
sous-groupe de Levi Centrg(\) qui est partout propre dans H. Ainsi H est
réductible.

Montrons la réciproque. On suppose que H est réductible ou que rad(H)
est isotrope. Sirad(H) est isotrope, alors H est isotrope et il n’y a rien a faire.
On se place donc dans le cas H est réductible, c’est-a-dire H admet un couple
(P,L) ou P est un S-sous—groupe parabolique partout propre de H, L étant
un sous—groupe de Levi de P. D’apres le (1), il existe un homomorphisme
A Gps — H tel que (P,L) = (Pu()\), Centrg(A)). Cet homomorphisme
est partout non central, donc partout non nul. Comme S est connexe, son
noyau ker(\) est donc un sous—groupe diagonalisable u, de G,, (IX.2.11) et
par passage au quotient, on obtient un monomorphisme \ : G,, — H partout
non trivial. C’est une immersion fermée (I1X.6.8), donc H est isotrope.

Corollaire 7.3.2. — On suppose S affine. Soit H un S-schéma en groupes
réductifs.
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(1) Soit P un S—sous—groupe parabolique de H. Alors il existe un homomor-
phisme X : Gp, g — H tel que P = Pu(\).

(2) Le schéma en groupes H est isotrope si et seulement si H admet un S-
sous—groupe parabolique partout propre ou rad(H) est isotrope (ou de fagon
équivalente corad(H) est isotrope).

Démonstration. (1) On pose S = Spec(A) que 'on peut supposer non vide. On
sait que P admet un sous—groupe de Levi L (XXVI.3.2). Si S est connexe, le
théoreme 7.3.1 montre que P est un S—groupe limite. Ceci vaut de facon plus
générale si S n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, en particulier
si A est noethérien. Pour passer au cas général, on écrit A = ligAa comme

a€l
limite inductive de ses sous-algebres de type fini sur Z. On pose S, = Spec(A,)

pour tout a € I.

Comme H est un S—schéma en groupes S—affine de présentation finie, il
existe un indice o et un S,-schéma en groupes H, tel que H, xgS, — H
[EGA, 1V,4.8.8.3]. De plus, il existe alors un indice § > « tel que Hg :=
Hq xs, Sp est S—réductif [11, cor. 3.1.11]. En particulier on a un isomorphisme
Par(Hg) xg, S — Par(H). Comme le Sj-schéma Par(Hpg) est de présentation
finie, on a Par(H)(A) «— Par(Hg)(A) — ling__ , Par(Hg)(A;). En appli-
quant ce fait au A—point [Q] € Par(H)(A), il suit qu’il existe v > 5 et un
S,—parabolique P de H, := Hg x5, S, tel que P xg_ S — Q dans H. Alors P
est un S-groupe limite de H, et on conclut que Q est un S—groupe limite de
H.

L’assertion (2) se démontre de la méme facon a partir de (1) que pour le
Théoréme 7.3.2.

Corollaire 7.3.3. — On suppose S connexe et soit s € S. Soit H un S-
schéma en groupes réductifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) H est réductible;

(2) H admet un S-tore déployé T tel que T, est non central dans H, pour
tout x € S;

(8) H admet un S-tore déployé T tel que T est non central dans Hs.

Démonstration. (1) = (2): On suppose que H admet un S—sous-groupe
parabolique propre P muni d’un sous-groupe de Levi L. D’apres le Théoréme
7.3.1, il existe un S-homomorphisme A : G,,, s — H tel que P = Pg()). Quitte
a quotienter par ker(\), on peut supposer que A est un monomorphisme. Pour
tout x € S, P, est propre dans G, donc A, est non central.

(2) = (3): évident.
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(3) = (1): Soit i : T — G un S-tore déployé de H tel que T est non central
dans H,. Il existe un cocaractere A : G,, — T tel que A; soit non central.
Par suite, le S-groupe Py () « limite associé a X\ » est alors un S-sous-groupe
parabolique muni du S-sous-groupe de Levi Centrg(A). Comme Centri(A)s
est propre dans H,, P est propre dans Hy et P est partout propre dans H
puisque S est connexe. On conclut que H est réductible.

7.4. Lien avec les sous-tores déployés maximaux. —

Proposition 7.4.1. — On suppose que S est connexe. Soit H un S-schéma
en groupes réductifs. Soient Ty un S-sous-tore déployé de H et P un S-sous-
groupe parabolique de G ayant Centrg(To) comme sous-groupe de Levi (ceci
existe d’aprés XXVI.6.2). On considére les assertions suivantes:

(1) Ty est un sous-tore déployé mazximal de G;

(2) Ty est un sous-tore déployé mazximal de Centrg(Ty);

(8) Le S—groupe réductif Centrg(To)/ Ty est anisotrope;

(4) Le S—groupe réductif Centrg(To)/To est irréductible;

(4°) Le S—groupe réductif Centrg(To) est irréductible;

(5) P est un sous-groupe parabolique minimal de G.
a) On a les implications (1) <= (2) <= (3) = (4) — (4') = (5).

b) Si S est localement noethérien et géométriquement unibranche, alors on a
I’équivalence (2) < (3).

Démonstration. a) On observe tout d’abord que I’équivalence (4) <= (4’) est
un cas particulier du Lemme 3.2.1.(1), celui du quotient central Centrg(To) —
Centrg (T[))/T() .

(1) = (2): Cette implication est triviale.

(2) = (1): Soit Ty un sous-tore déployé de G contenant Ty. On a alors
Tg C T C Centrg(To), d’ou Ty = Tj.

(3) = (2): On suppose que Ty n’est pas un S-tore déployé maximal, de
Centrg(To). En d’autres mots, il existe un sous-tore déployé T de Centrg(To)
contenant strictement Ty. Le monomorphisme de S—groupes diagonalisables
Ty = Dg(M;) — Ty = Dg(Mp) est adjoint par dualité de Cartier a un
morphisme surjectif Mg — M; de groupes abéliens libres de type finis. On
a T1/To = Dg (ker(Mo — Ml)), c’est un S—tore déployé non trivial. Ainsi
T1/To est un tore déployé non trivial du schéma en groupes Centrg(To)/To
qui est donc isotrope.

(3) = (4). Si Centrg(Tp)/To est anisotrope, il est a fortiori irréductible
d’apres le Théoreme 7.3.1.(2).
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(4) <= (5). Suivant XXVI.1.20, on dispose d'une bijection
{ paraboliques Q de G inclus dans P } — { paraboliques M de Centrg (TO)}.

L’ensemble de gauche est réduit a un élément si et seulement si ’ensemble de
droite est réduit & un élément. Ceci montre que les assertions (4) et (5) sont
équivalentes.

b) (2) = (3): Soit T; un sous—tore déployé de Centrg(Ty)/To. Alors sa
préimage dans Centrg(To) est un sous-tore E de Centrg(Tp) qui est une
extension de Ty par T;. L’hypothese sur la base S intervient ici. En effet, on
sait que alors que E est isotrivial (X.5.15). Ainsi E est un faisceau constant et
E est un S-tore déployé. Vu que E contient Ty, il suit que Tg = E. Par suite
Ty est trivial et on conclut que Centrg(Ty)/Tq est anisotrope.

8. Invariants cohomologiques des groupes semi-simples

Selon XXIV.1, la classification des schémas en groupes semi-simples sur une
base S se réduit essentiellement a celle des schémas en groupes semi-simples
adjoints (ou de fagon équivalente simplement connexe). En d’autres mots, cela
passe par ’ensemble pointé

H'(S, Autg, (G)).

ou G est toujours supposé S—déployé, épinglé, et adjoint. On note comme
précédemment E le S—groupe constant des automorphismes de G qui préserve
I’épinglage ainsi que h : Autg (G) — Autext(G) définie par E.

On associe & une S-forme G’ de G la classe du S-faisceau Isom,, (G, G’)
(défini au §2.1) qui est principal homogene sous Auty(G). Vu que
Auty (G) est affine au-dessus de S, il est représentable par un S-torseur
sous Autg(G) que l'on note Isomg (G,G’). Suivant XXI.1.10, on note
Isomext,, (G, G') = Isom,, (G, G')/G*! = Isomext,, (G, G') AAuter (G) Autext(G)
le Autext(G)—espace principal homogene obtenu par le changement de groupes
Autg, (G) = Autext(G). II est représentable par un S-torseur sous Autext(G)
noté Isomext(G, G').

8.1. Une décomposition. — Si S’ est un E-torseur au-dessus de S,
le théoreme XXIV.3.11 associe le S-schéma en groupes quasi—épinglé
qép(S’) qui est le tordu de G par le E-torseur S’ suivant le changement
de groupes E — Autg (G). Notons que Autg (¢ép(S)) = ¢ép(S') x BS"
qép(S’) x Autext(gép(S’)). On définit alors la fleche
0
H' (S, ¢ép(S")) — H'(S, Autg (¢ép(S'))) — H'(S, Autg (G))
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oul # désigne la bijection de torsion pour le Autg (G)-torseur S" AP Autg, (G)
[18, TI11.2.6]. De plus, le groupe fini Autext(gép(S'))(S) agit & droite sur
HY(S, ¢ép(S')), [18, I11.3.3]. Par application du Lemme 2.6.3, on obtient la
décomposition suivante.

Proposition 8.1.1. — Les fléches précédentes induisent une bijection

|_| H'(S, ¢ép(S'))/ Autext(gép(S'))(S) — H(S, Autg (G))
SIS

ot S’ parcourt les classes d’isomorphie de E-torseurs au-dessus de S.

Le premier invariant des S-formes de G est donc défini par I'application
HY(S, Auty, (G)) 25 HY(S, Autext(Q)).

En termes de torseurs, elle applique une S—forme G’ sur Isomext(G, G').

Puisque Autext(G) = Aut(Dyn(G)) = Aut(A)s, cet invariant est aussi
donné par la classe d’isomorphie du S-schéma de Dynkin Dyn(G’) de G/, voir
XXIV.3.6.

On considére maintenant le Autg, (G)-torseur hy, Dyn(G’) au-dessus de S
dont la S-forme tordue correspondante est notée

;,ép — Gh* Isomext(G,G )

Sa classe d’isomorphisme ne dépend pas bien str du choix de I’épinglage pris
sur G.

Comme dans le cas des corps (voir [21, Prop. 31.6]), nous avons le fait
suivant dont la démonstration est semblable.

Lemme 8.1.2. — On note F' = Isomg, (G, G{ 4). Alors le S—torseur F' sous

Autg, (G') admet une réduction a G'. En d’autres mots, il existe un G'-torseur

D’ au-dessus de S tel que Gggp — ¢'¥ = g0 pe lus, la classe de
q a,ép p

[D’] constitue la fibre de application

int, : HY(S, G’) — H(S, Autg, (G"))
en [Ggep)-

Démonstration. On a vu que le Autg (G 4 )-torseur Isomg (Gj ¢, G') admet
une réduction a G;,ép. En considérant les torseurs opposés, on obtient que le
Autg, (G")-torseur F' au-dessus de S admet une réduction & G’ et on note D’
une telle réduction.

La fibre de H!(S, Autg (G')) — HL(S, Autext(G')) en [F'] est décrite par le
diagramme exact d’ensemble pointés [18, II11.3.3.4]
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int.

HY(S, Auty (G')) ——— HY(S, Autext(G’))

TD’TZ TF’TZ
HL(S,GP") —— HY(S, Auty (G)P) ——= H! (S, Autext(G'))
| | 1

HY(S, G ) — H'(S, Autg (G 4,)) H'(S, Autext (G ¢));

HY(S, G

ou les applications verticales du haut sont les bijections « de torsion ». On en
tire une bijection

ker (HI(S, G gp) — HI(S, Autyr(Glgp)) ) = i ([F).

Vu que Autg, (G! ) = ¢ép(G/ ) x Autext(G!

), il suit que lapplication

q,ép q,ép q,ép
HY (S, Autg, (Gl ¢,)) — H(S, Autext(G} 4,))

q,ép q,ép

est surjective. Ainsi ker(Hl(S,G’ ) — HY(S, Autg, (G! ))) = {1}, ce qui

acheve la démonstration.

8.2. Classe de Tits. — On note alors v = [D'] € HY(S,G’) cette classe
remarquable qui va donner lieu & la classe de Tits de G’. On note

1—>M—>é—>G—>1

le revétement universel de G. Le S—groupe Aut,, (G) agit sur cette suite ce qui
permet de la tordre par le Aut(G)-torseur Isomg, (G, G’) pour obtenir la suite
exacte de S—groupes

11—y — G — G —1.
Vu que G agit trivialement sur g, il suit que p’ est le tordu de p par le
Autext(G)-torseur Isomext(G, G'); notons que p’ dépend seulement du schéma
de Dynkin de G’. En particulier, p/ est un S—schéma en groupes de type

multiplicatif déployé par S’. On consideére le bord de cohomologie plate [18,
IV.4.2]

aG’ : HI(S7 G) = Hflppf(s’ G) - H%ppf(sla M/)
La classe de Tits de G’ est définie par la formule suivante
tar = —0ar(var) € Hi,pe(S, 1),
C’est le second invariant cohomologique de G’. On considére maintenant le

G/

, op . ~ F’
u.¢p torseur au-dessus de S opposé D’ P4 D, Puisque Gg¢p — G =
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int, (D’ . . int,(D’°P) ~ .
G/int(D ), on a un isomorphisme G;nép( ) ™, Q. Suivant la compatibilité

du bord avec la bijection de torsion mp [18, IV.4.2]

Oy
HY(S, GY) — o HE, (S, 1)

ZJ/TD’ 2iidf’c/([D/])
Oar
HI(S7 G;ép) L’ H%ppf(s7 ,U,/),
on tire que
=) B, (D) =0+ g, (ID"P) = ~Ba (D)) =ty

Sous une hypothése d’annulation cohomologique, les deux invariants permet-
tent de classifier les schémas en groupes.

Proposition 8.2.1. — Supposons que H'(S,G') = 1.

1. Le bord H'(S,G) — H%ppf(S, 1) a un noyau trivial.
2. Soit G" une S—forme de G telle qu’il existe u € Isomext(G',G")(S).
Alors les S-schémas en groupes G’ et G” sont isomorphes si et seulement

st uy(tqr) = tar.

Dans (2), 'hypotheése Isomext(G',G”)(S) # o signifie que G” est une
forme intérieure de G’ (remarque XXIV.1.11). Notant p” le tordu de p par
Autext(G, G"), 'élément u définit un isomorphisme u, : p' — p” de S—groupes.

Démonstration. (1) C’est une conséquence immédiate de la suite exacte
d’ensembles pointés [18, §1V.4]

1 — 1/(S) — G'(S) — G/(S) =<
~ O/
H%ppf(sv H/) - H%ppf(slv G/) - H%ppf(sa G,) i> H%ppf(sv M/)

(2) Lélément wu induit un isomorphisme wu, : Isomext(G,G') —
Isomext(G, G”) et partant un isomorphisme wu, : G;,ép = G"ep. SI G
et G” sont S—isomorphes, alors les classes vq et vgr se correspondent
suivant la bijection Hl(S,Ggyép) — HYS,G",¢p) dou aussitot lidentité
ux(tg) = tgr. Réciproquement, on suppose que ux(tq) = tgr. On écrit alors
G = ( (’Lép)D (resp. G” = ( :17ép)D ) out D’ est un Gy ¢ -torseur (resp. D”
est un G;’ ép—torseur). En vertu de la compatibilité (x) ci-dessus, I'hypothese

ux(tgr) = tgr s'exprime alors par

ue(Gcr (ID') = 8, (D)) € HEue(S, "),

q9,ep
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On introduit alors le G/ . -torseur E' = u (D). Alors 5Gf1,ép([D/]) =

dar . ([E']). On utilise de nouveau le diagramme commutatif
9,ep

Oy
H'(S, ') —=HZ (S, /)
I\LTD/ ?i?—ac;/([D/])
HL(S, G, ) -2 H2 (S, ).

4,ép
La classe 71, ([E']) appartient au noyau de dgs donc est triviale suivant (1).
On conclut que [E'] = [D'], d’ott u,[D’] = [D”]. Les schémas en groupes G’ et
G” sont S—isomorphes.

9. Appendice : cohomologie des groupes a valeurs dans des
groupes de Weyl

Cet appendice est de nature combinatoire et immobiliere, il apparait comme
un préliminaire pour les sections 6 et 7.

On se donne une donnée radicielle ® = (M, R,M"Y,R") munie de I’action
d’un groupe fini I'. Le but est d’exprimer la 1-cohomologie du groupe I' a
valeurs dans le groupe de Weyl (resp. des automorphismes) de cette donnée
radicielle. Le lien avec nos préoccupations précédentes se voit par exemple si
I’on prend pour groupe I' le groupe de Galois d’'une extension galoisienne finie
L d’un corps k. On sait alors que la cohomologie galoisienne des groupes de
Weyl est un sujet d’étude en soi [15, VII], [14]).

9.1. Données radicielles. — Soit ® = (M,R,MY,RY) une donnée
radicielle.  Soit W = W(®) son groupe de Weyl et Aut(®) son groupe
d’automorphismes (XXI.6.7). Soit A une base de R. On désigne par
Aut(®, A) le sous-groupe de Aut(®) formé des automorphismes f de ® satis-
faisant f(A) C A. Comme W agit simplement transitivement sur 1’ensemble
des chambres de Weyl, on a une décomposition en produit semi-direct
Aut(®) = W x Aut(P, A).

Si I est une partie de A, on note Wt le sous—groupe de W engendré par les
réflexions s, pour a € I. On dit qu'un sous-groupe de W est parabolique s’il
est conjugué a un Wri.

On rappelle qu’une partie A de R est parabolique si elle est close et si
R=AU(-A) [5, VI.1.7].

Si I est une partie de A, on note Rf = R U —[I] ou [I] désigne les racines
qui sont combinaisons linéaires & coefficients entiers d’éléments de 1. Alors
R1 est une partie parabolique de R et toute partie parabolique A de R est
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W-conjuguée a un unique Ry en vertu des propositions 20 et 21 de [5, VI.1].
Le sous-ensemble I(A) attaché & A est appelé le type de A.

Si A € MY, I’ensemble
R()) := {a ER | (\a)> o}

est une partie parabolique de R. En effet, on a R = R(\) U —R(\), il est clos
puisque stable par addition et satisfaisant N.R(A) "R C R(\) (XXI.3.1.3). En
outre, il est bien connu que les R(\) pour A\ parcourant MY fournissent tous les
sous-ensembles paraboliques de R [23, 11.1]; nous reprenons d’ailleurs cette
preuve dans le cas d’un Ry plus loin (Lemme 9.2.2).

9.2. Immeuble d’une donnée radicielle. — On pose V=M ®z Q.
On note @4 = (M R, (M4)V RY) la donnée radicielle dérivée associée
(XX1.6.5), on a un morphisme de données radicielles u : ® — &, Alors
Vdr — M @, Q est un quotient de V. La base ()qea de R est une
base du Q-espace vectoriel M @, Q et on note (a*)aen la base duale de
(M) @4 Q associée.

Chaque racine o € R définit 'hyperplan H, = ker(a) de VY et on note ¥ le
complexe cellulaire de Coxeter défini par 'arrangement d’hyperplans (Hy)acr
([36, §2] ou [1, §1.5]). On a un isomorphisme ¥ — %9 qui nous permet de
nous ramener le cas échéant au cas d’une donnée radicielle semi-simple. Si F
est une telle cellule (ou facette), on note Supp(F) son support. Rappelons que

Supp(F) - m H,
a(F)=0
pour « parcourant R; c’est aussi le sous-espace vectoriel de VY engendré par
F. On rappelle qu’il y a une correspondance bijective [23, prop. 15.9]
{Parties paraboliques de R} — {Facettes de VV}.

Dans un sens, on associe a une partie parabolique A C R la facette F(A) qui
est l'intérieur du cone dual

DV(A) = {¢evv | {(¢,a) =0 vaeA}.
Dans l'autre sens, on associe a une facette F la partie parabolique
R(F):{aeR | (¢,a) >0 v¢eF}.

Cette correspondance permet de définir le type d’une facette comme le type
de la partie parabolique correspondante (§9.1).
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Soit I une partie de A. On note Fy := F(Ry); on a

Fi=()Ho, N [) o '(@s0).
i€l ieA\l

On a Supp(F1) = () Ha. On note C = Fy la chambre de Weyl de VV associée

acl
a A. Toute facette F de ¥ est W—conjuguée a une unique facette F; pour un

unique J C A qui le type de F. On consideére le fixateur (resp. le stabilisateur)
de Fy pour l'action de W sur V définis par

Fixw (F) = {w EW | wz=xVxe FI},

Stabw(FI) = {w ewW ’ w.Fr = FI}

On a les inclusions évidentes W1 C Fixw(F1) C Stabw (Fy) et on sait (en se
ramenant au cas semi-simple) que

WI = FiXW(FI) = Stabw(FI),

voir [5, résumé, 19)] ou [23, prop. 15.10]. Ces faits font le lien entre parties
paraboliques et sous—groupes paraboliques. De plus, on a une décomposition
en produit semi-direct Nyw (W1) = W1 x W) ou

WIZ{wGW | w.oa=a« VaEI},

voir [24, §5.1] ou [19, cor. 3 page 63].

On considere un groupe «intermédiaire » \/N\, i.e. satisfaisant W C W C Aut(P);
un tel spus—groupe s’écrit W=WxEouEC Aut(®,A).

Les sous—groupes paraboliques de W étant les stabilisateurs des facettes,
on étend de cette facon la définition des sous-groupes paraboliques a W. On
désigne par WI = StabW(FI) le stabilisateur de F; pour 'action de F sur
VY, on lappelle le sous-groupe parabolique « standard » de W attaché a I.
Par la correspondance paraboliques/facettes, ce sous-groupe de W est aussi le
stabilisateur de Rj.

Le lemme suivant est une variante du Lemme 5.1.2 ot Aut(®, A,I) (resp.
Aut(®, A, Fr)) désigne le sous-groupe des automorphismes f de ® satisfaisant

F(A) = A et f(1) =1 (vesp. f(Fy) = Fy).

Lemme 9.2.1. — (1) Aut(®, A, 1) = Aut(P, A, Fy).

(1) Wi = Wi x (EN Aut(®, A, T));

Démonstration. (1) L’inclusion Aut(®, A, I) C Aut(®, A, Fy) est évidente.

Réciproquement si h € Aut(®, A, Fy), alors h(F1) = Fjq) = Fr. Or A(I) C A,
d’ou h(I) =1 par définition des Fj.
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(2) 1l suffit de traiter le cas W = Aut(®). Suivant la correspondance par-
ties paraboliques/facettes, on a Staba @) (F1) = Stabayye)(Ri). Le groupe
Aut(®, A, I) normalise Wy, on peut former le morphisme Wy x Aut(®, A, 1) —
\/N\I; il est injectif puisque W N Aut(®,A) = 1. Pour la surjectivité, on se
donne h € Stabp,¢(e)(R1). On écrit h = wflavecw € Wet f € Aut(®,A).
Comme h(R;) = Ry, on a w(Ry) = f(R1) = Rpq. Par unicité du type
d’une partie parabolique, on a I = f(I). Par suite, f € Aut(®,A,Ry) et
w € W1 = Stabw (Ry).

Lemme 9.2.2. — Soit 1 C A. On pose

=Y 8 € M¥ezQ)Y M @zQ
BeA\I

(1) A1 est fizé par le sous-groupe Aut(®,Ry) formé des automorphismes f de
& satisfaisant f(Ri) = Ry.
(2) Pour tout entier n > 1 satisfaisant n\; € (M%*")Y C MY, on a Ry =

Démonstration. (1) D’apres le Lemme 9.2.1.(2), le sous—groupe Aut(®,Rj)
de Aut(®) est engendré par Wy et par Aut(®, A, I). Le groupe Aut(®,A,T)
permute A\I et fixe donc Aj. Il reste a voir que Wi fixe A1, ce qui est équivalent
au fait que chaque s, (a € I) fixe A;. On peut supposer que ® est semi-simple,
et alors \; est caractérisé par la propriété (Aj,7) =0siyelet 1siye A\L
On se donne donc «a € I, v € A et on considere (sqAr,7) = (A1, 847). Siy €1,
alors soy € [I] et (A1, 507) = 0= (Ar,7). Siy € A\IL on écrit 5oy = 7 —nq 0.
Alors (A1, 8077) = (A1,7y) aussi dans ce cas. On conclut que A\ = s 1.

(2) Sans perte de généralité, on peut supposer ® semi-simple. L’ensemble
R(nA1) est une partie parabolique de R contenant Ry. On note J I’ensemble
des racines o de A telles que —a € R(n);). D’apres [5, § VI.1.7, Lemme 3 et
Proposition 20], on a R(n)A;) = RT U —[J] = Ry. 1l reste & déterminer J. Si
a €A, ona

0 siael

n siaél

(nA1, o) =n E (8", a) = {
BeA\I
Ainsi —a € R(nAp) si et seulement si @ € I. On conclut que I = J.

Remarque 9.2.3. — L’expression de A1 est la méme que dans 'exemple 7.2.
Si @ est une donnée radicielle adjointe, on peut prendre n = 1 dans I'assertion

(2).
Lemme 9.2.4. — Soit I une partie de A.
(1) N (Wr) = Stabg; (Supp(Fr)).
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(2) On pose W = {h eW | A(I) = I}. Le morphisme
Wi % #1 — N (W), (w,g) »wg
est un isomorphisme. En outre, on a NW\(W\I) = N (W1).

Démonstration. (1) I suffit de montrer que linclusion Ng(Wi) C
Stabg; (Supp(Fr)) est une égalité.  Si h € Stabg(Supp(F1)), on a
hWih~! = hStabw (Supp(FI)) h~' = Fixw (h. Supp(FI)) = Wi, donc
h e Nw(wl).
(2) Le groupe W stabilise Supp(Fy) donc d’apres (1) normalise Ng;(Wi). Le
morphisme Wt x 7?1\—> NW\(WI) est donc bien défini. On observe en premier
lieu que WIHVZI\: 1, I'inclusion Wy x “/%\Q NW(WI) est évidente. Pour établir
Iinclusion inverse, on se donne un élément h € Ng;(Wr). Alors h normalise
Supp(Fy) et le systéme de racines R N Supp(Fy). De plus, I est une base de
RN Supp(Fr) et le groupe de Weyl de RN Supp(Fy) est Wy. Alors A(I) est une
base de R N Supp(Fr) donc il existe un unique w € Wy tel que h(I) = w(I).
Ainsi h = ww ™ h avec w™th € 7//; On a bien établi que Wi % 7//;% NW(WI).
De plus, on a une inclusion évidente Nw(wl) C NW(WI) = Wi x 7//1\ Si
g € ¥4, alors g(I) =1 donc ¢g(Fr) = Fy, dou g € NW\(WI) = Ng; (Stabgs (F1)).
Ainsi “/%\Q NW(WI) et on conclut que NW(WI) =Wy x VZI\

Lemme 9.2.5. — Soient A,B des facettes de X. Alors les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

(a) Aut(®, A) = Aut(P, B);
(b) Wp = Wg;
(¢) Supp(A) = Supp(B).

Démonstration. L’implication (a) = (b) est évidente. Pour montrer (b) =
(¢), on utilise la projection D = proj, (B) de A sur B [36, 2.30]; elle contient
A dans son adhérence. De plus, Wa N W = Wp (ibid, prop. 12.5) d’ou
Wp = Wp = Wg avec notre hypothése. Or A = proj,(B) équivaut a
Supp(B) C Supp(A) [1, 1.41.(1)]. De méme, Supp(A) C Supp(B), d’oir 'on
conclut que Supp(B) = Supp(A).

Montrons (¢) = (a); par symétrie, il suffit d’établir une inclusion entre les
groupes Aut(®, A) et Aut(®,B). Sans perte de généralité, on peut supposer
que A = Fp de stabilisateur Aut(®,Fr) = Wy x Aut(®, A, I). Vu que W =
Fixw (Supp(F1)) = Fixw(Supp(Fr1)) C Fixw(B), on est ramené & montrer que
Aut(®, A, T) stabilise B. Or la facette B C VV est définie par des équations

alp)=0Vaeclet ealp)>0Vae A\l
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ou les €, sont des signes. Un élément de Aut(®,A,I) préserve ces équations,
donc préserve B. On conclut que Aut(®,A) C Aut(P,B).

9.3. Données radicielles tordues sous une action de groupes. — Soit
I' un groupe fini. Soit f: ' — W un morphisme de groupes ou autrement dit
une action de I' sur la donnée radicielle ® = (M, R, MY, R") factorisant par le
sous—groupe W C Aut(®). Une telle donnée est appelée une donnée radicielle
tordue. On note Wy, Ry, Xy, etc.. pour distinguer ces objets de ceux avec
action triviale; le groupe Wy est alors un I'-groupe. On dit qu'un sous-groupe

de \/N\f est parabolique s'il est le stabilisateur dans W d’une partie parabolique
de R préservée par l'action f.

Etant donné une partie I C A, on dit que f est I-réductible si R admet une
partie parabolique A de type I qui est I'-stable suivant ’action f.

On dit que f est réductible s’il existe une partie I propre de A tel que f est
I-réductible.

Lemme 9.3.1. — (1) Soit I une partie de A. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) f est I-réductible;
(b) (Zp)' contient une facette de type 1.

(2) Les assertions suivantes sont équivalentes:

(c) f est réductible;
(d) (35)" # {0}.

Démonstration. (1) a) = b) : Par définition, il existe une partie parabolique
A de R qui I'=stable pour l'action f et de type I. Alors la facette F(A) est
aussi ['-stable pour l'action f et est de type I.

b) = a) : Etant donné une facette F stable par I' agissant par f, alors
la partie parabolique R(F) de R est I'-stable pour l'action f et de type I,
c’est-a-dire f est I-réductible.

(2) Chaque assertion s’obtient du (1) en ajoutant le quantificateur « il existe
une partie propre I de A telle que ».

Lemme 9.3.2. — (1) Toutes les facettes de ¥y I'~invariantes et maximales
pour cette propriété ont méme support, méme dimension et méme stabilisateur
dans Aut(®).

(2) Soient A, B des facettes de Xy I'~invariantes. On suppose A mazimale
pour cette propriété. St Wa = Wp, alors B est aussi mazimale.
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Démonstration. On peut supposer que ® est semi-simple pour la démonstra-
tion.

(1) Soient A, B des facettes de (X7)" maximales. On considere la projection
proja(B) [36, 2.30] de A sur B, elle appartient & ()l et contient A dans
son adhérence, donc A = proj, (B) par maximalité de A. Or A = proj,(B)
équivaut a Supp(B) C Supp(A) [1, 1.41.(1)]. Par symétrie, il vient Supp(A) =
Supp(B). Ainsi A et B ont méme dimension et le Lemme 9.2.5 montre que
Aut(®,A) = Aut(P, B).

(2) Le Lemme 9.2.5 montre que Supp(A) = Supp(B). Le (1) permet de
conclure que B est maximale dans (Xf)".

Le Lemme 9.3.2.(1) associe donc a ’action f un sous—groupe parabolique
canonique Ppi, de Wy (resp. ﬁmin de W #) qui est le stabilisateur d’une facette
maximale (arbitraire) de (X)''; c’est aussi le stabilisateur de (X )l dans Xy.
La notation se justifie par le fait que ce groupe joue le réle d’un sous—groupe
parabolique minimal dans la théorie de Borel-Tits.

Cet invariant satisfait de fagon évidente la compatibilité suivante lorsque

'on remplace 'action f par un conjugué f’ = h fh~! pour h € W: Pl .. =
hPuinh ™' (vesp. ﬁinin = hPoyin 1.
Remarque 9.3.3. — L’analogie avec I'immeuble sphérique d’un groupe ré-
ductif est dangereuse ici. En effet, si le stabilisateur d'une facette de (37)!
donne lieu & un sous—groupe parabolique de W f» il n’est pas vrai en général
que les sous-groupes paraboliques de W stables par f proviennent tous de cette
fagon. Donnons ’exemple de la donnée radicielle de PGL4 de groupe de Weyl
W = S, ou l'on considere laction de I' = Z/4Z donnée par la conjugaison
par le cycle (1324). Alors (37)' = 0, c’est-a-dire I'action est irréductible mais
So X Sg est un parabolique de Sy qui est préservé par ’action.

Etant donné un 1-cocycle z : I' — W (pour action f) on dispose de I’action
tordue par z définie par (- f)(7). v = 2y . (f(7)(v)) (v € T, v € V); cela définit
la donnée radicielle tordue associé a . f.

Remarque 9.3.4. — Remplacons z par un 1-cocycle cohomologue 2/, i.e. il
existe h € W satisfaisant

d=hTa ().
Alors
(N =2 () =h7 2 (F) R f() ) f(0) = b H() he

En d’autres mots, les deux actions , f et ,-f de I sur V sont conjuguées.
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Définition 9.3.5. — Soit ﬁf un sous-groupe parabolique de Wf Etant
donnée une classe v € HYT, Pf) on dit que v est réductible s’
existe un sous-groupe parabolique Qf de Wf tel que Qf - Pf et
v € Im(Hl(F,Qf) — Hl(F,Pf)). On dit que v est irréductible dans
le cas contraire. On définit le sous-ensemble des classes de cohomologie

irréductibles H'(T, P ;)i € H'(T, Py).

Lemme 9.3.6. — Soit F € (Zp)l et ﬁf = Stabwf (F) le sous-groupe
parabolique de \/N\f associé. Soit [z] € Hl(RW).

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) [z] admet une réduction a ﬁf;

(b) Daction ,f stabilise une partie parabolique de R qui est wfconjuguée a
R(F);

(c) le sous-groupe parabolique ﬁmin de W relatif a Uaction ,f est W-
congugué a un sous-groupe parabolique de P .

(2) Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a’) [z] appartient a limage de Hl(r,ﬁf)irr — HI(F,Wf),

(b’) le sous-groupe parabolique ISmin de W\f relatif a l'action ,f est W-
conjugué a Py.

(¢’) L’action ,f stabilise une partie parabolique chonjuguée a R(F) et
celle-ci est minimale parmi les parties paraboliques I'-stables de R relativement
a laction ,f.

Démonstration. On a ﬁf = Stabg;(F) = Stabg;(RF).

(1) @) = b) : On suppose que [z] admet une réduction a P 7. Il existe un
1-cocycle 2z’ cohomologue & z & valeurs dans P f» Le. il existe h € W tel que
d = ht ey fohf € Py

L’action . f stabilise donc R(F). Suivant la remarque 9.3.4, on a ,f =

h='.f h, donc l'action , f stabilise la partie parabolique h~'R(F).

b) = ¢) : On se donne une partie parabolique A stabilisée par ,f telle

qu’il existe h € W satisfaisant A = A~ .R(F). Alors 'homomorphisme , f

est & valeurs dans Stabg(A) = h StabW(Rp)h™' = hPph~1 1l suit que

lgmin - hlgfh_l ou lgmin est relatif a I'action , f.

9\) —> a) : Commengons par le cas particulier ou z est a Vimleurs dE/L\nS
= Stab(F). Alors la facette F est stabilisée par .f, d’'ot Ppin € Py.
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Dans le cas général, il existe un 1-cocycle 2’ cohomologue & z & valeurs dans
Pyouh e W. Il existe h € W tel que

z’7 =ht 2y fwhfv_1 € Py.
Suivant la remarque 9.3.4, on a  f = h™',f h, d’ou ﬁmin = hlgl’min h~L. Ainsi
Ppin contient h Py h~! par le premier cas.

(2) Cela correspond au cas d’égalité dans (1).

9.4. Indice de Tits. — On définit I'indice de Tits A°(f) C A d’un homo-
morphisme f: " — W comme le type d’une facette I'-invariante maximale de
Y ¢ ou de fagon équivalente comme le type d'une partie parabolique invariante
par I' (agissant par f) de R et minimale pour cette propriété.

Pour tout h € W, on a AR fhY) = h.Af). En particulier, vu que
A(f) ne dépend que de I'image de f, on note que A’(f) est stabilisé par

N aut(®) (Im(r N Aut(CD))).

9.5. Décompositions de Tits. — On commence par le cas de 'action
triviale. Dans ce cas, pour tout groupe H, on a une bijection Hom(I', H)/H =
ZY(T',H)/H — HY(T', H).

Si P est un sous—groupe parabolique de W, on dit qu'un homomorphisme
w: T — P est réductible 8'il existe un sous-groupe parabolique Q de W tel que
Im(u) C Q - P. On dit que u est 1rréductible dans le cas contraire et on note
Homy;,, (T, ﬁ) I’ensemble des morphismes de groupes irréductible de I'" dans P.

Lemme 9.5.1. — (1) Soient P un sous—groupe parabolique de W et

u:I — P un homomorphisme. Alors les conditions suivantes sont équiv-
alentes:

(a) u:T — P est un morphisme réductible;
(b) [u] € HY (T, P) est réductible.
(¢) Pin(u) C P.

(2) Soient ﬁv\h,...,w\h un ensemble de représentants des classes de W-
conjugaison de sous—groupes paraboliques de W. Alors on a la décomposition

| | Homi (D, Wy,)/N;, — HY(,W).
j=1,..,l

ot 1/\\11]. = NW(\/N\Ij) pour chaque j.
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La structure des groupes Ny intervenant dans (2) est décrite au §9.2.4.

Démonstration. (1) a) = (b): Si le morphisme u est réductible, il factorise
a travers un sous—groupe parabolique Q - P et [u] € HY(T, P) provient de
HY(I', Q). Ainsi [u] est une classe réductible.

b) = (¢): On suppose que [u] € Hl(F P) provient d'une classe [v] € H(T, Q)
pour un sous-groupe parabolique Q de W qui est un sous-groupe strict de P.
Alors il existe h € P tel que v = huh~ L. Qultte a remplacer Q par th L

peut supposer que u est a valeurs dans Q. Soit E une facette stabilisée par Q.
Ainsi u(T) C Q et E € (2)“T). Soit E' une facette contenant E, stabilisée par
u(T) et maximale pour cette propriété. Alors on a Puin(u) = Stabg; (E') et ce
groupe est un sous-groupe de Q et donc a fortiori un sous—groupe strict de P.
¢) = (a) : Soit E une facette stabilisée par u(I') et maximale pour cette
propriété. Par définition, on a ﬁmin(u) = StabW(E) et on a u(T") C lgmin(u).
Par hypothese, on a ﬁmin(u) C ﬁ, donc le morphisme u : I' — P est réductible.

(2) Montrons d’abord la surjectivité. Soit v : I' — W un homomorphisme.

On note F une facette maximale de (X,)". Alors F = w.F; pour w € W et

. . N . , -1
un unique ensemble I C A. Quitte & remplacer u par son conjugué par w™ -,

on peut supposer que F est une facette maximale de (Eu)r. En particulier,
Im(u) C WI, en d’autres mots, u est a valeurs dans WI Soit j I'unique indice
tel que WI soit chont]ugue a WI , i.e. WI = hWI h~! pour h € W. Ainsi
w = h~luh est & valeurs dans WIJ Alors FIJ est une facette maximale de
()" et la maximalité de Fy, entraine Dirréductibilité de v’ : T' — Wy,. Ceci
montre la surjectivité.

L’indice I; précédent est unique, ceci établit que les images des

Hom;,, (T, WI)m — Hl(F W) sont dlsJ01ntes Pour l'injectivité, il reste donc
a voir que Homirr(F,WIj)/NIj — Hl(F,W) est injective pour j = 1,...,1.
Soient u,v € Homirr(I‘,\/N\Ij) tels que u = hvh~ ! pour h € W. Alors Fy, et
h.F1, sont des facettes de dimension maximale de (3,)". Le Lemme 9.3.2.(1)
indique que . . .

Wr,, = Whr,, = hWr h™'

donc h € Nlj.

Plus généralement, on considere le cas tordu par une action extérieure en
analogie avec le cas quasi-déployé pour les groupes algébriques semi-simples.
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Proposition 9.5.2. — On suppose que f : T' — Aut(®) est a valeurs dans
Aut(®,A).
(1) Si1 C A est stable par Im(f), alors Wy et Wi le sont aussi et Ny, (Wy,p) =
WLf A Wl,f.
(2) Soient 11, ..., 1; les parties stables de A par Im(f). Alors on a la décompo-
sition
Hl(ra le,f)irr/HO(Fv W1j7f) — H! (T, Wf)'
j=1,...1

L’action a droite HO(F,WIJ.J) sur Hl(I‘,WIjvf)irr est celle définie en [32,
§1.5.5].

Démonstration. Montrons la surjectivité de cette application. Soit z : I' — W
un l—cocycle. Soit F une facette de X stable pour 'action tordue par ,f e t
maximale pour cette propriété. On a z,f, € Aut(®,F) pour tout v € I'. 1l
existe une unique partie I de A telle que F = wF;. On considere le 1-cocycle

I -1 -1 A3
cohomologue 2/, = w™" zy fyw f}~ et on vérifie que

() 2 Sy (F) = w2y fyw(Fr) = w2y f1(F) = w™(F) = F,
c’est-a-dire ziy fy € Aut(®,Fr). Ainsi quitte a remplacer z par un cocycle
cohomologue, on peut supposer que F; est une facette maximale de (X, f)F.

Nous affirmons alors que f, € Aut(®,I) pour tout v € I'. En effet, puisque
zy € W, la facette f,(F1) = Fy (1) est de méme type que I et f,(I) C R donc
fy(I) = 1. Ainsi I est bien stable par Im(f) et z, € Wy pour tout v € I'. La
maximalité de Fy entraine que le cocycle z : I' — Wi ¢ est irréductible. Ceci
montre la surjectivité.

L’indice I précédent est unique, ceci établit que les images des
HY (D, Wy, f)ir — HYI,Wy) sont disjointes. Pour linjectivité, il reste
donc & voir que Papplication HY(I', Wy ¢)ir /HO(T', W1 ¢) — HY(I', W) est in-
jective pour chaque partie I C A stable par Im(f). Soient z,t € Z!(T', Wy f)irr
et supposons qu’il existe w € W tel que

() ty=w 2y frw fi!

pour tout v € I'. Le calcul (*) ci-dessus indique que w.Fr est une facette de
dimension maximale de (X_f)I'. Le Lemme 9.3.2.(1) montre alors que

-1
WFI = Ww.FI = wWFIw s

d’ott w € Ny (Wi). On écrit w = wo wl_1 avec w1 € Wi, wo € Wi. On définit
le cocycle cohomologue t’7 =w; ! by fywr [ 1 'de t. Alors en remplacant dans
(*%*), il vient

—1 ¢, —1 -1 -1 -1 -1
ti{ = w; (w Zy fyw [} )jlywlf7 =wy " zy fywe [



SUR LA CLASSIFICATION DES SCHEMAS EN GROUPES SEMI-SIMPLES 79

Il est donc loisible de supposer que w = wy € W;. On note w I'image de w
dans le quotient Nyw (Wr)/Wy C Aut(®,Fr)/Wry; Uidentité (xx) devient 1 =

— 17 —F 1 9N ~
w lf,wa,y , d’ou w EHO(F,NWf(WLf)/WI’f). Or WLf :NWf(WI,f)/WI,f
d’apres (1) donc we € HO(T', Wy f). 1l résulte que [t] = [z].wo.
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