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ESTIMATION D’ETAT DE SYSTEI\/IES INCERTAINS
APPLICATION A LA DETECTION DE DEFAUTS DE CAPTEURS

Didier Maquin, Olivier Adrot, José Ragot
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Ecole Nationale Supérieure de Géologie
2, Avenue de la forét de Haye
54516 Vandoeuvre Cedex - France
Email: {dmaquin, oadrot, jragot}@ensem.u-nancy.fr

Résumeé estimation X de I'état dusystéme peut étre obtenue en
minimisantle criterequadratique (2a) sous les contraintes (2b) :
On propose une nouvelle méthode de réconciliateodonnées

. . R 1y~ 2
de systémes statiques linéaipable de prendre en compte (p:_lx _le-l (2a)
lesincertitudes du modele utilisé. L'originalité de la méthode 21
consiste a utiliser defonctions de pénalité pour résoudre le  M(B8)X=0 (2b)

probleme d'optimisation quadratique associe et medérer o
chaque contrainten fonction de son incertitude. Les résultaté 'objectif de cette communication est de proposete
ainsi obtenus peuvent étre exploitpeur la détection de Méthode de résolution du probleme (2).

défauts de capteurs. ] )
2. Solution optimale

Abstract

Considérons tout d'abord le probleme (2) awkcconstant.
A new technique of data reconciliation for linear stajstems Dans ce cas, on notek& la matrice M(8) . La solution du
which is able to exploit the knowledaieout the uncertainties probleme d’optimisation quadratique sous contrairgalité
of the used model is proposed. The originaditghe proposed s'obtient alors aisément en utilisant la technigdes
technique is to use penalty functidos solving this problem multiplicateurs de Lagrange [5] :
and to weight each constraint with regard to their -
uncertainties. The obtained results canused for sensor fault ~ X=RX (3a)
detection. N . . e

ol R est une matrice de projection définie par :

1. Introduction T To-1
R=I-VM (MVM') ~M (3b)
L'efficacité destechniques de réconciliation de données pak)
estimation d’état poufournir des estimations précises etq
cohérentes desdonnées procédé” n'est plus a démontrer.
Cependant, dans la pl_upaies cas, Iqs technlque,s ProOpOS€es y/5r (x) =\4 = PV (4)
reposent sur la connaissance diandele, supposé exact, du

processus considére. En realite, cette hypothessoesent | es équations (3) et (4) définisselat solution optimale.
abusive et I'on ne disposen général, que d'un modele| ‘amélioration de la qualité des mesures peut éuauée en
incertain [1], [2] . Dans cetteommunication, on s'intéresse acomparant les termes diagonaux des mathices V.
'estimation d'état de systemegmuvant étre décrits par un

modéele statique linéaire par rapport aux variables atapgort 3. Solution sous-optimale
a ses parametres de la forme suivante :

n montre que l'estimateur est non biai&&sp(X) = X , et
ue la variance de 'estimation est donnée par :

X" = Une technique classique de résolutiaes problémes
M@)X =0 (1a) d’optimisation quadratique sous contrainégmlité consiste a

oll M(8), de dimensiom.v, est une matrice dépendant dunutiliser des fonctions de pénalite. Cettéthode conduit a une

vecteur paramétr8 . On supposeonnus 'espéranc et la  Solution sous-optimale. Considérons de nouveguréeléme
matrice de variance diagonalé de ce vecteur paramétriees (2). Le critere précedent est modifié ainsi :
mesures X des variables X sont entachées derreurs 1 a2 a2
supposées gaussienndgspérance nulle et de matrice de @y :—ﬁ|x—x|L/_1 +|MX| ZE (5)
variance diagonal¥. L'équation de mesure s’écrit donc : 2 K

X=X +¢ (1b) oukK est\une mqtrice diagonque pqndérqtion des qontraintes.

Le probléme a résoudre se réduit pusbleme d’optimisation

L’équation (1b) implique que toutes les variabiies systéme quadratique sans contraintes. Intuitivement, on pressemegjue
sont mesurées. Si cela n'est pas le case analyse contraintesne seront s_atisfaites gue lorsque que Ies_éléﬂeents
d’observabilité permet d’extraire #us-systéme redondant suiK tendrontvers linfini, résultat que l'on peut aisément
lequel le traitement propop@ut étre appliqué [3], [4]. Une démontrer. La solution qui minimise le critére (5) est :
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~ _ _1 _ ’ H H “ H ” ¢
X:(V 1, MTKZM) v Ix ©) 'estimation “partielle _Xn—1 .(obtenue en neprenant en
compte quen—1 contraintes) :

En utilisant le lemme d’inversiomatricielle, cette expression N E T( -2 1 -
s'écrit aussi sous la forme : X=H ~Yn-am (K1 + mnYn—lmn) My %xn—l (13)

X=PX (78)  Cette procédure peétre généralisée ; en particulier lorsqu’on

T T\- prend en compte les contraintes les unes aprésitess. La
P=1-VM (K + MVM ) M (7b) matricede contraintes est alors décomposéenewecteurs
lignes :

Ainsi, lorsque les coefficients de pondératitendent vers OomC

l'infini, la solution obtenueest identique a celle donnée par %n C

(3). Pour toutes les autres valeurskdel’'estimation donnée M=02C

par (7)ne satisfait pas rigoureusement les contraintes. Le gMC

résidu “a posteriori”,qui est une fonction décroissante des
poids est donné par :

(14)

n

On montre alors aisément que I'on peut écrire les récurrences :

R= MX = M(v‘l + MTKZM)V‘lx @) .
" _ X :@I—YT(-_2+ Y ﬁx
Comme précédemment, on montre que I'estimateun@st +1 Mea{kie® MagYima ] Mg
biaisé et que sa matrice de variance-covariance est donnée par : i=0L ,n-1 (15a)
¢ T T2y 2 - 1
Var (X) = PVP = (1 + VMTK2M) 2V ©  Yor =0 =Wl (KA + muimla)mg
On constate donc que la réduction de varianckedémation i=0L ,n-2  (15b)

dépend des facteurs de pondération choisis. avec - >"(0 -X et Y=V (15¢)

4. Formulation recurrente de la solution L'estimation obtenue & litératiom—1, lorsque toutes les
) o . contraintes ont été prises en compte correspondsalldion
La solution précédente peut étre obtenuprenant en compte recherchée, X = X,. La matricede variance-covariance peut

progressivement chaqueontrainte. Afin d'expliquer cette ggalement étre exprimée de maniére récurrente :
procédure, considéroa partition suivante de la matrice de

contrainte : Vi+1 =R MRL (16a)
M ~ -1
M = ﬁ n 1% (10) Ra=1I —YimT+1(K A+ M 1Yi n"iT+1) My (16Db)
m ~
n G =V (16¢)

ol my représentéa derniére contrainteng,, est un vecteur de

dimensionv). Le critéred’optimisation se décompose alors de-2 echnique proposée est tres intéressante car, dans les
la maniére suivante : matrices B qui interviennent dankes solutions (équations

(15a), (15b) et (16b)), les matrices a inversent des
1 A2 A2 2 ~p2 scalaires. De plus, I'ajogtrogressif des contraintes permet de
m=3 Hlx‘ X"\/—l +I'V|n—1X||an_1 +kn "l”fh XI E (14)  quantifier la contribution de chacune d’entre elles.

ou K2_; est la matrice dpondération relative aux contraintes 5. Choix des facteurs de pondération
Mp-1 et k,? le poids associé a la contraintg,. , i

En supposant connus laleur nominale et I'écart-type de
La solution de ce probléme est donnée par : chaque paramétre intervenant danstgsations du modele, on
peut améliorer la qualité de I'estimation. En effgt, les
équationsdu modeéle sont incertaines, le fait d'imposer
M(8)X = 0 n’est pas justifiéDéfinissons donc un vecteur de
o . ) B _ . résidus “a posteriori"R tel que :
L'utilisation du lemme d’inversion matricielle permet d’écrire

également : i =m (8)X i=1L ,n 17)

-1
X = (v‘1 FMIKZM,y + Ky mn) v a1

Y = _ T (12 7)1 -1 ou l'estimationX a été calculée séquentiellement par (20) en

X %Y”_l Th-1mh (k” +m”Y”_1m”) ”\“Y”_lﬁl X utilisant les poidsk; associés & chaque contrainte. Il est donc
4 T 9 -1 clair que les résidus “a posteriori” (17) dépendent de ces poids.

Yoor = (V7 + MT1KA- 1My ) (12)

~ Réciproquement, 'amplitude de chaque résitlupeut étre

Ainsi, l'estimation “globale” X, obtenue en prenanén indexée sur la “qualité” de chaque contraiiméroduisons pour

compte lesn contraintes, peut étrécrite en fonction de cela le facteur de réductids) :



fi =Biri = Bim(8)X (18) La question qui peut maintenant étre posée est la suiviaste :
facteurs de réduction étant maintenant fixggls coefficients

Si la connaissance slar valeur des parametres d’'une équatiopondérateurs faut-il choisir pour obtenies résidus “a
du modele edres précise, cette contrainte peut éte considérgesteriori” défini par (18) ?
comme “exacte” et doit donc étsatisfaite. Il est alors naturel i . ) .
d'imposer un résidta posteriori” trés faible. Cela correspondPoUr répondrex cette question, considérons de nouveau la
a choisir un facteur de réducti@ prochede zéro (voire nul). Partition (14) de la matrice de contrainte. En utilisant
Au contraire, si cette connaissance egiproximative, I’equapon (13)le résidu “a posteriori” associé a la contrainte
amplitude du résidu peut étre plus importar@ependant, Mn S'€Crit:
rappellons que la technique proposée esdaméliorer la A 4 A
qualité des mesures. Ainsians le cas ol la connaissance sur m x = ﬁ‘mnYn—lsz\ (Kq—z + man—lnﬂ) ﬁ"'hxn—l (25a)
les paramétres esaible, on choisit de conserver, pour la
valeur duésidu “a posteriori” celle du résidu “a priori” ; cela - ) ] o
correspond au choif; =1. Ce choix est arbitraire et d’autresOU, en utilisant le lemme d'inversion matricielle :
solutionspeuvent étre envisagées. On doit maintenant définir

-~ -1 -~
une fonction qui “distribuele facteur de réduction entre ces mpX= (1+ I<r2,rnnYn_1mI) My Xn-1 (25b)
deux limites (O etl) en fonction de la qualité des modeles. a
Nous proposons ci-aprés une méthode de calcul. Xoq =M _VMrT_l(KE_ZlJ, M, 1V'V|rT—1) Mn—1§< (25¢)
H _
Considérons les matrices jacobiennes par raporivariables T 7 T V1L
et par rapport aux parametres, des contraibté@)X =0 : Yn-1= ﬁ - VMn—1(Kn—1 + Mn—1VMn—1) Mn—l@\/ (25d)
9| M(@©)X" .. o(me)X’ Ce résidu “a posteriori” peut également s’écrire :
in:M(O) et G(X ):i—laeT (19) P petteg '
~  m.X
mpX = T_E—g:: (26a)
Notons Vix la matrice de variance-covariance des résidus “a ko
priori” R=M(8)X sous I'hypothése que les paramétres sont A= mnYn—lmnT (26b)

parfaitement connug = 8y = constante :
En substituant dans (26a) I'expression (25c), on obtient :
~ r,—D
L . . . N mpX = —L—— (27a)
orsque les variablestles paramétres sont sujetdes erreurs 1+k2A
aléatoires, en effectuant une approximatonpremier ordre,

Vix =M (80)VM" (80) (20)

cette matrice de variance-covariance devient : ol r,, est le résidu “a priori” de la contraintey, :
Vi = M(80)VMT (8) +G(X YWG' (X ) 1)y =myX (27b)
-1
ou W est lamatrice de variance diagonale des parametrest D = ”'hVMrT—l( K;_21+ Mn—1VMrT—1) M p—1X (27¢)

Comme la valeur vraie des mesubesn’est pas connue, elle
est remplacée, dans I'équation (21), par célle mesureX.

e a2, . N .
Pour un résiduparticulier r, =m (B)X, les écarts-type Le facteur de pondératiok, s’exprime alors a partir de

correspondant s'écrivent : I'équation (27a) :
vz L -mX-D
T 2
05 =(m @o)V' (60)) (22)  K}=De— (282)
2’z mp XA
_ T T
Oy = (”\ (®0)Vm' (80) +g; (X)Wg (X)) (23) oy, en fonction du facteur de réduction proposé en (24) :
Le facteur de réductioB; associé & laéme contrainte peut 2 _ @-B)r, -D (28b)
alors étre défini. Nous proposons la formule suivante : n BnlnA

(”\ (90)VmT (90))ﬂ2 On remarquera que I'expression du factdelrpondératiork%
T (24) déépend de la valeur de tous les aufeeteurs de ppndératlon
(m (eo)VmT(90)+gi (X)WgT(X)) ki’, =1L ,n-1 ((_Zf.,(26b) et (27c)).Un algorl_thme de
détermination des différents facteurs de pondération gdeus
étre proposé. Il consisien deux séries d'itérations. Dans la
0oremiére, chaque facteur dendérationk;~ est calculé a partir
ﬁie la connaissance dds, j=1L ,n j#i. Lors de la
gﬁglonde série, la premiétape est répétée jusqu’a I'obtention
e la convergence des valeurs des coefficidatpondération.
L’algorithme est alors constitué des trois étapes suivantes :

Bi =1-

Lorsque la variance degparamétres tend vers [linfini
(connaissance faible), le facteur de réduction tend versetér
lorsque cette variandgend vers zéro (connaissance parfaite),
tendvers un. Dans les autres cas, le ratio proposé donne
image de la “qualité” du sous-modetg(6) X =0.



Etape 1 : Initialisation

ko o0 Sans connaissanca priori, les

K = O 0 O  facteurs depondération peuvent
“H H étre arbitrairement fixés, par
o kO  exemple, a une valely identique

pour toutes les contraintes.
Etape 2 : Calcul des facteurs de pondération

Pouri =1 an
Etape 2a : Partition des matrices

Notons 6;,

Comme on ne considére que des équations lingzaresapport
aux parametres, lanatrice nominale des contraintes peut
s'écrire :

p
M(®p)= Mo+ > 6iM;

i =1L ,p les composantes du vectefy.

(31)
=1

Un calculvariationel élémentaire permet alors d’exprimer la
matrice de variance-covariance de I'estimati¥ndans cette

situation :

OM(-i C K-y OC

M=Hm t ““Ho «t

ol M(-j) est la matrice des contraintdsde laquelle o
éliminé la ieme ligne etK -y la matrice des poids
corespondante.

Etape 2b : Calcul duiéme poids
Matrices auxilliaires
rn=mX

_ -1
D = miVM(T—i)(K<-2i) * M(—i)VM(T-i)) M-iyX

-1
_ T -2 T

Vi) = @ - VM(—i)(K(—i) * 'V'(-nV'V'(—i)) Mc-i) @’

A= "\Y(—i)mT

9 ~ b TpT T
Var (X)=V= S W, B XX"B" +PVP
i=1

En(i) =

(32)

La matrice de variance-covariance des termes correctifs
normalisés devient alors égaleva=V —V et unvecteur de
termes correctifs normalisé peut étre défini :

E(i)

NYAGD]

(33)

Comme dans le cas précédentdanparaison de chaque terme
correctif normalisé a un seuil apporte une aitie lacalisation
des défauts de capteurs.

7. Conclusion

Compte tenude la longueur extrémement limitée de cette

Facteur de pondération

(L-B)r - D

k? =
' BiriA
fin pour
Etape 3 : Analyse de convergence

Si les variations relatives de tous léscteurs de
pondération entre deux itératiossiccessives sont plus [1]
grandes qu’un seuil donné alors retautétape 2 sinon
arrét de I'algorithme.

6. Détection de défauts de capteurs

(2]

L’'analysedu vecteur des résidus “a priori” permet de tester la
cohérence degnesures effectuées. Afin de comparer les
éléments du vecteur R, on définit un vecteur normalisé : [3]

R(i)

WA

Enl'absence de propriétés statistiques particuliéres a causel
I'approximation effectuée lorglu calcul de la matrice de

variance-covarianceVy, ces résidus normalisés peuvent
ceendant étre comparés entre @ixle franchissement d'un

seuil donné est révélateur de défauts dans les mesures.

Ri(i)= (29)

[5]

On peut également analyser 'amplitude des termes correctifs :

E=X-X=VM'(MVMT) 1MX (30)

communication, des exemples peuvent étre présentés. On
peut cependardffimer que la technique proposée améliore les
bénéfices que I'opeut tirer de I'application des techniques de
réconciliation de donnéeset que la prise @mpte de
'ensemble des informations disponibles permiéviter des
prises de décisions erronnées.
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