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Cette note présente un algorithme de recherche tabou pour les problemes d’af-
fectation a variables discrétes et a domaines finis et n’ayant que des contraintes bi-
naires. L’intérét de cette note est de présenter en détail les structures de données et
les algorithmes de maintien incrémental des ces structures, clés de la performance
des algorithmes a recherche locale. Une série d’application issue du domaine aé-
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On présente un algorithme de recherche tabou pour les problemes d’affectation
a variables discretes et a domaines finis et n’ayant que des contraintes binaires. Cet
algorithme est une généralisation de TabuCol [Hertz and de Werra, 1987] !, une re-
cherche tabou performante pour le probleme de coloration de sommets d’un graphe.
[Galinier and Hao, 2004, Galinier and Hao, 1997] présentent TabuCSP un algorithme
plus générale résolvant a 1’aide d’une recherche tabou générique le probleme MAX-
CSP, probleme de minimisation des contraintes d’un probleme CSP (Constraint Satis-
faction Problem, probleme de satisfaction de contraintes). Cependant ils ne donnent
pas les algorithmes du maintient incrémental des structures de données. Voir plu-
tot [Galinier and Hertz, 2006] pour le probléme de coloration de graphe et [Fleurent and Ferland, 1996]
qui en donne quelques exemples, malheureusement on trouve difficilement cet article.

1 Problémes a contraintes binaires

1.1 Variables de décision

— Le probleme comporte n variables de décision noté x; avec ¢ € I =[1;n].

— Vi € I, le domaine de la variable z; est not¢ D; = {di,...,dy, }; il cor-
responds a I’ensemble des m; valeurs qui peuvent étre affectée a ;. On note
K; =[1;m;] Onnotem = Zier™i la taille du domaine moyen des variables.

— Une solution du probleme est notée S = (s(7));er avec s(i) € K; ol la s(i)-
eme valeur du domaine D; est affectée a la variable x;.

1.2 Données du probléeme

— Pour toutes paires de variables (i, j), on définit la fonction

5(1-7]-) o K x Kj — {O, 1}
(k1) = O (k1)

ol d(; ;)(k, 1) indique si les variables 7 et j sont en conflit lorsqu’elles prennent
respectivement les k-ieme et [-iéme valeurs de leur domaine. Les résultats de
ces fonctions peuvent étre stockées dans une matrice 0 — 1 4D abusivement noté

A= (5(17]7 k7 l))12 xKix K-
— cost(i, k) vecteur indiquant le colit d’affectation de la variable ¢ a la valeur k.

1.3 Objectifs et contraintes du probléme

Trouver S = (s(1), s(2), ...s(n)) qui minimise :

f(s) = Z cost(i, s(1))

iel

sous les contraintes : V(i, j) € I%, (i, j,s(i),s(j)) =0

1. la version de [Galinier and Hertz, 2006] souligne I’'importance des structures de données utilisées et
du maintient incrémental de ces structures et fournit également des indices algorithmiques.



1.4 Remarque

La k-coloration de graphe est un cas particulier de ce probleme mais sans objectif
et ou les variables sont les sommets du graphe et les couleurs le domaine des variables
ViK; = K) avec :

1 siietj sontdeux sommets voisins et k = [

.. 2 2 s —
V(Z7]) el ,V(k,l) €K ’ 6(Z’j’k’l) _{ 0 sinon

VieI,Vk e K, cost(i,k) =0

2 Algorithmes de recherche locale

Il y a trois éléments pour définir une recherche locale :

1. L’espace de recherche, c’est a dire la fonction objectif que 1’algorithme va
réellement optimiser (minimiser). On transforme le probléme en relaxant les
contraintes.

Trouver S = (s(1), s(2),...s(n)) qui minimise :

f(8) = (£1(5), f2(9))

avec :

— [1(8) = X (i jyer; i<; 0(1, 4, 8(i), s(j)) qui dénombre les conflits dans la
solution S, c-a-d la violation des contraintes.

— f2(S) = > ;cqcost(i,s(i)) qui représente le cofit réel d’affectation des
variables.

On considere I’ordre lexicographique entre f1(S) et f2(S5).

2. le voisinage considéré, c’est-a-dire les mouvements possible de la solution cou-
rante vers une autre solution. Ici, le voisinage considéré est le changement de
la valeur d’une seule variable ; il est donc caractérisé par un couple d’entiers
(t,k)aveci € I etk € K.
On note S;—; = S\{(4,s(¢))} U {(4,1)}, 1a solution S dont on a modifié la
variable 7 en la valeur /. On a donc :
V(S) = {Siwt, Vi € LV € K\{s(i)}} = {(i,k), Vi € 1Yk € K;\{s()}}
car S ¢ V(9).

3. La stratégie de recherche : recherche tabou, recuit simulé, descente simple...

On présente dans la suite un algorithme de descente simple et un algorithme de
recherche tabou.

2.1 Algorithme de descente simple

L’algorithme de descente simple (algorithme 1) part d’une solution initiale et I’amé-
liore itérativement en remplacant la solution courante par la meilleure solution de son
voisinage. Il s’arréte lorsque aucune des solutions du voisinage de la solution courante
n’apporte pas d’améliorations de la fonction objective.

2.1.1 Matrice de delta-évaluation

Les recherches locales sont plus performantes s’il est possible de réaliser une delta-
évaluation ; c’est-a-dire qu’il n’est pas toujours nécessaire de recalculer totalement



Algorithm 1 Méthode de descente simple

Require:
I =[1;n] I’ensemble des n variables
Vi € I, K; =[1;m;] 1’ensemble des m; valeurs possibles pour la variable ¢
S = (s(1), s(2), ...s(n)) une solution initiale, s(i) € K;
1termae nombre d’iteration maximal pour 1’exploration d’un plateau.
Ensure:
S une solution localement minimale

Calculer de E(E1, E»), les matrices de delta-évaluation ; E;(¢, k) : gain de la fonc-
tion objectif j si la variable ¢ choisi la valeur & a partir de la solution S.
iter < 1, iterpest < 1
while 3E (i, k) > (0,0) etiter > iter,q, do
(", k™) « argiELkéIIlg%{s(i)} E(i k)
s(i*) = k*

f(S) < f(S) — EG™ k™)
iter < iter + 1
if E(i*,k*) > (0,0) then iterpess < iter
Mettre a jour les matrices E
end while

la fonction objective d’une solution aprés un mouvement. Soient la solution S et la
solution voisine .S;_,; qui corresponds a la solution S pour laquelle on a attribué la
[-eme valeur a la i-éme variable. Le calcul de la fonction objective de S;_,; est :
f(Si=y) = f(S) — E(i,1). I1 suffit donc de calculer E(i,!); on définit alors la ma-
trice de delta-évaluation I a n lignes tel que la ligne ¢ a m; colonnes. En réalité on a
deux matrices de delta-évaluation correspondant au deux fonctions a optimiser.

E = (Fy, E»)

On considere I’ ordre lexicographique pour le mazx c-a-d que E(E1, Es) > E'(E4, EY)
si By > Epousi By = Es et B > E). Le seul aspect aléatoire de cette algorithme
est dans le choix du max siil y en a plusieurs (F; = Es et E] = EY).

Le critere d’arrét 3E (i, k) > (0, 0) et iter > iteryq, et beaucoup plus performant
que le simple critere 3E (3, k) > (0,0) qui s’arréte au premier minimum local trouvé
car avec celui-ci on explore le plateau (solutions de fitness égales) pendant iter;,q,
itérations et on a une possiblité de replonger.

On remarque que :

Bi(3,1) = £(S) = f(Sjm) = Y 60, . 5(0), 5(4)) — 6(i, 4, 5(i),1)
i#]

L’algorithme 2 est une procédure de calcul de la matrice de delta-évaluation Ej, sa
complexité est en O(n?m). L’algorithme 3 est une procédure de mise a jour de la
matrice de delta-évaluation E'j, sa complexité est en O(nm). En effet la mise a jour de



Algorithm 2 Calcul de la matrice de delta-évaluation F1

Require:
I =[1;n] I’ensemble des n variables
(4, j, k,1) matrice booléenne indiquant si les variables 4 et j sont en conflit s’ils
prennent respectivement les k-ieme et [-ieme valeurs de leur domaine.
S = (s(1), s(2),...s(n)) une solution

Ensure:
F; 1a matrice de delta-évaluation
E4 (i, k) gain en nombre de conflit si on affecte a la variable i sa k-ieme valeur a
partir de la solution S.
con flit 1a matrice des conflits ; con flit(i, j) = 1 siles variables i et j sont en conflit
dans la solution S.

fori e Ido
E1(i,8(i)) + 0
for k € K;\{s(i)} do
Ey (Z, k) —0
for j € I\{i} do
if6(2,7,k,5(j)) =1 then
if 6(¢,7,s(4),s(j)) = 0 then
con flit(i,j) < 1// ajout d’un nouveau conflit entre 7 et j
El (Za k) -
end if
else
if 4(4,7,5(7),s(j)) = 1 then
conflit(i, j) < 0 // suppression du conflit entre 7 et j
Ey\(i k) + +
end if
end if
end for
end for
end for

E1(j,1) apres la modification de S vers .S;= _,;+ donne :
Vj S I\{i*}7VZ S K\{S(])}a Eli*—)k* (],l) = f(Sz*—ﬂc*) - f(Si*—>k*;j—>l)
= El(],l)+(5(l*,j7k*,8(j))_5(1*,_],]{5*,1)
75(Z*a37 S(Z*)v S(])) + 5(1*,‘73 S(Z*)v l)
B (4,8(7)) = 0
Vk € K, FEipop-(i* k) = d(" k) —d(@*, k")
L’initialisation de la matrice F5 est en O(nm) car :
Viel, Vke K;, Es(i,k) = cost(i,s(i)) — cost(i, k)

Pour la mise a jour de s la modification de S vers S;«_,p+ est en O(m;+) soit en
moyenne O(m) car :

Vk € Ki«, Foj_yp+ (i*, k‘) = Eg(i*, k) — Eg(i*, k*)



Algorithm 3 Mise a jour de la matrice de delta-évaluation F;

Require:
I =[1;n] I’ensemble des n variables.
K =[1;m] I’ensemble des m valeurs possibles pour la i-eme variable.
0(i, 7, k, 1) matrice booléenne indiquant si les variables i et j sont en conflit s’ils
prennent respectivement les k-ieme et [-ieme valeurs de leur domaine.
S = (s(1), s(2),...s(n)) 'ancienne solution.
(¢*, k*) mouvement effectué : la variable i* prends la k*-ieme valeur.
k' = s(i*) ancienne valeur de la variable i*.
F; 1a matrice de delta-évaluation

Ensure:
F; la matrice de delta-évaluation mise a jour

gain < Ey(i*, k*)
for k € K do
Eq(i*, k) « Eq1(i*, k) — gain
end for
for j € I\{i*} do
for | € K\{s(j)} do
El(]7l) = El(]J) + 5(2*7]7k*75(])) - 6(1*3]7 k*al) - 6(7’*7‘73 k’l,S(])) +
5, j, k1)
end for
end for

2.2 Algorithme Tabou

La descente simple s’ arréte lorsque tous les voisins de la solution courante sont plus
mauvais que celle-ci. On a alors atteins un minimum dit local car il dépends a la fois
de la solution initiale et du type de voisinage choisis. Il y a plusieurs méthodes pour
sortir de ce minimum locale et pour continuer a explorer d’autres parties de 1’espace
des solutions. L'une des plus évidentes consiste a choisir un nouveau point de départ
et de recommencer, c’est le principe des méthodes muti-départs. On peut également
un fois bloqué dans le minimum locale changer de type de voisinage, en I’augmentant
par exemple, et ainsi la solution courante n’est plus un minimum pour ce nouveau voi-
sinage, les recherches a voisinages variables [Hansen and Mladenovi¢, 2003] utilisent
cette idée. On peut aussi modifier la fonction objectif comme le fait le recuit simulé 2.

Pour sortir du minimum, la recherche tabou, proposée en 1986 par Glover [Glover, 1986]
autorise, quant a elle, de dégrader momentanément la solution courante. Cela permet
d’explorer plus tard une nouvelle partie de I’espace de solutions. Plus précisément
lorsque la solution courante est dans un minimum locale, c’est-a-dire que tous ces voi-
sins sont plus mauvais qu’elle, on choisit comme nouvelle solution courante le moins
mauvais voisins. On dégrade donc la solution courante et pour éviter les bouclages on
s’interdit de visiter une solution déja rencontrée. En effet si on a choisi le moins mau-
vais des voisins, a I’itération suivante on risque fort de revenir sur I’ancienne solution.
On appelle liste tabou la liste des solutions déja visitées et on s’interdit de les visiter
de nouveau. Cette liste est de taille finie et de type FIFO (First In First Out). La taille

. N s . .. . , _ f(Syoisin) = f(S)
2. En effet on peut considérer le critere d’acceptation du recuit simulé : aléa < e T

comme une modification de la fonction objective auquel on ajoute un terme aléatoire positif : f/(Syoisin) =
f(Svoisin) + Tn(aléa) < f(S)



est appelé durée tabou. Le critere d’arrét de la recherche tabou peut étre varié : du-
rée temporelle (ou nombre d’itérations) a ne pas dépasser ou encore nombre maximal
d’itérations sans amélioration. De plus il est souvent cofiteux en temps de calcul de vé-
rifier si une solution voisine est dans la liste tabou ; alors la liste tabou n’enregistre pas
toutes les solutions déja visitée mais uniquement les mouvements inverses des mouve-
ments déja effectués. En effet cela suffit a ne pas retomber sur une solution déja visitée.
La version suivante de recherche Tabou (algorithme 4) est en O(nmgq) avec ¢ nombre
d’itérations (des que ¢ > n). En effet rechercher le maximum de F est en O(nm) dans
le pire cas comme la mise a jour des matrices E.

Algorithm 4 Algorithme Tabou

Require:
I =[1;n] I’ensemble des n variables.
K =[1;m] T’ensemble des m valeurs possibles (pour les variables).
(4, j, k,1) matrice booléenne indiquant si les variables 4 et j sont en conflit s’ils
prennent respectivement les k-ieme et [-ieme valeurs de leur domaine.
S une solution
iter,mqe: NOombre d’itération maximal sans amélioration
d durée tabou (correspond a un nombre d’itérations)

Ensure:
S* la meilleure solution rencontrée
f* la valeur de la fonction objectif pour S*, i.e. f* = f(S*)

iterpest < 1, iter < 1 : itération courante.

Viel, Yk € K, T(i, k) < 0 : initialisation de la liste Tabou

Calculer f(S)

S*« S, f*« f(9)

Calculer des matrices &2

Calculer les variables critiques J (i.e. impliquées dans un conflits)

while iteryes; < iterpq. do
Faire évoluer la solution S vers la meilleure solution non Tabou de son voisinage ;
i.e. choisir le meilleur mouvement voisin (¢*, £*) non Tabou de S :
(", k™) « argier}l]?exK‘{E(i,k) | k& # s(i), T(i, k) < iter}

s(i*) « k*
f(5) < f(S) = EG", k)
if f(S) < f* then
ST S, [T f(9)
iterpest < iter
end if
Mettre  jour la liste Tabou T : T'(i*, ancienne valeur de i*) = iter + d
Mettre & jour des matrices F
Mettre a jour les sommets critiques .J
iter < iter + 1
end while

On présente quelques améliorations et détails de 1’algorithme tabou dans les para-
graphes suivants.



2.2.1 Critere d’aspiration

La recherche tabou est une correction de la méthode de descente simple mise en
place pour sortir des minima locaux. La liste tabou permet d’éviter que 1’algorithme
boucle (i.e. revienne sur une solution déja visitée). Etant donné que pour des raisons
de performance, la liste tabou ne contient pas toutes les solutions visitées mais seule-
ment une liste de mouvements interdits, il est possible que I’un de ces mouvements per-
mettent de trouver une solution meilleure que la meilleure solution jusqu’a présent ren-
contrée par 1’algorithme. On s’autorise, dans ce cas, a transgresser le tabou (i.e. effec-
tuer le mouvement tabou). Cette situation se présente lorsque f(S)— E(i, k) < f(S*),
ou S* est la meilleure solution rencontrée jusqu’a présent, S est la solution courante et
(i, k) est le mouvement tabou. On appelle critére d’aspiration ce type de transgression
(’détaboufication”).

Pour mettre en place ce critere d’aspiration, il suffit de remplacer dans 1’algo-
rithme 4 la ligne :

(i*, k™) « arg max {E(i,k)|i+# s(i), T(i, k) < iter}
icJkeK;

par la ligne :
(k") ¢ arg_max {B(.k) |i # s(0). (T(0. k) <iter || () = EG.k) < )}

2.2.2 Mouvements et sommets critiques

La taille du voisinage (nombre de voisins d’une solution) est égale a > | (m; —
1) = n x (m — 1), la solution courante n’étant pas un voisin d’elle méme. Ce voisi-
nage peut compter beaucoup de solutions-voisines ayant la méme fonction objectif et
qui different sur des variables peut intéressantes, ¢’est-a-dire des variables qui sont peu
contraintes et peuvent prendre beaucoup de valeur différente. L’idée de [Galinier and Hao, 1999]
est de réduire le voisinage aux seuls variables impliquées dans une contrainte non sa-
tisfaite. Ils ont montré que cela accélere grandement les temps de résolution de 1’algo-
rithme.

On reprends cette idée ici. Un mouvement (i, k) est dit critique si est seulement
si la variable ¢ est impliqué dans un conflit (contrainte non satisfaite) pour la solution
courante. La variable 7 est également qualifiée de variable critique. L’ algorithme Tabou
présenté (algorithme 4) réduit le voisinage uniquement aux mouvements critiques. On
note J ce sous-ensemble de I : J = {i € I | 35 € I\{i}, 0(¢,4,s(7),s(y)) =1} C I

Lorsque toutes les contraintes sont satisfaites, c’est-a-dire J = &, il faut continuer
I’ optimisation sur le second critere, le voisinage d’une solution ne peut étre vide. Dans
ce casonreprend J = 1.

2.2.3 Durée tabou : taille de la liste Tabou

Dans I’algorithme 4 la liste tabou est la matrice 7" de n lignes ou la :-éme ligne
a m; colonnes (c-a-d la méme structure que la matrice de delta-évaluation). A chaque
itération le mouvement inverse du mouvement sélectionné (i*, ancienne valeur de i*)
devient tabou, c’est-a-dire interdit pendant un certain nombre d’itération, ce nombre
d’itération est appelé durée tabou (tabu tenure en anglais). C’est un parametre difficile
a paramétrer. Au lieu d’avoir une valeur statique arbitraire, il peut étre défini comme
un pourcentage de la taille du voisinage de la solution courante ; en effet la liste ta-
bou réduit cette taille et il faut s’assurer que la taille du voisinage finale ne soit ni
trop grande ni trop petite. Une trop petite ou trop grande durée tabou risque de pro-



voquer des bouclages de 1’algorithme sur des périodes plus longues (cf. aux travaux
de [Devarenne, 2007] sur des durées tabou adaptatives apres détection de bouclage).
Onreprend ici a titre d’exemple la durée tabou dynamique et aléatoire de [Galinier and Hertz, 2006]
qui donne d’excellent résultats pour la coloration de graphe et les autres applications
présentées a la section 3 ; elle est égale a : d = L + AF'(S) avec L un nombre choisi
aléatoirement dans [0;9], A = 0,6 et F'(S) = |.J|, le nombre de variables critiques de
la solution courante S.

2.2.4 Autres améliorations

D’autres améliorations peuvent étre apportées. Citons deux exemples. La recherche
du meilleur mouvement consiste a rechercher le maximum d’une matrice. D’une itéra-
tion a I’autre la matrice n’est pas completement différente. Par conséquent sauvegarder
le maximum de chaque ligne peut s’avérer un gain de temps dans les recherches suc-
cessives. De plus sauvegarder le second maximum (n’appartenant pas a la méme ligne,
i.e. variable) n’alourdit que peut 1’algorithme mais peut étre utile pour initialiser le
maximum lors de I’itération suivante.

3 Applications
3.1 Coloration de graphes : TabuCol

Soit un graphe G(V, E) oul V est I’ensemble des n sommets et F 1’ensemble des
m arétes et k un nombre de couleurs disponible (k¥ << n). La k-coloration de graphe
consiste a attribuer a chaque sommet du graphe une couleur des % couleurs de tel sorte
que deux sommets adjacents (liés par une aréte du graphe) n’aient pas la méme cou-
leur. Comme noté en 1.4, le probleme de k-coloration peut étre modélisé ainsi. On peut
réduire les structures de données dans ce cas ainsi que les algorithmes. On se ramene
ainsi a I’algorithme TabuCol [Hertz and de Werra, 1987] avec une version plus perfor-
mante des structures de données décrites dans [Galinier and Hertz, 2006], qui obtient
parmi les meilleurs résultats pour une méthode pure (c’est-a-dire non hybridée avec
une autre) sur le benchmark DIMACS [Johnson and Trick, 1996].

3.2 Allocation de niveaux de vol

Dans le domaine du trafic aérien, on définit un conflit potentiel entre deux avions si
les deux avions en suivant leur route respective ne respectent pas une certaine distance
de sécurité entre eux. On peut décider alors de leur allouer des niveaux de vol diffé-
rents. Les performances d’un avion sont liées a son niveau de vol, il a donc un niveau
de vol de préférence. Les variables de décision sont donc les niveaux de vol des avions
et leurs domaines sont les niveaux de vol autorisés c’est-a-dire les sept niveaux de vol
autour du niveau de vol de référence (43 le niveau de vol de référence). Le probleme
de satisfaction des contraintes revient a un probleme de list-coloring (probleme de co-
loration de graphe ou I’on ne peut affecter a chaque sommet du graphe seulement une
liste de couleur autorisés et non toutes les couleurs disponibles). A cela s’ajoute un ob-
jectif de trouver une solution la plus proche possible des niveaux de vol de préférence
des avions. L’article [Allignol et al., 2012] détaille ce probleme et évalue I’algorithme
tabou générique sur 12 instances de 22553 a 32156 vols comptant 153594 a 731969
contraintes binaires ; cela correspondant a une journée de trafic au dessus de I’Europe.
Les résultats sont tres satisfaisants.



3.3 Déconfliction de cluster d’avions

Une des taches des contrdleurs aériens est de garantir une certaine distance de sé-
curité entre avions. Les avions suivent des routes définit a I’avance et les contrdleurs
en-route > devant leur écrans de radar indiquent aux pilotes les manceuvres 2 effectuer
pour respecter ces contraintes de distance. Pour aider le contrdleur dans le choix des
manceuvres possibles, il est nécessaire de prédire un conflit potentiel (non respecter
des distances de sécurité si chaque avion reste sur sa route). Les manceuvres sont sou-
vent latérales c’est-a-dire que I’avion garde son niveau de vol et effectue un virage a
droite ou a gauche avant de revenir sur sa route. Il est également possible de dénombrer
I’ensemble des manceuvres que peut réaliser un avion. Il y a donc une variable de dé-
cision par avion dont le domaine correspondent aux manceuvres possibles. On associe
a chaque manceuvre un colit qui dépends de 1’allongement de sa route. Pour chaque
paire d’avions, on peut prédire les manceuvres incompatibles c’est-a-dire qui ne res-
pectent pas les distances de sécurité. On retrouve ainsi la modélisation d’un probleme
a variables discretes et finis et a contraintes binaires. [Allignol et al., 2013] présente en
détail ce probléme, ainsi que 120 instances du probleme avec 5 a 20 avions en conflits
simultanément et plusieurs méthodes de résolution : algorithme évolutionnaire et pro-
pagation par contraintes (PPC). On trouve une comparaison des résultats sur un site de
I’ENAC 4, I’algorithme tabou générique donne de bon résultats et lorsqu’il est couplé
avec un algorithme évolutionnaire simple il obtient les résultats optimaux (qu’a prou-
ver la PPC) et complete 1’approche PPC pour les instances que 1la PPC ne résout pas de
facon exacte.

3.4 Ordonnancement de I’arrivée d’avions aux abords d’un aéro-
port

Lors de I’approche d’un aéroport, un avion doit changer sa vitesse de vol pour pré-
parer son atterrissage. Pour ordonnancer les arrivées des avions sur I’aéroport et gérer
correctement les distances de sécurité, il est nécessaire de déterminer 1’instant de chan-
gement de vitesse pour chaque avion ; ceux sont les variables de décision du probleme.
On a un intervalle de temps pour chaque avion et les valeurs dans cet intervalle sont
discrétisées. Chaque avion a un instant de changement préférentiel et on pré-calcule
pour chaque paire d’avions les incompatibilités (liées aux distances de sécurité) entre
deux valeurs de changement de vitesse. On se retrouve dans le cas du probleme étudié
dans cette note.
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