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▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s②♠♣❧❡❝✲

t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳

❆❜str❛❝t✳ ✖ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ ♦❢ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥✬ t❤❡♦r❡♠ ✐♥

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧

♦r✐❡♥t❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✐♥ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ❖♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❊♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦♥ r❡❧❛t✐✈✐st❡✮ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ✈✐✈♦♥s ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡
❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ♠✉♥✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❤♦✐s✐❡
✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s
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▼♦ts ❝❧❡❢s✳ ✖ ❖♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥✱ str✉❝t✉r❡s

s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s✱ s♦✉s✲✈❛r✐étés ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s✳
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❧❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ E s❡r❛ ♥♦té L✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡ r❡♠♣❧✐ss❛♥t t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡st ❛s✲
s✐♠✐❧é à ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ ❞❡ E ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L✳ ❉❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ tr❛♥s♣❛r❡♥t q✉✐ ♥✬♦❝❝✉♣❡ q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ✉♥ r❛②♦♥
❧✉♠✐♥❡✉① ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❝❡ ♠✐❧✐❡✉✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♠♦❞❡✱ ♣♦✉r
❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡
q✉✐ ♣♦rt❡ ❝❡ s❡❣♠❡♥t✳ ▲❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉r ✉♥ ♠✐r♦✐r✱ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❧✐ss❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞✮ ❞❡ E ✱ ♦✉ ❧❡s ré❢r❛❝t✐♦♥s
à tr❛✈❡rs ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❞✬✐♥❞✐❝❡s
❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é❝r✐ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ L ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ L s✉r ✉♥
❛✉tr❡ ♦✉✈❡rt ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✮ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t à ✉♥ r❛②♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❧❡ r❛②♦♥
ré✢é❝❤✐ ♦✉ ré❢r❛❝té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✹ ♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡
L ∈ L ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱ ❡t ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ L ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛♥ ✜①❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st
tr❛♥s✈❡rs❡✮ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉❡ L ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐été s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✹ (1)✳

▲✬♦♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ L ❞❡s r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉① ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❢ér✐❡✉r à ✹✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ✐ss✉s ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡
❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡✱ ❡t ❧❡s r❛②♦♥s é♠✐s ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t é♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ r❛②♦♥ ♥♦r♠❛❧ à ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ r❛②♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ✷ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥
r❡♣❡❝t❛♥t ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✼❪✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s
❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ✖ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❝❧❛ss✮ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s
❧✉♠✐♥❡✉① ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ✖ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷ ❡st
❞✐t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮ s✐✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ é❝❧❛✐ré❡ ♣❛r ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❡t✐t

✶✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2(n− 1)✳
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♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s q✉✐ ❧❡
r❡♥❝♦♥tr❡♥t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ♥♦✉s ❡♥ ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ s❡ ✈❡✉t ❢❛❝✐❧❡ ❡t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✶✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❛♣♣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ r❛②♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❛♣♣❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♥❛♣♣❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ♥♦♥ ré❣✉❧✐❡rs✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡sq✉❡❧s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❛♣♣❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s ❝❤❛♥❣❡ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t✱ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s
à ét✉❞✐❡r ✿ ✐❧s ❢♦r♠❡♥t ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❝❛✉st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s✳ ❈❡s
s✉r❢❛❝❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❞ès ✶✽✷✹ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❛✈❛✐t q✉❡ ✶✾
❛♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷ ❣é♥ér❛❧❡ ✭♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ ❬✻❪✳ ▲❡s ❧❡❝t❡✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s
❞é❧✐❝❛t❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ♣♦✉rr♦♥t ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶❪✱
❝❤❛♣✐tr❡ ✾✱ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✻✱ ♣❛❣❡s ✷✹✽✕✷✺✽ ❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✶✱ ♣❛❣❡s ✹✸✽✕
✹✸✾✳

❉❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s
✐ss✉s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❧✉♠✐♥❡✉① ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ ❧❡s s♣❤èr❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡
♣♦✐♥t ❧✉♠✐♥❡✉① s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s à t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s✳ ■❧ ❡♥ ❡st
❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s é♠✐s ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t é♠❡t ✉♥ s❡✉❧ r❛②♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❧✉♠✐♥❡✉s❡ ✿ ❝✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡s ♥♦r♠❛❧❡s à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ q✉❡ ❧❡s ❣é♦♠ètr❡s ❞❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐❡rs s✐è❝❧❡s ❛♣♣❡❧❛✐❡♥t ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷✮ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à tr❛✈❡rs
✉♥ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s
ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s ❧✐ss❡s ❡t ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❧✐ss❡s sé♣❛r❛♥t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① tr❛♥s✲
♣❛r❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ✐s♦tr♦♣❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts✱ r❡st❡
r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡✳

❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✮✱
♥♦♥s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸ ♥♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❡✉✲
❝❧✐❞✐❡♥ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹✱
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♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ω

❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ L s✉r ❧❡
✜❜ré T ∗Σ ❝♦t❛♥❣❡♥t à ✉♥❡ s♣❤èr❡ Σ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠✲
♣❧❡❝t✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ T ∗Σ✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ω ❡st ❜✐❡♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱
❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré ❞✬❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❢✲
❢é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L s✉r T ∗Σ✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✮ q✉❡ ❧❛
ré✢❡①✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞✬✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡ (L, ω) s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♦✉✈❡rt ❡t q✉❡ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
n1 ❡t n2 ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ (L, n1ω) s✉r
✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ (L, n2ω)✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✭♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✮ q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st
✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧♦♥❣é❡✮ ❞❡
(L, ω)✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✻ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s
❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

▲❡s ❧❡❝t❡✉rs tr♦✉✈❡r♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞é❥à ❝✐té ❬✶❪ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡
❬✺❪ ✭■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣♣✳ ✶✕✶✺✵✮ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡s
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ à ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

✷✳ ❈♦♥t❡①t❡ ❤✐st♦r✐q✉❡

➱t✐❡♥♥❡ ▲♦✉✐s ▼❛❧✉s ✭✶✼✼✺✕✶✽✶✷✮ ❡st ✉♥ ♠✐❧✐t❛✐r❡✱ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❡t
♣❤②s✐❝✐❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s q✉✐ ❛ ét✉❞✐é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉①✳
■❧ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥❛ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❈❤r✐st✐❛♥ ❍✉②✲
❣❡♥s ✭✶✻✷✾✕✶✻✾✺✮✱ ❞é❝♦✉✈r✐t ❡t ét✉❞✐❛ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❡t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❜✐ré❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐st❛✉①✳ ■❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛ à ❧❛ ❞és❛str❡✉s❡
❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ◆❛♣♦❧é♦♥ ❡♥ ➱❣②♣t❡ ✭✶✼✾✽✕✶✽✵✶✮✳ ❙❛ ♠♦rt ♣ré♠❛t✉ré❡ ❡st
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✉❡ à ❞❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❝♦♥tr❛❝té❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡✳
■❧ ♣r♦✉✈❛ ❬✾❪ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s é♠✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ✭q✉✐ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✮ r❡st❡ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛♣rès ré✢❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠✐r♦✐r ❧✐ss❡ ♦✉ ré❢r❛❝t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥ts✳ ▼❛✐s ✐❧ ❞♦✉t❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
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ré✢❡①✐♦♥s ♦✉ ré❢r❛❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❬✶✵❪ (2)✳ ❙❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡
❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ♦♥t été ♣❧✉s t❛r❞ ✉t✐❧✐sés ❡t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦rés
♣❛r ❍❛♠✐❧t♦♥ ❬✻✱ ✼❪✳

❈❤❛r❧❡s ❋r❛♥ç♦✐s ❉✉♣✐♥ ✭✶✼✽✹✕✶✽✼✸✮ ❡st ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❞✉ ❣é♥✐❡ ♠❛r✲
✐t✐♠❡ ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳ ❙♦♥ ♥♦♠ ❡st ❛tt❛❝❤é à ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
❧❡s ❝②❝❧✐❞❡s ❞❡ ❉✉♣✐♥✱ ❞❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s s✉r❢❛❝❡s q✉✬✐❧ ❞é❝♦✉✈r✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧
ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ ❞❡ ❉✉♣✐♥ q✉✐
r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❏❡ ♥❡ ♣❡♥s❡
♣❛s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆r♥♦❧❞ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❡♥ ❜❛s ❞❡ ♣❛❣❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à
❝❡s ♦❜❥❡ts✱ q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ à ❧✉✐✳ ❉✬❛♣rès ❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❬✶✸❪✱ ✐❧ ❛✉r❛✐t ✐♥s♣✐ré
❛✉ ♣♦èt❡ ❡t r♦♠❛♥❝✐❡r ❊❞❣❛r ❆❧❧❛♥ P♦❡ ✭✶✽✵✾✕✶✽✹✾✮ ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❛❣❡ ❞✉
❝❤❡✈❛❧✐❡r ❆✉❣✉st❡ ❉✉♣✐♥✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✿ ❉♦✉❜❧❡
❛ss❛ss✐♥❛t ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ▼♦r❣✉❡✱ ▲❡ ♠②stèr❡ ❞❡ ▼❛r✐❡ ❘♦❣❡t ❡t ▲❛ ❧❡t✲
tr❡ ✈♦❧é❡✳ ■❧ ❞♦♥♥❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ très s✐♠♣❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ♣♦✉r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❬✹❪ ❡t s❛✈❛✐t q✉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✈r❛✐
❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ré❢r❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s ♣✉❜❧✐é ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❉✬❛♣rès ❬✷❪✱ ❆❞♦❧♣❤❡ ◗✉❡t❡❧❡t ✭✶✼✾✻✕✶✽✼✹✮ ❡t ❏♦s❡♣❤ ❉✐❛③ ●❡r❣♦♥♥❡
✭✶✼✼✶✕✶✽✺✾✮ ♦♥t ❞♦♥♥é ❡♥ ✶✽✷✺ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥
à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❡t ❧❡s ré❢r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛♥❞
♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ✐r❧❛♥❞❛✐s ❲✐❧❧✐❛♠ ❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥ ✭✶✽✵✺✕✶✽✻✺✮ ❛ ❧✉✐ ❛✉ss✐
❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝é❧è❜r❡ ♠é♠♦✐r❡ ❬✼❪✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❝✐t❡ ▼❛❧✉s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❉✉♣✐♥✱ ♥✐ ◗✉❡t❡❧❡t✱ ♥✐ ●❡r❣♦♥♥❡✳ ❈❡❧❛
❡①♣❧✐q✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥✱ ❛✐♥s✐ ♥♦♠♠é
❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉rs ❢r❛♥ç❛✐s ❞✬♦♣t✐q✉❡ ❬✸❪✱ ❡st ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é t❤é♦rè♠❡
❞❡ ▼❛❧✉s à ❧✬étr❛♥❣❡r✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ st❛t✐♦♥✲
♥❛r✐té ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① ✈✐s✲à✲
✈✐s ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥✜♥✐tés✐♠❛✉①✱ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s ♦✉
ré❢r❛❝t❛♥t❡s✱ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦ù ♦♥t ❧✐❡✉ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s ♦✉ ❞❡s
ré❢r❛❝t✐♦♥s✳

✷✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❜❡❧❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛♠❡✉① t❤é♦rè♠❡ ❞✬❆r♥♦❧❞ ✿ ❧♦rsq✉✬✉♥ t❤é♦rè♠❡
♦✉ ✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✱ ❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧❧❡
q✉✐ ❛ ♣r♦✉✈é ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♦✉ ❝réé ❝❡t ♦❜❥❡t✳ ❆r♥♦❧❞ ❛❥♦✉t❛✐t ❛✈❡❝ ❤✉♠♦✉r ✿ ❜✐❡♥ sûr✱
♠♦♥ t❤é♦rè♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✦
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✸✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s
♦r✐❡♥té❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ E ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✲
✐été ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω ❀ ❝❡t ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❡st ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡✱ ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ❛✉ ✜❜ré
❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗Σ à ✉♥❡ s♣❤èr❡ Σ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ s②♠✲
♣❧❡❝t✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t Σ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ R q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ R = 1✱ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t C ∈ E ✱ ❡t s♦✐t O ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ E ✳ ❖♥
♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ♣r❡♥❞r❡ O = C✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ L ∈ L ❞ét❡r♠✐♥❡

✕ ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥✐q✉❡ m ∈ Σ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r −→u =
−−→
Cm s♦✐t ♣❛r❛❧❧è❧❡ à

L ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱
✕ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ η s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ TmΣ t❛♥❣❡♥t ❡♥ m à ❧❛
s♣❤èr❡ Σ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r −→w ∈ TmΣ✱

η(−→w ) =
−→
OP ·

−→
W ,

♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ L ❡t ♦ù
−→
OP · −→w ❡st ❧❡

♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
−→
OP ❡t −→w ✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (m, η) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ✜❜ré ❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗Σ✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱
♣✉✐sq✉❡ m ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r η ✭❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Σ ❛✉q✉❡❧ ❧❡
❝♦✈❡❝t❡✉r η ❡st ❛tt❛❝❤é✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ η ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ T ∗Σ✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t η ∈ T ∗Σ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ η
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❛♥❣❡♥t à Σ ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t m ∈ Σ✱ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ L✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r −→u =

−−→
Cm ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱

❢♦r♠é❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts P ∈ E q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
−→
OP · −→w = η(−→w ) ♣♦✉r t♦✉t−→w ∈ TmΣ .

❙✉r T ∗Σ ✐❧ ❡①✐st❡ ✭❬✶✶❪ ♣✳ ✺✾✱ ❬✽❪ ♣✳ ✶✼✻✮ ✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ λΣ

❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ dλΣ ❡st ✉♥❡
❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ✜❜ré
❝♦t❛♥❣❡♥t✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞é❝r✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s✲
♣♦rt❡r s✉r L ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ T ∗Σ✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ λΣ ❡t s❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ dλΣ ❀ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ s✉r L ✉♥❡ ✶✲❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ λO ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝✲
t✐q✉❡ ω = dλO✱ ✐♠❛❣❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ✭♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱
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q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡
λΣ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ dλΣ ❞❡ T ∗Σ✳ ▼✉♥✐❡ ❞❡ ω✱ L
❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ♥♦té❡ (L, ω)✳

▲❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ L s✉r T ∗Σ ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ λO ❡t s❛
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ω = dλO ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t C✱
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ Σ ✭♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❞❡✉① s♣❤èr❡s ❞❡ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ ❝❡♥tré❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts C ❡t
C ′ ❞❡ E ❣râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❛♠è♥❡ C s✉r C ′✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❝❡
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ λO ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ✜❜ré ✈❡❝t♦r✐❡❧
❞❡ ❜❛s❡ Σ ❛✐♥s✐ tr❛♥s♣♦rté❡s s✉r L✱ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t O ✭s❛♥s
t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
✜❜ré ❛✣♥❡ ❞❡ ❜❛s❡ Σ tr❛♥s♣♦rté❡s s✉r L ❡♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t✮✳ ❙✐ à ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
♦r✐❡♥té❡ ❞♦♥♥é❡ L ∈ L ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t O ∈ E ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❧❡
❝♦✈❡❝t❡✉r η ∈ T ∗

m
Σ✱ ❛tt❛❝❤é ❛✉ ♣♦✐♥t m ∈ Σ✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t

O′ ∈ E ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à L ❧❡ ❝♦✈❡❝t❡✉r η+dfO′O(m)✱ ❛tt❛❝❤é ❛✉ ♠ê♠❡
♣♦✐♥t m ∈ Σ✱ ♦ù fO′O : ΣR ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡

fO′O(n) =
−−→
O′O ·

−→
Cn , n ∈ Σ .

❙✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ O✱ ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ s✉r L ✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ λΣ ❡st λO✱
❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ O′ ❝❡tt❡ ✶✲❢♦r♠❡ ❡st ❞♦♥❝

λO′ = λO + d(fO′O ◦ πΣ)

♦ù πΣ : T ∗Σ → Σ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω

s✉r L ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t O✱ ♥✐ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t C✱ ❝❛r

ω = dλO = dλO′ ♣✉✐sq✉❡ d ◦ d = 0 .

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ✖ ❙♦✐t (−→e 1,
−→e 2,

−→e 3) ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ ❧✬❡s✲

♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥
−→
E ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ E ✳ ❈❤❛q✉❡

❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ L ∈ L ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ✉♥✐✲
t❛✐r❡ −→u ❡t ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t P ∈ L ✭❞é✜♥✐ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à −→u ♣rès✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ (p1, p2, p3) ❞❡ P ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❛✣♥❡ (O,−→e 1,

−→e 2,
−→e 3) ❡t ❞❡s

❝♦♠♣♦♥s❛♥t❡s (u1, u2, u3) ♦❢ −→u ✱ s✬é❝r✐t

ω =
3
∑

i=1

dpi ∧ dui .
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡
λΣ s✉r T ∗Σ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡

λ0 =
3
∑

i=1

pidui .

P❛r s✉✐t❡

ω = dλO =
3
∑

i=1

dpi ∧ dui .

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳ ✖ ▲❡s tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s u1✱ u2✱ u3 ❞❡ −→u ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉❡

∑3
i=1(ui)

2 = 1✳ ▲❡ ♣♦✐♥t P ∈ L ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r L ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❝♦❧✐♥é❛✐r❡ à −→u q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡♥❧è✈❡ r✐❡♥ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ω ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳ ✖ ▲❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
très ❝♦♥❝✐s❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞✬✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s
♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❡①tér✐❡✉r ✿

ω(P,−→u ) = d
−→
P ∧ d−→u .

✹✳ ▲❡s ré✢❡①✐♦♥s ❡t ré❢r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ✖ ❙♦✐t M ⊂ E ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡✳ ▲✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ReflexM q✉✐ ❛ss♦❝✐❡✱ à ❝❤❛q✉❡ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① L1 q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡
M ❞✉ ❝ôté ré✢é❝❤✐ss❛♥t✱ ❧❡ r❛②♦♥ ré✢é❝❤✐ L2 = ReflexM(L1)✱ ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ L ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉①
q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡♥t M ❞✉ ❝ôté ré✢é❝❤✐ss❛♥t s✉r ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ L ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s
♠ê♠❡s ❞r♦✐t❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈❤❛q✉❡ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ L1 q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡ M ❞✉ ❝ôté
ré✢é❝❤✐ss❛♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r

✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u 1 ♣❛r❛❧❧è❧❡ à L1 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❡ ❝ôté ♥♦♥ ré✢é❝❤✐ss❛♥t ❞❡ M ✱

✕ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ P ∈ M ❞❡ L1 s✉r ❧❡ ♠✐r♦✐r M ✳
◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s

−→
P ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

−→
OP ✱ O ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é✱ ❝❤♦✐s✐ ❞❡

♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❡ r❛②♦♥ ré✢é❝❤✐ L2 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r



❯◆❊ P❘❊❯❱❊ ❉■❘❊❈❚❊ ❉❯ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ▼❆▲❯❙ ✾

✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u 2 q✉✐✱ ❡①♣r✐♠é ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ −→u 1✱ s✬é❝r✐t
−→u 2 =

−→u 1 + 2(−→u 1 ·
−→n )−→n ,

♦ù −→n ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♦r❤t♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ♠✐r♦✐r M ❛✉ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ P ✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀

✕ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t P ∈ M ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛

r❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉✬✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ d
−→
P ∧ d−→u 2 =

d
−→
P ∧ d−→u 1✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡

d
−→
P ∧ d(−→u 2 −

−→u 1) = 2d
−→
P ∧ d

(

(−→u 1 ·
−→n )−→n

)

= −2d
(

(−→u 1 ·
−→n )(−→n · d

−→
P )
)

= 0 ,

♣❛r❝❡ q✉❡ −→n ·d
−→
P = 0✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ d

−→
P ét❛♥t t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ P ❛✉ ♠✐r♦✐r

M t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r −→n ❡st ♥♦r♠❛❧ à M ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ✖ ❙♦✐t R ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉rs
tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ n1 ❡t n2✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ RefracR q✉✐
❛ss♦❝✐❡✱ à ❝❤❛q✉❡ r❛②♦♥ ❧✉♠✐♥❡✉① L1 q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡ R ❞✉ ❝ôté ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
tr❛♥s♣❛r❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ n1 s♦✉s ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✲
t❛❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐✱ ❧❡ r❛②♦♥ ré❢r❛❝té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t L2 = RefracR(L1)✱ ❡st
✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ (L, n1ω) ❢♦r♠é ♣❛r ❝❡s
r❛②♦♥s ✐♥❝✐❞❡♥ts s✉r ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ (L, n2ω) ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s r❛②♦♥s ré❢r❛❝tés✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❯♥ r❛②♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t L1 q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ R ❞✉
❝ôté ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n1 ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r
✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u 1 ♣❛r❛❧❧è❧❡ à L1 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n2✱

✕ ❧❡ ♣♦✐♥t P ∈ R ♦ù ❝❡ r❛②♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ R✳
❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s

−→
P ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

−→
OP ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t O ✜①é ét❛♥t

❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❡ r❛②♦♥ ré❢r❛❝té L2 = Refrac(L1) ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r
✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u 2 q✉✐✱ ❡①♣r✐♠é ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ −→u 1✱ s✬é❝r✐t

n2

(−→u 2 − (−→u 2 ·
−→n )−→n

)

= n1

(−→u 1 − (−→u 1 ·
−→n )−→n

)

, (∗)

♦ù −→n ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♦r❤t♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ♠✐r♦✐r M ❛✉ ♣♦✐♥t
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ P ✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀

✕ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t P ∈ R✳



✶✵ ❈✳✲▼✳ ▼❆❘▲❊

▲✬é❣❛❧✐té (∗) ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u 2 ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s −→u 1 ❡t −→n ✳ ❙✐ −→u 1 ❡t −→n s♦♥t
❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✱ −→u 1 − (−→u 1 · −→n )−→n = 0✱ ❡t (∗) ✐♠♣❧✐q✉❡ −→u 2 = −→u 1✳ ❙✐ ❛✉
❝♦♥tr❛✐r❡ −→u 1 ❡t −→n ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ −→u 1 −
(−→u 1 ·

−→n )−→n ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ −→u 1 s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥
t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ P à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ré❢r❛❝t❛♥t❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ −→u 2 − (−→u 2 ·

−→n )−→n ❡st
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ −→u 2 s✉r ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥✱ ❧✬é❣❛❧✐té (∗)
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s

n1 sinα1 = n2 sinα2 ,

♦ù α1 ❡t α2 s♦♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s q✉❡ ❢♦♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡♥ P à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
ré❢r❛❝t❛♥t❡ ❧❡s r❛②♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❡t ré❢r❛❝té✳ ▲♦rsq✉❡ n1 ≤
n2 ❧✬é❣❛❧✐té (∗) ❞ét❡r♠✐♥❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✱ −→u 2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ −→u 1 ❡t ❞❡
−→n ✳ ▲♦rsq✉❡ n1 > n2 ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥❝♦r❡−→u 2 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

n1

n2

| sinα1| ≤ 1 ✭♥♦✉s ✐♠♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

str✐❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ RefracR s♦✐t ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥
♦✉✈❡rt ❞❡ L✮ ❀ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r
❞❡ r❛②♦♥ ré❢r❛❝té✱ ❧❡ r❛②♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✐❧ s✉✣t✱ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡
rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✱ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ n2d

−→
P ∧ d−→u 2 = n1d

−→
P ∧ d−→u 1✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡

d
−→
P ∧ (n2d

−→u 2 − n1d
−→u 1) = d

−→
P ∧ d

(

n2(
−→u 2 ·

−→n )−→n − n1(
−→u 1 ·

−→n )−→n
)

= −d
(

(

n2(
−→u 2 ·

−→n )− n1(
−→u 1 ·

−→n )
)

(−→n · d
−→
P )
)

= 0 ,

♣❛r❝❡ q✉❡ −→n · d
−→
P = 0✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ d

−→
P ét❛♥t t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ P à ❧❛

s✉r❢❛❝❡ R ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r −→n ✐s ♥♦r♠❛❧ à R ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳

✺✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ✖ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷
❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st
✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ❬✶✶❪ ♣✳ ✾✷✱ ♦✉ ❬✶✷❪ ♣✳ ✶✷✸✮ ✐♠♠❡r❣é❡
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ (L, ω) ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ E ✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ F ❞❡ ❞r♦✐t❡s
♦r✐❡♥té❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t L0 ❞❡ F ♣♦ssè❞❡ ❞❛♥s F ✉♥ ✈♦✐s✐✲
♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt ✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ L : (k1, k2) 7→
L(k1, k2)✱ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R

2 ❝♦♥t❡♥❛♥t (0, 0)✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s L✱
t❡❧❧❡ q✉❡ L(0, 0) = L0✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ✐♠♠❡r❣é❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❞❡ L✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t (k1, k2) ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ L✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ L(k1, k2) ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r

✕ ✉♥ ♣♦✐♥t P (k1, k2) ❞❡ L(k1, k2)✱
✕ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐r❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ −→u (k1, k2) ❞❡ L(k1, k2)✱ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❝❡tt❡
❞r♦✐t❡ ♦r✐❡♥té❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✳

▲❡s ♣♦✐♥ts P (k1, k2) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s (k1, k2) 7→
(

P (k1, k2),
−→u (k1, k2)

)

s♦✐t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st ♣❛rt♦✉t ❞❡ r❛♥❣ ✷✳

▲✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω s✉r L ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(k1, k2) 7→

(

P (k1, k2),
−→u (k1, k2)

)

❡st
(

∂
−→
P (k1, k2)

∂k1
·
∂−→u (k1, k2)

∂k2
−

∂
−→
P (k1, k2)

∂k2
·
∂−→u (k1, k2)

∂k1

)

dk1 ∧ dk2 ,

♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té
−→
P (k1, k2) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

−→
OP (k1, k2)✱ O ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ E ✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s❡❝♦♥❞❡s

∂2−→P (k1, k2)

∂k1∂k2
=

∂2−→P (k1, k2)

∂k2∂k1

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ω s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
(

∂

∂k2

(

−→u ·
∂
−→
P

∂k1

)

−
∂

∂k1

(

−→u ·
∂
−→
P

∂k2

))

dk1 ∧ dk2 .

♦ù✱ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t −→u ❡t
−→
P ♣♦✉r −→u (k1, k2)

❡t
−→
P (k1, k2)✳

▲❛ s♦✉s✲✈❛r✐été ✐♠♠❡r❣é❡ F ❞❡ (L, ω) ❡st ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ω ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

∂

∂k2

(

−→u ·
∂
−→
P

∂k1

)

=
∂

∂k1

(

−→u ·
∂
−→
P

∂k2

)

,



✶✷ ❈✳✲▼✳ ▼❆❘▲❊

♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❛❜❧❡ (k1, k2) 7→ F (k1, k2) t❡❧❧❡ q✉❡

−→u ·
∂
−→
P

∂k1
=

∂F

∂k1
, −→u ·

∂
−→
P

∂k2
=

∂F

∂k2
. (∗∗)

❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❛②♦♥
❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ F ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ r❡♥❝♦♥tr❛♥t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡ r❛②♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s ✈♦✐s✐♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡ r❛②♦♥ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t L0 ❞❡ F ❝♦♥s✐❞éré ❝✐✲❞❡ss✉s✳
▲❡s r❛②♦♥s ✈♦✐s✐♥s s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
L : (k1, k2) 7→ L(k2, k2) ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❧❡ ♣❡t✐t ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❝❤❡r❝❤é ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(k1, k2) 7→ P (k1, k2) + λ(k1, k2)
−→u (k1, k2) ,

♦ù P ❡t −→u s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡ R
2 s✉r

❧❡q✉❡❧ L ❡st ❞é✜♥✐❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s E ❡t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❡t ♦ù (k1, k2) 7→ λ(k1, k2) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❈❡ ♣❡t✐t ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st tr❛✈❡rsé ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♠❡♥t
♣❛r t♦✉s ❧❡s r❛②♦♥s L(k1, k2) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ✈ér✐✜❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ (k1, k2)✱

−→u (k1, k2) · d
(−→
P (k1, k2) + λ(k1, k2)

−→u (k1, k2)
)

= 0 .

❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés −→u (k1, k2) · d
−→u (k1, k2) = 0 ❡t −→u (k1, k2) ·

−→u (k1, k2) = 1✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

−→u (k1, k2) · d
−→
P (k1, k2) + dλ(k1, k2) = 0 . (∗∗∗)

◆♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ F q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
(∗∗)✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λ = −F+ ❈♦♥st❛♥t❡ s❛t✐s❢❛✐t (∗∗∗)✱
❡t q✉❡ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ λ q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t (∗∗∗)✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ F = −λ ✰ ❈♦♥st❛♥t❡ s❛t✐s❢❛✐t
(∗∗)✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✣r♠❡r q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥s
❞❡ ❝❧❛ss❡ ✷ ❡st r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❡ (L, ω)
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✻✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥

P✉✐sq✉❡ ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉r ✭✹✳✶✮ ❡t ❧❡s ré❢r❛❝t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ✭✹✳✷✮ ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❧✐ss❡ s♦♥t ❞❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s ❡st ✉♥ ❞✐❢✲
❢é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ à tr❛✈❡rs ✉♥
s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ré✢❡①✐♦♥s
♦✉ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥s ❡st ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲✈❛r✐été ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣❛r ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡
s♦✉s✲✈❛r✐été ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬é♥♦♥✲
❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s ♦✉ ré❢r❛❝t❛♥t❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥✮✳ ✖ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ r❡❝t✲
❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❧✉♠✐♥❡✉① q✉✐ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❧✐ss❡s ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s ♦✉
ré❢r❛❝t❛♥t❡s✱ r❡st❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① tr❛♥s♣❛r❡♥ts q✉✬✐❧ tr❛✈❡rs❡✳

✼✳ ❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ●ér② ❞❡ ❙❛①❝é ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ✐♥✈✐té à ❢❛✐r❡
✉♥ ❡①♣♦sé ❛✉ ✺✽✲è♠❡ ❝♦❧❧♦q✉❡ ❙♦✉r✐❛✉ à ❆✐①✲❡♥✲Pr♦✈❡♥❝❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s ❡✛♦rts q✉✬✐❧ ❢❛✐t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ s✉❝❝ès ❡t ❧❛ ♣ér❡♥♥✐té ❞❡ ❝❡s ❝♦❧❧♦q✉❡s✳
❏❡ ❞♦✐s à ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❋❧❛♠❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ❝❤❡r❝❤é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡

❞❡ ▼❛❧✉s✲❉✉♣✐♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❡♥ ♣ré✲
♣❛r❛♥t ❧✬❡①♣♦sé s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❲✐❧❧✐❛♠ ❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬♦♣t✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ré❝❡♠♠❡♥t ♣rés❡♥té à s♦♥ sé♠✐♥❛✐r❡ ❍✐st♦✐r❡s ❞❡
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