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♣❛r

P✐❡rr❡ ❏❛♠♠❡s

❘és✉♠é✳ ✖ ❉❛♥s ❝❡ s✉r✈♦❧✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❡t ♦♥ ♣rés❡♥t❡
❞❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡
❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ s✉r✈♦❧ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❡t ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✮✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♠❡♥é❡
❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❡t ✽✵✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❥❡ ♣rés❡♥t❡r❛✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥✬❛✐
♦❜t❡♥✉ ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✱ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡s
❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❏✬é✈♦q✉❡r❛✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s✉❥❡t r❡st❡ ♣r❡sq✉❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✈✐❡r❣❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s s❡r♦♥t ❞é❞✐é❡s à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❞✬❆r♥♦❧✬❞✱ q✉✐ ❛ été ♣♦♣✉❧❛r✐sé❡ ♣❛r ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r✲
❞✐èr❡ ❡t q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✮✱ ♣✉✐s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❧✉s ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞♦✉❜❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❛r s✉❥❡ts ✭✷✵✵✵✮✳ ✖ ✺✽❏✺✵✳
▼♦ts ❝❧❡❢s✳ ✖ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✱ ♦♣ér❛t❡✉r

❞❡ ❉✐r❛❝✱ tr❡ss❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳
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✷✳ ❖♣ér❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❙♦✐t (Mn, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
λk(M, g) ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ été ♦❜✲
t❡♥✉ ♣❛r ❙✳ ❨✳ ❈❤❡♥❣ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞❡ λk ❡st ♠❛❥♦ré❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ✭❬❈❤✼✻❪✮✳ ✖ P♦✉r t♦✉t γ ∈ N ❡t k ≥ 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
c(γ, k) t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ M ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❣❡♥r❡ γ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞❡ λk(M, g) ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r c✳

❈❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡t ❛
été ❛♠é❧✐♦ré❡ ✭✈♦✐r ❬❇❡✽✵❪✱ ❬◆❛✽✽❪✱ ❬❍❖❍❖◆✾✾❪✮✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉
♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r ♥é❣❛t✐✈❡ ❛②❛♥t été ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❇✳ ❙é✈❡♥♥❡❝ ✭❬❙é✾✹❪✱
❬❙é✵✷❪✮✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ s✉✐t rés✉♠❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t mk(Σ) ❧❛ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ k✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ Σ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ (k − 1)✲✐è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳ ✖ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té mk ✈ér✐✜❡ ✿
✖ m2(S

2) = 3 ❡t mk(S
2) ≤ 2k − 3 ♣♦✉r k ≥ 3 ❀

✖ mk(Σ) ≤ 2k + 1 ♣♦✉r Σ = RP 2 ♦✉ K2 ✭❧❛ ❜♦✉t❡✐❧❧❡ ❞❡ ❑❧❡✐♥✮ ❀
✖ mk(T

2) ≤ 2k + 2 ❀
✖ m2(Σ) ≤ 5− χ ❡t mk(Σ) ≤ 2k − 2χ(Σ) s✐ χ(Σ) < 0✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ m2 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ C(Σ) ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡t
❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ♣❧♦♥❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s Σ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ✭❬❈❞❱✽✼❪✮✳ ✖ ❙✉r t♦✉t❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ Σ✱ ♦♥ ❛ m2(Σ) ≥
C(Σ)− 1✳

■❧ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉✬♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t m2(Σ) = C(Σ) − 1 s✉r t♦✉t❡ s✉r❢❛❝❡
❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r
χ(Σ) ≥ −3✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ C(Σ) ❝r♦ît ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞✉ ❣❡♥r❡ ❞❡
Σ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉é✲
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥ s❛✉t q✉❛❧✐t❛t✐❢
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❛✉ss✐ été ét✉❞✐é ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✈❡❝
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭❬❈❞❱❚✾✸❪✱ ❬❇❈❈✾✽❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✳

■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ré♣♦♥s❡s
❛♣♣♦rté❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❧❡s
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✈❛r✐étés✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ s✉r ❝❡ s✉❥❡t
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❞❡ ❬❈❞❱✾✽❪✳

❙✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡
t♦✉t❡ r✐❣✐❞✐té ❞✐s♣❛r❛ît ❡t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡s❝r✐r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ✜♥✐❡
❞✉ s♣❡❝tr❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✭❬❈❞❱✽✻❪✱❬❈❞❱✽✼❪✮✳ ✖ ❙✐ n ≥ 3✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ 0 <
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ aN ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ λk(M, g) = ak
♣♦✉r k ≤ N ✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛✲
❝✐❡♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✱ ♥✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s✱ ♥✐ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡
❧❛ ✈❛r✐été✳

✸✳ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠

❈❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✉❧è✈❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲
❞❡ ❘❤❛♠✱ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳

Pré❝✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❙✐ (Mn, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❝♦♠♣❛❝t❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ∆p ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ Ωp(M)
❞❡s p✲❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ∆ = dδ + δd ♦ù δ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦❞✐✛é✲
r❡♥t✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s s♦♥ s♣❡❝tr❡

✭✸✳✶✮ 0 = λp,0(M, g) < λp,1(M, g) ≤ λp,2(M, g) ≤ . . .

♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s s♦♥t ré♣été❡s s✬✐❧ ② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♥✉❧❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❇❡tt✐ bp(M)✳ P❛r t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❍♦❞❣❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ (λp,i(M, g))i≥1 ❡st ❧❛
ré✉♥✐♦♥ ❞❡ (µp,i(M, g))i ❡t (µp−1,i(M, g))i ♦ù

✭✸✳✷✮ 0 < µp,1(M, g) ≤ µp,2(M, g) ≤ . . .

❞és✐❣♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ r❡str❡✐♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s p✲❢♦r♠❡s ❝♦✲
❡①❛❝t❡s✱ ❡t ♦♥ ❛ ❡♥ ♦✉tr❡ µp,i(M, g) = µn−p−1,i(M, g) ♣♦✉r t♦✉t p ❡t i s✐ M ♥✬❛
♣❛s ❞❡ ❜♦r❞✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s❡ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡s µp,i(M, g) ♣♦✉r
p ≤ n−1

2 ✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉✬♦♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ❢❛✐ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐✲

❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n = 1(mod4) ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✖ ❙✐ (Mn, g) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ s❛♥s
❜♦r❞ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n = 1(mod4)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s µ[n

2
],i(M, g) ❡st t♦✉✲

❥♦✉rs ♣❛✐r❡✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ∗ : Ωp(M, g) → Ωn−p(M, g) ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❍♦❞❣❡✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ∗d r❡str❡✐♥t ❛✉① [n2 ]✲❢♦r♠❡s ❝♦❡①❛❝t❡s ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ s✐ n = 1(mod4)✱ ✐❧ ❡st ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✭♦♥
❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ∆ = −(∗d)2 ♣♦✉r ❧❡s [n2 ]✲❢♦r♠❡s ❝♦❡①❛❝t❡s✮✳ ❊♥ r❡str✐❝t✐♦♥ à ✉♥
❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ❡t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ µ[n

2
],i(M, g) ❡st ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té

♣❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t i✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛✐t ❡st q✉✬❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t r✐❡♠❛♥♥✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐étés
❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐✲
tés ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✉♥ ❞❡❣ré p ❞♦♥♥é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ s✉✐t ❡st
❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❏❛✵✾❪ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❬❏❛✵✾❪✮✳ ✖ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ 4✱ ❡t t♦✉t 1 ≤ p < n/2✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ≥ 1✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ µp,1(M, g) s♦✐t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té k✳

❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ❞❡ ❈❤❡♥❣✳
▼❛✐s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ♦♥t ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭✈❛r✐étés
♣r♦❞✉✐ts✮ ❡t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ q✉❡ ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥s ❞❡❣rés q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❤♦✐s✐r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❥✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ✭❬❏❛✶✶❪✮✳ ✖ ❙♦✐t Mn ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡
s❛♥s ❜♦r❞ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 6 ❡t N ∈ N

∗✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ 0 < a1,1 <
a1,2 ≤ a1,3 ≤ . . . ≤ a1,N ❡t ❞❡s s✉✐t❡s 0 < ap,1 ≤ ap,2 ≤ . . . ≤ ap,N ♣♦✉r

2 ≤ p ≤ [n−3
2 ]✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g s✉r M t❡❧❧❡ q✉❡ µp,k(M, g) = ap,k

♣♦✉r 1 ≤ k ≤ N ❡t 1 ≤ p ≤ [n−3
2 ]✳

❙✐ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡♥ ❡①❝❡♣t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ µ1,1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré
p = [n−1

2 ] ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ♦✉✈❡rt ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✸✳✸✳ ✖ ▲❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s µ1,1(M, g) ❡t
µ[n−1

2
],k(M, g) ♣❡✉t✲❡❧❧❡ êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❄

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r
✉♥ ❞é❜✉t ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✶✲❢♦r♠❡s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ✭❬❏❛✶✶❪✮✳ ✖ ❙✐ Mn ✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♦r✐❡♥t❛❜❧❡
s❛♥s ❜♦r❞ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 5✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s✉r M ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ µ1,1(M, g) s♦✐t é❣❛❧❡ à ✸✳
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▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ s♦♥t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✹✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❙✳ ❨✳ ❈❤❡♥❣ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉①
✶✲❢♦r♠❡s ❝♦❡①❛❝t❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ✿

◗✉❡st✐♦♥ ✸✳✹✳ ✖ ❙✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✱ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ µ1,k(M, g) ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ k ❡t ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▼❄

P♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥ t❡❧ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r ❛❞❛♣t❡r ❞❡ ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❡♥❣ ❞♦♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❞♦✲
♠❛✐♥❡s ♥♦❞❛✉①✮ ❡t à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ▼❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉
♣❛r❛❞♦①❛❧❡✱ s✐ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡st ❜♦r♥é❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳

▲❡ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❝♦♥♥✉ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✸✳✹ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❏❛✵✾❪ ✿
♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ❡t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ❥✬❛✐ ♠♦♥tré q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞♦✉❜❧❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ r❡st❡ ♣♦sé✳

✹✳ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝

P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❡st ♣r❡sq✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rt✳ ▼✳ ❉❛❤❧ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬❉❛✵✺❪ q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t
♣r❡s❝r✐r❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ✜♥✐❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ s✉r ❧❡s
✈❛r✐étés ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
s♦✐❡♥t s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té r❡st❡ à rés♦✉❞r❡✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ s♦✉❧è✈❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♥♦②❛✉ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
❞✐❝❡ ❡♥ ❞♦♥♥❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ✭♦♥ s❛✐t ❣râ❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❞❡
❇✳ ❆♠♠❛♥♥✱ ❈✳ ❇är✱ ▼✳ ❉❛❤❧ ❡t ❊✳ ❍✉♠❜❡rt q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❢✳ ❬❇❉✵✷❪
❡t ❬❆❉❍✵✾❪✮✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
❣r❛♥❞❡ s✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡
♣♦✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S3 ✭❬❍✐✼✹❪✮ ❡t ♣♦✉r ❧❡s s♣❤èr❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 0(♠♦❞4) ✭❬❙❡✵✵❪✮✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❣❡♥r❡ γ✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❡st
♠❛❥♦ré❡ ♣❛r γ + 1 ✭✈♦✐r ❬❍✐✼✹❪✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n 6= 3(♠♦❞4) ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝
❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✵✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♥❡
♣❡✉t ✈❛r✐❡r q✉❡ ❞❡ ✷ ❡♥ ✷✳ ❙✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♣✐♥❡✉rs ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡st ❞♦♥❝
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✳
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✺✳ Pr♦♣r✐été ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

✺✳✶✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ R
2✳ ✖ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés

q✉❡ ♣♦s❡♥t ❧❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐❡r ❧❡ ❥♦✉❡t
❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ R

2✳
❖♥ ✜①❡ ✉♥ ré❡❧ λ0 ❡t ✉♥ ε > 0 ♣❡t✐t✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡

❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s✉r R2 r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

At =

(

λ0 + t 0
0 λ0 − t

)

❡t Bt,ε =

(

λ0 + t ε
ε λ0 − t

)

♦ù t ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s At ❡t Bt,ε s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

t t

At Bε,t

λ

λ0

0

λ

❋✐❣✉r❡ ✶✳

P♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ At✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✉r t = 0✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ Bt,ε ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ε ❞étr✉✐t ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r t ♥❡ s✉✣t
♣❛s à ❧❛ rét❛❜❧✐r✳

❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛✲
❝✐❡♥ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭♦✉ ❢♦r♠❡s✮ ♣r♦♣r❡s✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ At

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ♠♦❞è❧❡s gt ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ s❛✐t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡t Bt,ε à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠étr✐q✉❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r
s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❞❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ♠étr✐q✉❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳ ✖ P♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Bt,ε✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ (Ox) ♣♦✉r t ≫ ε ❡t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ (Oy) ♣♦✉r
t ≪ −ε✳ ◗✉❛♥❞ t ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ Bt,ε é❝❤❛♥❣❡♥t
❞♦♥❝ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳
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✺✳✷✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❞✬❆r♥♦❧✬❞✳ ✖ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té
❞û à ❆r♥♦❧✬❞ ❡t ♣♦♣✉❧❛r✐sé ♣❛r ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡✱ ❡t q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ✿
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ♠♦❞è❧❡s (ga) ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
❝♦♥trô❧❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ g0✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ λ0 ❛ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té s♦✉❤❛✐té❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ g0 ✭♦♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❝♦♠♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✮✳

♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té

g0

g
′

♠étr✐q✉❡s ♠♦❞è❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳

❙✐ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✮✱
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠é✲
tr✐q✉❡ g′ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té q✉❡ ♣♦✉r g0✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ga) ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✐♥✲
❣✉❧✐❡r ✭✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❛♥s ❬❈❞❱✽✻❪✱ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❛♥s ❬❈❞❱✽✻❪✱
❬❈❞❱✽✼❪ ❡t ❬❏❛✶✶❪✮✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ (gε,a) ❞❡ ♠étr✐q✉❡s s✉r M q✉✐ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ M ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ a✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡
♣❡rt✉r❜é❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (gε,a) ♣♦✉r ✉♥ ǫ ✜①é ❡t s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t✳

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ♣❡✉t s❡ ✈ér✐✜❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✲
tr✐♥sèq✉❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ga)✳ ❉❛♥s ❬❈❞❱✽✽❪✱ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ é♥♦♥❝❡ ❞❡✉①
❝r✐tèr❡s q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ Bk ❞❡ R

k ❝❡♥tré❡ ❡♥ 0 ❡t
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ g0✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ0 ❛ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣r❡ E0 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
N ✳ P♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ a✱ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛ss♦❝✐é à ga ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ λ0 ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✳
❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ à E0 ❡t ♦♥ ♥♦t❡ qa ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡
à ga tr❛♥s♣♦rté❡ s✉r E0✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ✖ ❖♥ ❞✐t q✉❡ λ0 ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❢♦rt❡
✭r❡s♣✳ ❢❛✐❜❧❡✮ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Ψ : a 7→ qa ❞❡ Bk ❞❛♥s Q(E0) ❡st ✉♥❡ s✉❜♠❡r✲
s✐♦♥ ❡♥ 0✱ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ 0✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡Ψ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ 0 s✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 t❡❧ q✉❡ s✐ Φ : Bk → Q(E0)
✈ér✐✜❡ ‖Ψ−Φ‖∞ ≤ ε✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ a0 ∈ Bk t❡❧ q✉❡ Φ(a0) = q0✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐❜❧❡✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s (ga) ✈ér✐✜❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❛❧✐té✳ ❙✐ (gε,a) ❡st ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (ga)
❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡ Φ(a) ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r E0 ❛ss♦❝✐é❡ à gε,a✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛
‖Ψ−Φ‖∞ ≤ ε✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ a0 t❡❧ q✉❡ Φ(a0) = q0✱ ❡t ❧❛ ♠étr✐q✉❡
g′ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ❡st ❛❧♦rs gε,a0 ✳

✻✳ ❱❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦✉❜❧❡s ❡t tr❡ss❡s q✉❛♥t✐q✉❡s

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❝é❞é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱
♠❛✐s s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✷✳ ■❧ ❡st ❡①♣❧♦✐té ❞❛♥s ❬❏❛✵✾❪ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✱
② ❝♦♠♣r✐s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❧✐é à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❡t ❜❛♣t✐sé
✓ ❞✐❛❜♦❧♦ ✔ ❞❛♥s ❬❇❲✽✹❪✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❛♥s ❬❆r✼✻❪ ✭❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✵✮ ❡t ❬❈❞❱✾✽❪ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❡♥ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ tr❡ss❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s tr❡ss❡s ❞♦♥t ❧❡s
❜r✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥✳

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ (ga)✱ a ∈ [0, 1]✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞é❝r✐t
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✺✳✶ ♣♦✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Bt,ε✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s r❡st❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ♣♦✉r t♦✉t a✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ♣❡r✲
♠✉t❡♥t ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥ t♦✉r♥❛♥t ❞✬✉♥ q✉❛rt ❞❡ t♦✉r ✭❝❢✳ r❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✮✳ ❖♥
♣r♦❧♦♥❣❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r a ∈ [1, 2] ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ g2 = g0
❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s é❝❤❛♥❣❡♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t
q✉✬❡❧❧❡s t♦✉r♥❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✮✳

❙✐ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s ♣r♦♣r❡s ♣❛r ❧❡s ❜r✐♥s ❞✬✉♥❡ tr❡ss❡ à ❞❡✉①
❜r✐♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳❛ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❜r✐♥s é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥s
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ tr❡ss❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳

P♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ rétr❛❝t❡ ❧❡ ❧❛❝❡t (gt) s✉r g0✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ tr❡ss❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❧❛❝❡t tr✐✈✐❛❧ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ❧❡s ❜r✐♥s ❞❡ ❧❛ tr❡ss❡ ❞♦✐✈❡♥t s✬✐♥✲
t❡rs❡❝t❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛❝❡t ✭✜❣✉r❡s ✸✳❜ à ✸✳❢✮✳ ❈❡tt❡ ❞é❣é✲
♥ér❡s❝❡♥❝❡ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ s♣❡❝tr❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳

❉❛♥s ❬❏❛✵✾❪✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠✳
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✭❛✮ ✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮

g1

g1

g0 g0

g2 = g0g2
✭❝✮✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬❆❉❍✵✾❪ ❇✳ ❆♠♠❛♥♥✱▼✳ ❉❛❤❧ ❡t ❊✳ ❍✉♠❜❡rt ✕ ✓ ❙✉r❣❡r② ❛♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣✐♥♦rs ✔✱
❆❞✈✳ ▼❛t❤✳✱ ✷✷✵ ✭✷✮✱ ♣✳ ✺✷✸✕✺✸✾✱ ✷✵✵✾✳

❬❆r✼✻❪ ❱✳ ❆r♥♦❧✬❞ ✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ▼✐r✱
✶✾✼✻✳

❬❇❈❈✾✽❪ ●✳ ❇❡ss♦♥✱ ❇✳ ❈♦❧❜♦✐s ❡t ●✳ ❈♦✉rt♦✐s ✕ ✓ ❙✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛✈❡❝ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉r ❧❛
s♣❤èr❡ S2 ✔✱ ❚r❛♥s✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳✱ ✸✺✵ ✭✶✮✱ ♣✳ ✸✸✶✕✸✹✺✱ ✶✾✾✽✳

❬❇❉✵✷❪ ❈✳ ❇är ❡t ▼✳ ❉❛❤❧ ✕ ✓ ❙✉r❣❡r② ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♣❡r❛t♦r ✔✱
❏✳ ❘❡✐♥❡ ❆♥❣❡✇✳ ▼❛t❤✳✱ ✺✺✷✱ ♣✳ ✺✸✕✼✻✱ ✷✵✵✷✳

❬❇❡✽✵❪ ●✳ ❇❡ss♦♥ ✕ ✓ ❙✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s
r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ✔✱ ❆♥♥✳ ✐♥st✳ ❋♦✉r✐❡r✱ ✸✵ ✭✶✮✱ ♣✳ ✶✵✾✕✶✷✽✱ ✶✾✽✵✳

❬❇❲✽✹❪ ▼✳ ❱✳ ❇❡rr② ❡t ▼✳ ❲✐❧❦✐♥s♦♥ ✕ ✓ ❉✐❛❜♦❧✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢
tr✐❛♥❣❧❡s ✔✱ Pr♦❝✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞♦♥ ❙❡r✳ ❆✱ ✸✾✷ ✭✶✽✵✷✮✱ ♣✳ ✶✺✕✹✸✱ ✶✾✽✹✳

❬❈❞❱✽✻❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ✕ ✓ ❙✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✔✱ ❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❍❡❧✈✳✱ ✻✶ ✭✷✮✱ ♣✳ ✷✺✹✕✷✼✵✱ ✶✾✽✻✳

❬❈❞❱✽✼❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ✕ ✓ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥s ❞♦♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✜♥✐❡
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ✔✱ ❆♥♥✳ s❝✐❡♥t✳ ➱❝✳ ♥♦r♠✳ s✉♣✳✱ ✷✵ ✭✹✮✱ ♣✳ ✾✾✕✻✶✺✱ ✶✾✽✼✳

❬❈❞❱✽✽❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ✕ ✓ ❙✉r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❞✬❆r♥♦❧✬❞ ✔✱
❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❍❡❧✈✳✱ ✻✸ ✭✷✮✱ ♣✳ ✶✽✹✕✶✾✸✱ ✶✾✽✽✳

❬❈❞❱✾✽❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ✕ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹ ❞❡ ❈♦✉rs s♣é❝✐❛❧✐sés✱
❙▼❋✱ ✶✾✾✽✳

❬❈❞❱❚✾✸❪ ❨✳ ❈♦❧✐♥ ❞❡ ❱❡r❞✐èr❡ ❡t ◆✳ ❚♦r❦✐ ✕ ✓ ❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛✈❡❝
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✔✱ ❙é♠✐♥✳ t❤é♦r✳ s♣❡❝tr✳ ❣é♦♠✳✱ ✶✶✱ ♣✳ ✾✕✶✽✱ ✶✾✾✸✳

❬❈❤✼✻❪ ❙✳ ❨✳ ❈❤❡♥❣ ✕ ✓ ❊✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦❞❛❧ s❡ts ✔✱ ❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❍❡❧✈✳✱ ✺✶
✭✶✮✱ ♣✳ ✹✸✕✺✺✱ ✶✾✼✻✳

❬❉❛✵✺❪ ▼✳ ❉❛❤❧ ✕ ✓ Pr❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♣❡r❛t♦r ✔✱ ▼❛♥✉s❝r✐♣t❛
▼❛t❤✳✱ ✶✶✽ ✭✷✮✱ ♣✳ ✶✾✶✕✶✾✾✱ ✷✵✵✺✳
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❬❍✐✼✹❪ ◆✳ ❍✐t❝❤✐♥ ✕ ✓ ❍❛r♠♦♥✐❝ s♣✐♥♦rs ✔✱ ❆❞✈✳ ▼❛t❤✳✱ ✶✹✱ ♣✳ ✶✕✺✺✱ ✶✾✼✹✳

❬❍❖❍❖◆✾✾❪ ▼✳ ❍♦❢❢♠❛♥♥✲❖st❡♥❤♦❢✱ ❚✳ ❍♦❢❢♠❛♥♥✲❖st❡♥❤♦❢ ❡t ◆✳ ◆❛❞✐r❛✲
s❤✈✐❧✐ ✕ ✓ ❖♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✔✱ ❆♥♥✳
●❧♦❜❛❧ ❆♥❛❧✳ ●❡♦♠✳✱ ✶✼ ✭✶✮✱ ♣✳ ✹✸✕✹✽✱ ✶✾✾✾✳

❬❏❛✵✾❪ P✳ ❏❛♠♠❡s ✕ ✓ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞♦✉❜❧❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❍♦❞❣❡✲
❞❡ ❘❤❛♠ ✔✱ ❏✳ ●❡♦♠✳ ❆♥❛❧✳✱ ✶✾ ✭✸✮✱ ♣✳ ✻✹✸✕✻✺✹✱ ✷✵✵✾✳

❬❏❛✶✶❪ P✳ ❏❛♠♠❡s ✕ ✓ Pr❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❞❡ ❍♦❞❣❡✲❞❡ ❘❤❛♠ ✔✱ ❈♦♠♠❡♥t✳ ▼❛t❤✳ ❍❡❧✈✳✱ ✽✻ ✭✹✮✱ ♣✳ ✾✻✼✕✾✽✹✱ ✷✵✶✶✳

❬◆❛✽✽❪ ◆✳ ◆❛❞✐r❛s❤✈✐❧✐ ✕ ✓ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ✔✱ ▼❛t❤✳
❯❙❙❘✲❙❜✳✱ ✻✶ ✭✶✮✱ ♣✳ ✷✷✺✕✷✸✽✱ ✶✾✽✽✳

❬❙é✾✹❪ ❇✳ ❙é✈❡♥♥❡❝ ✕ ✓ ▼✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t♦♣♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ✔✱ ❙é♠✐♥✳ t❤é♦r✳ s♣❡❝tr✳ ❣é♦♠✳✱ ✶✷✱ ♣✳ ✷✾✕✸✻✱ ✶✾✾✹✳

❬❙❡✵✵❪ ▲✳ ❙❡❡❣❡r ✕ ▼❡tr✐❦❡♥ ♠✐t ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❙♣✐♥♦r❡♥ ❛✉❢ ❣❡r❛❞❡❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❙♣❤är❡♥✱ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♠♥❜✉r❣✱ ✷✵✵✵✳
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