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Cohomologie des foncteurs polynomiaux sur les
groupes libres

Aurélien DJAMENT * Teimuraz PIRASHVILI T et Christine VESPA *
2 septembre 2014

Résumé

On montre que les groupes d’extensions entre foncteurs polynomiaux
sur les groupes libres sont les mémes dans la catégorie de tous les foncteurs
et dans une sous-catégorie de foncteurs polynomiaux de degré borné. On
donne quelques applications.

Abstract

We show that extension groups between two polynomial functors on free groups are
the same in the category of all functors and in a subcategory of polynomial functors
of bounded degree. We give some applications.

Mots clefs : catégories de foncteurs; groupes libres; foncteurs polynomiaux ;
groupes d’extensions.

Classification MSC 2010 : 18A25, 18G15, 20J15 (18E15, 18G10).

Introduction

Ce travail est une contribution & I’étude des groupes d’extensions dans la
catégorie des foncteurs des groupes libres (de rang fini) vers les groupes abé-
liens. Cette catégorie a d’abord été considérée, du point de vue cohomologique,
dans Darticle de Jibladze et du deuxiéme auteur [8] (§5A) sur la cohomologie
des théories algébriques. Plus récemment, les premier et troisiéme auteurs 1’ont
utilisée, dans [3], pour établir des résultats d’annulation d’homologie stable des
groupes d’automorphismes des groupes libres a coeflicients tordus. Conjecturale-
ment, I’algébre homologique dans cette catégorie de foncteurs devrait gouverner
le calcul d’autres groupes d’homologie stable des groupes d’automorphismes des
groupes libres & coefficients tordus. Cette algébre homologique s’avére plus fa-
cile d’accés que dans les catégories de foncteurs entre espaces vectoriels sur un
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corps fini, trés étudiées en raison de leurs liens avec la topologie algébrique ou
la K-théorie algébrique (cf. par exemple [5]), notamment parce que le foncteur
d’abélianisation posséde une résolution projective explicite simple (déja utilisée
dans [8]). L’article [3] se sert également de fagon cruciale de la structure des
sous-catégories de foncteurs polynomiauxr dans cette catégorie de foncteurs.

Dans le présent travail, on montre que les groupes d’extensions ! entre deux
foncteurs polynomiaux sur les groupes libres sont les mémes dans la catégorie
de tous les foncteurs ou dans une sous-catégorie de foncteurs polynomiaux de
degré donné. Ce résultat contraste avec la situation, plus délicate, des foncteurs
sur une catégorie additive (voir [12] et [1]). Nous donnons également quelques
applications.

Description des résultats Commencons par quelques notations générales.
Si C est une petite catégorie, on note F(C) la catégorie des foncteurs de C vers la
catégorie Ab des groupes abéliens. Si la catégorie C posséde un objet nul 0 et est
munie d’une structure monoidale symétrique dont 0 est I'unité — par exemple,
le coproduit catégorique, lorsqu’il existe dans C —, on dispose d’une notion
d’effets croisés et de foncteurs polynomiauz dans F(C). L’origine de ces notions
remonte & Eilenberg-MacLane ([4], Chapter II), lorsque C est une catégorie de
modules, et se généralise sans difficulté au cas qu’on vient de mentionner (voir
[7], §2). Pour tout entier d, on note F4(C) la sous-catégorie pleine de F(C) des
foncteurs polynomiaux de degré au plus d.

On note gr la catégorie des groupes libres de rang fini, ou plus exactement le
squelette constitué des groupes Z*"™ (I'étoile désignant le produit libre). Comme
signalé plus haut, notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 1. Soientd € N et F, G des objets de Fy(gr). L application linéaire

graduée naturelle
EXt;—d(gI‘) (F, G) — Eth’:(gr) (F‘7 G)

qu’induit le foncteur d’inclusion F4(gr) — F(gr) est un isomorphisme.

La démonstration de ce théoréme est donnée & la section 2. Elle repose sur
une propriété d’annulation cohomologique trés inspirée d’une propriété analogue
dans les catégories de foncteurs sur une catégorie additive due au deuxiéme au-
teur (voir [10]) et sur les propriétés de 'anneau gradué associé a la filtration de
I’anneau d’un produit direct de groupes libres par les puissances de son idéal
d’augmentation, propriétés qui sont rappelées dans la section 1. La derniére
section est consacrée aux applications. Tout d’abord, on calcule la dimension
homologique des puissances tensorielles de ’abélianisation et des foncteurs de
Passi dans les catégories Fq(gr) (proposition 3.1 et corollaire 3.3). On montre
ensuite que les foncteurs polynomiaux de degré donné de gr vers les espaces vec-
toriels sur Q forment des catégories de dimension globale finie (proposition 3.4).
Nous montrons également, dans la proposition 3.6, qu'un foncteur adjoint appa-
remment mystérieux (et en tout cas non explicite) mentionné dans [3] posséde
un comportement cohomologique agréable.

Quelques notations et rappels Si k est un anneau, on note k-Mod la ca-
tégorie des k-modules & gauche. On note aussi F(C; k), lorsque C est une petite

1. Un résultat similaire vaut pour les groupes de torsion.



catégorie, la catégorie des foncteurs de C vers k-Mod. Ainsi, F(C) = F(C;Z).
La catégorie F(C;k) est une catégorie abélienne qui hérite des propriétés de
régularité de la catégorie but k-Mod ; en effet, les suites exactes, sommes, pro-
duits, etc. se testent au but. Si k est commutatif, on dispose d’une structure
monoidale symétrique notée ® sur F(C; k) qui est le produit tensoriel sur & au
but.

La catégorie F(C; k) posséde suffisamment d’objets projectifs : en effet, le
lemme de Yoneda montre que le foncteur

P := K[C(e, )]

(o1t ¢ est un objet de C; k[—] désigne le foncteur de linéarisation des ensembles
vers k-Mod) représente I’évaluation en ¢, il est donc projectif (et de type fini),
et les foncteurs PS engendrent la catégorie F(C; k).

Pour alléger, on notera Pg" pour PZ,. Comme # est un coproduit dans la
catégorie gr, on dispose d’isomorphismes canoniques P @ PP o~ P

Si la catégorie C posséde un objet nul 0 et est munie d’une structure mo-
noidale symétrique dont 0 est I'unité, on dispose dans F(C;k) comme dans
F(C) d’une notion d’effets croisés et de foncteurs polynomiaux sur F(C; k) ; on
note encore F,(C; k) la sous-catégorie pleine de F(C; k) constituée des foncteurs
polynomiaux de degré au plus n. C’est une sous-catégorie épaisse de F(C;k)
stable par limites et colimites. On rappelle également que le produit tensoriel
de deux foncteurs polynomiaux est polynomial (on suppose ici k& commutatif),
avec pour degré la somme des degrés des foncteurs initiaux. Le lecteur pourra
trouver davantage de détails et de propriétés des foncteurs polynomiaux dans
[7], § 2.

Comme la catégorie gr est pointée, tout foncteur de F(gr) se scinde de
maniére unique (& isomorphisme prés) et naturelle en la somme directe d’un
foncteur constant et d’'un foncteur réduit, c’est-a-dire nul sur le groupe trivial.
On notera P la partie réduite de PE".

Remerciements Les deux derniers auteurs souhaitent remercier les organisa-
teurs du semestre intitulé Grothendieck- Teichmuller Groups, Deformation and
Operads qui a eu lieu a I'Institut Isaac Newton de Cambridge en 2013 et pen-
dant lequel ce travail & débuté ainsi que I'Institut pour son hospitalité et les
excellentes conditions de travail qui y sont proposées. Le second auteur est re-
connaissant envers 'université de Leicester pour lui avoir accordé un congé pour
recherche.

1 Préliminaires sur les puissances de I’idéal d’aug-
mentation d’'un anneau de groupe

(Les propriétés rappelées dans cette section sont classiques. Une référence
générale est [9].)

Pour tout groupe G, on note Z(G) l'idéal d’augmentation de 'anneau de
groupe Z[G]; pour tout n € N, on note Z"(G) la n-éme puissance de cet idéal.
Pour tout n € N, Z™ définit un foncteur de la catégorie Grp des groupes vers la
catégorie Ab. On dispose ainsi d’un anneau gradué gr(Z[G]) := @ (Z"/Z")(G)

neN



naturel en G. En degré 1, on dispose d'un isomorphisme naturel (Z/Z?)(G) ~
Gop (abélianisation de G). En particulier, le produit induit des morphismes na-
turels G?b” — (Z"/T"1)(G), qui sont toujours des épimorphismes. Ainsi, on
dispose d’un morphisme naturel surjectif d’anneaux gradués de ’algébre ten-
sorielle sur Ggp vers gr(Z[G]). Une conséquence importante de la théorie de
Magnus est que ce morphisme est un isomorphisme si G est un groupe libre
(voir par exemple [9], chapitre VIII, Theorem 6.2).

Lemme 1.1. Si G est un groupe libre, pour tous entiers naturels r et i, on
dispose d’un isomorphisme naturel

ey o @THYG) sii=0

Hi(G:T7(G)) =~ { 0 sinon.

Démonstration. On procéde par récurrence sur r. L’assertion est triviale pour
r = 0, on suppose donc r > 0 et le résultat établi pour » — 1. Dans la suite
exacte de Z[G]-modules a gauche

0—=7I'(G) =TI YG) = (YT (G) — 0,

l'action de G est triviale sur (Z"~1/Z")(G), car la fleche de droite s’identifie
a la projection de Z"~(G) sur ses coinvariants sous l'action de G — ce qui
prouve déja le résultat en degré homologique 0. Comme I’homologie de G est
sans torsion sur Z et concentrée en degré 0 et 1, puisque G est libre, on en déduit
que H;(G;(Z"=1/Z")(G)) est nul pour i > 1, isomorphe & Gup @ (Z"~1/Z7)(G)
pour i = 1 et & (Z"71/Z")(G) pour i = 0. La suite exacte longue d’homologie
associée a la suite exacte courte précédente fournit donc le résultat d’annulation
souhaité en degré homologique strictement positif. [l

Remarque 1.2. Cette démonstration permet aussi de voir, en regardant la fin de
ladite suite exacte longue, que le morphisme de liaison

Gap @ (771 /T7)(G) = Hi(G5 (T~ /T7)(G)) — Ho(GiI7(G)) = (T7/T7)(G)
est un isomorphisme. Comme ce morphisme s’identifie au produit
(Z/T%)(G) @ (T"71/I7)(G) — (T /T™+)(G),

cela fournit une démonstration du fait classique rappelé plus haut que 'an-
neau gradué gr(Z[G]) est naturellement isomorphe a l’algébre tensorielle sur
Gap (pour G libre).

Lemme 1.3. Soient G un groupe libre, v et i des entiers naturels. On dispose
d’un isomorphisme naturel

IrHY(G) sii=0

0 sinon.

ToriZ[G] (Z(G),I7(G)) ~ {

Démonstration. Utilisant la suite exacte longue d’homologie associée a la suite
exacte courte de Z[G]-modules a droite 0 — Z(G) — Z[G] — Z — 0, on voit

que ToriZ[G] (Z(G),I7(@G)) est isomorphe & H;11(G;Z"(G)) lorsque i > 0, et 'on

obtient une suite exacte
0= H\(G;T7(G)) = TorlNT(@), T7(@)) = T7(G) — Ho(G;T7(G)) = 0,

de sorte que le lemme 1.1 permet de conclure. [l



Proposition 1.4. Pour tout r € N, il existe un complexe de chaines de fonc-
teurs Grp — Ab du type

e I T L TN QT o IR QRTT S IR

dont la restriction aux groupes libres a une homologie isomorphe & T"T1 en degré
0 et nulle en degré strictement positif.

Démonstration. D’une maniere générale, si A est un anneau augmenté, d’idéal
d’augmentation A, M un A-module a droite et N un A-module & gauche, on
dispose d’un complexe de chaines de groupes abéliens fonctoriel en A, M et N

o MRAP" QN s M AV N5 ... sMARN > M®N

(complexe de Hochschild normalisé) dont I'homologie est naturellement iso-
morphe a I’homologie de Hochschild de A & coefficients dans le bimodule M ® N.
Celle-ci est naturellement isomorphe & Torf(M ,IN) si A et M sont sans torsion
sur Z. (On pourra se référer par exemple a [15], §9.1 pour ces propriétés élé-
mentaires de ’homologie de Hochschild.)

La proposition s’obtient en prenant A = Z[G], M = Z(G) et N =Z1"(G) et
en appliquant le lemme 1.3. O

Nous aurons besoin également d’examiner gr(Z[G]) lorsque G est un pro-
duit direct de groupes libres. Pour cela, on donne quelques propriétés générales
simples sur Veffet du foncteur gr(Z[—]) sur un produit direct de groupes.

On va voir que ce foncteur est exponentiel (i.e. transforme les produits directs
en produits tensoriels) sur les groupes G tels que gr(Z[G]) soit un groupe abélien
sans torsion. (On a vu plus haut que les groupes libres possédent cette propriété.)
Remarquer que, si c’est le cas, alors les groupes abéliens Z"(G) et Z[G]/Z"(G)
sont également sans torsion.

Soient G et H deux groupes. Si M et N sont des sous-groupes des groupes
abéliens Z[G] et Z[H| respectivement, nous noterons M.N limage de M @ N
dans Z|G] ® Z[H] ~ Z|G x H]. Si M et N sont des idéaux bilatéres de Z[G] et
Z[H] respectivement, alors M.N est un idéal bilateére de Z[G x H].

Proposition 1.5. Soient G et H deuz groupes. Dans Z[G x H], on a
I(G x H) =7Z(G).Z[H] + Z|G).Z(H)
et, plus généralement,

(G x H)= Y T'G).I'(H)
1+j=r
pour tout r € N.

Démonstration. La premiére propriété est immédiate et la deuxiéme s’en déduit
par récurrence sur r. [l

Proposition 1.6. Soient G et H deux groupes tels que les groupes abéliens
gr(Z[G]) et gr(Z[H]) soient sans torsion.



1. Pour tout entier naturel n, on dispose d’un isomorphisme naturel

(T"/I")(G x H) =~ P (T'/T+)(G) © (T /T (H),

i+j=n

2. Le groupe abélien gr(Z[G x H]) est sans torsion.

3. Pour tous entiers 0 <t <mn, on a

( > T(G)T (H)) N(ZHG). It (H)) = THG).T" " (H)
i+j=n

dans Z|Gx H) ; ce groupe est naturellement isomorphe ¢ Tt (G)QZ" T (H).

Démonstration. La proposition 1.5 procure (sans aucune hypothése sur G ni H)
un épimorphisme naturel

D @/TH)G) @ (@ /T (H) - (T7/T")(G x H).

it+j=n

Par ailleurs, grace & 'hypothése faite sur G et H, les épimorphismes cano-
niques Z¢(G) @ TV (H) — T%(G).Z? (H) sont des isomorphismes, et I'on a

TH(G).2" () N T ()T (H) = T4 (). (1)

pour ¢ < j. On en déduit immédiatement la proposition. O

2 Démonstration du théoréme 1

Les classes T, et 7, Pour tout n € N, notons 7, la classe des objets F' de
F(gr) tels que Extr (o, (F, A) = 0 pour tout objet A de F,(gr). Nous utiliserons
également la classe 7, des objets F' de F(gr) possédant une résolution projective
dont les termes sont des sommes directes de foncteurs du type P®¢ avec d >
n. (On rappelle que P désigne la partie réduite du projectif PZ"; ce foncteur
s’identifie a la restriction a gr de Z.)

Ainsi, T, D Tpt1 et T,) D Tng1 pour tout n € N, et Top = 7T est constituée
des foncteurs réduits.

La propriété suivante est immédiate.

Lemme 2.1. Soient n € N et 0 - F - G — H — 0 une suite exacte courte
de F(gr). Si deux des foncteurs F, G et H appartiennent o Ty, (resp. T,), alors
il en est de méme pour le troisieme.

En particulier, si A et B sont deux sous-foncteurs d’un foncteur F' de F(gr),
A et B appartenant a Ty, (resp. T, ), alors le sous-foncteur A+ B de F' appartient
a Tp, (resp. T,)) si et seulement s’il en est de méme pour AN B.

Plus généralement, si on dispose d’une suite exacte longue

=X =2 Xo—+F =0

dans F(gr) avec tous les X; dans Ty, (resp. T,!), alors F appartient & T,, (resp.
T0)-



Les classes 7,, nous serviront par intermédiaire du résultat suivant.
Proposition 2.2. Pour tout entier n € N, la classe T, est incluse dans T,.

Démonstration. 11 suffit de montrer que Hom;(gr)(P®d, F) = 0 lorsque F est
polynomial de degré strictement inférieur a d. Cela découle de ce que le facteur
direct Homz(gy)(P®4, F) de Homg (g (PS5, F) ~ F(Z*%) s'identifie a leffet
croisé crq(F)(Z,...,Z). O

L’intérét des classes 7,) réside dans leur comportement agréable relativement
aux produits tensoriels.

Proposition 2.3. Si F et G appartiennent & T, et 7;’ respectivement et que l'un
de ces foncteurs prend des valeurs sans torsion sur Z, alors F ® G appartient a

i/Jerrl'
Démonstration. Cela découle de la formule de Kiinneth. O

Corollaire 2.4. Le produit tensoriel de n + 1 foncteurs réduits de F(gr) dont
au moins n prennent des valeurs sans torsion sur Z appartient o T, .

Remarque 2.5. Ce corollaire (dans lequel on pourrait remplacer, comme dans
ce qui précéde, gr par n’importe quelle petite catégorie pointée avec coproduits
finis) est un analogue d’un résultat di au deuxiéme auteur pour les catégories
F(A), ou A est additive, qui apparait dans [10], et qui s’est avéré extrémement
utile en cohomologie des foncteurs.

Les foncteurs K¢ Pour tout d € N, le foncteur d’inclusion Fy(gr) — F(gr)
posséde un adjoint & gauche qq ; gq(F') est le plus grand quotient de F' apparte-
nant & F4(gr). On renvoie a [7], §2.3 pour plus de détails a ce sujet.

Notation 2.6. Etant donné deux entiers naturels n et d, on pose
K? = Ker(PS8" — qq4(Pg")).

Proposition 2.7. Pour tous n,d € N et tout objet G de gr, on dispose d’un
isomorphisme naturel
K3G) ~ 791 (G™).

Démonstration. Notons J¢ le sous-foncteur de P8* donné par G+ T4+ (G™) C
Z[G"] ~ P&*(G). Alors le foncteur P8*/J¢ appartient a F,(gr). Cela résulte de
ce que, pour tout r € N, le foncteur G — (Z"/Z"t1)(G") (des groupes vers les
groupes abéliens) est polynomial de degré (au plus) r, puisque c’est un quotient
de G +— (G™,)®" (voir le début de la section 1). On a donc K2 C J¢.

Montrons I'inclusion inverse. Pour tout foncteur F' de F(gr) et tout objet G
de gr, on considére ’application naturelle

ka(F)(G) = > (=) DF(p)) : F(G*Y) - F(G),
1c{0,1,...,d}

ot pr € gr(G*9tY @) ~ End(G)%*" est le morphisme dont la i-éme compo-
sante est l'identité si i € I et le morphisme trivial sinon. La transformation
naturelle k4(F) est nulle lorsque F' appartient a Fy(gr), car elle se factorise



par Pidempotent de F(G*(¢t1)) dont I'image est par définition l'effet croise
crar1(F)(G,...,G).
Par conséquent, comme gq4(F') appartient & Fy(gr), la composée

F(G*(d+1)) ka(F)(Q)

F(G) = qa(F)(G)

est nulle, de sorte que le noyau de k4(F) contient 2 'image de k4. En particulier,
K} contient 'image de r4(P8"). Si (¢%)1<i<n0<j<d est une famille d’éléments
d’un groupe libre de rang fini G, on a

ra(PE)(G)([(95 % - * gi)1<i<n]) = > DU -9 )r<icn]
0<j1<-<jr<d

qui est égal au produit
apai...aq oOu aj = [(g;‘)lgign] — [1] S I(Gn) C Z[Gn]

Comme Id“(G") est engendré par ces produits, cela montre que K} contient
J¢, d’ott la conclusion. O

Lemme 2.8. Pour tout d € N, le foncteur K{ appartient a 7.

Démonstration. On procéde par récurrence sur d. Pour d = 0, c’est clair.
Compte-tenu de la proposition 2.7, la proposition 1.4 peut se traduire par
Pexistence de suites exactes

o PR AL penggd-l L PR2gKT o PoKITl 5 KT — 0

dans F(gr). Si Kf_l appartient & 7,_,, alors P®'® Kf_l appartient a 7 pour
tout entier 4 > 1, donc K¢ aussi (en utilisant le lemme 2.1), d’oi1 le lemme. [

Proposition 2.9. Pour tous d,n € N, le foncteur K¢ appartient a 7.

Démonstration. On montre par récurrence sur n que Kff appartient & 7, pour
tout d. Pour n = 0 il n’y a rien a faire; compte-tenu du lemme précédent, on
peut supposer n > 1 et ’assertion établie pour n — 1.

Etant donné d € N, on observe que, pour tout ¢ € {1,...,d+ 2}, le foncteur

> K\K{T'cpE
i+j=d+1

i<t
(ot 'on conserve les notations de la fin de la section 1 ; on fait sans cesse usage de
l'identification canonique P8"(G) = Z[G"] et de la proposition 2.7) appartient a
7, En effet, K_,. K} ~ Kf_, ® K appartient a 7., par la proposition 2.3
et 'hypothése de récurrence. On obtient donc 'assertion par récurrence sur t
en utilisant la derniére partie de la proposition 1.6 et le lemme 2.1. En prenant
t = d + 2 et en utilisant la proposition 1.5, on obtient bien que K? appartient
a 7], d’ot la conclusion. O

2. Il y a en fait égalité — cf. 7], définition 2.16 et proposition 2.17 —, mais nous n’en
aurons pas besoin.



Démonstration du théoréme 1. Comme les foncteurs P8 forment un ensemble
de générateurs projectifs de F(gr) lorsque n décrit N, pour tout d € N fixé,
les foncteurs gq(P&") forment un ensemble de générateurs projectifs de Fy(gr)
(car gq est adjoint & gauche au foncteur exact d’inclusion). Par conséquent, il
suffit de montrer le théoréme 1 pour F = ¢4(P8"), auquel cas il équivaut a la
nullité de Ext’ g (K1, G) (puisque Extr (g (P8, G) et Extr, g (qa(PE"), G)
sont nuls en degré cohomologique strictement positif), lorsque G appartient a
Fa(gr). Autrement dit, il s’agit de montrer que K¢ appartient a 73. Cela découle
des propositions 2.9 et 2.2. O

Remarque 2.10. 1. Signalons une méthode alternative (qui repose toute-
fois exactement sur les mémes idées) pour démontrer le théoréme. On
remarque d’abord qu’il suffit de I’établir lorsque F' est une puissance ten-
sorielle du foncteur d’abélianisation, grace aux résultats de structure des
foncteurs polynomiaux sur gr (cf. [3] §2). Ces foncteurs possédent une
résolution projective explicite obtenue en prenant la puissance tensorielle
appropriée de la résolution bar (décalée) — voir (1) ci-aprés. Le cceur de
I'approche alternative qu’on esquisse consiste & montrer qu’appliquer le
foncteur gg a ces résolutions donne encore des complexes acycliques. Cela
se fait par récurrence sur d (en considérant le noyau de ¢4 — g4—1) et en
utilisant les propriétés rappelées dans la section 1 (ou des variantes).

2. Si C est une petite catégorie pointée avec coproduits finis, il est exception-
nel que linclusion de la sous-catégorie de foncteurs polynomiaux F4(C)
dans F(C) induise des isomorphismes entre groupes d’extensions. Le cas
ou C est additive a été complétement étudié : dés le degré cohomologique
i = 3, le morphisme canonique Extifd(c)(F, G) — Exté_-(c)(F, G) peut
cesser d’étre un isomorphisme (méme si F' et G sont additifs et que 1'on
prend la colimite sur d € N). Dans les bons cas (avec une hypothése de
torsion bornée), ce morphisme est un isomorphisme lorsque d est assez
grand par rapport & i et aux degrés de F' et (G, mais pas en général.
(Néanmoins, sans aucune hypothése sur la catégorie additive C, les in-
clusions F4(C; Q) — F(C; Q) induisent des isomorphismes entre tous les
groupes d’extensions.) Ces résultats sont établis par le deuxiéme auteur
dans [12] dans un cas particulier (F ou G additif et pas de torsion dans
les groupes abéliens de morphismes de C) et par le premier auteur dans
[1] dans le cas général. Comme dans le présent travail, la démonstration
de ces résultats nécessite d’analyser le gradué associé a la filtration de
Panneau d’un groupe (abélien, cette fois) par les puissances de 1'idéal
d’augmentation ; il faut toutefois aussi utiliser d’autres ingrédients, issus
de la construction cubique de Mac Lane. Notons d’ailleurs que le coeur
de notre démonstration consiste & montrer que la restriction des fonc-
teurs 79! aux groupes libres appartient a 73 ; 'argument central de [12]
(sa proposition 4.3) consiste & montrer une propriété analogue pour la
restriction des foncteurs Z¢t! aux groupes abéliens libres, propriété qui
n’est valide qu’en degré cohomologique assez petit (et qui repose sur un
argument d’idéal quasi-régulier).

3. SiT désigne la catégorie des ensembles finis pointés, les inclusions Fy(T") <
F(I') induisent des isomorphismes entre tous les groupes d’extensions.
C’est une conséquence directe du théoréme de type Dold-Kan établi par
le deuxiéme auteur dans [13].



4. Notons mon (un squelette de) la catégorie des monoides libres de rang
fini. Le théoréme 1 reste vrai si I’on remplace la catégorie source gr par
mon. Une méthode pour le voir consiste a reprendre les arguments du
présent article et les adapter a la catégorie F(mon). Une autre consiste
a utiliser le résultat di a Hartl et aux deuxiéme et troisiéme auteurs
([7], Corollary 5.38) selon lequel le foncteur de complétion en groupe
« : mon — gr induit pour chaque d € N une équivalence de catégories
Falgr) = Fa(mon). Dés lors, il suffit de voir que le foncteur « induit
des isomorphismes entre groupes d’extensions

Eth":(gr) (F, G) E—) Eth;:(mon) (F o «, G e} 04)

lorsque F et G sont polynomiaux. C’est en fait vrai si I’on suppose seule-
ment que G est polynomial. Il suffit de le voir lorsque F' est un foncteur
projectif P8"; on peut alors utiliser un argument classique reposant sur
le fait que le morphisme canonique d’un monoide libre vers sa complétion
en groupe induit un isomorphisme en homologie. Cet argument est donné
en détail, dans un contexte abélien analogue, dans [2], théoréme 3.3.

3 Applications

Notons a : gr — Ab le foncteur d’abélianisation. Ce foncteur joue un roéle
fondamental dans la catégorie F(gr), ot les calculs d’algébre homologique sont
grandement facilités par 'existence d’une résolution projective explicite de a.
Celle-ci est donnée par la résolution bar (dont on tronque le degré nul : on
utilise que I’homologie d’un groupe libre est naturellement isomorphe & son
abélianisation en degré 1 et nulle en degré > 1), qui prend la forme :

o= PR P8 ... 5 PE 5 PR = a— 0. (1)

Cette résolution projective apparait pour la premiére fois dans [8] (§5.A); elle
est également utilisée de fagon fondamentale dans [3].

En utilisant la résolution bar normalisée, on obtient une variante de la pré-
cédente résolution, également utile :

co s PO Ly pen L, P2 L P a0 (2)

Proposition 3.1. Soient d > n > 0 des entiers. Le foncteur.a‘g" est de dimen-
sion homologique d —n dans la catégorie Fa(gr) : on a Extr g (a®", =) =0
pour i > d — n, tandis que le foncteur Extdf;?gr)(a‘@", —) nest pas nul.
Démonstmtiqn. Le foncteur Extifd(gr)(a‘g",f) est la restriction a Fy(gr) du
foncteur Ext’r g, (a®", —), d’aprés le théoréme 1.

On suppose d’abord n = 1. En utilisant la suite exacte (2), on constate que
Ext’s (g (a, F) s’identifie & 'homologie en degré i d’'un complexe de chaines du
type

o= e (F)Z, .. 2) = eri(FY(Z, ..., Z) — -+ = cro(F)(Z,Z) — er(F)(Z),
qui est nul a partir du degré d si F' appartient & F4(gr). Cela montre 'inégalité

hdim;d(gr)(a) <d-1.
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On suppose maintenant n > 1, et 'on établit V'inégalité hdim g, (g (a®") <
d —n (pour tout d > n) par récurrence sur n. En utilisant ’adjonction entre
le coproduit catégorique * : gr x gr — gr et la diagonale, on obtient des

isomorphismes naturels
ExXt s (g (097, F) = EXtr (gpge) (a7 Ka, F o),

ou X désigne le produit tensoriel extérieur. Comme a prend ses valeurs dans les
groupes abéliens libres, on dispose pour tout bifoncteur X sur gr d’une suite
spectrale
Ey? = Extlrge (a® 7, G = Exth o (0, X(G, ) = ExtF L (@@ DiRa, Xox),
Le terme Fs; est inchangé si 'on remplace X = F o % par son facteur direct
cra(F), car les foncteurs a et a®(=1 sont réduits (puisque n > 1). Mais le
foncteur G — Extfr(gr)(a, ero(F) (G, —)) est de degré d — 1 si F est de degré d,
de sorte que ’hypothése de récurrence montre que
Extl gy (0%, G Extl (3, X (G, -))) = 0sii > (d—1)—(n—1) = d—n,
ce qui achéve de prouver I'inégalité hdimg, (g (a®") < d — n.

L’inégalité hdim g, (g (a®") < d—n se déduit de la non-nullité de Extif(gr) (a®m, a®d),
établie par le troisiéme auteur dans [14].

Remarque 3.2. L’analogue « abélien » de la proposition 3.1 n’est pas exact :
notons ab la catégorie des groupes abéliens libres de rang fini. Dans la catégorie
Fa(ab), le foncteur d’inclusion est de dimension homologique infinie et posséde
une résolution projective 4-périodique, comme on le déduit de la section 6 de
Particle [12].

En revanche, on dispose quand méme d’un résultat trés similaire & la pro-
position 3.1 en remplacant la catégorie source gr par une catégorie additive
appropriée. Soient p un nombre premier et F(p) la catégorie des foncteurs des
IF-espaces vectoriels de dimension finie vers les F,-espaces vectoriels. Le fonc-
teur d’inclusion est de dimension homologique finie 2pl©&» (9] 2 (ot les crochets
désignent la partie entiére) dans la sous-catégorie F4(p) des foncteurs polyno-
miaux de degré au plus d. Ce résultat est dt & Franjou et Smith ([6], §4.2).

Les foncteurs gy, (P) (appelés foncteurs de Passi dans [7]) jouent un role fon-
damental dans la catégorie F(gr) (la démonstration du théoréme 1 en constitue
une illustration) ; la proposition 3.1 permet facilement d’en calculer la dimension
homologique.

Corollaire 3.3. Soient d > n > 0 des entiers. Le foncteur q,(P) est de dimen-
sion homologique d — n dans la catégorie Fq(gr).

Démonstration. On dispose de suites exactes courtes

®n D D

0= a®" = ¢ (P) = ¢u-1(P) —0

(cf. la proposition 2.7 et le début de la section 1), d’ou des inégalités

hdim, (gr) (¢a—1(P)) < max (1 + hdimz, (gr) (a®"), hdimz, (gr) (9. (P))).
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On en déduit I'inégalité hdim g, (gr)(gn(FP)) < d —n par récurrence descendante
sur n, en utilisant la proposition 3.1 et le caractére projectif de ¢4(P) dans la
catégorie Fq4(gr).

L’inégalité inverse provient de ce que Exté_-(gr) (gn(P),a®+9)) est non nul
(cf. [14]) et du théoréme 1. O

Notre prochain résultat concerne les catégories F4(gr; Q). On note que le
théoréme 1 vaut aussi dans ce contexte (de méme que pour Fy(gr; k) et F(gr; k),
ol k est un anneau quelconque), en utilisant ’adjonction entre le foncteur de
rationalisation Ab — Q-Mod et ’oubli, qui se propage au but par postcompo-
sition.

Proposition 3.4. Soit d > 0 un entier. La catégorie Fa(gr; Q) est de dimension
globale d—1 : on a Ext}d(gr;(@) = 0 pouri > d, tandis que le foncteur Extdf:(lgr;@)
n’est pas nul.

Démonstration. On montre d’abord 'inégalité gldim Fy(gr; Q) < d — 1. Par le
théoréme 1, cela équivaut a dire que la restriction a F4(gr; Q)P x Fa(gr; Q) du
foncteur Ext}-(gr;@) est nulle pour 7 > d. Pour cela, on va montrer par récurrence
sur d € N* ’assertion suivante :

Vi>n>d VYF € O0bFygr;Q) VG e ObF,(gr;Q)  Ext'(F,G)=0

(on omet dans la suite Iindice F(gr; Q) pour les groupes d’extensions). On
suppose donc le résultat établi pour les entiers strictement inférieurs a d.

Les résultats de structure de la catégorie Fy4(gr; Q) donnés dans [3] (voir la
section 2 et la démonstration de la proposition 5.3 de cet article) impliquent que,
pour tout foncteur F de Fy(gr;Q), il existe une représentation M du groupe
symétrique &4 et un morphisme v : F — a®¢ Q% | M dont le noyau N et le

d
conoyau C' appartiennent a Fy_1(gr; Q). Pour d = 1, on peut méme supposer
que u est un isomorphisme, puisque la partie constante des foncteurs se scinde.
L’hypothése de récurrence montre que Ext'(N, G) et Ext’(C, G) sont nuls pour
G dans F,(gr; Q) et i > n > d—1. Par ailleurs, comme "anneau Q[S4] est semi-

simple, le foncteur T := a®? ® M est somme directe de facteurs directs de a®?.
Q[64]

La proposition 3.1 montre donc que Ext’(T,G) = 0 pour G dans F,(gr; Q) et

i >mn—d>0.0n en déduit Ext'(F,G) = 0 pour G dans F,(gr; Q) et i > n > d,

ce qui termine la démonstration de I'inégalité gldim F4(gr; Q) < d — 1.
L’inégalité gldim F4(gr; Q) > d — 1 se déduit de ce que le groupe abélien

Extif(glr) (a,a®?) est non seulement non nul, mais aussi sans torsion (cf. [14]). O

Remarque 3.5. Contrairement a ce qui advient pour la plupart des autres résul-
tats du présent article, dont les analogues sur ab sont plus difficiles & montrer
que sur gr (voir notamment la remarque 3.2), quand ils ne sont pas faux, la si-
tuation est plus simple pour F4(ab;Q), qui est une catégorie semi-simple pour
tout d € N (et ce résultat classique est aisé & prouver).

En revanche les catégories Fy(gr) (resp. Fq(gr;F,), o p est un nombre
premier) sont de dimension globale infinie dés que d > 2 (resp. d > p). Cela
provient du méme résultat pour l'algébre de groupe Z[S4] (resp. F,[Gy4]) et de
la proposition ci-dessous.
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Rappelons tout d’abord (cf. [3]) que 'on dispose, pour tout d € N, d’un
foncteur crg : Fy(gr) — Z[G4]-Mod associant Ueffet croisé crq(F)(Z,...,Z) a
F'; ce foncteur posséde un adjoint & gauche ay et un adjoint a droite 54. Le

foncteur oy posséde une expression explicite simple : aqg(M) = a® @ M,
Z[S4]

mais il n’est pas exact (pour d > 2). En revanche, le foncteur 8, ne semble pas
posséder d’expression simple. Néanmoins, on a :

Proposition 3.6. Pour tout d € N, le foncteur By : Z[S4)-Mod — F4(gr) est
exact. Il induit des isomorphismes naturels

EXt;—'(gr) (/Bd(M)vﬂd(N)) = Eth":d(gr) (/Bd(M)vﬂd(N)) = EXt%[Gd] (Mv N)

Démonstration. Pour voir que 4 est exact, il suffit de vérifier que son adjoint
a gauche cry envoie les générateurs projectifs gq(P8") de Fy(gr) (ot n parcourt
N) sur des Z[S4]-modules projectifs. Comme cry est exact et tue les foncteurs
de degré strictement inférieur a d, il prend la méme valeur sur ¢q(P8") et le
noyau Q% de la projection qg(P8") — qq_1(P8"). Or on a Q¢ ~ a®¢ (car le
gradué de ’anneau d’un groupe libre est isomorphe a ’algébre tensorielle de
son abélianisation — cf. section 1; on utilise également la proposition 2.7).
En général, en utilisant le premier point de la proposition 1.6 (et encore la
proposition 2.7), on obtient :

QY ~ @ a®1 Q... Q q®n ~ @ a®d

i1 tin=d 14 in=d

Comme cry envoie le foncteur a®? sur le Z[G4)-module Z[S,4], cela démontre
I'exactitude de 4.

L’adjonction entre les foncteurs exacts B4 et cry se propage aux groupes
d’extensions :

EXti;_—d(gr) (F, 5d (N)) ~ EXtE[Gd] (Crd(F), N)

Comme la coiinité cryf8y — Id est un isomorphisme (cf. [3], § 2, par exemple),
en utilisant le théoréme 1, on en déduit la derniére assertion de 1’énoncé. ([l

Remarque 3.7. 1. En reprenant la démonstration précédente, il est facile de
donner une expression explicite de 84(M)(G) fonctorielle en M, mais pas
en G € Obgr.

2. La proposition 3.6 contraste encore avec la situation de F(ab) (ou plus
généralement de F(A), ou A est une petite catégorie additive). On y
dispose de méme d’un foncteur

Fi(ab) = Z[64)-Mod  F s crq(F)(Z,...,7)

qui posséde des adjoints de chaque coté. L’adjoint & gauche est trés si-
milaire au foncteur agy évoqué avant la proposition (il est donné par

M—T? @ M~ (T'®M)s,, ot T? désigne la d-éme puissance tenso-
Z[&4]

rielle). L’adjoint & droite est analogue a l’adjoint & gauche (il est donné
par M + (T4® M)®4); c’est donc encore un foncteur explicite mais non
exact si d > 1. La référence originelle pour cette question classique est
[11].
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