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Résumé— Nous présentons une démarche générale, basée sur leptsodeeprobleme adjoint et
d’erreur en relation de comportement, visant & construeée rdodéles de simulation optimisés pour la
prédiction de quantités d'intérét. En lillustrant sur urolpléme d’élasticité linéaire multi-paramétré,
nous montrons comment cette démarche permet le contralsteode toute la chaine de modélisation,
depuis I'expérience jusqu'a la résolution numérique, afsslrer que la valeur d’'une quantité locale
dimensionnante soit calculée avec précision. Dans ce cados nous focalisons en particulier sur : (i)
la vérification des simulations menées par la méthode deseéls finis; (ii) le contréle des modéles
réduits issus de la technique PGD; (iii) le recalage optitealparamétres du modéle a partir de mesures
expérimentales.

Mots clés— Estimation d’erreur, Recalage de modéle, Erreur en oslale comportement, Quantité
d’intérét, Probléme adjoint

1 Introduction

La simulation numérique est a présent devenue un outil deeption indispensable pour I'ingénie-
rie, permettant notamment de prédire le comportement detstes industrielles complexes dans leur
environnement. Néanmoins, afin de coller fidelement a latééahysique, la simulation nécessite un
contréle permanent des divers modéles mathématiquesikst muinériques gu’elle utilise [12]. Cette
thématique scientifiqgue, connue sous le nom/@efication et Validation des model€g&V), est une
composante de la simulation qui, bien que primordialegrestivent fastidieuse et compliquée a mettre
en oeuvre en pratique. Cependant, dans la trés grande t@ajes cas, la simulation numérique n'a pas
pour objectif de prédire la réponse globale de la structtudiée, mais simplement quelques caracté-
ristiques locales de cette réponse (contrainte maximadeedirs d’intensité de contrainte, etc.) appelées
guantités d'intérét et servant directement au dimensimeme. Il est alors cohérent de ne vouloir contrd-
ler que les parameétres de la simulation qui sont influents pesiquantités d'intérét, menant ainsi a une
démarche de V&V simplifiée.

Dans ce travail, nous présentons quelques avancées i®uesatet & construire des modéles de simu-
lation optimisés vis-a-vis de la prédiction de quantitéatdrét. Ces avancées se basent sur les concepts
généraux de probléeme adjoint [6] et d’erreur en relation @laportement [7]. Dans un premier temps,
nous nous focalisons sur des travaux liés a la vérificatidmssique”, i.e. au controle de la discréti-
sation dans les calculs menés par la méthode des élémestsdimimontre dans ce cadre qu’on peut
définir des bornes d'erreur locale a la fois garanties, pescet relativement simples a calculer [11].
Dans un second temps, nous nous intéressons au contrdleldésns obtenues par la réduction de
modele, démarche largement utilisée de nos jours poueltias modeles complexes multi-paramétrés.
Nous prenons I'exemple de la technique P@&oper Generalized Decompositioef. [4]), et montrons
qu’on peut y associer des outils pertinents de controle endeul’estimation fiable de quantités d'inté-
rét [10, 3]. Enfin, nous présentons des travaux relatifs alialation de modéle, toujours en vue de la
prédiction d’'une quantité d’'intérét donnée. Nous intredas une approche qui, a partir d’'une fonction
co(t pertinente, permet un recalage optimal des parandhiresodéle vis-a-vis de la quantité d’intérét.
Cette approche fournit de plus des informations utiles ptablir efficacement le protocole expérimental
(position des capteurs, type d'essai, ...) et le dialogwntrel entre I'expérience et la simulation afin
d’atteindre I'objectif visé.



2 Modele mathématique de référence

On considére un probléme d’élasticité linéaire, en statigur une structure représentée par un do-
maineQ c RY de frontiéredQ (Fig. 1). La structure est encastrée sur une zone non dwllec 0Q,
tandis qu'une force volumiquiy (resp. une force surfacique;) est imposée danQ (resp. sud,Q),
avecd1QU0,Q =0Q etd;QN0,Q = 0. Le modéle associé est gouverné par trois groupes d'égsati

— les équations de compatibilité cinématique :

1
e =5(Ou+ O'u) dansQ ; u=0 surd;Q (1)
— les équations d’'équilibre :
divo+fq=0 dansQ ; on=Fg surd,Q 2

— larelation de comportement :
o=Keg dansQ 3

u représente le déplacement(resp.o) le tenseur des déformations linéarisées (resp. des auaBa

de Cauchy) eh la normale sortante 2. On suppose que le comportement du matériau, décrit par le
tenseur de Hookd<, dépend non seulement de la position spatialaais aussi d'un ensembfe=

[P1, P2,---, Pn] de paramétres (champ stochastique par exemple) appargenanespace born® =
@1X@2X---X@N.

Fig. 1 — Structure d’étude et son environnement.

On introduit 'ensembler = {v € [H%(Q)]9,v vérifie (1)} des déplacements cinématiquement admis-
sibles ainsi que I'ensemble = {1 € [L?(Q)]4(@+D/2 1T — 1,1 vérifie (2)} des contraintes statiquement
admissibles. Le probléme peut alors étre écrit sous la féarbke suivante :

Trouveru(p) € ¥ telque ¢ (p,u,v)=I(v)—a(p,u,v)=0 Ywev 4
aveca(p,u,v) = [o K(p)z(u) 1 £(v)dQ etl(v) = [ofq-vdQ + [, Fa-vdS

3 Présentation des concepts utilisés

3.1 Probleme adjoint

On s'intéresse a une quantité d'intérét no@et supposée linéaire par rapportddéplacement
local, moyenne de contrainte, ...). Elle est en pratiqueitdésous la forme générale :

Q(u):/Q(crz:ez(u)—i—fz-u)dQ—i- [ Fzuds 5)

ou (o3, fs,Fs) sont des opérateurs d’extraction, souvent construits ti plarfonctions de Dirac ou de
Heaviside. Les outils du contrdle optimal [6], permettantamment d’obtenir la sensibilité dgu(p))
par rapport g, définissent alors le Lagrangien :

L(p,u,A) =Q(u)+ 6 (p,u,A) (6)
et la recherche du point stationnaireld&it apparaitre le probléme adjoint suivant :

TrouverA(p) € v tel que Q(du) —a(p,d0u,A) =0 Youe ¥ @)
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La solution adjointe\(p), valide pour tout chargemefiy, Fq4), conduit a la formule de représentation :

Q(u(p)) =1(A(p)) (8)

On note par la suite 'espace des champs de contrainte statiquement admisgibler le probléme
adjoint, i.e. en équilibre avec le chargemént, s, Fy).

3.2 Erreur en relation de comportement

Le concept d’erreur en relation de comportement (ERC) défime mesure énergétique, notée
de la non-vérification de la loi de comportement entre un ¢hdm contrainter € § et un champ de
déplacement € v :

r2(pvt) = 5 [ [1- Kp)]: K 1 p) - K(pe)lda = Slt-Kp:mIE (@)
Q

Remarque 1 Une définition plus généralemgeen particulier pour les modéles non-linéaires, peut étre
donnée a partir de potentiels convexes.

On a alors la relation suivante (cf. [7]), avet= 5[t + K (p)z(V)] :

1
HGT—T*HZZEZZ(D,V,T) Wewv.VTes (10)

ol est la solution en contrainte de (1-3). Cette relation gsloiéée par la suite pour établir des bornes
d’erreur garanties.

4 Controle des calculs éléments finis

Dans cette section, la valeur geest supposée connue et fixe (pour simplifier les écrituresieon
fait pas apparaitr@ dans les expressions). On suppose que le probleme (4) ekt s la méthode
des éléments finis ; on noté, C ¥ I'espace de dimension finie associ€&t, o, = K¢ (up)) la solution
approchée. L'erreur de discrétisation occasionné@siécrit alors, en notarit la solution du probleme
adjoint (7) :

Q(u) — Q(ur) = I(@) — a(un, i) = Ry(@) (11)
ou R, est la fonctionnelle des résidus. Afin d’estimer cette erren calcule une solution approchég
du probléme adjoint; on utilise en pratique la méthode déséhts finis associée a un enrichissement
local par des fonctionbandbook(fonctions de Green généralisées, voir Fig. 2) dans le najg de
la zone de définition d€ (cf. [9]). Les solutions approchées des problemes de mééret adjoint
sont ensuite post-traitées afin d’obtenir des solutionsiggibtes(0n,dn) € ¥V x § et(ﬁh,éh) VxS,
La technique permettant d’'obtenir de telles solutions adibies, notamment un champ de contrainte
équilibré, se base sur les propriétés des solutions appeedbsues de la méthode des éléments finis, i.e.
'admissibilité cinématique et I'équilibre au sens desyé@ats finis [7].

Fig. 2 — Zone de définition de la quantité d’intérét (gauchefpnction d’enrichissement utilisée (droite).
On obtient alors le résultat de majoration suivant (voij [8]
|Q(u) — Q(un) — Qeorr| < £ (On, 5n)E ({in, &n) (12)
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ou Qcorr €st un terme de correction calculé a partir des solutionsissilotes (Oy,, 1) et (Gh,c?rh). A
noter que ce résultat de majoration n’utilise pas la propritorthogonalité de Galerkin, mais simple-
ment les propriétés des solutions admissibles a disposifimsi, des bornes garanties et précises sur
Q(u) — Q(up) peuvent étre déterminées ; en pratique, I'enrichissenoeat Hu probléme adjoint rend le
termez ({ih, &n) trés petit et fournit un encadrement @u) avec une précision de I'ordre de 5% & un
codt acceptable. A noter que des optimisations de la m&arét2) sont possibles ; en particulier, des
propriétés sur des domaines homothétiques évitent la ajoration parfois occasionnée par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz [11].

5 Contr6le de la réduction de modele basée sur la PGD

On cherche a présent a quantifier I'influence des paramgtsas la solutionu, en vue par exemple
d’une stratégie d’optimisation de structure. On définitrumia les formes globaleu,Vv) = [ga(u,v)dp
etL(v) = [ol(v)dp, ainsi que I'espack?(©,7) = v @N_, Py, avecr; = L2(©;). Le probléme peut alors
étre décrit par la formulation faible globale :

Trouveru(x,p) € L2(@, 7 ) tel que A(p,u,v)=L(v) Yel?O,v) (13)

La détermination d’'une solution approchée de (13) par lethodés standard est généralement impos-
sible car le colt de calcul croit exponentiellement avecomlire de parameétres (malédiction de la
dimension). La technique PGD [4] est une alternative quinetita constructiom priori d’une représen-
tation par variables séparées de la solutiox p). L'approximation PGD est cherchée sous la forme :

N
u(x,p) ~ Um(x,p) = Eiw. avecl'i(p) = [ Yin(Pn) (14)
n=1

oumest I'ordre (i.e. le nombre de modes) de la représentatnis que les fonctions d’espageg(x)

et les fonctions des parameétrgga(pn) appartiennent & et 2, respectivement. Une particularité inte-
ressante de la PGD est que les modes sont calculés a la \aiéa;anaissance surNous donnons ici
une version classique de la technique PGD, app@kerkin progressivest basée sur une méthode de
point fixe.

On suppose qu’une approximation PGD a I'ordne- 1 a été calculée. L'approximation a I'ordneest
alors définie par :

N

Um(X,P) = Um-1(X,p) +3(X)T (p) avecl (p) =[] Yn(Pn) (15)

n=1

A partir d’une initialisationy(©) (x)I (9 (p), on construit une nouvelle représentatipft) (x)I V) (p) du
modem avec la sous-itération suivante :
— pourng=1,...,N, on calcul nﬁ)(pno) € Pnyh tel que :

Alum1+ %Oy TR Oy T =L Oy TIY) Wy € 2y (16)

o N O
avecl' n
El n= u—&-l
— on calculeyy™V (x) € 9, tel que :
A(Um 1+ T T ) = Ly TW) v € vy (17)

En pratique, le processus est stoppé apres quelquesaitéradt les fonctions des paramét\;éi%( Pn)
sont normeées a chaque sous-itératjon

Le point clé pour le contrble robuste de la PGD par I'ERC estdkeul, pour toutp € ©, d’'une
solution admissiblé¢l,, o) par post-traitement de I'information disponible. En pyag, on prendiy, =



um et le calcul dery (X, p) est fait & partir d'un champ reconstrui,(x, p) satisfaisant I'équilibre au sens
des éléments finis pour topte © :
/crmiéz(u)*dQ:/ fq-u*dQ+ Fq-u*dS Vu* e vy (18)
Q Q 320
Un champ particulier vérifiant (18), noté(x), peut étre calculé simplement avec la méthode des élé-
ments finis en déplacement. De plus, en notant qu’a la fin desit&rations pour le calcul de chaque
mode PGDmy € [1,m], la condition (17) donne :

Al o) = L8 T) " € ¥y [ | [ o (Ke(my) -~ dp] e(7)2 =0 v < v

(19)
donc que le term&py, (X) = o' m, (K e(Um,) — oq)dp est auto-équilibré au sens des éléments finis, on
définit o, puis o sous la forme :

omxP) =)+ S Pr(PCn(X) § GmxP) =)+ 3 PP (20)
mo=1 mo=1

am est obtenu a partir des propriétésaieet des techniques classiques [7]. Les coeffici@ptgp) sont
quant a eux déterminés explicitement en minimisiyt (p, Um, 5m)dp.

Pour estimer I'erreur su@, on résout le probléme adjoint par la technique PGD (avecrdreo
M potentiellement différent dm) associée a un enrichissement local. On obtient alors unferatian
similaire a (12) :
’Q(U) - Q(Um) - Qcorr‘ <E (p7 0m7 &m)f (p7 ﬁm, é}m) (21)
et des bornes trés précises fu) — Q(um) en sont déduites (voir Fig. 3).

Dans le modéle réduit PGD, I'erre@(u) — Q(um) vient de deux sources : (i) la troncature de la repré-
sentation PGD (14) a I'ordrm,; (ii) la discrétisation utilisée pour calculer les moden. difet, I'erreur
s'écrit :

Q(U) - Q(Um) - [Q(U) - Qdis] + [Qdis - Q(um)] = Ndis+NPGD (22)
ou Qqjs est la valeur de la quantité d’'intérét obtenue apreés disatié&n du probleme de référencenats
(resp.npgp) est la part d’erreur venant de la discrétisation (respadedncature de la représentation
PGD). Pour contréler le modéle réduit et mener les stragégiaptatives, on introduit un indicateur
d’erreur pour chaque source. Il suffit pour cela d’'introdudes problémes de référence additionnels ; par
exemple, I'estimation de la part d’erreqissp due a la troncature de la représentation PGD peut étre faite
en considérant le probléme discrétisé (de la fokthk, = Fy), i.e. celui donnan@yis, comme probléme
de référence. Des solutions admissibles sont alors défiriesapport a ces nouveaux problémes de
référence (elles sont en pratique obtenues par un posrrant direct de I'information a disposition)
afin de pouvoir utliser un résultat de majoration similaif@8).

Fig. 3 — Exemple de borne d’erreur normée et d’indicateuesreur en fonction du nombra de modes
PGD utilisés pour le probléeme adjoimh& 3).



6 Recalage de modele

On suppose dans cette partie que la valeys,deal connue, nécessite d'étre recalée a partir d’infor-
mations expérimentales. Ces informations sont représeiar un ensemble de quantités observables
Sobs Mesurées a partir de la réponse de la structure. Le procdssexalage nécessite de résoudre un
probléme inverse qui est généralement mal posé [2].

6.1 Contrble des paramétres vis-a-vis de la quantité d’'intét

Parmi toutes les techniques de recalage, une techniqueutiarement robuste et efficace consiste
a imposer les données expérimentales par pénalisationut@nsouvelle définition de 'ERC appelée
erreur en relation de comportement modifjgget notéez :

£ (0., 1) = £(p.9.T) + 5 1 —II5V(P)] ~ Sond 23

Les deux termes composaz_ats'interprétent respectivement comme une erreur de modéleecerreur
de mesure ; le parameétre scalairpermet de moduler I'influence de ces deux termes. Le recglage
'ERC modifiée consiste alors a trouver le jeu de paramétgggel que :

Psol =argming (p) ; #(p)= min £(p,v,T) (24)

pcoO (V,T)ev xS

Il est mené par une méthode itérative, chaque itérationistans en deux étapes de minimisation : (i)
une minimisation de surv’ x s, appelée étape de localisation, qui permet de décelerdeséls de
a recaler en premier; (ii) une minimisation desur®, appelée étape de correction.

Gardant la philosophie et la flexibilité de 'ERC modifiée, propose ici une version du recalage
deédiée ala quantité d'intér€L On introduit pour cela une nouvelle fonction codt, notégp) et définie
par :

Fo(P) = argmin| 210~ Quod )+ 5 51~ Qe p) (25)
geR

Le terme d’erreur de modé%q— Qmod(p)|? implique une valeuQmoq de la quantité d'intérét définie
par le modéle uniguement, c’est-a-dire par (4) :

Qmod(P) = Q(p,u1(p)) ; G (P,uL,v)=0 Wev (26)
Le terme d’erreur de mesu%q— Qobs(P)|? implique une valeuQqpsde la quantité d’intérét définie par
une interpolation des mesurggy, i.€. :

Qobs(P) = Q(p,U2(p)) ; (Uz,X) = argmin £ (p,V,1) (27)

(Vv,n)ev x$

La seconde équation de (27) impligags et aboutit au systemi (p)]{U2} = {F} dans sa forme dis-
crétisée.

La nouvelle étape de localisation consiste donc a calcedgp). Ce probléme de minimisation sous
contrainte est traité en introduisant le Lagrangien sastrétisé :

Lo, s, {Ua} . (M) = 51— Q(p,Un) P+ 5 1[0 Qu(p. {Uz})+ 6 (b, )+ (0T (R ()}{Ua) — (F))

et la recherche du point-selle g méne au systéme suivant : )
(9= Q(P.up)}+ 7—[d— Qn(p. {Uz})] =0 (292)

—[a—Q(p,u1)]Q(p,du1) —a(p,dus,u) =0 Vdui € V (29b)

— 77 d— Qn(p. {U2})]Qn(p, {8U2}) + {\T[R(p)]{8U2} =0 V3{Uz} (29c)

G (p,us,0u) =0 Ydu € Up (29d)

[K(p){Uz2} = {F} (29¢)



ou (29b) et (29¢) sont des problemes adjoints. On obtiens$ alo
1
9= (1-r)Q(p,u1) +1Qn(p,{U2}) ; Fo(p)=3rlQ(p,u1) — Qn(p, {U2})? (30)
avecu; (resp.{U,}) vérifiant (29d) (resp. (29e)). Les problémes adjoints petiétre en outre réécrits :

a(p,duy, p) =a Q(p,3u1) Woure v ; {AT[R(p){dUz} = a Qn(p,{8Uz}) ¥B{Uz} (31)
aveca = r[Q(p,uz) — Qn(p,{Uz2})].

La séparation dgg(p) en contributions de chaque élémgrtdep, sous la forme :

N
7q(p) = ZlfQ.,n(pn) (32)

permet de localiser 'ensemble des parameétres qui cosfrttde plus au contréle de la quantité d'intérét
Q; ces parametres doivent donc étre recalés en premier.

Dans I'étape de correction, le gradient gg(p) est calculé a partir des résultats obtenus dans I'étape
précédente. En effet, on a directement :

07q(p) d 0

=—1L ug, {U A)=—L ug, {U A 33

apn th Q(p7q7 17{ 2}7#7{ }) apn Q(p7q7 17{ 2}7“’7{ }) ( )
avec(q,us,{Uz2}, s, {A}) solution de (29). Par conséquent, cette méthode permetrahiice le pro-
cessus de recalage d’'une fagcon optimale et naturelle vis-de la quantité d'intérét (cf. Fig. 4). Les
itérations sont arrétées quand la valeurrdeatteint une valeur seuil donnée.

6.2 Contrble des mesures vis-a-vis de la quantité d’'intérét

On s’intéresse a présent a la sensibilitédear rapport aux mesurag,s. Le processus de validation
est impliqué ici, car un changement daggs affecte la valeur d@. Le processus (24) utilisant 'ERC
modifiée peut étre vu comme un probléme de minimisation sonsainte (avec des mesures fisgs),
sa solution étant le point-selle du Lagrangien suivant :

L(q,V,T,A\) = £(q,v,T) + [/QI:g(A)dQ—/Qfd-AdQ—/aQFd-AdS} (34)

L dépend explicitement des mesusggs, qui sont impliquées dans la définition de de telle facon
qu’on peut aussi écrire(q, Vv, T, \, Sops)-

La quantité d’intérét s’écrit quant a el@(z(Sobs), Sobs), avecz = (p,u,a, i) solution du probléme de
calibration, i.e. réalisant le point-selle de

Ly(z.50ps:82) =0 V&2 (35)
Onade plus :

Os,0:Q(Z(Sobs) , Sobs; OSobs) = Q,sobs(z(sobs),sobs; BSobs) + Q7 (Z(Sobs), Sobs d2) (36)

avecdz = dg,, Z(Sobs OSobs). Avec les outils du contrdle optimal, on introduit le nouvdaagrangienv
défini par :

M (Z, Sobs,Y) = Q(Z, Sobs) — £(Z, SobsY) (37)
La solutionz* du probléme adjoint :
£"(2,%bs Z*,02) = Q,(Z,Sps 02) Vdz (38)

permet d'obtenir le résultat suivant :
Os,,:Q(Z(Sobs) » Sobs, OSobs) = Méobs(z, Sobs; Z"; OSobs)
= leobs(z’ Sobs, OSobs) — Lé'sobs(Z, Sobs Z", OSobs)
avecz vérifiant (35), ce qui donne la sensibilité @epar rapport &ps

(39)
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Remarque 2 La méme solution adjoite avec des mesures fixggs, permet aussi de considérer la
sensibilité des parameétrgsidentifiés par rapport au maillage éléments finis utilisé iplauvalidation
(voir [1]).

Remarque 3 Choisir & p, dans I'analyse de sensibilité permet de mesurer I'effetidiesrtitudes de
mesure sur les valeurs des paramétres recalés.

Linformation issue dels, Q peut étre utilisée pour définir un protocole expérimentainog, en cher-
chant la position des capteurs et les quantités mesuréesmglént |ds, Q|| maximal.

—e—fct colt F
- -fetooitF ||

0 1 2 3 4 5 6
iteration

Fig. 4 — Recalage d’'une structure de type treillis, chagidet E; (i = 1,..,10) des barres étant un
parameétre, en vue de la prédiction de la fleche au (& = vp) : configuration de la structure étudiée
(gauche) ; évolution de la valeur prédite pddra chaque itération du recalage avec 'ERC modifiée
classique ou la nouvelle fonction cofg (droite).
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