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••♦♥s ♦r❞♦♥♥❡r ♣❛rt✐❡••❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s té•é♣❤♦♥✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡✱ ❡st✲❝❡ q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t •❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t •❡ ♣♦✐♥t x é♠✐s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t •❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❛✉ ♣•✉s ✷ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x ❝♦♠♠❡ é•é♠❡♥t❄ ❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é q✉✬✉♥ s❡✉• ❢♦r♠❛t ❞❡ té•é♣❤♦♥❡ ✭✐❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡✮✱ q✉✐ ❡st ❞✬êtr❡ ✉♥ tr✐♣•❡t (E, F, R) ♦ù R ⊆ E × F ✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❝♦♠♣•èt❡♠❡♥t s✉❜•❡❝t✐✈❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬❡••❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ •❛ ✈♦•♦♥té ❤✉♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é❞✐❡r •✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ é♠❡tt❡✉r ❡t •✬❛✉tr❡ ❝♦♠❜✐♥é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r✱ •♦rsq✉❡ •❡ ❝♦✉♣•❡ ❞✬♦❜•❡ts ❡st ❝♦♥ç✉ •❡s ♣❛rt✐❡s ♠❛tér✐❡••❡s ❞✬✉♥ té•é♣❤♦♥❡✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡•♦♥s ✐❝✐ té•é♣❤♦♥❡ ❡st ❣é♥ér❛•❡♠❡♥t ♣•✉tôt ♥♦♠♠é ❝♦✉♣•❡ ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s✳ ◆♦✉s r❡♥♦♠♠♦♥s ♣❛r •❡ ♠♦t ❝♦♠❜✐♥é ❝❡ q✉❡ •❛ ✈✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❛♣♣❡••❡ té•é♣❤♦♥❡✳ ❊t ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ •❡s ❝♦♠❜✐♥és ✈♦♥t ❡♥s❡♠❜•❡ ❡t ❢♦r♠❡♥t ✉♥ té•é♣❤♦♥❡ à ❡✉① t♦✉s✳ ■• ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ •❡s ❝♦♠❜✐♥és à ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é❞✐é❡s ❡♥ •❡s ❢♦rç❛♥t à s❡ ❝❛té❣♦r✐s❡r✳ ■• ♥✬② ❛✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬❡①✐❣❡r q✉❡ •❡s é♠❡tt❡✉rs ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❞✬é❝r❛♥ ❡t q✉❡ •❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝•❛✈✐❡r✳ ❈✬❡st 

•❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ t♦✉t •❡ tr❛✈❛✐•✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥é ❞✐s♣♦s❡ ♥♦♥ s❡✉•❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝•❛✈✐❡r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ é❝r❛♥✳ ■• ♥✬② ❛✉r❛ ♣•✉s ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é♠❡tt❡✉rs✱ ♥✐ ❞❡ ré❝❡♣t❡✉rs✳ P❛r ❛✐••❡✉rs✱ ✐• ♥✬② ❛ ♥♦♥ ♣•✉s ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❡ •✐♠✐t❡r à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ té•é♣❤♦♥❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❡✈r♦♥s ❞♦♥❝ •❡ ❢♦r♠❛t ❞✬✉♥ té•é♣❤♦♥❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥és✱ ❛✉q✉❡• ♦♥ ❛tt❛❝❤❡r❛ ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❈❡tt❡ ❣❛r❛♥t✐❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t q✉❛♥❞ i ♣❛r❝♦✉rt •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s I ✶ ❞❡ •❛ ❢❛♠✐••❡ ❞❡s C i × E i ✳ ❉❛♥s •❛ ♠ét❛♣❤♦r❡✱ ✐• ❢❛✉❞r❛ •❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♥❛t✉r❡••❡♠❡♥t✱ ❡t ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ✈♦✉•❛♥t ❞✐r❡✿ ❈❤❡rs ✉t✐•✐s❛t❡✉rs✱ q✉❛♥❞ ✈♦✉s t❛♣❡r❡③ s✉r ✈♦s ❝•❛✈✐❡rs C i •❡s t♦✉❝❤❡s x i ✱ ✐• s✬❛✣❝❤❡r❛ s✉r ✈♦s é❝r❛♥s E i ❞❡s ré♣♦♥s❡s r i t❡••❡s q✉❡ (i → (x i , r i )) ∈ G✳ ❊t ❛•♦✉t♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❡♥❢♦♥❝❡r •❡ ❝•♦✉✱
(t 1 = t 2 ) := (t 1 ≤ t 2 et t 2 ≤ t 1 ) s♦♥t ❛♣♣❡•é❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉♣•✐❝✐té I✱ •❡ ♣ré♦r❞r❡ ❡st ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s s②♠étr✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦•✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♥❛t✉r❡••❡ s✉r •❛ ❝•❛ss❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣•✐❝✐té I✳ ❈❡•❛ rés✉•t❡ ❞❡ •✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ♠❛✐s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ réé❝r✐t ❡♥ s✬❡♥ ❞✐s♣❡♥s❛♥t✱ à •❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❡t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡✳ ❉❛♥s t♦✉t •❡ t❡①t❡✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣•✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐••é ❛✈❡❝ ❆❈ ❡t ✉t✐•✐s♦♥s •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✭q✉✐ s❡r❛ ❛♣♣❡•é •✬✉♣•✐❝✐té✿ ❝✬❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és✮✱ ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ i ∈ J → (E i , F i , E ′ i , F ′ i )✳ ❙♦✐t G, H ❞❡s ❡♥s❡♠❜•❡s ✭❝❡ s♦♥t ❝❡s ❡♥s❡♠❜•❡s G, H q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥ •❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s✮✳ ▲❡ té•é♣❤♦♥❡ T 1 := ((i → (E i × F i )), G) ❡st ❞✐t ♣•✉s ❢❛✐❜•❡ q✉❡•❡ té•é♣❤♦♥❡ T 2 := ((i → (E ′ i × F ′ i )), H) ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ T 1 ≤ ludique T 2 ✮✱ q✉❛♥❞ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ i ∈ J → (f i ∈ (E i → E ′ i ), g i ∈ ((E i ×F ′ i ) → F i )) ✭♦♥ ♥♦t❡ X → Y •✬❡♥s❡♠❜•❡ Y X ✮ t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ i E i , y ∈ i F ′ i : s✐ (i → (f i (x i , y i ))) ∈ H ❛•♦rs (i → (x i , g i (x i , y i ))) ∈ G q✉✐✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ ♣❡✉ ❝❛❜❛•✐st✐q✉❡✱ ❡st •❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ T 2 ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉•❡r •❡ té•é♣❤♦♥❡ T 1 ✳ ❈❤❛q✉❡ (E i × F i ) ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és ❞✉ té•é♣❤♦♥❡ T 1 ✭E i ❡st •❡ ❝•❛✈✐❡r ❞❡ ❝❡ ❝♦♠❜✐♥é ❡t F i s♦♥ é❝r❛♥✮✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ▲❡ ❞✉❛• ❞❡ T 1 ❡st •❡ té•é♣❤♦♥❡ ❛②❛♥t •❛ ♠ê♠❡ ✉♣•✐❝✐té ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r E ′ i := (E i → F i ) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ J ❡t F ′ i := E i ✳ ❙❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s (i → (f i , x i )) t❡•s q✉❡ (i → (x i , f i (x i ))) / ∈ G ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛•✐té ❡st✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✸ P♦✉r t♦✉t❡ ✉♣•✐❝✐té✱ •❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T → dual(T ) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r •❡ ♣ré♦r❞r❡ •✉❞✐q✉❡✳ ❉❡ ♣•✉s ♣♦✉r t♦✉t❡ ✉♣•✐❝✐té ❡t t♦✉t té•é♣❤♦♥❡ T ✱ dual(dual(T )) = ludique T ▲♦rsq✉✬✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢❛♠✐••❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (i → f i ∈ E i → F i ) t❡••❡ q✉❡ ∀x ∈ i E i : (i → (x i , f i (x i ))) ∈ G •❡ té•é♣❤♦♣♥❡ T 1 ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✧❁♠❛❣✐❡✧❃ ♣♦✉r ♠❛r❝❤❡r ❡t ❝✬❡st ❝❡tt❡ ♠❛❣✐❡ q✉❡ ♠❡s✉r❡ •✬♦r❞r❡ •✉❞✐q✉❡ ❛♣rès q✉♦t✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■• s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ •❛ ◆❛t✉r❡ ♥♦✉s ♦✛r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ ✭q✉❡•q✉❡s té•é♣❤♦♥❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s •❛ ♥❛t✉r❡ s❡•♦♥ •❛ ❚◗ ❡t •❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ •❡s ♦♥t t❡stés✮ ✶ I ❡st ❛♣♣❡•é •✬✉♣•✐❝✐té ❞✉ té•é♣❤♦♥❡ ✽ ❈❍❆P❚❊| ✶✳ |➱❙❯▼➱ ❉❊❙ ▼❖❚■❱❆❚■❖◆❙ ❉❊ ▲✬❆❯❚|❊ ❆|❚■❈▲❊ ❈❡tt❡ ❞✉❛•✐té ❢❛✐t é♠❡r❣❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tr✐✈✐❛•✐té ✉♥❡ ❝•❛ss❡ ❝♦✲✐♥✐t✐❛•❡ ❞❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦♠♠és ❛♥t✐❈❛♥t♦r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡•❛ rés✉•t❡ ❞❡ •✬é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ •❛ ❝•❛ss❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ∀i ∈ I : r i = x ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝•❛ss❡ ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❝♦✜♥❛•❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ •✬✉♣•✐❝✐té I✳ ❆r♠é ❞❡ ❝❡s ❛♥t✐❝❛♥t♦r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❡♥ s❡r✈♦♥s ❞❡ té♠♦✐♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t été ❞✐✣❝✐•❡ à ♣r♦✉✈❡r s❛♥s s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♣❛rt✐❝✉•✐èr❡s✿ t♦✉t ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té ✷ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛• ❞é♣❛ss❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥•❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡••❡ ❡••❡✲♠ê♠❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛•❡ ❡♥tr❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ✶✳✸✳✹ •❛♣ ❞❡s é❝r❛♥s ❞❡s é♠❡tt❡✉rs ✭❡t ❞❡s ❝•❛✈✐❡rs ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs✮ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ •❡ ❞✐r❡✱ •❛ ♥♦t✐♦♥ s✉❜•❡❝t✐✈❡ ❞✬é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ❛ été r❡t✐ré❡ ❞❡ •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ té•é♣❤♦♥❡ ♣✉✐sq✉✬❡••❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ✭❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ •✬✐❞é❡ ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à •✬✉♣•✐❝✐té ✷✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞ès à ♣rés❡♥t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ r❡t✐r❡r à ✉♥ ✉t✐•✐s❛t❡✉r q✉✐ s❡ ✈✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ é♠❡tt❡✉r •❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r s♦♥ ❝♦♠❜✐♥é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✉♥ ❝•❛✈✐❡r ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛•✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❛ ré♣♦♥❡ ❡st ♦✉✐ ❡t ❡st é❞✐✜❛♥t❡✿ ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ •❡ ❢❛✐t q✉❡ •❡ ❝♦♠❜✐♥é ✉t✐•✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ é♠❡tt❡✉r ♣❛r •✬✉t✐•✐s❛t❡✉r ♣✉✐ss❡ s❡ ❞é❢♦✉•❡r ❡♥ ❞✐s❛♥t ❞❡s ❝❤♦s❡s s✉r ✉♥ é❝r❛♥ ❣é♥ér❛•✐s❡ ✐♥❝r♦②❛❜•❡♠❡♥t •❡ ♣❛♥❡• ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ❝♦♥❝❡✈❛❜•❡s ✭✐• ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✐♥t✉✐t✐❢ q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s •❡ ❝❛s✮✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❝✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♣•✉s ❢❛❝✐•❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ à •✬❛✉tr❡ ❜♦✉t✱ •❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✉t✐•✐s❛t❡✉r q✉✐ s❡ ❝♦♥ç♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❛✐tà t❛♣❡r q✉❡•q✉❡ ❝❤♦s❡ s✉r ✉♥ ❝•❛✈✐❡r✱ ❡♥ ♣•✉s ❞❡ s❡✉•❡♠❡♥t •✐r❡ s♦♥ é❝r❛♥ ❣é♥ér❛•✐s❡ é♥♦r♠é♠❡♥t •✬ét✉❞❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛•✐s❛t✐♦♥ s✐t✉❡ ✭❛❝❝✐❞❡♥t❡••❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s •❡ ❜✉t ✐♥✐t✐❛•✮ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♥✬❡st ❞✉ ❝♦✉♣ ♣❛s t♦t❛•❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ •❡s té•é♣❤♦♥❡s à ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥és ✭❞✬✉♣•✐❝✐té ✷✮ ♦ù •✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♥✬❛ ♣❛s ❞✬é❝r❛♥ ❡t •✬❛✉tr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝•❛✈✐❡r ♦♥t ❞é•à été ét✉❞✐é ❞❛♥s •❡ ♣❛ssé✱ s❛♥s ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ t❡•✱ ✐❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s✳ ▲❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s té•é♣❤♦♥❡s ♣❛rt✐❝✉•✐❡rs ♣♦rt❡♥t •❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ✶✳✸✳✺ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉•✐❡rs ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❢❛✐t •❡ ♣♦✐♥t ❡t ♣r♦❜❛❜•❡♠❡♥t r❡❞é♠♦♥tré •❡s •❡♠♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡•q✉❡s t❤é♦rè♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❉❛♥s •❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù •❡s ❚✉❦❡② s♦♥t ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s ♦r✐❡♥tés ✭é♠❡tt❡✉r ✈❡rs ré❝❡♣t❡✉r✮✱ ♦♥ ♣❡✉t •❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛•✐s❛t✐♦♥ ❞❡ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛•✳ ❖♥ ❣❛❣♥❡ ♠❛•❣ré ç❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡r✈❡✐••❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s✐♦♥s ♣❛s ❛✈❡❝ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛•✿ ✉♥❡ ✐♥✈♦•✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❞♦♥t •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛•❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡••❡ é♠❡r❣❡ ❞❡ •✬✐♥✈♦•✉t✐♦♥ •✉❞✐q✉❡✱ ❡••❡✱ ♥♦♥ tr✐✈✐❛•❡✮✱ ❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s q✉❡ s✬❛rrêt❡r ❛✉① ❝❛r❞✐♥❛✉① ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ♣❛s ❞✬❛❜♦r❞❡r✳ ❆ ❝ôté✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡r❞ r✐❡♥✿ •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t✱ s❡ ♠✉•t✐♣•✐❡♥t ✭❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ♣r♦•♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r •❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✮✳ ▲❡s ♠ê♠❡s •❡♠♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s q✉❡ ❝❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t •❡s ❝❛r❞✐♥❛✉① s♦♥t ✈r❛✐s ❡♥ r❡♠♣•❛ç❛♥t •✉st❡ ✧❁❝❛r❞✐♥❛•✧❃ ♣❛r ✧❁❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡②✧❃ ❞❛♥s •❡✉rs é♥♦♥❝és✳ ❈♦♠♠❡ tr❛✈❛✐• ❞é•à très ❛❝❝♦♠♣•✐✱ ❙t❡✈♦ ❚♦❞♦r❝❡✈✐❝ ❛ ❝•❛ssé •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❡ t♦✉s •❡s ♣ré♦r❞r❡s ❞é♥♦♠❜r❛❜•❡s✳ ✶✳✸✳✻ ❊t❡r♥✐té ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥❛❜♦r❞❛❜•❡ ❛✈❡❝ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❡st ✐♥❢♦r♠❡••❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❡••❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣•✉s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥✈❡rsé❡ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ u t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n : u n ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r u n+1 ✮✳ ❆❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ❡st très •✐♠✐t❛t✐❢✿ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ •❡ ✜♥✐ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜•❡ ❡t •✬✐♥✜♥✐ tr♦♣ ❢♦rt ❡t ç❛ s✬❛rrêt❡ •à ✭•❡♠♠❡ ❞❡ ❑♦♥✐❣✮ ▲✬✐♥térêt ❞❡s ❚✉❦❡② ❡st q✉✬à ❞é❢❛✉t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ✈❛ ré♣♦♥❞r❡ à •❛ q✉❡st✐♦♥✱ ❡••❡ ❡st ♣♦s❛❜•❡✳ ❊t ✐• s❡ tr♦✉✈❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ② ré♣♦♥❞r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé •❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①❛❝t ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ •✐♠✐t❛♥t •❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s✳ ✶✳✹✳ ▼❆•■❊ ✾ ✶✳✸✳✼ ❉❡♥s✐té ♣❛r •❡ ❜❛s ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② a ♥✬❡st ♣❛s ≤ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② b✱ •✬✐♥•❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡••❡ ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té ✷✱ ♥♦té injvrit(a, b)✮ ❞❡ a ❞❛♥s b ♥✬❡st ♣❛s ❜♦tt♦♠•✉❞✐q✉❡✳ ❊t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ♣❛r♠✐ •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣•✐❝✐té ✷✱ •❡s ❞❡❣rés injvirt(a, b) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝•❛ss❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ✉♥ rés✉•t❛t q✉✐ ♥♦✉s ♣❛r❛✐t ❡①trê♠❡♠❡♥t é❞✐✜❛♥t✿ ♣♦✉r t♦✉t ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ c ♥♦♥ tr✐✈✐❛• ❞✬✉♣•✐❝✐té ✷✱ ✐• ❡①✐st❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a, b t❡• q✉❡ a ♥✬❡st ♣❛s ≤ T ukey b ❡t ♣♦✉rt❛♥t injvirt(a, b) ≤ ludique c✳ ❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t tr✐✈✐❛•❡♠❡♥t à •✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣•❛✐❞❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✬✉♥❡ très ❢♦rt❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✳ ❙❛❝❤❛♥t✱ ♣❛r ❛✐••❡✉rs✱ q✉❡ •❛ ❝•❛ss❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❡st ✉♥❡ ❛ss❡③ ❣r♦ss❡ ❝•❛ss❡ ❞❡ ❞❡❣rés ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ✭♠ê♠❡ s✐ t♦✉s très ❢❛✐❜•❡s✮✱ ❝❡•❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ♣❡r♠❡t ❞✬❛••❡r ♠❡s✉r❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡s à •❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐st❡ ❞♦♥t ♦♥ ❡st✐♠❡ ❤❛❜✐t✉❡••❡♠❡♥t q✉✬❡••❡ ❛ ♣♦✉rt❛♥t ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬❛••❡r é❝•❛✐r❡r •❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ✭▲❡s ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢s s♦♥t •❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠❛❣✐❡ q✉❡ •❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐•✐st❡ ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ ♥✉•✮✳ ✶✳✹ ▼❛❣✐❡ ▲❛ ◆❛t✉r❡✱ à tr❛✈❡rs •❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡s ❝♦♥✜r♠é❡s ❞♦♥t •❡s rés✉•t❛ts ét❛✐t ♣ré✈✉s ♣❛r •❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❛ ♠✐s à ♠❛• •✉sq✉✬à •❛ •♦❣✐q✉❡ é•é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ✭r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞✬é✈✐❞❡♥❝❡s très ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ •❛ ♣❡♥sé❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮ ❡st ❞✬❛✐••❡✉rs tr♦♣ ♠❛• ❝♦♥♥✉ ♠ê♠❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡•s✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♠♣t❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ✷✵✶✹✱ ♣•✉s •❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s q✉✐ t❡♥t❡♥t ❞✬é•❛❜♦r❡r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡①♣•✐❝❛t✐✈❡s ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ ✧❁st❛♥❞❛r❞s✧❃ ❞❡s •♦✐s ❞❡ •❛ ◆❛t✉r❡ q✉✐ ✐♥❝•✉r❛✐❡♥t ❝❡••❡s✱ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡s✱ ♣ré❞✐t❡s ♣❛r •❛ ❚◗✳ ■• ♥♦✉s s❡♠❜•❡ r❡•❛t✐✈❡♠❡♥t ✈r❛✐s❡♠❜•❛❜•❡ q✉❡ ❝❡s ❡s♣♦✐rs ✈❛✐♥s s✉❜s✐st❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡ •✬✐❣♥♦r❛♥❝❡✱ ♣❛r •❡✉rs ♣r♦t❡✉rs✱ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ •♦❣✐q✉❡ ❢♦r♠❡••❡✿ •❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é•✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳ ▲✬é•✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ t❤é♦rè♠❡s ❞❡s ré❝✐ts •❡s ♣•✉s s❡♥s❛t✐♦♥♥❡•s ❞❡s ♣❛r❛❞♦①❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥❡ ♠❛❣✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✷ ❈❡tt❡ ♠❛❣✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♥✬❡st ❢♦r♠❡••❡♠❡♥t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❛❜•❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ré❛•✐sé❡s s♦✉s ♥♦s ②❡✉① ♦✉ ♣r❡sq✉❡ ♣❛r •❛ ◆❛t✉r❡✳ ❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐• ❡st ✈❛✐♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r •❡ tr✉❝✳ ❆ •✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡••❡✱ t♦✉t ❛✉ ♣•✉s ❛✲t✲♦♥ ✐❞❡♥t✐✜é •✬❛①✐♦♠❡ •♦❣✐q✉❡ s❛♥s •❡q✉❡• ❝❡s q✉❛s✐✲❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s s♦♥t •❡✈é❡s✿ ✐• s✬❛❣✐t ❞❡ ∀X, Y : ((X → (X → Y )) → (X → Y ))✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡ •❛ ♣♦ss✐❜✐•✐té ❞❡ ❝•♦♥❡r •❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ◗✉✬à ❝❡•❛ ♥❡ t✐❡♥♥❡✳ P✉✐sq✉✬✐• s❡♠❜•❡ ✐♠♣♦ss✐❜•❡ ❞❡ •❡✈❡r •❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛❣✐q✉❡ ❞❡ •❛ ◆❛t✉r❡✱ ✐• ② ❛ ✉♥❡ ✈♦✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ t♦✉t❡ tr♦✉✈é❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à •❛ ♠❡s✉r❡r ❢♦r♠❡••❡♠❡♥t✳ ❊t ✐• s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ •❛ ré❞✉❝t✐♦♥ •✉❞✐q✉❡ ♣ré♦r❞r❡ •❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❞✐❣❡s ♣ré❞✐ts ♣❛r •❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▼❛✐s ✐• ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ s♣é❝✐✜té q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣ré♦r❞r❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣ré♦r❞♦♥♥❡r✱ ❡t ❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡••❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ✜•♠ ❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ✜❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥tré s✉r •❡ s❡✉• ♣❛r❛❞♦①❡ ❊P| ✭•❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❞✐❣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♥❡ ❜♦✉•❡✈❡rs❡♥t ♣❛s •❛ •♦❣✐q✉❡ é•é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❤♦q✉❛♥ts✮✱ ❞♦♥t •❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠❛❣✐q✉❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s❛✐s✐ ♣❛r •✬❛♣♣r♦❝❤❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ •❡s té•é♣❤♦♥❡s ♥♦♠♠és ❋▼◗ ✭♣♦✉r ♣ré❞✐ts ❢❛❜r✐❝❛❜•❡s ♣❛r •❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮ s♦♥t très ❢❛✐❜•❡s✳ ▼❛✐s ✐• s✉✣s❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬♦❜•❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡s ♥♦♥ ❝•♦♥❛❜•❡s ✭✐❡ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ t❡••❡ q✉❡ •✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ •❡s ❝•♦♥❡r ❡♥tr❛✐♥❡ •❛ ♠✐s❡ ❡♥ s❝è♥❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❝♦♥❝rèt❡ q✉✐ ❢❛•s✐✜❡r❛✐t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡♠❡♥t •❛ ❚◗✮✳ ❈❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ét❛♥t ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦r♠❡••❡s✱ ❡••❡s ✐♥✈✐t❡♥t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r •❡ ré❡•✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ •❡ ♣❛②s❛❣❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s très ✈✐t❡ s♦rt✐s ❞✉ s❡✉• ❝❛❞r❡ ❞❡ •❛ ❢❛✐❜•❡ ♠❛❣✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡t ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛❣✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣•✉s ❢♦rt❡s ♣♦✉r •❡s ❝♦♠♣❛r❡r✳ ▼❛✐s •✬❡ss❡♥t✐❡• ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣♦rt❡ s✉r t♦✉t❡ •❛ ♠❛❣✐❡ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ •✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ •❛ ❢r❛♥❝❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦•❛✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ♥♦♥❚❙❉✳ ✷ ▼ét❛♣❤♦r❡ ❞❡ •✬✐♥✈✐♥❝✐❜•❡ ❜•❛♥❝ ❡t ♥♦✐r à r❡❝♦♣✐❡ ❡♥ ♣❡t✐ts ❝❛r❛❝tèr❡s✿ ♥♦♥ ❝•♦♥❛❜•❡ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦r♠❡•✱ •❡s té•é♣❤♦♥❡s ❚❙❉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s •❡s ♣•✉s ♣❛ss✐♦♥♥❛♥ts ♣✉✐sq✉❡ ♥✐ ❞❛t❡s ❞✬❛♣♣✉✐✱ ♥✐ ❡♠♣•❛❝❡♠❡♥ts ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ♥❡ •✐♠✐t❡♥t •❛ ❣❛r❛♥t✐❡✳ ■• ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦t♦❝♦•❛✐r❡♠❡♥t ❢❛❝✐•❡ ❞❡ ❢❛•s✐✜❡r •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ té•é♣❤♦♥❡ ❚❙❉✿ ✐• s✉✣t ❞❡ •♦✉❡r •❡ •❡✉ ∀/∃ ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s •✬♦r❞r❡ t❡♠♣♦r❡• ❛❞éq✉❛t❡✳ ❖♥ ♥✬❛ ❞✬❛✐••❡✉rs ♠ê♠❡ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r •✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♠❜✐♥és s♦••✐❝✐tés✱ ❝❡•✉✐✲ ❝✐ ét❛♥t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ •❡s s❡✉•s té•é♣❤♦♥❡s ét❛♥t ♠❛❣✐q✉❡s s❛♥s êtr❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ✭✐❡ s❛♥s êtr❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜•❡♠❡♥t ❢❛•s✐✜❛❜•❡s✮ s♦♥t •❡s ♥♦♥✭❚❙❉✮✳ ▼❛✐s •✉sq✉✬♦ù ♣♦✉✈❛✐t✲♦♥ ♠♦♥t❡r ❝❤❡③ •❡s ♥♦♥✭❚❙❉✮❄ ❈❛ ❛ été •✬♦❜•❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❞♦♥♥é ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝•❛ss✐✜❛♥t ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ ❞é✜♥✐t✐❢✳ ❯♥❡ éq✉✐♣❡ ♥❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♠❛❣✐❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉✈❛♥t ❝❛❝❤❡r à s❡s t❡st❡✉rs s❛ ❝❛♣❛❝✐té à •♦✉❡r s✉r ♣•✉s✐❡✉rs t❛❜•❡s ✭❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬♦♥ ❜❛ttr❛✐t ❑❛s♣❛r♦✈ ❖❯ ❑❛r♣♦✈ ❢❛❝✐•❡♠❡♥t✱ ❡t ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❡r❛✐t •❡s s♣❡❝t❛t❡✉rs q✉✐ ✐❣♥♦r❡r❛✐❡♥t q✉✬♦♥ ❢❛✐t •♦✉❡r •✬✉♥ ❝♦♥tr❡ •✬❛✉tr❡✮ ♣❡✉t s✐♠✉•❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• té•é♣❤♦♥❡ ♥♦♥❚❙❉✳ ❈❡•❛ ♦✛r❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡ ♣❛rt✐❡• •é❣èr❡♠❡♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♠✉•t✐♠♦♥❞❡ ❞❡ •❛ ◆❛t✉r❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡ rés✉•t❛t q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ •❛ t♦t❛•✐té ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ♥♦♥ ❢❛•s✐✜❛❜•❡s✳ ▼❛✐s •❛ ❚◗ ♥♦✉s ♦✛r❡ ✉♥❡ ♠❛❣✐❡ ❜❡❛❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐ •❛ ❝❤❛ss❡ à ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣•✉s ❢♦rts q✉✐ s✬❛♣♣•✐q✉❡r❛✐❡♥t s❡✉•❡♠❡♥t à ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♠❛❣✐❡s✳ ❊t ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❡①✐st❡♥t✳ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t✱ •❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣•✉s ♣❛r•❛♥t ❞❡ t♦✉s ❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ré❡••❡♠❡♥t s✐♠✉•❡r t♦✉s •❡s té•é♣❤♦♥❡s ❋▼◗ ❡♥ •♦✉❛♥t✱ s❛♥s ♠❛❣✐❡✱ s✉r ♣•✉s✐❡✉rs t❛❜•❡s ❡t ✳✳✳ ❡♥ ❣❛❣♥❛♥t s✉r t♦✉t❡s •❡s t❛❜•❡s✦✳ P♦✉r r❡♣r❡♥❞r❡ •❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ ❑❛s♣❛r♦✈ ❖❯ ❑❛r♣♦✈✱ ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✐t q✉✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥ ❢❛❝✐•❡ ♣♦✉r ❜❛ttr❡ ▲❊❙ ❉❊❯❳ ❆❉❱❊|❙❆■|❊❙ ✭s❛♥s ❡①♣❡rt✐s❡ ❛✉ •❡✉ ❞✬é❝❤❡❝✮ ✶✳✺ ❈♦♥❝•✉s✐♦♥ ❈❡ ♣ré♦r❞r❡ q✉✬❡st✲❝❡ q✉✐ ❡st ♣•✉s ♠❛❣✐q✉❡ q✉❡ q✉♦✐❄ ♥✬❛ été ♣r♦❜❛❜•❡♠❡♥t q✉✬❡✤❡✉ré ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐•✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐• ♥♦✉s •✐✈r❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐•✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❛②s❛❣❡ ❝❛❝❤é ♣❛r •❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❉❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❡①✐st❛✐❡♥t ♠❛✐s s✬❛♣♣✉②❛✐❡♥t ♣•✉tôt s✉r •✬❡①♣❡rt✐s❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s •♦❣✐❝✐❡♥s✳ ■❝✐ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♠♣•èt❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡✿ ♦♥ ✉t✐•✐s❡ •❛ ❜❛♥❛•❡ ❡t é•é♠❡♥t❛✐r❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜•❡s✳ ✶✳✺✳✶ ◗✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❏❡ ♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛s ❝❡ st❛❞❡✱ •❡ ♥❡ ✈❡✉① ♣❛s t❛♣❡r ✸✲✹ ♣❛❣❡s ❝♦♠♣•èt❡♠❡♥t ❤♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s✱ •❡ ♣ré❢èr❡ ❛tt❡♥❞r❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❆❜♦✉✱ ❏P| ❡t ❆♥❛t♦•❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❡✉t✲êtr❡ •❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✳ ❉✬❛✉t❛♥t q✉❡ •✬❛✐ ❛①é ✭❝✬❡st 100% s✐♥❝èr❡✮ •❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r •❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ▲❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡ ✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▲❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❞❛♥s •✬❛rt✐❝•❡ ❞❡ ❍❆▲ t✐tré ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✳ ■• s❡r✈❡♥t à ♠❡s✉r❡r ❞❡ •❛ ♠❛❣✐❡✳ P•✉s ❢♦r♠❡••❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜•❡ I ❛♣♣❡•é ✉♣•✐❝✐té✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡• q✉✐ ♠❡s✉r❡ •❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ✉♣•❡t ❞❡ I ❝♦♠❜✐♥és té•é♣❤♦♥✐q✉❡s✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡✱ •❡ t♦✉t ét❛♥t ❛♣♣❡•é ✉♥ té•é♣❤♦♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡ ✉♥ té•é♣❤♦♥❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❞✉ ❢✉t✉r ✈❡rs •❡ ♣❛ssé •❡ ré❝✐t ❝♦♠♣•❡t ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❢✉t✉r ❡st très ♣✉✐ss❛♥t ❡t ❝❡tt❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉♣•✐❝✐té •❡ ♣ré♦r❞r❡ ✭q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❛r q✉♦t✐❡♥t •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✮ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥és ❛ •❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❞❡ •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡st ❞♦té ❞✬✉♥❡ ✐♥✈♦•✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♥❛t✉r❡•✳ ■• ❡st ❛✉ss✐ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡ •❡✉r ❞✉❛•❡✳ ❉❛♥s •✬❛rt✐❝•❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s •✉st❡ ❞♦♥♥é •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡t q✉❡•q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❉❛♥s •❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s •✬❛✉tr❡ ♣r♦❞✉✐t✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡••❡r♦♥s ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡• ❡t ❡♥ ❛♥❛•②s♦♥s •❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛•❡s✳ ❯♥❡ •✐st❡ ❞❡ rés✉•t❛ts r❡♠❛rq✉❛❜•❡s ❡st q✉❡ •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✱ ♠✉♥✐s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡• ✭❡t ❞❡ •✬♦r❞r❡✮ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è•❡ ❝♦♠♣•❡t ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✳ P❛r ❛✐••❡✉rs t♦✉t❡s •❡s •♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ❡st •❛ ❝•❛ss❡ ❞❡s ❞❡❣rés ♥♦♥❚❙❉ ✭✉♥ ❣r♦s t❤é♦rè♠❡ ❞❡ •✬❛rt✐❝•❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st q✉✬✉♥ ❞❡❣ré ❡st ♥♦♥❚❙❉ ss✐ •✬✉♥❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s t❡♥s♦r✐❡••❡s ❞❡ s♦♥ ❞✉❛• ❡st é❣❛•❡ à 1 ✭•❡ ♣•✉s ❢❛✐❜•❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✱ ❝❡•✉✐ r❡♣rés❡♥t❛♥t •❛ ♠❛❣✐❡ ♥✉••❡✮✮✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ •♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❡st q✉✬✐•s ♣❡✉✈❡♥t✱ ❞❛♥s •❛ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❣é♥ér❛•✐sé ❞✉ ❢♦r❝✐♥❣✱ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛•❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ •❡s ❞❡❣rés ❋▼◗ ✭•❡s ❞❡❣rés q✉✐ ♠❡s✉r❡♥t •❛ ♠❛❣✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡✮ ❞♦♥♥❡r♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t •❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ P•✉s ✉♥❡ •♦❣✐q✉❡ ❡st ❢♦rt❡✱ ♣•✉s ❡••❡ ✐♥t❡r❞✐t à ❝❡rt❛✐♥s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♠❛❣✐❡ ❞❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✱ •❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛• ❞✬✐♥t❡r❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❣✐❡ ét❛♥t ❝❡•✉✐ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐t à t♦✉t té•é♣❤♦♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛• ✭✐❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉tr❡ q✉❡ 1✮ ❞✬❡①✐st❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✳ P❛r ❛✐••❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ♥♦✉rr✐r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥ts✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ ♦♥ ❢♦r♠❛•✐s❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✬✐• ♣❛r❛✐ss❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜•❡ ❞❡ ❢♦r♠❛•✐s❡r✿ ❡①✐st❡✲t✲✐• ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛❜s♦•✉♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡✱ ♣❛r❛✐ss❛✐t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡✿ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐• ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ q✉✬✉♥ é♥♦♥❝é s♦✐t éq✉✐✈❛•❡♥t à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ✭❡♥ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛✉r❛✐t ❡♥✈✐❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ t♦✉t é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ q✉❡•q✉✬✐• s♦✐t✱ ♥♦✉s ❞❡s ❝❤♦s❡s s✉r •❡ ♠♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞✐t s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ✭♠ê♠❡ s✐ ♥✐ •✬✉♥✱ ♥✐ •✬❛✉tr❡ ♥❡ s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜•❡✮✳ ■• s❡ tr♦✉✈❡ q✉✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞✉ ❢♦r❝✐♥❣ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✈❛•❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ♥♦♥ ♣❛s ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❛•❣è❜r❡ ❞❡ ❇♦♦•❡ ♠❛✐s ♣•✉tôt •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s •❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✿ ❡①✐st❡✲t✲✐• ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞♦♥t •❛ ✈❛•❡✉r •✉❞✐q✉❡✱ ♣♦✉r •✬✉♣•✐❝✐té ✷ ✭r❡s♣ ♥✮ ❡st é❣❛•❡ ❛✉ ❞✉❛• ❞❡ s❛ ♣❡r♠✉té❡ ✭r❡s♣ ❞✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ♣❡r♠✉té❡s✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ •❡ ✈♦✐r✱ ✶✶ ✶✷ ❈❍❆P❚❊| ✷✳ ▲❊❙ ❉❊•|➱❙ ▲❯❉■◗❯❊❙ ❋❖|▼❊◆❚ ❯◆ ▼❖❉➮▲❊ ❉❊ ▲❆ ▲❖•■◗❯❊ ❆❋❋■◆❊ ✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣•✐❝✐té ✜♥✐ ❛✉t♦❞✉❛✉① ✭é❣❛✉① à •❡✉r ❞✉❛•✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ •❛ ♣r♦❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❛✉t♦❞✉❛✉① ✭♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• ♦r❞r❡ t♦t❛• s❛♥s ♠❛①✐♠✉♠✮✱ ✐• ❡①✐st❡ ✭♦♥ ♣r❡♥❞ •❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts •✉❞✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡❣rés✮ ❞❡s t❛s ❞❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s é❣❛✉① à •❛ ♣❡r♠✉té❡ ❞❡ •❡✉r ❞✉❛•✳ ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ t❡••❡ ✈❛•❡✉r ❞❡ ✈ér✐té s❡r❛✐t ❛❜s♦•✉♠❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜•❡ ✭✐❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t éq✉✐✈❛•❡♥t ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡♠❡♥t à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✮✱ ❡t ❛✉❝✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ •❡ ❞é❝✐❞❡r✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ t❤é♦r✐❡✱ ♥❡ s❡r❛✐t t❡♥❛❜•❡✳ ✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ •✬✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✧❁♦✉✧❃ t❡♥s♦r✐❡• ❙♦✐t I ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✭✉♣•✐❝✐té ✜①é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡✮✳ ❙♦✐t K✳ ❙♦✐t k ∈ K → D k ✉♥❡ ❢❛♠✐••❡ ❞❡ ✭r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡✮ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞✐s•♦♥❝t✐♦♥ t❡♥s♦r✐❡••❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s D i ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r •❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ (i → (q i , r i )) ❡st ❛❝❝❡♣té❡ q✉❛♥❞ ✐• ❡①✐st❡ k ∈ K t❡••❡ q✉❡ (i → (q i (k), r i (k))) ❡st ❛❝❝❡♣té ♣❛r D k ✳ ▲♦rsq✉❡ K = 2✱ ♦♥ ♥✬❤és✐t❡r❛ ♣❛s à ♥♦t❡r A ou B •❛ ❞✐s•♦♥❝t✐♦♥ t❡♥s♦r✐❡••❡ ❞❡ {(0, A); (1, B)}✳ ❖♥ r❛♣♣❡••❡ q✉❡ •❡ ❞✉❛• ✭♥♦té D * ✮ ❞✬✉♥ té•é♣❤♦♥❡ D ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r •❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉✐ ❛❝❝❡♣t❡ (i → (f, r)) q✉❛♥❞ i → ((r i , f i (r i ))) ❡st r❡•❡té ♣❛r D✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ P♦✉r t♦✉s té•é♣❤♦♥❡s A, B✱ •❡ té•é♣❤♦♥❡ A * ou B s❡r❛ ♥♦té A → B✳ ❖♥ •✬❛♣♣❡••❡r❛ ✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇ ♣❛r ❆✳ ❉❡ ♣•✉s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ç❛ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ non(A) •❡ té•é♣❤♦♥❡ A * ✳ ❉❡ ♣•✉s✱ ✐• ❡st ♥❛t✉r❡• ❞❡ ♥♦t❡r a ⊗ b •❡ ❞✉❛• ❞✉ ou t❡♥s♦r✐❡•✱ ✐❡ (a ⊗ b) := non(non(A) ou (non(b))) ✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡s ◆♦✉s •❛✐ss♦♥s •❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❛✉ •❡❝t❡✉r ✭❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡••❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❊••❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❢❛❝✐•❡s✱ ❝❛r •❡s é❝r✐t✉r❡s s♦♥t ♣é♥✐❜•❡s✱ ♠❛✐s ❡••❡s s♦♥t r♦✉t✐♥✐èr❡s ❚❤é♦rè♠❡ ✺ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡t ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ s❡♥s ♣♦✉r •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❡t ♣❛s s❡✉•❡✲ ♠❡♥t •❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥ts✳ P•✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛✿ • ❙✐ a ≤ a ′ ❛•♦rs (a ou b) ≤ (a ′ ou b) • ❉♦♥❝ → ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❣❛✉❝❤❡ • P♦✉r t♦✉t A✱ •❡ té•é♣❤♦♥❡ (non(A)) ouA ❡st tr✐✈✐❛• ✭❞❡ ❞❡❣ré ✶✱ ✐❡ ❡st ❜♦tt♦♠ •✉❞✐q✉❡✮ ✷✳✸✳✶ ❊①❡♠♣•❡ Pr❡♥♦♥s •✬✉♣•✐❝✐té ✷✳ ❉❛♥s •❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛rt✐❝•❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡•é ❝♦♠♠❡♥t •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❣é♥ér❛•✐s❡♥t •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛•✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉é q✉❡ •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉•✐❡rs ❞❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❞✬✉♣•✐❝✐té ✷✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t •❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♣♦✉r •✬✉♣•✐❝✐té✷✱ q✉❡ •✬é♠❡tt❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✉ ❝♦♠❜✐♥é 0 ❡t q✉❡ •❡ ré❝❡♣t❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ♣r❡♥❞r❡ •❡ ❝♦♠❜✐♥é ✶ ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① té•é♣❤♦♥❡s {((q, 0), (0, r)) | qRr} q✉✐ s❡r✈❡♥t à é❝r✐r❡ •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② R✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r•❡r ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ❉❛♥s •✬❛rt✐❝•❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣•❡ ❝❡•✉✐ ❞❡s ✐♥•❡❝t✐♦♥s ✈✐rt✉❡••❡s ❡♥tr❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ✭❡t ♣•✉s ♣❛rt✐❝✉•✐èr❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❝❛r❞✐♥❛✉①✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠❛❣é❡✱ q✉❡••❡ ♠❛❣✐❡ ❢❛✉t✲✐• ♣♦✉r ✐♥•❡❝t❡r 5 ❞❛♥s 3✳ ❊♥ ❢❛✐t✲✐• ♣•✉s ♣♦✉r ✐♥•❡❝t❡r 6 ❞❛♥s 3❄ ❚❤é♦rè♠❡ ✻ P♦✉r t♦✉s r❡♣rés❡♥t❛♥ts •✉❞✐q✉❡s a, b ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a ′ , b ′ ✱ •✬✐♥•❡❝t✐♦♥ ✈✐rt✉❡••❡ ❞❡ a ′ ❞❛♥s b ′ ❡st é❣❛•❡ ✭éq✉✐✈❛•❡♥t❡ •✉❞✐q✉❡♠❡♥t✮ à b ✐♠♣•✐q✉❡ a✱ ✐❡ ❛✉ ❞❡❣ré ❝✐✲❞❡ss✉s ♥♦♠♠é b → a ❈✬❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡•✿ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡ 3 → 5 r❡♣rés❡♥t❡ •❛ ♠❛❣✐❡ ✭♦✉ •❛ ❢♦r❝❡✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r •❛ ❢♦r❝❡ 3 ❝♦♥tr❡ •❛ ❢♦r❝❡ 5 ✷✳✸✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ▲❡ ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛•❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ✭s♦✉♠✐s❡s ❛✉① rè❣•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡✱ à q✉♦✐ ♦♥ ❛•♦✉t❡ •❡ ❞r♦✐t ❞❡ •❡t❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s à •❛ ♣♦✉❜❡••❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛✉① rè❣•❡s ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✉♥ ♣❡t✐t ❦✐t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ •❡❝t❡✉r ✐❣♥♦r❛♥t t♦✉t ❞❡ ❝❡s •♦❣✐q✉❡s ❞❡ s✬❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡✳ ■• ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❛♥s •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡ q✉❡ non(a) ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛•❡♥t à A → tout✳ ❈❡•❛ ét❛♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ non(a) ❡st ❜✐❡♥ éq✉✐✈❛•❡♥t à a → ((non(1)))✱ ♠❛✐s q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ∀x : (x → 1)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ✐• ❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼ ❯♥ ♠♦❞è•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s •❡q✉❡• ∀x : x ≤ 1 ❡st ✉♥ ♠♦❞é•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡ ❖♥ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ ✈✉❡ q✉✬❡••❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦✉rt❡✿ a ⊗ b ≤ a ⊗ 1 = a ❈✬❡st •❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♣♦s❡ •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✿ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ✐♥✈❡rs❡ •✬♦r❞r❡✦✦✦✦ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t a ≤ b s✐❣♥✐✜❡r❛ q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ a ❡st ♣•✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ b ❚❤é♦rè♠❡ ✽ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡• ❡st ❞✐str✐❜✉t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲✉❞✐q✉❡♠❡♥t✱ •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ✈ér✐✜❡♥t •❛ •♦❣✐q✉❡ ❛✣♥❡✱ ✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t •❡t❡r •❡ b ❞❛♥s a ⊗ b✱ ç❛ ❛✛❛✐❜•✐r❛ •❡ té•é♣❤♦♥❡✱ ✐❡ •❡s ❞❡✉① té•é♣❤♦♥❡s a ⊗ b ❡t a s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜•❡s✱ •❡ té•é♣❤♦♥❡ a ⊗ b ét❛♥t ♣•✉s ♠❛❣✐q✉❡ q✉❡ •❡ té•é♣❤♦♥❡ a✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞é•à ♣r♦✉✈é ❞❛♥s •✬❛rt✐❝•❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r s❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✾ ▲❛ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ✭✐❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥ts q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉✐ s♦✐t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡✮ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t •❛ ❝♦••❡❝t✐♦♥ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ♥♦♥❚❙❉✱ ❝❡❝✐ s✬❛♣♣•✐q✉❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ✉♣•✐❝✐té✳ ♣r❡✉✈❡✿ ▲✬✉♥ ❞❡s s❡♥s ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ▲✬❛✉tr❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ té•é♣❤♦♥❡ ♥♦♥❚❙❉ ❡st ♠✉•t✐t❛❜•❡✳ ◗✉❛♥❞ a ❡st ♠✉•t✐t❛❜•❡✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞✐♥❛• κ t❡• q✉❡ (non(a)) ⊗κ ❡st •❡ t♦♣•✉❞✐q✉❡ ✭•❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠✉♠✮✳ ▲❛ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ❡①✐❣❡ q✉❡ non(a) → [(non(a)) ⊗κ ] ✭♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❝•♦♥❡r •❡s r❡ss♦✉r❝❡s✮✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ non(a) → 0 ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ❝•❛ss✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ a ❡♥ ❡st ✉♥ ✷✳✹ P❡t✐t ❜✐•❛♥ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ✸ ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞❡ •❡✉rs ❞✉❛✉①✿ •❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡•✱ •❡ ♣r♦❞✉✐t ❝•❛ss✐q✉❡ ✭❞é✜♥✐ ❞❛♥s •✬❛✉tr❡ ❛rt✐❝•❡✮ ❡t •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r •✬♦r❞r❡ •✉❞✐q✉❡✮✳ ▲❡s ❝•❛ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s♦♥t ✭s❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞✬êtr❡✮ st❛❜•❡s ♣❛r ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ •✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥tr❡ •❡s ♣r♦❞✉✐ts✿ a ⊗ b ≤ a × b ≤ inf (a, b) ❛✐♥s✐ q✉❡ •❡s ♠ê♠❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✉❛•❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡①♣r✐♠❡ q✉✬✐• ét❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜•❡ ❞❡ ♣•♦♥❣❡r •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② ❞❛♥s •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵ P♦✉r t♦✉t❡ ✉♣•✐❝✐té✱ ✐• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣•♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✭❉❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ ≤ T ukey ✱ ❉✉❛•✐té ❞❡ ❚✉❦❡②✮ ❞❛♥s ✭❉❡❣rés •✉❞✐q✉❡✱ ≤ T ukey ✱ ❉✉❛•✐té •✉❞✐q✉❡✮ ✭s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ •✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és✮ Pr❡✉✈❡✿ ❝♦♠♠❡ ✐• ❡①✐st❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❛✉t♦❞✉❛✉① ❞✬✉♣•✐❝✐té ✐♥✜♥✐❡✱ •✬❛r❣✉♠❡♥t ♥✬é✈♦q✉❡ q✉❡ •✬❛✉t♦❞✉❛•✐té ❞❡s ♦r❞r❡s t♦t❛✉① ❝❤❡③ ❚✉❦❡②✳ ❊••❡ ✉t✐•✐s❡ ❡♥ ♣•✉s •❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡② a t❡•s q✉❡ a × a = a✳ ❊♥ ❡✛❡t ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛♥♥❡①❡✮✱ s✐ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♣•♦♥❣❡r •❡s ❚✉❦❡② ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è•❡ ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t✿ a ≤ (a → tout) ❞♦♥❝ 1 ≤ ((a × a) → tout) ✭❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❡③ •❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❚✉❦❡②✱ •❡ ♣r♦❞✉✐t s✐♠♣•❡ ❡st é❣❛• ❛✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡•✮✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ 1 ≤ (a → tout)✱ ❞♦♥❝ a ≤ tout✱ ❞♦♥❝ 1 ≤ 0✳ ■• r❡st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ✭r♦✉t✐♥❡ à ♣r✐♦r✐ ♠❛✐s t❛♥t q✉✬♦♥ •❡ ❢❛✐t ♣❛s✳✳✳✮ •❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts✿ • ❙t❛❜✐•✐té ❞❡ ❋▼◗✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥❚❙❉ ❡t ❝❛s✐♥♦✲✐♥♦✛❡♥s✐❢ ♣❛r ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ • ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s •♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡••❡s ✭❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡••❡♠❡♥t à ❝❡s ❝•❛ss❡s ❞❡ ❞❡❣rés✳ • ❖♥ r❛♣♣❡••❡ q✉❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡st •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❛❜ré❣❡❛♥t •✬✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥ a → intuitionniste b := •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s a ⊗κ b ❡t ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t •❡sq✉❡••❡s s♦♥t ❞❡s ❞❡❣rés tr✐✈✐❛✉①✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❯♣•✐❝✐té✶ ❉❛♥s ♣❛r❛❞✐❣♠❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣❛ssé r❡•❛t✐✈❡♠❡♥t s♦✉s s✐•❡♥❝❡ •✬ét✉❞❡ ❞❡ •✬✉♣•✐❝✐té ✶✱ •❛ ♣•✉s s✐♠♣•❡ ❡t •❛ ♠♦✐♥s à ♣r✐♦r✐ ✧❁té•é♣❤♦♥✐q✉❡✧❃✳ ❊••❡ ❛✈❛✐t été é✈♦q✉é❡ ♣•✉s ❡♥ ❞ét❛✐•s ❞❛♥s •✬❛rt✐❝•❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✲é❝r✐t ❛✈❡❝ ❏P|❡ss❛②r❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ •♦❣✐q✉❡ q✉✬♦♥t •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s •❛ ré❤❛❜✐•✐t❡ ❡t ♥♦✉s ❡♥tr♦♥s ❞❛♥s •❡s ❞ét❛✐•s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ♣♦✉r •❡s ✉♣•✐❝✐tés ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛• ≥ 2✱ •❛ ♥♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡❣ré ❛✉t♦❞✉❛• ✭é❣❛• ✧❁à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✧❃✮ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣•✉s ❞ét❛✐••é❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ •✬✐♥térêt ❞❡ •✬✉♣•✐❝✐té✶ ❡st •❡ r❛♣♣♦rt ♣•✉s s❡rré ❛✈❡❝ •❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ •✬✉♥✐✈❡rs✳ ❆ •✬♦❝❝❛s✐♦♥ ♥♦✉s r❡❞♦♥♥♦♥s t♦✉t❡s •❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♣❡t✐t ❡①♣♦sé s❡•❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ✸✳✶ |❛♣♣❡• ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ❞❡✉① ✉♥✐✈❡rs V 1 ⊆ V 2 ✈ér✐✜❛♥t ZF C ❝♦♥t❡♥❛♥t ✭♣♦✉r s✐♠♣•✐✜❡r✮ •❡s ♠ê♠❡s ♦r❞✐♥❛✉① ❡t ❛✈❡❝ V 1 s♦✉s✲❝♦••❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ V 2 ✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té✶ ✉♥ tr✐♣•❡t (E, F, R) ♦ù E ❡t F s♦♥t ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ V 1 ❡t R ✉♥ é•é♠❡♥t ❞❡ V 2 ✳ |✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ✉♣•✐❝✐tés✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❝✐ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù •❛ r❡•❛t✐♦♥ ✈✐t ❞❛♥s ✉♥ s✉r✲✉♥✐✈❡rs✱ ♠❛✐s •❡s té♠♦✐♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈✐✈❡♥t ❞❛♥s V 1 ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r (E, F, R) ≤ ludique (E ′ , F ′ , R ′ ) ❛❜rè❣❡ ✐• ❡①✐st❡ f ∈ (E → E ′ ) ∩ V 1 ✱ ✐• ❡①✐st❡ g ∈ ((E × F ′ ) → F ) ∩ V 1 ✱ t❡•s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E, y ∈ F ′ : s✐ (f (x), y) ∈ R ′ ❛•♦rs (x, g(x, y)) ∈ R✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ •❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s r❡•❛t✐✈❡♠❡♥t à (V 1 , V 2 ) s♦♥t •❡s ❝•❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛•❡♥❝❡ ♣♦✉r •❡ ♣ré✲♦r❞r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞é✜♥✐✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t à r❡❝♦♣✐❡ ♣rès ❞é✜♥✐❡s✿ ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❡t ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ ♣r♦❞✉✐t ✉s✉❡•✱ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡•✱ •❡✉r ❞✉❛•❡✱ ❡t ✜♥❛•❡♠❡♥t •✬✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❡✿ (a → b) := a * ou b✱ ♦ù x → x * ❞és✐❣♥❡ •✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉❛•❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ à •❛q✉❡••❡ ♥♦✉s ré♣♦♥❞♦♥s✿ ❡①✐st❡✲t✲✐• ❞❡s ❞❡❣rés ❛✉t♦❞✉❛✉①❄✳ ❉❛♥s •❡ ❝❛s ❞❡ •✬✉♣•✐❝✐té≥ 2✱ •❛ ré♣♦♥s❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡ ✭♣✉✐sq✉❡ s✐ ∀x 1 ∃y 1 ∀x 2 ∃y 2 [...] ❛•♦rs ∃f 1 ∀x 1 ∃f 2 ∀x 2 [... 2 ] ♦ù ♦♥ ❛ r❡♠♣•❛❝é y i ♣❛r f i (x i )✮✳ ❖♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣•✉s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥és s✉♣♣•é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t❡r ❛✈❡❝ •✬✉♣•✐❝✐té✶✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛✉tr❡♠❡♥t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶ ■• ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s ❛✉❞✉❛• ❞✬✉♣•✐❝✐té✶✳ ❊t ❝❡ q✉❡ V 1 ✈ér✐✜❡ ♦✉ ♥♦♥ •✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳ ❙❦❡t❝❤ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✿ ✐• ② ❛ éq✉✐✈❛•❡♥❝❡ ❡♥tr❡ êtr❡ ❛✉t♦❞✉❛• ❡t •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❣❛❣♥❛♥t s✉r ✷ t❛❜•❡s✱ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡♥s✳ ❖r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r ✜•tr❡r✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ q✉✐ ♣r♦•♦♥❣❡ ❡t ç❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡•❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à •✬✉♥✐✈❡rs V1✳ ❆✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ♣❡✉ ♣•✉s ❞❡ s♦✐♥✱ ♦♥ é•✐♠✐♥❡ •✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳ ❙♦✐t f ∈ V1 t❡••❡ q✉❡ ∀x, y ❞❛♥s E✱ (x, f0(x, y)) ∈ R ♦✉ (y, f1(x, y)) ∈ R✳ ✭|❛♣♣❡•♦♥s q✉❡ R ❡st ✉♥❡ r❡•❛t✐♦♥ ❞❡ V2 ❡t ♥♦♥ ❞❡ V1✱ ♠❛✐s q✉❡ f ❡••❡ ❡st ❞❛♥s V1 ❡t q✉❡ f ∈ E 1 → F 1 ✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ tr❛❞✉✐t •❡ ❢❛✐t q✉❡ R ≤ non(R)✮✳ ✶✺ ✶✻ ❈❍❆P❚❊| ✸✳ ❯P▲■❈■❚➱✶ ❖♥ é❝r✐t •❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ tr❛❞✉✐t q✉❡ R ≥ non(R)✳ ❈✬❡st ❛tt❡sté ♣❛r ✉♥❡ φ ∈ V1 t❡••❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s f0, f1 ❞❡ V1 ∩ F E ✱ (φ0(f ), f0(φ0(f ))) / ∈ R ♦✉ (φ1(f ), f1(φ1(f ))) / ∈ R✳ ❖♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t♦✉t •❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s V1✳ ❙♦✐t H ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡ σ(E, F, f, φ, H) ✭❞❛♥s •❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ E, F, f, φ ♥❡ ❜♦✉❣❡❛♥t ♣❛s ♦♥ ❛❜rè❣❡r❛ ♣❛r σ(H)✮ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s R ⊆ E × F t❡••❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x, y ❞❛♥s H ∩ E : (x, f0(x, y)) ∈ R ♦✉ (y, f1(x, y)) ∈ R ❡t t♦✉s é•é♠❡♥ts f0, f1 ❞❛♥s H ∩ F E ✱ (φ0(f ), f0(φ0(f ))) / ∈ R ♦✉ (φ1(f ), f1(φ1(f ))) / ∈ R✳ ■• ❡①✐st❡ ✉♥ H ✜♥✐ t❡• q✉❡ σ(H) ❡st ✈✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ✉•tr❛✜•tr❡ W q✉✐ ♣r♦•♦♥❣❡ •❡ ✜•tr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r •❡s σ(H)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ✉♥❡ r❡•❛t✐♦♥ R ⊆ E × F q✉✐ ✭s❡r❛✐t ✉♥ ❤❛❜✐t❛♥t V1✦✦✮✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ |❡♠❛rq✉❡✿ ❞❛♥s •❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦t♦♥s niveau(f, φ) •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❝❛r❞✐♥❛• ♣♦ss✐❜•❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✜♥✐ H t❡• q✉❡ σ(H) = ∅✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r •❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❡①✐st❡✲t✲✐• ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r niveau(φ, f )✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ q✉❡ ❞❡ E, F ❄ ✭❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❛✲t✲♦♥ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✧❁❛•❣é❜r✐q✉❡✧❃✮❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♥♦♥✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✷ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n✱ ✐• ❡①✐st❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜•❡s ✭✜♥✐s✦✮ E, F ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f, φ t❡••❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t H ✜♥✐ s✐ card(H) ≤ n ❛•♦rs σ(E, F, f, φ, H) = ∅✳ ❙❦❡t❝❤ ♣r❡✉✈❡✿ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r p ✭❛ss❡③ ❣r❛♥❞✮✳ ❉❡♠❛♥❞♦♥s✲♥♦✉s •❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❣✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦•♦r✐❡r •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ p + 1 ❞❡ t❡••❡ s♦rt❡ q✉❡ 0 s♦✐t ✈❡rt✱ p s♦✐t r♦✉❣❡ ❡t ❞❡✉① é•é♠❡♥t ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❡ p + 1 s♦✐❡♥t ❞❡ •❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉•❡✉r✳ ✭❖♥ rè✈❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ R ⊆ (p + 1) × 2 ✭♦♥ ♣♦s❡ ✈❡rt✿❂✵ ❡t r♦✉❣❡✿❂✶✱ ♣♦✉r •✬✐♠❛❣❡✮ ❛②❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✮✳ ❈❡ rè✈❡ ❞é✜♥✐t •❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t φ s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❋❛❝❡ à ✉♥ ❝♦✉♣•❡ (x, y) ❞✬é•é♠❡♥ts ❞❡ p + 1 ✱ (f0, f1) ré❛❣✐t ❡♥ ❞é❝•❛r❛♥t r♦✉❣❡ •❡ ♣•✉s ❣r❛♥❞ ❞❡s ❞❡✉① ❡t ✈❡rt •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t ❞❡s ❞❡✉①✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t φ✳ ❋❛❝❡ à ❞❡✉① ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s f1, f2 ❞❡ p + 1 ❞❛♥s 2✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ φ r❡❣❛r❞❡ s✐ ❡••❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙✐ ♦✉✐✱ φ0(f0, f1) := φ1(f0, f1) := ✉♥ k t❡• q✉❡ f0(k) = f1(k)✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦s♦♥s f := f1 = f2 ❡t g := (f, f )✳ ❙✐ f ❡♥✈♦✐❡ 0 s✉r r♦✉❣❡✱ φi ❡♥✈♦✐❡ g s✉r 0✱ s✐♥♦♥✱ s✐ f ❡♥✈♦✐❡ p s✉r ✈❡rt✱ φi ❡♥✈♦✐❡ g s✉r p✱ s✐♥♦♥✱ φ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡✉① é•é♠❡♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s k, k + 1 ❞❡ p + 1 ❡♥✈♦②és ♣❛r f s✉r ❞❡s ❝♦✉•❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t (φ0(g), φ1(g)) := (k, k + 1)✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♠❛ ✈✐❞❡ ❞❡✈r❛ ❛•♦rs ♣❛ss❡r ♣❛r •✬é✈♦❝❛t♦✐♥ ❞❡ t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ p + 1✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ✉♥ ❝❛r❞✐♥❛• ♠✐♥✐♠✉♠✳ ✸✳✷ |❡t♦✉r à •✬✉♣•✐❝✐té q✉❡•❝♦♥q✉❡ ✸✳✷✳✶ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ré♣✉té❡ ✐♥❢♦r♠❛•✐s❛❜•❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ •❡ s❡♥t✐♠❡♥t q✉✬❡••❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ❞♦♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉✬❡••❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r♠❛•✐s❛❜•❡✿ ❡①✐st❡✲t✲✐• ✉♥ é♥♦♥❝é ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✧❁✐s♦♠♦r♣❤❡✧❃ à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥❄✳ ◆♦✉s •❛ ❢♦r♠❛•✐s♦♥s✿ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡✳ ◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r♦✉t✐♥✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s •❡ ❢♦r❝✐♥❣✮ ✉♥❡ ✧❁✈❛•❡✉r ❞❡ ✈ér✐té✧❃ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é♥♦♥❝és ❞✉ •❛♥❣❛❣❡ ❞❡ •❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜•❡s✱ ❝•♦s✱ à ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s E✳ ❈❡tt❡ ✈❛•❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❡st ✉♥ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡✳ ❙♦✐t a ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② é❣❛• à s♦♥ ❞✉❛• ✭✐• ❡♥ ❡①✐st❡ ♣•❡✐♥✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• ❞❡❣ré ❞❡ ❚✉❦❡② ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛• s❛♥s ♠❛①✐♠✉♠ ❢❛✐s❛♥t •✬❛✛❛✐r❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ a ′ •❡ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té✷ ❞❛♥s •❡q✉❡• ✐• s❡ ♣•♦♥❣❡✳ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t a ′ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛•❡♥t à s♦♥ ❞✉❛•✱ ♠❛✐s ✐• ❡st éq✉✐✈❛•❡♥t ❛✉ ♣❡r♠✉té ✭•❡ ❝♦♠❜✐♥é✶ ❞❡✈✐❡♥t •❡ ❝♦♠❜✐♥é✷✮ ❞❡ s♦♥ ❞✉❛•✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té ✜♥✐❡ ♥ ❡st ❢❛✐❜•❡♠❡♥t ❛✉t♦❞✉❛• q✉❛♥❞ ✐• ❡st é❣❛• à •✬✉♥ ❞❡s ♣❡r♠✉tés ❞❡ s♦♥ ❞✉❛•✳ ❙♦✐t n ✉♥❡ ✉♣•✐❝✐té∈ E✳ ❉❛♥s •❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s té•é♣❤♦♥❡s ❞♦♥t t♦✉s •❡s ❝•❛✈✐❡rs ❡t t♦✉s •❡s é❝r❛♥s ✈❛•❡♥t E ♣♦✉r •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ❛t♦♠✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ♦♥ •✬❛ ✈✉✱ ç❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ à •❛ ❣é♥ér❛•✐té ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✮✳ ▲❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ i ∈ n(E × E)✳ ❙✐ a, b s♦♥t ❞❛♥s E ♦♥ ♥♦t❡ val(a ∈ b) := •❡ té•é♣❤♦♥❡ ❞♦♥t •❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❡st {x | (a, x) ∈ b}✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❞é•à ❞é✜♥✐ val(A), val(B)✱ ♦♥ ♥♦t❡ val(A → B) •❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ val(A) * ou val(B)✳ ❙✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é•é♠❡♥t a ∈ E✱ ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ val(R(a))✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t val(∀xR(x)) := •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✮ ❞❡s val(R(a)) q✉❛♥❞ a ♣❛r❝♦✉rt E✳ ▲✬❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡ ✭♦✉ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• ❡♥s❡♠❜•❡✮✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ✉♣•✐❝✐té n ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ val n,E q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é♥♦♥❝é à ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s E ✉♥❡ ❞❡❣ré •✉❞✐q✉❡ ❞✬✉♣•✐❝✐té n✳ ✭❆tt❡♥t✐♦♥✿ n ♣❡✉t t♦✉t à ❢❛✐t êtr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ ✐♥✜♥✐✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡ ♥♦♠ ♣♦✉r s✉❣❣ér❡r q✉❡ •❡ ❝❛s ✜♥✐ ❡st ♣•✉s ❢❛❝✐•❡✮✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ é✈♦q✉é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛•✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿ ❊①✐st❡✲t✲✐• ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ E ✭s✐ ♣♦ss✐❜•❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡✮✱ ✉♥❡ ✉♣•✐❝✐té ✜♥✐❡ n ❡t ✉♥ é♥♦♥❝é ❝•♦s ❙❆◆❙ P❆|❆▼❊❚|❊ P t❡• q✉❡ val n,E (P ) ❡st ❢❛✐❜•❡♠❡♥t ❛✉t♦❞✉❛• ❯♥ t❡• é♥♦♥❝é s❡r❛✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à s❛ ♥é❣❛t✐♦♥✱ •❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❡t éq✉✐✈❛•❡♥t s❡ ❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s •❡ ❢❛✐❜•❡♠❡♥t ✭✐❡ à ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥és ♣rès✮ ■• ❡①✐st❡ ❞❡s ❞❡❣rés •✉❞✐q✉❡s ❛✉t♦❞✉❛✉① ✭♣❛s s❡✉•❡♠❡♥t ❢❛✐❜•❡♠❡♥t✮✱ ♠❛✐s ✐•s s♦♥t t♦✉s ❞✬✉♣•✐❝✐té ✐♥✜♥✐❡ ❡t ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❞❡s •❡✉① ✐♥✜♥✐s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥és✳ ❖♥ ♣❡✉t à t♦✉t •❡ ♠♦✐♥s ❢♦r♠✉•❡r ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡••❡ ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✿ ❊①✐st❡✲t✲✐• ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ E ✭s✐ ♣♦ss✐❜•❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜•❡✮✱ ✉♥❡ ✉♣•✐❝✐té n ❡t ✉♥ é♥♦♥❝é ❝•♦s ❙❆◆❙ P❆|❆▼❊✲ ❚|❊ P t❡• q✉❡ val n,E (P ) ❡st ❛✉t♦❞✉❛• ❈❤❛♣t❡r ✹ ❆♥♥❡①❡ s✉r •❡s ❙❯❈❯ ✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▲✬♦❜•❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r à ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ♥♦♥ •♦❣✐❝✐❡♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣ré❝✐s❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s s❡♥t❡✉rs ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡✳ ❏❡ ♥❡ s✉✐s ♣❛s ❞✉ t♦✉t s♣é❝✐❛•✐st❡ ❞❡ ▲▲✱ ❡t ❝✬❡st •✬✐♥térêt✱ ♠❡ s❡♠❜•❡✲t✲✐• ❞❡ ❝❡ té♠♦✐❣♥❛❣❡✳ ◆❡ •❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t q✉❡ ♣❛r r✉♠❡✉rs ❣•❛♥é❡s ✐❝✐ ♦✉ •à ❞❛♥s •❡s ♠é❞✐❛s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ •✬❛✐ ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬♦♥ ❛ ❞✉ ♠❛• à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❛♥s ✳✳✳ •❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ ❢♦r❝❡r à ♣♦s❡r ✉♥ t❡• ❝❤♦✐①✱ •✬❛✐ é❝r✐t ❝❡ ♣❞❢✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣•✉s •♦✐♥ ❞❛♥s •❡ t❡①t❡✱ •❡ r❡✈✐❡♥s s✉r •❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t •❡✉r ♣•✉s ❝♦♠♣•èt❡ ❤♦♥♥êt❡té ❡t ❢r❛♥❝❤✐s❡ ♣♦ss✐❜•❡ ✭✐❡ ♥❡ r✐❡♥ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s •❡s ❛①✐♦♠❡s q✉✐ s♦✐t tr♦♣ ✳✳✳ ✉♥ ❛①✐♦♠❡✮✳ ▲❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ •♦❣✐q✉❡ très ❢❛✐❜•❡✱ ❡s♣ér♦♥s q✉❡ •❡s ❙❯❈❯ ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♥❡ r❛•♦✉t❡♥t r✐❡♥ ❞❡ ♣•✉s à •❛ ▲▲ q✉❡ ❝❡ q✉✬❡••❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞é•à ✭•❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♠✐s à ♣❛rt✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❛t❡r♠♦✐❡♠❡♥ts ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ s✉r •❛ s②♥t❛①❡✮ ✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❙❯✱ ❙❯❈✱ ❙❯❈❯ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❡••❡ •❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✉♣•❡t (A, →, ≤) ♦ù✿ • ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♠♣•❡t ♣♦✉r A ✭t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢✮ • → ❡st ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A 2 ❞❛♥s A✳ • P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A : (x → (a → x)) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ • P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A : (x → (x → a)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ • ∀a, b, x, y : s✐ a ≤ b ❡t (a → b) ≤ (x → y) ❛•♦rs x ≤ y • P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜•❡ E ❡t t♦✉t❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s f, g ❞❡ E ❞❛♥s A✱ •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s (f (e) → g(e)) ❡st ≤ a → b ❡♥ ♥♦t❛♥t a •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s f (e), e ∈ E ❡t b •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s g(e), e ∈ E ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ X ❞❡ A ❡t t♦✉t a ∈ A✱ •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s (a → x) q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt X ❡st ≤ (a → (inf (X))) ◆♦✉s ❡♥ •❛✐ss♦♥s •❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ •❡❝t❡✉r✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ A t♦✉t ❡♥t✐❡r s❡r❛ ♥♦té❡ 0✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡♠❛♥❞❡ à •✬♦♣ér❛t✐♦♥ → ❞❡ ré❛•✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣•é♥✐t✉❞❡ ✭♦✉ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té✮✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❡••❡ s❡r❛ ❞✐t❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ q✉❛♥❞ ∀a, b, c : a → (b → c) = b → (a → c)✳ ❖♥ ❛❜rè❣❡ ❙❯✿❂str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❡••❡ ❡t ❙❯❈✿❂str✉❝t✉r❡ ✉♥✐✈❡rs❡••❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ SU CU ✉♥❡ SU C ❛②❛♥t ✉♥ é•é♠❡♥t 1✱ ✐❡ ✉♥ é•é♠❡♥t ✈ér✐✜❛♥t ∀a ∈ A : (1 → a) = a✳ ❖♥ ♥♦t❡ V •❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ •❛ ❙❯✳ ❖♥ ♥♦t❡ a ⊗ b := •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s (a → (b → x)) → x q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt A✳ ✶✾ ✷✵ ❈❍❆P❚❊| ✹✳ ❆◆◆❊❳❊ ❙❯| ▲❊❙ ❙❯❈❯ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✹ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈✿ a ≤ ((a → b) → b) Pr❡✉✈❡✿ ✈✐❡♥t ❞❡ ((a → b) → (a → b)) ≤ (a → ((a → b) → b)) ❡t (a → b) ≤ (a → b) ❉❛♥s •❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ❙❯❈❯ ✭♦✉ é✈❡♥t✉❡••❡♠❡♥t ❛✉① ❙❯❈✮✳ ❯♥❡ ❙❯❈ s❡r❛ ❞✐t❡ s②♠étr✐q✉❡ q✉❛♥❞ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✈♦•✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ φ ❞❡ A ❞❛♥s A ✈ér✐✜❛♥t ∀x, y : (x → y) = (φ(y) → φ(x)) ❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈✿ (a → b) ≤ ((b → c) → (a → c)) Pr❡✉✈❡✿ ❞✬❛♣rès •❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ (a → b) ≤ (a → ((b → c) → c))✳ ❖r (a → ((b → c) → c)) = ((b → c) → (a → c)) ❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈✿ ((a → a) → b) ≤ b Pr❡✉✈❡✿ ❈✬❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ a ≤ a ❡t q✉❡ (a → a) ≤ (((a → a) → b) ≤ b) ❚❤é♦rè♠❡ ✶✼ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯✱ ∀a, b : (a ≤ b) ⇐⇒ (1 ≤ (a → b)) Pr❡✉✈❡✿ (a → b) ≤ (a → (1 → b)) ❞♦♥❝ (a → b) ≤ (1 → (a → b))✱ ❞♦♥❝ s✐ a ≤ b ❛•♦rs 1 ≤ (a → b)✳ |é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s 1 ≤ (a → b)✳ ❈♦♠♠❡ 1 = (1 → 1)✱ ❞♦♥❝ (1 → 1) ≤ (a → b)✳ ❈♦♠♠❡ 1 ≤ 1 ❞♦♥❝ a ≤ b ✹✳✷✳✶ |❡♠❛rq✉❡ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥ ❝❡ q✉✬✐• ♠♦♥tr❡ q✉❡ 1 ♠✐♥♦r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts (x → x)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ 1 ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t é❣❛• à •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♠ê♠❡ •❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s x → x q✉❛♥❞ x ♣❛r❝♦✉rt A✱ ❝❛r 1 = (1 → 1)✳ ✹✳✷✳✷ ❙❯ ✈✐✈❛♥t❡s ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ SU ❡st ✈✐✈❛♥t❡ q✉❛♥❞ t♦✉t s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à ♣♦✐♥ts ✜①❡s ✭❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❙❊P❋✮ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦•✉t✐♦♥✳ ❯♥ ❙❊P❋ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡ x i = expression i ♦ù ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ expression i ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ •✬♦♣ér❛t✐♦♥ → ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♥❡ ✜❣✉r❡ q✉✬❛✉ ♣•✉s ✉♥❡ s❡✉•❡ ❢♦✐s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❊①❡♠♣•❡✿ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ à ♣♦✐♥t ✜①❡✿ E a := [x = x → a; inconnue x]✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯ ✈✐✈❛♥t❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛•❡✱ ✐• ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜•❡ ❞✬❛✈♦✐r ♣♦✉r t♦✉s a, b : (a → (a → b)) ≤ (a → b)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡•❛ ❡♥tr❛î♥❡r❛✐t ❛•♦rs✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♦•✉t✐♦♥ w à •✬éq✉❛t✐♦♥ E a ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a✱ 1 ≤ a ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ A s❡r❛✐t ✉♥ s✐♥❣•❡t♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ w = (w → a)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t w ≤ (w → a) ❞♦♥❝ 1 ≤ (w → (w → a)) ❞♦♥❝ 1 ≤ (w → a)✱ ❞♦♥❝ 1 ≤ w ❞♦♥❝ w ≤ a ❞♦♥❝ 1 ≤ a✳ ❙✐ ❝❡❝✐ ✈❛✉t ♣♦✉r t♦✉t a ❛•♦rs ∀a, b : 1 ≤ (a → b) ❞♦♥❝ a ≤ b✳ ✭✈♦✐r ✶ ✮ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ é•é♠❡♥t a✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é✜♥✐r ❞❛♥s t♦✉t❡ SU ✱ ✉♥ é•é♠❡♥t exp(a) q✉✐ ❡♥ q✉❡•q✉❡ s♦rt❡ •❡ ♣•✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜•❡ t❡• q✉❡ exp(a) ≤ a ❡t t❡• q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x : (exp(a) → (exp(a) → x)) ≤ (exp(a) → x) ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ❙♦✐t a ∈ A✳ ❙♦✐t X •❡ ♣•✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡ A ♣♦✉r •✬✐♥❝•✉s✐♦♥ t❡• q✉❡ 1 ∈ X ❡t a ∈ X ❡t t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ ❞❛♥s X ❡t ∀x, y ❞❛♥s X : x ⊗ y ∈ X✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ ❞❡ X ❡st ♥♦té❡ exp(a)✳ ✶ ❈✬❡st •❛ ❝r✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝•❡ ✹✳✷✳ ❉➱❋■◆■❚■❖◆❙ ❉❊❙ ❙❯✱ ❙❯❈✱ ❙❯❈❯ ✷✶ ✹✳✷✳✸ |❡♠❛rq✉❡ s✉r 1 ❖♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ∀x : 1 ≤ (x → x)✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❝r♦✐r❡ à ∀x : x ≤ 1✳ ❆✉ st❛❞❡ ♦ù ♥♦✉s ❡♥ s♦♠♠❡s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é ✭❡t ç❛ ❛♣♣❛r❛✐tr❛ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜•❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣•✉s t❛r❞ ❞❛♥s •❡ ♣rés❡♥t ❞♦❝✮✳ ❆ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ∀x : x ≤ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❛•♦rs ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❛s ✐♥♦✛❡♥s✐❢s ❞✉ t♦✉t✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✾ ❖♥ s❡ ♣•❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∀x : x ≤ 1✳ ❆•♦rs ∀x, y : x ≤ (y → x) ❈❡ ♣rés❡♥t t❤é♦rè♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ très ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ •❛ ♣♦ss✐❜✐•✐té ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♣♦✉❜❡••❡s à ✈♦•♦♥té✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ ♠♦♥tr❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯ q✉❡•❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t •❡t❡r à •❛ ♣♦✉❜❡••❡✱ s❛♥s ❝♦✉t✱ t♦✉t é•é♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛• à 1✳ Pr❡✉✈❡✿ x = (1 → x) ≤ (y → x) ❞ès •♦rs q✉❡ y ≤ 1 ✹✳✷✳✹ ◆♦t❛t✐♦♥s ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s •❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿ (a ∧ b) := inf ({a; b}) ❡t a ∨ b := sup({a; b})✳ ❊••❡s s♦♥t ✐♥❤❛❜✐t✉❡••❡s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ∨ ♣•✉tôt ❣é♥ér❛•❡♠❡♥t ♥♦té ⊕ ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ +✮✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❙❯ s✬❡①♣r✐♠❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r •❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té s✉✐✈❛♥t❡✿ a ⊗ ( i x i ) = i (a ⊗ x i ) ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ •❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ∧ ❡t ❞❡ ∨ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❛îtr❡ ♣•✉s ❝♦♥❢♦rt❛❜•❡ à •✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ♥♦♥ •♦❣✐q✉❡✳ ■♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐•✐s❡r♦♥s ✭s❛✉❢ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✮ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ∨ q✉❡ + ♦✉ ⊕ ❞❛♥s •❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♠❛✐♥t✐❡♥❞r♦♥s ∧ ♣♦✉r •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ s✉✐t ❝•ôt✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ •❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣ré♣❛r❛t✐❢s✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✵ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯✱ ♦♥ ❛ ∀a, b, c : a⊗(b+c) = (a⊗c)⊕(a⊗b)✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ⊗ ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t x → (a ⊗ x) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉❡ ♣•✉s✱ a ⊗ 1 = a ❡t a ⊕ 0 = a✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐✿ ♣♦✉r t♦✉t x : (a → (b → x)) = (a ⊗ b) → x Pr❡✉✈❡ ✭♣❛rt✐❡••❡✮✿ ❙♦✐❡♥t a, b ❡t ♥♦t♦♥s p := a ⊗ b✳ P♦✉r t♦✉t x : (a → (b → x)) = p → x✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐• ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ (a → (b → x)) ≤ (p → x) ❝❛r p ≤ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡• (a → (b → x)) → x✱ ❞♦♥❝ 1 ≤ (p → ((a → (b → x)) → x)) = ((a → (b → x)) → (p → x))✳ ❉❛♥s •✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✐• s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ 1 ≤ (a → (b → p))✱ ❝❡ q✉✐ rés✉•t❡ ❞❡ •❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❡t ❞❡ 1 ≤ (a → (b → (((a → (b → x)) → x) → x)))✳ ■• ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ x + 0 = sup({x; 0}) = x ❝❛r 0 ≤ x✳ ❆✉ss✐ ❜✐❡♥ (a ⊗ b) q✉❡ (a ⊗ c) s♦♥t ≤ a ⊗ (b + c)✳ ❉❛♥s •✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✐• s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (b + c) ≤ (a → ((a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c)))✱ ♦r b ≤ (a → ((a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c))) ❡t c ≤ (a → ((a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c)))✳ ❈♦♠♣❛r♦♥s a ⊗ 1 ❛✈❡❝ a✿ •✬é•é♠❡♥t (a ⊗ 1) → a ❡st é❣❛• à a → (1 → a) q✉✐ ❞é♣❛ss❡ 1✳ ❉❛♥s •✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ✐• ♥✬② ❛ q✉✬à r❡❣❛r❞❡r a → (a ⊗ 1) ❝♦♠♠❡ •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s a → ((a → (1 → x)) → x) ♣♦✉r ❝♦♥❝•✉r❡✳ ✹✳✷✳✺ ◗✉❡ ✈❛✉t x ⊗ 0❄ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ ❙❯❈❯ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❡♠✐✲ ❛♥♥❡❛✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t (A, +) ❡st t♦✉t ❝❡ q✉✬✐• ② ❛ ❞❡ ♣•✉s é•♦✐❣♥é ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳ ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ t②♣❡ ✧❁❣r♦✉♣❡✧❃ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à •❛ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ q✉❡ x ⊗ 0 = 0 ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡①♣•♦✐t❛❜•❡s✳ ❈♦♠♠❡ 0 ❡st •❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ •❛ str✉❝t✉r❡✱ 0 ≤ x ⊗ 0 ≤ V ⊗ 0 ❡♥ ♥♦t❛♥t V •❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ •❛ ❙❯❈❯✳ ■• ❡♥ ❞é❝♦✉•❡ q✉❡ s✐ x ⊗ 0 = 0 ❛•♦rs V ⊗ 0 = 0✳ ❖♥ ❛ •✬é❣❛•✐té (V ⊗ 0) → 0 = V → (0 → 0) = 0 → (V → 0) ≥ 1 ❝❛r 0 ≤ (V → 0)✳ ■• ❡♥ ❞é❝♦✉•❡ q✉❡ (V ⊗ 0) ≤ 0 ❞♦♥❝ V ⊗ 0 = 0✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ •❡ t❤é♦rè♠❡✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✶ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯✱ ∀x : x ⊗ 0 = 0 ✷✷ ❈❍❆P❚❊| ✹✳ ❆◆◆❊❳❊ ❙❯| ▲❊❙ ❙❯❈❯ ✹✳✷✳✻ ❊♥s❡♠❜•❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬✉♥❡ ❙❯❈❯ ❖♥ •✬❛ ❞é♠♦♥tré ✉♥ ♣❡✉ ♣•✉s ❤❛✉t✱ ✐• ② ❛ éq✉✐✈❛•❡♥❝❡ ✭❞❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯✮ ❡♥tr❡ a ≤ b ❡t 1 ≤ (a → b)✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ❙♦✐t a := (A, ≤, →, 1) ✉♥❡ ❙❯❈❯✳ T heorem(a) := {x ∈ A | 1 ≤ x} ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ •✬♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ⊗✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ → ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜•❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ (≤, ⊗)✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦✉✐✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✸ ❉❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈❯ z✱ ♣♦✉r t♦✉s a, b : a → b ❡st •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s x t❡•s q✉❡ a ⊗ x ≤ b✳ Pr❡✉✈❡✿ ♥♦t♦♥s s •❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡s x t❡•s q✉❡ a ⊗ x ≤ b✳ ■• s✬❡♥s✉✐t q✉❡ (a → b) ≤ s ❝❛r (a → b) → (a → b) = ((a ⊗ (a → b)) → b)✳ ❉❛♥s •✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ s♦✐t x t❡• q✉❡ a ⊗ x ≤ b✳ ❆•♦rs a → (x → b) = x → (a → b) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à T heorem(z) ❡t ❞♦♥❝ (a → b) ♠❛•♦r❡ •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s x t❡•s q✉❡ a ⊗ x ≤ b✳ ✹✳✸ P❡t✐t ❜✐•❛♥ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ à •❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ s♦rt ♣❛s ❞❡ ♥✉••❡ ♣❛rt✳ ■• s✬❡st ❛❣✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r •❡s r✉♠❡✉rs q✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♥✐ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❡♥ •♦❣✐q✉❡ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡ ♥✐ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ •❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛ ♣✉ ré❝✉♣ér❡r ❞❡ ❞✐✈❡rs ♠é❞✐❛s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❙❯❈❯ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r •❡s ✐❞é❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿ • ❚♦✉t •❡ ♠♦♥❞❡ ✭② ❝♦♠♣r✐s •❡s ♥♦♥ ♠❛t❤❡✉①✮ ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❙✐ ❆ ❛•♦rs s✐ ❇ ❛•♦rs ❈ ❡t ❙✐ ❇ ❛•♦rs s✐ ❆ ❛•♦rs ❈ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ♣❤r❛s❡s ❞♦♥t •❡ s❡♥s ❡st ❛❜s♦•✉♠❡♥t é❣❛•✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ❢❛✐t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❛✉① ❙❯❈✱ ♣•✉tôt q✉✬❛✉① ❙❯✳ • ▲❛ s❝✐❡♥❝❡ ♦✛r❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❛♥s •❡ ♠♦♥❞❡ ♠❛tér✐❡•✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ → ❡st ✉♥❡ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ s✐✳✳❛•♦rs✳✳ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡st❡ ♦ù ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ q✉❡ •❡s ❣❡♥s ♣✉✐ss❡♥t ♣❛r•❡r ❞❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ •❡✉r ♣❛ss❡ ♣❛r •❛ têt❡✳ ■• s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ •❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❤r❛s❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣•✉s r❡✈❡♥❞✐q✉❡r ✉♥ st❛t✉t ✐❞é❛• ❡t ✐♠♠✉❛❜•❡✳ ❈❡•❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬é❝❤❛♥❣❡✳ x → y r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ •❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r é❝❤❛♥❣❡r x ❝♦♥tr❡ y✱ ♦✉ ♣•✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❛ss❡r ❞❡ x à y✳ • ▲✬✐t❡♠ ♣ré❝é❞❡♥t ❡①♣•✐q✉❡ •❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ • ▲❛ ❝♦♠♣•ét✉❞❡ ❞❡ •✬♦r❞r❡ ❡st ✉♥ ❛•♦✉t ❣r❛t✉✐t ✭q✉✐ ♥✬❛ ♣♦✉r •✬✐♥st❛♥t ♣❛s •♦✉é ✉♥ ❣r❛♥❞ rô•❡✮ • ▲❛ ✈♦•♦♥té ♣✉r❡♠❡♥t •♦❣✐q✉❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ •♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮ ❞❡ ♠❡ttr❡ t♦✉t ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à •✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é•é♠❡♥t ✧❁♥❡✉tr❡✧❃ ❛♣♣❡•é 1✳ ■• ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r a ❝♦♠♠❡ •✬✐♠♣•✐❝❛t✐♦♥ 1 → a✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ •✬❛ ✈✉ ç❛ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉•✐èr❡♠❡♥t r✐❝❤❡s✳ • ■• ② ❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r à ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡✿ ≤ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r❝❡✳ ■• ✈❛✉t ♠✐❡✉① •✐r❡ x ≤ y ❝♦♠♠❡ y ❡st •✬✉♥ ❞❡s ✈✐s❛❣❡s ❞❡ x✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡✱ r✐❡♥ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ é❝❤❛♥❣❡r ✉♥ ♣♦rt❡✲♠♦♥♥❛✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣✐è❝❡ x ❡t ✉♥❡ ♣✐è❝❡ y ❝♦♥tr❡ ✉♥ ♣♦rt❡✲♠♦♥♥❛✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s❡✉•❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣✐è❝❡ x✳ ❙✐ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t •❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t ♣•✉s q✉❡ •❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❤♦♥♥êt❡♠❡♥t q✉❡ •❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ •❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉✬✐• ❡st ✉♥ ❞❡s ✈✐s❛❣❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✳ • ❖♥ ❞✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t •❡t❡r ✉♥ é•é♠❡♥t x s❛♥s ❝♦ût q✉❛♥❞ ∀y : y ≤ (x → y)✳ • ❖♥ ❛ ❞é❝♦✉✈❡rt q✉❡ t♦✉t é•é♠❡♥t ❞♦♥t 1 ❡st ✉♥ ❞❡s ✈✐s❛❣❡s✱ ✐❡ t♦✉t é•é♠❡♥t ≤ 1✱ ♣❡✉t êtr❡ •❡té s❛♥s ❝♦ût✳ ▲✬♦❜•❡t 1 s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉ ✈✐❞❡✳ • ▲✬♦❜•❡t 0✱ ♠❛• ♥♦♠♠é✱ ❡st •❡ ♣❛r❛❞✐s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ •❛ •❛♠♣❡ ❞✬❆•❛❞✐♥✳ ❚♦✉t ♦❜•❡t ❡st ✉♥ ❞❡s ✈✐s❛❣❡s ❞❡ 0✳ ✭❉❡ •à à •❡ ♥♦♠♠❡r ❉✐❡✉✳✳✳✮ • ■• s❡♠❜•❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ q✉✬❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛•✐té✱ ✐• ② ❛ ✉♥ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r •❡t❡r à •❛ ♣♦✉❜❡••❡ ❞❡s é•é♠❡♥ts très ♣❡✉ ❡♥❣❛❣és✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡ •❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ •❛ str✉❝t✉r❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡•é ♣r♦✈✐s♦✐r❡♠❡♥t ❱✮✳ • ■• r❡st❡ à •✉st✐✜❡r ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡♠❡♥t •❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ •❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❛✣r♠❡ q✉❡ •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s a → x ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛• à a → borne ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s x✳ ◆♦✉s •❡ ❢❡r♦♥s ♣•✉s t❛r❞✳ ✹✳✹ ❋❛✐s♦♥s •❡s ♣♦✉❜❡••❡s ❖♥ s❡ ♣•❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❙❯❈❯ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ •❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ •❡s ❞✐✈✐♥✐tés✱ ❡✉❤ ♣❛r❞♦♥ 0✱ ❡t ♣•✉s ❣é♥ér❛•❡♠❡♥t •❡s é•é♠❡♥ts ♣•✉s ♣❡t✐ts q✉❡ 1 s♦♥t •❡t❛❜•❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ❝❡ ♣♦✐♥t✿ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ❖♥ ❞✐t q✉❡ a ❡st •❡t❛❜•❡ q✉❛♥❞ ∀x ∈ A : x ≤ (a → x) ❖♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r •❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✿ •❡s é•é♠❡♥ts •❡t❛❜•❡s s♦♥t✲✐•s t♦✉s ≤ 1❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♦✉✐✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ❙♦✐t a ✉♥ é•é♠❡♥t •❡t❛❜•❡✳ ❆•♦rs a ≤ 1 Pr❡✉✈❡✿ 1 ≤ (a → 1) ❞♦♥❝ a ≤ (1 → 1) = 1 |❛♣♣❡•♦♥s q✉❡ •❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ •❛ str✉❝t✉r❡ s♦♥t •❡s é•é♠❡♥ts q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t 1✳ ■• s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ •❡ s❡✉• t❤é♦rè♠❡ •❡t❛❜•❡ ❡st 1 •✉✐✲♠ê♠❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s t❤é♦rè♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s •❡t❛❜•❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r✱ s✐ V = 1 ❛•♦rs V ♥✬❡st ♣❛s •❡t❛❜•❡✳ ✭◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té V •✬é•é♠❡♥t ♣•
(G → H) ⊆ (K → L)✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ K ⊆ L✳ ❙♦✐t k ∈ K✳ ❈♦♠♠❡ e ∈ (G → H)✱ ❞♦♥❝ e ∈ K → L ❞♦♥❝ k = k * e ∈ L✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡s G i , H i ✳ ◆♦t♦♥s G •✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s G i ✱ H ❝❡••❡ ❞❡s H i ❡t C ❝❡••❡ ❞❡s G i → H i ✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ C ⊆ (G → H)✿ s♦✐t c ∈ C, g ∈ G✳ P♦✉r t♦✉t i : g ∈ G i ❡t ❞❡ ♣•✉s g ∈ G i ✱ ❞♦♥❝ c * g ∈ H i ✳ ❋✐♥❛•❡♠❡♥t c ∈ (G → H)✳ ❖♥ •❛✐ss❡ •❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ •❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❛✉ •❡❝t❡✉r✳
♣r❡✉✈❡✿ ❖♥ ♥♦t❡ 0 •❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ •❛ ❙❯❈❯✳ ❈♦♠♠❡ a =!(a → 0) ❡♥ ♣❛rt✐❝✉•✐❡r a ≤ a ⊗ a✳ ❉❡ ♣•✉s✱ a ≤ (a → 0) ❞♦♥❝ (a ⊗ a) ≤ 0✳ ❉♦♥❝ a ≤ 0✳ ❉♦♥❝ 1 ≤ (a → 0)✱ ❞♦♥❝ 1 ≤!(a → 0)✱ ❞♦♥❝ 1 ≤ a✱ ❞♦♥❝ 1 ≤ a ≤ 0 ❞♦♥❝ 1 = 0✳ ■•

•

  ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r•❡r♦♥s ♣•✉s •❛♠❛✐s ❞❡ •❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①❝✉s❡ à •❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ✈♦✉s •❛✐ss✐❡③ •❡ t❡♠♣s ❛✉ ♠❡ss❛❣❡ ❞❡ ❝✐r❝✉•❡r ❞❡ •✬é♠❡tt❡✉r ✈❡rs •❡ ré❝❡♣t❡✉r ✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❞✬✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r •❡ ❢❛❜r✐❝❛♥t s❡r❛ ❞❡ •❛ ❢♦r♠❡✿ ♥♦tr❡ té•é♣❤♦♥❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ q✉❡•q✉❡ s♦✐t •❡ ♠❡ss❛❣❡ x ∈ E q✉✐ ✈♦✉s s♦✉❤❛✐t❡③ ❡♥✈♦②❡r✱ •❡ ré❝❡♣t❡✉r r❡❝❡✈r❛ ❜✐❡♥ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ y t❡• q✉❡ (x, y) ∈ R✳ ◆♦✉s ♥✬é✈♦q✉❡r♦♥s ♣•✉s •❡ t❡♠♣s✳ ✶✳✸✳✷ ❚é•é♣❤♦♥❡s ❛❜str❛✐ts ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐ss✐♣♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♠❜✐❣✉✐té ❞❡ •❛ ♠ét❛♣❤♦r❡ té•é♣❤♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛••♦♥s ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s✱ ❛②❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛ts✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡r❛ ♣✉r❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥ ré❛•✐té✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s •❡s té•é♣❤♦♥❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ ♠❛✐s •❡s ❣❛r❛♥t✐❡s té•é♣❤♦♥✐q✉❡s✳ ❉❛♥s •❛ s✉✐t❡✱ ✐• ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣•✉s •❛♠❛✐s q✉❡st✐♦♥ ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❢♦r♠❡••❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❤és✐t❡r♦♥s ♣❛s à ❞✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣•❡✱ s♦✐t •❡ té•é♣❤♦♥❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ •❡ ré❝❡♣t❡✉r r❡ç♦✐t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ d ❞✉ ♣•❛♥ t❡••❡ q✉❡ x ∈ d q✉❛♥❞ •✬é♠❡tt❡✉r ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x ❞✉ ♣•❛♥✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠❛❣é❡ ❞❡ ♣❛r•❡r ♥❡ s❡r❛ q✉❡ ♣♦✉r r❡♠♣•❛❝❡r •✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣•✉s ❛✉stèr❡ s♦✐t •❡ tr✐♣•❡t (P lan, Droites, R) t❡• q✉❡ R := {(x, d) ∈ P lan × Droites | x ∈ d}✳ ▲❛ s❡✉•❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r❛ ❡st q✉❡• té•é♣❤♦♥❡ ❡st ♣•✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉❡ q✉❡• ❛✉tr❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛

  ❡t ❝❡✱ ♦ù q✉❡ ✈♦✉s s♦②❡③✱ ❡t q✉❡••❡ q✉❡ s♦✐t •❡s ❞❛t❡s à ❛✉①q✉❡••❡s ✈♦✉s t❛♣❡r❡③ s✉r ✈♦s ❝•❛✈✐❡rs✱ •❡s ré♣♦♥s❡s s✬❛✣❝❤❛♥t ❡♥ ♦✉tr❡ ♣r❡sq✉❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t✱ ✐❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣•✉s t❛r❞✳ ✶✳✸✳✸ P✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ té•é♣❤♦♥❡s ❛❜str❛✐ts ❙✬✐• ♥♦✉s ❛♣♣❛r❛ît ♣•✉s ❝♦♥❢♦rt❛❜•❡ ❞✬✉t✐•✐s❡r •❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ✐♠❛❣é q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✐• ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ♠♦✐♥s à ♥❡ ♣❛s ♦✉❜•✐❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❡r♦♥s✱ t♦✉t ❛✉ •♦♥❣ ❞✉ t❡①t❡ q✉❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡✱ é✈✐❞❡♥t❡✱ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ •❡s ✉t✐•✐s❛t❡✉rs s♦♥t à ♣r✐♦r✐ é•♦✐❣♥és •❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❯♥ té•é♣❤♦♥❡ ❡st ♣•✉s ♣✉✐ss❛♥t q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ q✉❛♥❞ •❡s ✉t✐•✐s❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r s✐♠✉•❡r •✬✉♥ ❛✈❡❝ •✬❛✉tr❡✱ ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t q✉❛•✐✜❡r ❞❡ •♦❝❛•❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜•❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ I✱ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ q✉✐ ❝♦♠♣❛r❡ •❡s té•é♣❤♦♥❡s ❞✬✉♣•✐❝✐té I ❡t t♦✉t •❡ tr❛✈❛✐• ❝♦♥s✐st❡à ét✉❞✐❡r ❝❡ ♣ré♦r❞r❡✱ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝•❛ss❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲❡s ❝•❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛•❡♥❝❡

  ✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ t♦✉s •❡s ❛✉tr❡s✮ ❆✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r q✉✬❛✉① ❙❯❈❯✳ ▼❛✐s •❡s ❙❯❈ s♦♥t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❙❯❈❯✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ •✉st❡ ❛•♦✉té 1✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❙❯❈ q✉❡•❝♦♥q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❙❯❈❯✳ ❖♥ s❡ ♣•❛❝❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥❡ ❙❯❈ ✭s❛♥s s✉♣♣♦s❡r q✉✬❡••❡ ❡st ✉♥❡ ❙❯❈❯✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ u := •❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡s x → x✳ ◗✉❡st✐♦♥✿ u s❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲t✲✐• ❝♦♠♠❡ •❡ 1 ❞✬✉♥❡ ❙❯❈❯❄ ✹✳✺ ❊①❡♠♣•❡s ❞❡ ❙❯❈❯ ✹✳✺✳✶ ▲❛ ❙❯❈❯ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐•✐tés ♥❛ï✈❡s ❙♦✐t A := [0; 1] •✬✐♥t❡r✈❛••❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡•s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❡t ≤ s♦♥ ♦r❞r❡ ♥❛t✉r❡•✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t x → y := 1-x+xy✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ (A, →, ≤) ❡st ✉♥❡ ❙❯✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❙❯❈❯ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ (x → (y → z)) = (y → (x → z)) = 1y + y(x → z) = 1y + y(1x + xz) = 1xy + xyz ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❙❯❈❯✱ •✬é•é♠❡♥t 1 ② ❡st ♣•✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ t♦✉s •❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ✉♥ é•é♠❡♥t x t❡• q✉❡ (x → 0) = 1x ❡st é❣❛• à x✳ ▲✬♦r❞r❡ ② ❡st t♦t❛•✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❙❯❈❯ ❡st ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ q✉❡ inf x,y ((x → (x → y)) → (x → y)) = 0 ✹✳✺✳✷ ❯♥❡ ❙❯❈❯ ❡♠❜•é♠❛t✐q✉❡ ❙♦✐t (R, * ) ♦ù * ❡st ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ R 2 ❞❛♥s R ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❞♦té❡ ❞✬✉♥ é•é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ e✳ ❙♦✐t A •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ R q✉✐ s♦♥t st❛❜•❡s ♣❛r * ✳ ❙♦✐t ≤ •✬✐♥❝•✉s✐♦♥ s✉r A✳ ❙♦✐t →:= [(X, Y ) ∈ A 2 → {t ∈ R | ∀x ∈ X : t * x ∈ Y }]✳ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✻ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ (A,→, ≤, {e}) ❡st ✉♥❡ ❙❯❈❯ Pr❡✉✈❡✿ t♦✉s •❡s ❡♥s❡♠❜•❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ A✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ G ⊆ H ❡t q✉❡

  ✹✳✺✳✸▲❡s ❙❯❈❯ ✉s✉❡••❡s◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡••❡ t♦♣♦•♦❣✐❡ ✭s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜•❡ E✮ ❡st ✉♥❡ ❙❯❈❯✱ ❛✈❡❝ (U → V ) := •❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♦✉✈❡rts X t❡•s q✉❡ U ∩ X ⊆ Y ✳ ▲✬♦r❞r❡ ❡st •✬✐♥❝•✉s✐♦♥ ❡t •✬✉♥✐té ❡st E✳ ✹✳✻ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ é❞✐✜❛♥t ❙✉r •❡ ♣•❛♥ ♣❤✐•♦s♦♣❤✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ •❡s ❙❯❈❯ ✭•❡s ♠♦❞è•❡s ❞❡ •❛ •♦❣✐q✉❡ •✐♥é❛✐r❡s✮ ❛♣♣♦rt❡♥t ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❛•t❡r♥❛t✐❢ à •❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡••❡ ✭•✬❡①✐st❡♥❝❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❛♥s •❡ ❞és✐r ❤✉♠❛✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ ❞✐s❛♥t •✬✐♠♣•✐q✉❡ t♦✉t✱ ✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤r❛s❡ a t❡••❡ q✉❡ a = (a → tout)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣•✉s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ tout s✐ ♦♥ r❡❢✉s❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r •✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❝•♦♥❛❣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❤é•❛s q✉✬✉♥ ré❝♦♥❢♦rt très ♣r♦✈✐s♦✐r❡✳ ❆❞♦♣t♦♥s •❡ ❢♦r♠❛•✐s♠❡ •✐♥é❛✐r❡ s❛♥s ❡♥ ❡①❝•✉r❡ •❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡•s ! ❡t ?✳ ◆♦✉s r❡♠❡tt♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❜str❛✐t❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞é•à ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ✧str✉❝t✉r❡s ❞❡ ✈❛•❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té❡ s✉r ❍❆▲✱ ❞✉ ♠ê♠❡ ❛✉t❡✉r✿ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✼ ❚♦✉t❡ ❙❯❈❯ ♦ù ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ é•é♠❡♥t a t❡• q✉❡ a = (!(a → tout)) ❡st ✉♥ s✐♥❣•❡t♦♥✳

  s✬❡♥s✉✐t q✉❡ x = x ⊗ 0 ≤ 0 ⊗ 0 = 0✳ ❈◗❋❉ ✹✳✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣•✉s ❢♦♥❞❛t✐♦♥♥❡••❡s ✹✳✼✳✶ ❯♥❡ ❞rô•❡ ❞❡ ❙❯❯ ✳ ❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥❢♦r♠❡•✳ ❖♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♥✐ •✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✱ ♥✐ •✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ R ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡• E q✉✐ ❡st é❣❛• à L(E, E)✱ L(E, E) ét❛♥t •✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥s •✐♥é❛✐r❡s ❞❡ E ❞❛♥s E✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é•é♠❡♥ts ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ E s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜•❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣•❡✱ •✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥ é•é♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ E✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r j : x → (f → f (x))✳ ◆♦t♦♥s A •✬❡♥s❡♠❜•❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡•s ❞❡ E✳ P♦✉r ❞❡s é•é♠❡♥ts U, V ❞❡ A✱ ❞✐s♦♥s q✉❡ U ≤ V q✉❛♥❞ ✐• ❡①✐st❡ ✉♥ é•é♠❡♥t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ E q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ t♦✉s •❡s é•é♠❡♥ts ❞❡ U ❞❛♥s V ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣ré♦r❞r❡✳ ◆♦t♦♥s (X → Y ) := {t ∈ E | ∀x ∈ U : t(x) ∈ V } ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ E✳ ❈❡•❛ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❙❯❈❯✳ ◗✉❡st✐♦♥✿ )❋ ✰ •✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡• ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡• ❡st✲✐• ❝♦♥s✐st❛♥t❄ ◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s •❡ ♠ê♠❡ s✐❣•❡ ✧❁❙❯❈❯✧❃ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st éq✉✐✈❛•❡♥t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡♥•❡✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡••❡ ♣ré❙❯❈❯ •❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✉♣•❡t (A, →, ≤, 1) ♦ù✿ • ≤ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♠♣•❡t ♣♦✉r A ✭t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢✮ • → ❡st ✉♥❡ ❛♣♣•✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A 2 ❞❛♥s A ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A : (1 → x) = x• P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A : (x → (a → x)) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡• P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a ∈ A : (x → (x → a)) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡