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FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES CUBIQUES

ET IRREDUCTIBLES

ARMAND LACHAND

ABSTRACT. Let F(X1,X2) € Z[X1,X2] be an irreducible binary form of degree 3
and h an arithmetic function. In this article, we give some estimates for the average
order Zlnlléx,\m\sm h(F(n1,n2)) when h satisfy certain conditions. We provide an
asymptotic formula for the number of y-friable values of F(n1,n2) when the variables

n1,n2 lie in the square [1,z]* and uniformly for exp ) <y < z. This

log x
(loglogx)l/2—¢
improves a result of Balog, Blomer, Dartyge and Tenenbaum in the case of cubic
form. Our method also applies to some oscillating multiplicative functions like the
Mobius function g : this gives an other proof of the Chowla conjecture for binary and
irreducible cubic forms, recently proved by Helfgott.

RESUME. Soient F(X1,X2) € Z[X1, X2] une forme binaire irréductible de degré 3
et h une fonction arithmétique. Dans cet article, nous obtenons des estimations de
lordre moyen Zlmlsx,\nzléw h(F(n1,n2)) pour des fonctions h soumises & certaines
conditions. On donne en particulier une formule asymptotique du nombre d’entiers
y-friables de la forme F(n1,n2) ol (n1,n2) parcourent [1,z]?, uniforme dans la région

exp (aoglolg% < y < z. Ceci améliore des résultats de Balog, Blomer, Dartyge et

Tenenbaum dans le cas des formes cubiques. La méthode utilisée s’applique également
a des fonctions multiplicatives oscillantes comme la fonction p de Mobius : il s’ensuit
une nouvelle preuve de la conjecture de Chowla pour les formes binaires cubiques
irréductibles, récemment démontrée par Helfgott.
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2 ARMAND LACHAND

1. INTRODUCTION

Soient F'(X1, X2) € Z[X;, X2| une forme binaire irréductible sur Z de degré 3 et h une
fonction arithmétique. L’objet de ce travail est I'obtention de formules asymptotiques
de 'ordre moyen

Mh(:L';F) = Z h(F(nl,ng))
1<n1,na<x
pour diverses fonctions arithmétiques h dont l'indicatrice des entiers friables et la fonc-
tion p de Mobius.

L’intérét de considérer de telles sommes est multiple. La quantité My (x; F') appa-
rait dans de nombreux problémes arithmétiques (conjecture de Manin dans [dIBT12] et
|[dIBT13], crible algébrique (NFS) exposé dans le chapitre 6 de [CP05], etc.). D’autre
part, il s’agit d’un angle d’attaque efficace pour étudier I'indépendance entre une pro-
priété arithmétique relative a h et la représentation d’un entier par la forme binaire F'.
Enfin, les valeurs de F' forment un ensemble lacunaire d’entiers, dans la mesure ou

log # {(n1,m2) : [F(n1,n2)| < x} L 2

log #{|n| < =z} z—+00 3

et la persistance d’un phénomeéne arithmétique dans un ensemble de densité asympto-
tique nulle est un sujet important de la théorie des nombres, & l'origine de nombreuses
conjectures.

Greaves [Gre70] initie I’étude de telles sommes en considérant la fonction de compte
des diviseurs h = 7. A partir de la convolution 7 = 1 % 1, il montre ainsi que, pour tout
e > 0 et toute forme cubique irréductible F, il existe des constantes réelles co(F) > 0 et
c1(F) telles que l'on ait, uniformément en = > 2, ’estimation

MT(Z';F) = Co(F)xZ log z + CI(F)xQ + Os,F (127/14-1-5) ,

formule asymptotique précisée par Daniel [Dan99] qui améliore sensiblement le terme
d’erreur précédent en le remplacant par z15/8+e,

Dans cette direction, il convient de mentionner les travaux de La Breteche et Brown-
ing [dIBB06] qui obtiennent une borne supérieure de My, (x; F') uniforme pour une large
classe de fonctions h soumises a certaines conditions de croissance et de sous-multiplicativité,
majoration dans laquelle intervient la fonction vz définie par la formule

'yF(d) = #{1 g ni,ng < d: d‘F(nl,TLQ)}.

Théoréme 1.1 ([dIBB06], Corollary 1). Soient A > 0, B : [0,1] — R, F € Z[X}, X2]
une forme binaire irréductible sur Z de degré g > 1 et h une fonction positive et sous-
multiplicative satisfaisant h(p) < A pour tout premier p et h(n) < B(e)n® pour tout
entier n et € €]0,1]. Uniformément en x > 2, on a l’estimation

) M@ F) <anra T1 (14 52 00) ~1)) + ollo)
g<p<z

Lorsque h désigne 'indicatrice 1¢ d’un ensemble d’entiers criblés £, ’estimation précé-
dente fournit une borne supérieure non triviale. La question de la détermination d’une
minoration de M, (x; F) est en général difficile et dépend fortement de ’ensemble £ en
question.

Dans [Gre92|, Greaves considére I’ensemble & des entiers qui ne sont divisibles par
aucune puissance k-iéme de nombres premiers. Il montre ainsi que, pour tout k > 2 et
toute forme cubique irréductible £, on a la formule asymptotique, uniforme en x > 2,

(1:2) Mg, (@ F) = 2* [ (1 - 72(250 +Ork ( : ) :

log
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On peut également considérer I'indicatrice 1g(,) ot S(y) désigne I'’ensemble des entiers
y-friables. On retrouve dans ce cas la fonction de comptage des valeurs friables de F,
dans la mesure ou

Mg, (@ F) = Wp (2,) = # {1 <mama <o PH(F(n1,n2)) <y}

Au cours de leur étude du cardinal ¥ (z,y), Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum [[BBDT12],
Theorem 1] ont montré entre autres que, pour toute forme binaire irréductible F' de degré
g > 1, on dispose de ’estimation non triviale

(1.3) ap = inf {a : Up (2,2%) >4 p o uniformément pour > :L'o(a,F)} < g.

En particulier, quand F est de degré 3, ils montrent que ap < e~ /2 est admissible. La
motivation principale de cet article est de préciser ce résultat, dans le cas des formes
cubiques irréductibles, en montrant la formule asymptotique

(1.4) Mg, (z; F) et 2% p(3u)

1 . , . N ;.
=22 uniformément dans un domaine en (z,y) & préciser.

ogy

L’ensemble des résultats cités ci-dessus ont en commun ’emploi récurrent de sommes

de Type I, c’est-a-dire des estimations des cardinaux

Ag(x) :=#{1 <ny,ng <z :d|F(ny,n9)}

ou u:=

en moyenne sur d < 227°) 11 est naturel d’approcher Ag4(x) par la quantité 7@—9)952.
En posant

r(d
(15) ra @) 1= Ag () - 02

le lemme 3.3 de [Dan99] entraine que, dans le cas ot F' est une forme cubique irréductible,
on dispose de I'estimation de sommes de Type I suivante

(1.6) Z Irq ()| <r v/ D(log2D)™% + D(log2D)8.
d<D

Lorsque h(m) présente un caractére oscillant au regard du nombre de facteurs pre-
miers de m comptés avec multiplicité, noté Q(m), il n’est en général pas possible de
déduire des résultats satisfaisants a partir des seules estimations de sommes de Type 1.
C’est 1a l'incidence du phénomeéne de parité, mis en lumiére par Selberg [Sel52] puis
Bombieri [Bom76] — on trouvera un survol dans le chapitre 16 de [FI10]. En principe,
il est possible de contourner ce probleme si 'on dispose d’une estimation de sommes de
Type 11, c’est-a-dire d’'une majoration non triviale de sommes bilinéaires de la forme

Z Z arbs#{l < ny,ny <z :rs=F(ny,ne)}
U<r<2U V<s2V

pour des choix convenables de U et V, ou by satisfait une hypothése de type Siegel-
Wallfisz.

Heath-Brown [HBOI] estime une telle quantité pour la forme F (X7, X3) = X3 + 2X3
a l'aide entre autres d’une inégalité de grand crible et d’'un comptage de points sur une
hypersurface. Il en déduit 'existence d’une infinité de nombres premiers de la forme
n3 + 2n3 A travers la formule asymptotique

3 3 2
coy . Mt 203 - 1 x
# {:1: <ni,ny <z (1+ (logz)~ ) : premier } e 1;[ (1 5 ) 3(log )2

pour une constante ¢y > 0 convenablement choisie, ou v, désigne le nombre de racines
de la congruence X2+ 2 =0 (mod p). Par la suite, une généralisation de ce travail aux
valeurs des polynomes de la forme F(a; + X1q,a2 + X2q) ou F est une forme cubique
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irréductible sur Z a coefficients entiers et (a1, ag,q) = 1 a été effectuée par Heath-Brown
et Moroz [IBMO02, [IBM04].

Enfin, les estimations de Type II obtenues dans [HBMO02| ont été utilisées par Helf-
gott pour établir la validité de la conjecture de Chowla [Cho65|, bien que les identités
combinatoires mises en ceuvre soient différentes de celles intervenant dans les travaux de
Heath-Brown et Morozﬂ Dans le théoréme principal de [Hel], il montre en particulier la
formule suivante, valide pour toute forme irréductible F' € Z[ X1, X;] de degré 3 et tout
€ > 0, et uniforme en z > 16,

(log log z)*(log log log )¢ 2

(1.7) M, (z; F) = Z w(F(n1,n2)) <pe log =

1<n1,ne<z

Soient ¢ > 1 et 1 < ay,ay < q des entiers tels que (a1,as,q) = 1. Etant donnés
une fonction arithmétique h, une forme binaire F' et un compact K C [0,1]? tel que
F(K) C [0,1], on définit

M;(f)(/C ~x; Fyar,a2,q) == Z h(F (a1 +n1q, a2 + n2q))
(n1,n2)E-2NZ2
(a14+n1g,a2+n2q)=1

ou K-z := {(tiz,taex) : (t1,t2) € K}. Dans le présent travail, nous étudions la somme
M}(LI)(IC -x; F; a1, a9,q) pour diverses fonctions multiplicatives h.

En considérant le cas h = 1g(,) de I'indicatrice des friables, nous retrouvons le cardinal

\II(Fl')(K:'xvy;ah‘Jf%Q) = #{(”1,?12) eK-znZ*: (al + n1q, az +H2Q) =1
et PT(F(a1 + nigq,az + n2q)) < y},

quantité qui intervient directement dans ’algorithme de factorisation du crible algébrique
(voir le chapitre 6.2 de [CP05]). Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Soient e > 0, F € Z[X1, X2] une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3, 0 < a1,ay < q des entiers tels que (a1,a2,q) = 1 et K C [0,1]> un compact
dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux tel que F(K) C [0,1].
Uniformément dans le domaine

log x
1.8 = 3, ———— | <Y,
(1.8) v <P ((log log 33)15) 4

on a
(1) . _ 1 2 z?
(19) ‘I’F (IC',fL"y,(Il,(IQ,q) —E 1 —P VOI(IC)$ p(3u)—|—0 W .
De plus, si (z,y) parcourt le domaine
log = 1/2—
1.10 > 3, e | <y < 5
( ) x exp ((log log x)1/2—€> y<x

alors le terme d’erreur dans peut étre remplacé par x? exp (—(log log x)l/Q*E).
Compte tenu de 'estimation

p(u) = exp (—ulogu(l +o(1)))  (u— +00),

1. Helfgott utilise des itérations de I'identité de Vaughan en lieu et place de I'identité de Buchstab.
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on observe que le théoreme donne un équivalent de \I/%)(IC - x,y;a1,a9,q) dans le
1

(log loggacg)cl/Q*8

convolution pour enlever la condition de coprimalité, on montre le corollaire suivant,

qui améliore les résultats de [BBDT12] dans le cas des formes cubiques irréductibles, en

établissant la validité de et en augmentant la région dans laquelle on dispose d’une

estimation de ¥ (z,y).

domaine exp( ) < y. En prenant ¢ = 1, a; = a2 = 0 et en utilisant une

Corollaire 1.3. Soient € > 0 et F € Z[X1, X2] une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3. On a, uniformément en x,y > 3,

2
x
1.11 v =2%p(3u) + O | 7 | -
( ) F ($a y) x P( ’LL) + ((log log $)15>
De plus, si (z,y) parcourt le domaine , alors le terme d’erreur dans peut

étre remplacé par x> exp (—(log log :p)l/2_5 .

W)’ I’estimation (1.11]) est une conséquence du
corollaire 1 de [dIBB06] (voir le théoreme [1.1)). On observe en effet que I'estimation

2
U (1,2 y) <2 ] (1 — 7ng)> tr<l va
y<p<z p u

implique des que u > (loglog z)'~¢.

Au premier abord, il peut paraitre surprenant d’obtenir un résultat plus précis pour
les grandes valeurs de u, a savoir lorsque u > 2. Ceci est dii notamment a la méthode
employée : une partie de la contribution des termes impliqués dans l'identité combi-
natoire introduite dans le paragraphe [p| disparait lorsque u devient suffisamment grand
(voir aussi la proposition infra).

Dans le domaine y < exp (( log

Considérons également ’ensemble M (w) des fonctions h multiplicatives, bornées par
1 et satisfaisant h(p) = w pour tout premier p, ot w # 1 est un complexe de module

1. La méthode développée dans ce travail permet d’évaluer M, ,El)(IC -x; Fa1,a9,q) avec
une certaine uniformité en w.

Théoréme 1.4. Soient ¢ > 0, F € Z[ X1, Xa] une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3, 0 < a1, as < q des entiers tels que (a1,a2,q) =1 et K C [0,1]? un compact dont
le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux tel que F(K) C [0,1]. On
a, uniformément en w un complexe de module 1 satisfaisant |Re(w) — 1| > 0 1

loglog z)1—¢~
h e M(w) etz >3,

x2

1.12 MK -z F; €
( ) h ( Z; 7a17a27Q) (loglogm)l—'E

En effectuant le choix h(n) = u(n), ce résultat permet de retrouver la formule ([1.7)
due & Helfgott [Hel] avec un terme d’erreur plus faible.

On peut en déduire aussi la majoration de la somme d’exponentielles

2

X
(1.13) S e (0(F(n1,n2))) €
(n1,n2)E-2NZ2 (10g log x) €

(n1,m2)=1

avec e(t) := exp(2int), valide uniformément pour 0 satisfaisant || —1||r /7 > W

ol || - gz désigne la distance a I'entier le plus proche.
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Soulignons que, pour tout complexe w satisfaisant |w| < 1, le corollaire 1 de [dIBBO6]
(voir le théoreme [1.1]) permet d’obtenir directement la borne supérieure

My(z;F) < Y |h(F(n,na))| < 2*(logz) 1™

ni,n2<T

pour toute fonction h multiplicative, bornée par 1 et satisfaisant h(p) = w pour tout
premier p. D’autre part, les estimations de sommes de Type I permettent de déterminer
un équivalent asymptotique de M, }(Ll)(IC -x; F;a1,a2,q) pour les fonctions h dans M(1)
(c’est-a-dire multiplicatives, bornées par 1 et satisfaisant h(p) = 1 pour tout premier p),
a I'image de 'argument détaillé par Greaves [Gre92] pour obtenir la formule (1.2).

Dans les dernieres lignes de cette introduction, décrivons succintement la méthode
employée en vue de futures applications. Soient w un complexe de module 1, y,y2 > 1
des réels ou y3 = 400 et M(w;y1,y2) Pensemble des fonctions h multiplicatives, bornées
par 1 et satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y; et PT(m) < o,
(2) pour tout premier p dans l'intervalle |y, y2], on a h(p) = w.

Avec ces notations, on vérifie que 1g) € M(1;1,y) et que les fonctions h € M(w)
considérées dans le théoréme sont des éléments de M (w;1,+00).

Reprenant les travaux de Heath-Brown et Moroz, ’étape cruciale des preuves des
théoremes et consiste a réduire 'estimation de M,(ll)(lC -x; Fia,az2,q) a létude
asymptotique de I'ordre moyen

(1.14) ngzh(x) = Z h(m)aqz(m)

m<x

ou an est une fonction de densité définie par la formule 1j au paragraphe dont

- . . ., aZ(m)
la série de Dirichlet associée ), L5
Dedekind (k(s) d'un corps cubique K.

Il nous est apparu plus commode de présenter cette étape, détaillée au cours des
paragraphes |§| et dans le cadre plus général des fonctions M(w;y1,y2). Nous
espérons que cette généralisation trouvera des applications supplémentaires dans d’autres
circonstances. La proposition [1.5| ci-dessous décrit ce qui précede quand les entiers
(n1,n2) parcourent un carré de coté z/(logx)~ avec ¢y > 0 suffisamment grand, en
reliant I'ordre moyen de A sur les valeurs de F' a celui de oqzh.

est analytiquement proche de la fonction zéta de

Proposition 1.5. Soient ¢ > 0 et F € Z[X1, Xo| une forme binaire irréductible sur
Z de degré 3. Pour toute constante cog > 1 suffisamment grande et uniformément en
x> 2, (M, My) € [1,2]? tels que F(My, My) > x3/(logz)30/*, 0 < a1,as < ¢ des
entiers tels que (a1,a2,q) = 1, ya = exp <( log

W)’ w un complexe de module 1 et
h € M(w;1,y2),

(1.15)
log 2)20
(log ) Z

2 h(F(a1+n1q, az+n2q) = oq(F)A,zp, (F (M1, My), (logz) =)

Mi<n1<Mi+z/(log )~ °0
Ma<na<Ma+a/(log z) =0
(n1,m2)=1

1
+0 < (log log x)1—5>
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ot 04(F) > 0 est défini par et, pour tout t > 0,

e log x)“°
Agzy(t, (logx)™°) = F((M;w) > h(m)oZ(m).
L 2) oMy M) <m< F (M, Mz) (14 (log ) —0)

log x

W), alors on a

D’autre part, si h € M(w;y1,y2) ot y1,y2 = exp (

(1.16)

(log 2)2
— 5 Z h(F(a1+n1q, az+naq) = Uq(F)quZh(F(Ml, M), (logz)™)

1‘2
Mi<ni <My +a/(logz) =0
Ma<no<Ma+x/(log x) 0
(n1,m2)=1

log z
O ((log y1)?(log log rv)“) '

logxl/Q_E) <y < yo < 2V27¢ | alors on peut remplacer dans

(loglog )
1.15) et (1.16) le terme 1/(loglog x)! ¢ par exp (—(loglogx)l/%g).

Si, de plus, exp(

En général, diverses méthodes d’analyse complexe (formule de Perron, méthode de
Selberg-Delange, méthode du col, etc.) permettent d’estimer 'ordre et donc
d’évaluer la différence Aa?h(F (My, Ms),t). Dans la mesure ou ces outils dépendent
de la fonction h considérée, nous n’avons pas donné un résultat général pour estimer
cette derniére quantité. Au paragraphe [£.2] nous étudions asymptotiquement la quan-
tité M,z n(z) dans le cas ou h désigne 'indicatrice des entiers friables ou h € M(w) en
utilisant des méthodes standards d’analyse complexe.

Conventions. Dans la suite de cet article, les constantes impliquées dans les symboles
de Vinogradov et de Landau dépendent toutes de F'. On emploie les notations en usage
dans les travaux de Heath-Brown et Moroz, a savoir que la lettre ¢ désignera une con-
stante positive dépendant la forme F' et pouvant varier a chaque occurrence. De méme,
pour tout parametre B, la lettre ¢(B) désignera une fonction de B et F, éventuellement
différente & chaque apparition. Il convient de souligner que, dans [HBO1], [HBMO02],
[HBMO4], [Hel] et dans le présent travail, les constantes ne sont pas effectives, en raison
de l'incidence du zéro de Siegel dans les arguments utilisés pour établir les estimations
de sommes de Type II (voir le paragraphe . Mentionnons enfin que 'auteur, dans ses
travaux de these [Lacl4], montrent que I’ensemble des résultats présentés dans cet article
demeurent valables uniformément en ¢ < (logz)“ ot A est une constante arbitrairement
grande.

Ce travail présente I'organisation suivante. Au paragraphe [2] nous réduisons le prob-
leme a I’étude d’une fonction arithmétique sur les idéaux d’un corps cubique K ce qui
nous conduit, au paragraphe[3] 4 '’étude la distribution multiplicative de certains ensem-
bles d’idéaux de Ok. Le paragraphe [4 contient la définition et les premiéres propriétés
de la fonction de densité qu déja mentionnée dans cette introduction. Au paragraphe
nous donnons un argument combinatoire qui a pour but d’adapter les méthodes d’Heath-
Brown et Moroz & notre probléme. Les paragraphes[6] et [7] sont essentiellement consacrés
a lestimation des termes d’erreur qui apparaissent dans la discussion du paragraphe
qui les préceéde. Enfin, on illustre 1'utilisation de la méthode dans le paragraphe [§ en
l'appliquant pour démontrer les théorémes [1.2] et 1.4}

Remerciements. L’auteur tient a remercier tres chaleureusement sa directrice de
thése Cécile Dartyge pour son accompagnement tout au long de ce travail. Il exprime
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aussi sa sincere reconnaissance a Régis de La Breteche pour ses nombreuses remarques
autour de la rédaction de cet article.

2. FORMES CUBIQUES ET NORMES D’IDEAUX DANS UN CORPS CUBIQUE

A la suite de Heath-Brown et Moroz, transcrivons le probléme considéré dans le lan-
gage des corps de nombres. Le passage entre forme cubique irréductible et corps de
nombres se justifie & 'aide du lemme 2.1 de [HBMO02].

Lemme 2.1 ([HBMO02], Lemma 2.1). Soit F' € Z[X;, Xs] une forme binaire cubique,
primitive et irréductible sur Z. Il existe un corps de nombres réel K de degré 3, d’anneau
d’entiers Ok et des entiers wy,wy € Ok satisfaisant les conditions suivantes :
— le sous-module A(w,w2) := {niwi + nows : (n1,n2) € Z2} est de rang 2,
- K =Q(b) ou by := 22,
— 510 désigne l'idéal de Ok engendré par A(wr,w2), Nk /q la norme de K sur Q et
N la norme des idéaux de Ok, alors

Nk /q(X1w1 + Xaowo)

N(d)
Réciproquement, [’équation définit une forme binaire cubique, primitive et irré-
ductible sur Z.

(2.1) F(X1,Xs) =

Dans toute la suite, on considére un corps de nombres réel K de degré 3. On note
Ok son anneau d’entiers, J(K) le monoide des idéaux entiers non nuls de Ok et Ak le
résidu de la fonction zéta de Dedekind (k(s) en s = 1. De plus, p désignera un idéal
premier au dessus de p et i, j, [, q, v et s des idéaux entiers.

2.1. Fonctions arithmétiques sur les idéaux. Conséquence de la théorie des an-
neaux de Dedekind, l'existence et 'unicité de la décomposition d’un idéal en idéaux
premiers permet d’étendre aux éléments de J(K) des notions arithmétiques initiale-
ment définies sur les anneaux factorielsﬂ a I'image de la valuation p-adique, notée vy, et
du plus grand diviseur commun, déja utilisé dans la définition de 9. Dans cette direc-
tion, on dira qu’une fonction g : J(K) — C est multiplicative si g(jij2) = g(j1)g(j2) des
que (j1,j2) = Ok. Des exemples de fonctions multiplicatives sur les idéaux sont donnés
par la fonction de Mobius pk et la fonction diviseur 7 sur J(K), définies comme les
fonctions multiplicatives satisfaisant, pour tout idéal premier p et k > 1, la formule
MK(Pk>2={51 sk =1, TK(Dk):=k+1.

sinon,

On introduit également les fonctions Qx et wk qui comptent le nombre de facteurs
premiers avec ou sans leur ordre de multiplicité, définies par

Ok (i) =D vp()) et wk() :=#{pli}-
plj

Etant donné une fonction arithmétique ¢ définie sur Z, on lui associe naturellement une
fonction définie sur 7 (K) notée encore g par la formule ¢(j) := g(IN(j)). Réciproquement,
on associe & une fonction g définie sur J(K) la fonction g% définie par

g%(n) == > g0).
N()=n

Dans la preuve du lemme 4.2 de [HB01], Heath-Brown énonce les inégalités suivantes,
conséquences de la décomposition des idéaux en idéaux premiers,

(2.2) () <T(NG)? et #{j€ T(K):N(G)=n} < 7(n).

2. Voir a ce sujet la note 5 du chapitre 9 de [Nar04].
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ou 7 := 7qQ désigne la fonction diviseur standard.
Le lemme 6.1 de [HBMO02| reformulé ci-dessous fournit une premiére estimation de
Pordre moyen de 7k sur les idéaux de la forme (njw; + naws).

Lemme 2.2 ([HBMO02], Lemma 6.1). Soient x; > x2 > 1 des réels. Pour tout entier
B > 0, il existe une constante ¢(B) = 0 telle que

(2.3) 3 \TK((nlw + nm))B\ < 2129 (log(221))B).
[n1|<z1,|ne|<z2
na27#0

2.2. Notations et définition des idéaux admissibles. Comme observé dans le para-
graphe 2 de [HBMO02|, certains nombres premiers présentent un comportement particulier
et nécessiteront un traitement spécifique. Dans la suite, on dira qu’un nombre premier
est g-singulier §'il est ramifié dans Ok ou s’il divise ¢, N(wiwsz) ou l'indice [Ox, Z[0]]
avec 6 := OpN (w107 !), et g-régulier sinon. On note wys le nombres de premiers g-
singuliers. Par extension, un idéal premier p est dit g-singulier (resp. g-régulier) s’il
est situé au-dessus d’un nombre premier g-singulier (resp. g-régulier). Un entier ou un
idéal dont tous les diviseurs premiers sont g-singuliers (resp. g-réguliers) est également
dit g-singulier (resp. g¢-régulier). L’unicité de la décomposition en idéaux premiers
dans les anneaux de Dedekind permet de définir, pour un idéal j et un entier m, les
parties ¢-singuliéres et ¢g-réguliéres par les formules

jq-r = H pvp(j)’ Jg-s = H pvp(j)7

p g-régulier p g-singulier
Mgy = H pvp(m) et My-s 1= H mvp(m).
p g-régulier m g-singulier

ou v, désigne la valuation p-adique rationnelle. D’une maniére analogue, on définit la
composante y-friable et la composante y-criblée par

i~ = []IT»>". ") =] [[e*",

PLY plp P>y plp
m”(y) =[] ™ et mt(y) =[] p.
PY P>y

On introduit enfin la composante p-adique d'un idéal j, notée j,, comme l'unique
diviseur de j satisfaisant N(j,) = pr(N0)) | de sorte que j = L, ip-

Le comportement des idéaux premiers 1-réguliers qui interviennent dans la décompo-
sition des idéaux (njwi + nawse) fait 'objet du lemme 2.2 de [HBMO02].

Lemme 2.3 ([HBM02], Lemma 2.2). Soient n; et ny deux entiers premiers entre eux,
p un nombre premier 1-régulier, p1 et po deux idéauxr premiers au dessus de p tels que
p1 et po divisent (njwi + nowo)d~ L. Alors py = pa et N(p1) = p.

Au regard de ce résultat, on dira qu’un idéal j est admissible si sa partie 1-réguliere
est de la forme
. k o
]l—r:pll"‘ 7]2

ot N(p;) est premier et N(p;) # N(p;) desque 1 < i< j < n.

2.3. Transformation des sommes M}(Ll)(’C'JL‘; F;ai,a2,q) en sommes sur des idéaux
admissibles. Soit K C [0, 1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de
classe C! par morceaux, tel que F(K) C [0,1]. Recouvrons K - x en carrés de la forme

C(N1, N2) == {(n1,n2) : anN; < n; < zn(N; + 1) pour i = 1,2}
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ou n := (logz)~® pour une constante ¢y > 0 que l'on déterminera a posteriori et
0 < N; <5 ! pour i =1,2. On s’attend & ce que les éléments de K mis & 1’écart par
cette approche contribuent de maniére négligeable puisque 1'on a

(2.4) #{OS N, Ny, < L0 CCO(N, No)NK -2 € C(Ny, No)} < L
Définissons
(2.5) cq(N1, N2) := |F(gN1n, ¢Nan)| .
Pour s’assurer que c4(N7, N2) soit suffissamment grand, on introduit I’ensemble
3
N(n) := {1 <N, Ny <7t C(Ny,Np) C K-, (Nin, Nan) & | 5(9]-)}
j=1
ou 01, 02 et O3 désignent les racines de F'(X,1) et
1
S(9) = {0 SyLye <1y —y20| < 771}-
On a alors, uniformément en (N1, No) € N (n),

3
3
(2.6) ¢q(N1, N2) > [ N1 — Nanb;| > ni
j=1
et
3 7
(2.7) #L0< N, No <7t (Nam, Nam) € | S(6;) p < n7 3.
j=1

Considérons ’ensemble d’idéaux
(2.8) A(N1,Nasar,a2,q) = {((al +n1g)wi + (a2 + n2q)w2)o "' 1 (n1,n2) € C(Ny, No)
et (a1 + niq, a2 + naq) = 1}

que l'on notera plus simplement A dans la suite, s’il n’y a pas d’ambiguité. A I'image
du lemme 2.3 de [HBM02], on peut montrer que les éléments de A sont tous distincts et
que cy(Ny, No)x3 est la valeur moyenne de |F (a1 + X1q, a2 + Xaq)| sur C(Ny, No).

Lemme 2.4. On a, uniformément en x > 2, (N1, N2) € N(n) et (n1,n2) € C(N1, Na),
l’estimation

1
(2.9) |F(a1 + n1q, ag + n2q)| = cy(Ny, No)a? (1 +0 (171)) .
De plus, il existe xg > 1 tel que la relation
(2.10)
{(n1,n2) € C(N1, N2) : (a1 +niq, a2 +n2q) = 1} — A
(n1,n2) — ((a1 + n1q)wr + (a2 + naq)wz )0~

induise une bijection dés que T = xg.

Proof. La relation (2.9) est une conséquence de la formule de Taylor et de la définition

23).

Le caractere bijectif de la correspondance ([2.10)) est une conséquence de la démon-
stration de [[HBMO02], Lemma 2.3]. O

Compte tenu des observations précédentes, on peut majorer trivialement la contribu-
tion des (n1,n2) € C(Ni, Ny) avec (N1, N2) ¢ N(n) pour écrire, pour toute fonction
arithmétique h bornée par 1, 'estimation

(211) MK wiFianas,0) = Y Mu(A(N, Nsar,az,q)) + O (n'/4a?)
(N1,N2)eN (n)
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ou
(2.12) My (A) ==Y h()

jeA
Comme souligné dans 'introduction, on verra au paragraphe [5 que la relation (2.9)) per-
met de comparer My, (A(N1, N2; a1, az,q)) ala quantité plus réguliere My, (B(N1, N2; q))
ou 0,4 est une fonction de densité qui sera introduite au paragraphe

(2.13) B = B(N1, Nojq) = {i € TJ(K) : ¢g(N1, No)z® < N(j) < cq(N1, N2)a* (1 +"7)}-
et
(2.14) Mig, (B) := Y h(i)ag(j)
ieB
3. SOMMES DE TYPE I ET NIVEAU DE DISTRIBUTION

Dans cette partie on étudie la distribution multiplicative des éléments de A et B
définis par et (| en adaptant essentiellement les arguments du paragraphe 5 de
[HBO1], du paragraphe 3 de [HBMO02] et du paragraphe 2 de [HBMO04].

3.1. Sommes d’exponentielles. Etant donné des entiers g; et go et un idéal admissible
i, considérons la somme d’exponentielles

E (g1, 92;1) = E (a1,a2,4;91,92;1) = > G(W)
1<n1,n2<N (i) (1>
i|((a1+n19)w1+(az+n2q)wz)o "
ou e(t) := exp(2int). L’estimation d’une telle quantité constitue un ingrédient de base
dans de nombreux travaux relatifs aux formes cubiques (voir par exemple le para-
graphe 2.4 de |Gre7l] ou le paragraphe 5 de [HBOI]) et intervient fréquemment dans
la majoration des sommes de Type 1.
Une étude de E(g1,go;1) s’initie en observant la relation de multiplicativité

i)
(3.1) E(g1, 92;1112) = E(g1,92;11)E(g1, 923 12)
N(i

valable des que (N(i1), N(i2)) = 1. Conséquence directe du théoréme des restes chi-
nois (voir le lemme 2.1 de [HBMO04]), I'identité (3.1) permet essentiellement de ramener
Pétude de F (g1, 92;1) a la démonstration du lemme suivant.

Lemme 3.1. Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) = p avec p t ¢N (wiwa)
etk>1. Ona

—1 .
E<g1 gz'pk) _ pke (_%> si pk\(gzwl — guwn),
. 0 sinon,
ot g1 est la solution modulo pk du systeme g =1 (mod pk).

En vue d’établir ce résultat, nous étudions dans un premier temps la somme d’exponentielles

ny + gan
EM (gl,gg;pk) = > e (911522) .
" N(p*)
1<ny,na <N (p*)
(n1,m2,N (p))=1
p¥|(n1wi +nows)

Lemme 3.2. Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) = p, p t N(wiws2) et
k>1. Si(g1,92,p) =1, alors on a

(p—1)p" " sip*|(gawr — grwa),

—pF! si pEH | (201 — grwa),

0 sinon.

(3.2) EW (g1,g2:0") =
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De plus, si (g1, g2, ") = pF° avec kg < k, alors on a

g1 g -
(33) E(l) (91792;Pk) = pkOE(l) <pk:10’ ]Tk?ovpk kO) .

Proof. La preuve s’articule essentiellement autour d’un argument développé par Greaves [Gre70)].
On remarque tout d’abord que

m
E(l) (91792; pk) = Z N(l) (pkv m) € (k)
1<m<pP p
ott N (p* m) désigne le nombre de couples (n1,n9) modulo p* tels que
(n1,n2,p) =1, p*|(nywi +nows) et ging 4 gang =m  (mod p").

Pour tout couple (m,m') satisfaisant (m,p*) = (m/, p¥), il existe un entier A premier &
p tel que m’ = Adm (mod p¥). Ainsi, la relation

(n1  (mod p*),ny (mod p*)) = (Any  (mod p¥),\ny  (mod p*))

définit une bijection, d’ott NV (pk,m) =N (pk,m’). Il s’ensuit que

ED (g1.029") = 3 NO(php7) 3 e(zﬂ’“)\‘j>

0<y<k 1KAPP 7
(ApFh)=1
(3.4) = N (pF,pF) = N (pF, 1)

Les roles de g; et go étant symétriques, I'hypothese (g1, g2,p) = 1 permet de supposer
sans perte de généralité que (g1, p) = 1. Il s’ensuit que N (pk, pk) est égal au cardinal

# {1 < ny,ng < pF, (na,p) = l,pk](nlwl + nowg),ny = —gQTLle_l (mod pk)}

d’ou 'on déduit que

(3.5) N (pk pk> - { (p—1p*! si pF[(g2w1 — grwa),

0 sinon.

De maniére similaire, les conditions p t N(w1) et p non ramifié entrainent que
N (Pk,pk 1) =4 {1 <ny,ng <P (ng,p) = 1,p" (pk_lm — n2(gawr — g1w2)) :
i = (PP~ gona) g7 (mod pt)}

(3.6) P s (gewt — giwn),
. 0 sinon.

La relation (3.2]) est une simple conséquence de (3.4)), (3.5)) et (3.6].

Supposons & présent que (g1, g2, p¥) = p*. Sous I'’hypotheése kg < k, on a

Fo 1 T ko M2
(3.7) EW (91792;Pk) = Z € (W) N (n’l,n’g,p’“,pko)
1<) ,nl<pk—ko p
(nf,n},p)=1

ou N (n’l, né,pk , pko) désigne le nombre de couples (n1,n2) modulo p* tels que

(n1,n2) = (nf, nj) (modpk_ko) et pk|(n1w1+n2w2).
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Puisque p n’est pas ramifié, on a

N (nh, n,pF,p50) = # {0 < nf,my < 57, 08| (0] + nip" R0 wr + (nh + ngptH0)ws ) |

B
0 sinon.
La relation (3.3)) est donc une conséquence directe de (3.7)) et (3.8]). O

Preuve du lemme[3]]. Définissons les entiers ko et k1 par les relations (gl, 92, pk> = pho
et pk1 | (gaw1 — giwa), de sorte que ko < k1. Au vu des hypotheses sur p, il vient

E(0,0,1;91,000%) = 3 > e (W)

0<i<k  1<n1 na<p® P
(Tbl ;N2 7Pk ) :p]

pk\(n1w1+n2w2)

(3.9) =1+ Y EU (gl,gz;Pj) :

1<j<k
Si 1l < j < kg, on observe que
EW (91792;Pj) =# {1 < ni,ng < P2, (N1, ng,p) = 1,p7|(nyw +n2w2)}
(3.10) — (p— .

Dans le cas ou ky < j < k, on applique le lemme [3.2] pour obtenir que

, (p—1)p~t sij <k,
(3.11) EM (9179%]3]) =< —ph sij=k +1,
0 sinon.

La combinaison des formules (3.9)), (3.10]) et (3.11) entraine alors la relation
{M si k < ki,

0 sinon.

(3.12) E (0,0, 1;91,92;Pk) =
Puisque (p,¢) = 1, le lemme [3.1]est une conséquence de la formule (3.12) et de la relation

a +a -1 _ _
( L9 pk292)q )E(O,O’laglq 1a92q 1;pk) .

E (al,ag,q;gl,gz;pk> =e (—
O

3.2. Niveau de distribution de A. Dans ce paragraphe, on cherche des estimations,
en moyenne sur i, du cardinal de

Ai:={je A:i]j}.

Dans le lemme 2.2 de [HBMO04], de tels résultats sont obtenus en moyenne sur les idéaux
i sans facteur carré. Nous généralisons ici (voir le lemme infra) la démonstration de
Heath-Brown et Moroz a des idéaux quelconques en y introduisant les estimations de
sommes d’exponentielles du paragraphe précédent.

Omettant dans un premier temps la condition (a; +n1q, a2 +neq) = 1, étudions, pour
tous réels t > 1 et x1,x2, le cardinal de ’ensemble

(3.13) S (t,x1,x9;a1,0a2,q;1) := {(nl,nz) cxy < ng <x;+tpouri=12

et i|((a1 +n1q)wr + (a2 + nzq)wg)b’l} ,
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noté encore S(i). En effectuant une partition de S(i) en classes de congruence modulo
N (i), on peut écrire (voir [[HBO1], pp.28-29])

. 1 . —giniy — ganag
U PN NN G Ta
1<g1,92<N (i) $1§n12$1i§

T2xN2<T2

E(0,0;1
_](\7(02) (tQ + O(t))

(3.14) i) $ E(]gvlggl)! (t N(t)) (t N(1)>
(91,92)7#(0,0) mod N(i) (i) |91 |92
lg1],lg2]< 22

Compte tenu de la définition des idéaux admissibles, on peut observer que, pour tout
idéal admissible i et tout premier g-régulier p, on a

(3.15) E(0,0;i,) = N(ip).

Rappelons les estimations de [[Dan99], lemme 3.1], & savoir, uniformément en p premier
et k> 1,

(3.16) ’yF(pk) < p4k/3 et vr(p) = pvp + O(1)

ou v, désigne le nombre d’idéaux p tels que N(p) = pﬁ Il s’ensuit que, uniformément
en p premier et i un idéal, on a

(3.17) E(0,0;1,) < # {1 < ny1,na < N(ip) : N(ip)|F (a1 + n1q, a2 +na2q)} < N(ip)*/3.
Pour faciliter le traitement de la partie ¢-singuliére des idéaux, introduisons I’ensemble
T (2) :={j € T(K) : N(jg-s) < z et j admissible} .

Le terme d’erreur, relatif aux fréquences non nulles de (3.14)), est estimé dans le lemme
suivant, analogue de [[HBMO02|, Lemma 3.1].

Lemme 3.3. Soient B > 0 et ¢ > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en
r1,0020,t>21,2=21et D >=1, on ait

E(0,0;1)t?

Y= )8 ) — o0 D213 (log(2D))<(B)
v= 2L OT#ESW) - —gag | < (64 D)2 (log(2D)
e (2)
D<N()<2D
Proof. Au vu de (3.14]), on peut écrire ¥ < 311 + 312 o
g E(0,0;1
211 =t Z TK(l)B(i,z)
o N(i)
€T (2)
D<N(®i)<2D
et
. E(g1,go;i mi N(i N(i
Paim o 3 (6] i (1 30).
€7 (2) (91.92)#(0,0) mod N(i) g 92
DeN@<2D g1 g2 < 5
Les relations , et (2.2) entrainent que
B . \B
(3.18) Sh<t Y (i) 3 )7y 10g(2D))e®).

N (ip)?/3 N(iz)

iy g-régulier
D<N(i2)<2D

i1 g-singulier

3. Compte tenu des travaux de Dedekind, cette notation coincide avec la définition de v, de
I'introduction.
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En suivant Pargument développé dans la preuve du lemme 3.1 de [HBMO02|, on écrit la
décomposition 319 := X3 + X4 ot la sommation Y13 (resp. X14) porte sur les phases
(g1, 92) satisfaisant g1go = 0 (resp. g1g2 # 0). En utilisant successivement le fait que

(N(igr), gN (wiws2)) = 1, le lemme et (2.2), il vient

E13<<t2’1/3 Z } Z TK(i)B

0<g<D I icT(2)

D<N(i)<2D
ig-r|g
c(B)
<t N M(log(w))@)
0<g<D
(3.19) < tz"3(log(2D))*P).
On remarque de méme que
1

YK DZ1/3 Z Z TK(i)B

1<lg1lslg2|1<D 19192 D<N(i)<2D

ieJ (2)
ig-r|gaw1—g1w2
_ c(B)
< D/3 Z K ((g2w1 — g1w2)) (IOg(QD))C(B)
1<|g1l,lg2|<D 19192

En découpant le domaine de sommation des variables g; et go de maniére dyadique et
en faisant appel au lemme il suit que

(3.20) S < D23 (log(2D))"P).

Le résultat annoncé est alors une conséquence des estimations (3.18)), (3.19) et (3.20). O

I1 est possible de relier le cardinal de S(i) a celui de A; par un argument de convolu-
tion, & I'image de la formule (2.3) de [HBMO04]. Remarquons pour cela que la formule
d’inversion de Mébius permet d’écrire, sous la condition (ai,asg,q) = 1, la relation

(3.21) #A; = Z w(d { (n1,mn2) € C(Ny, Na) :i|((a1 + niq)wi + (az + naq)ws)o !
(d,q)=1

et d|(a1 + niq,as + ngq)} .

Pour tout d premier & ¢ et ¢ = 1,2, on définit l'entier b;(d) € {1,...,d} comme I'unique
solution de la congruence a; — b;(d)g = 0 (mod d), ce qui permet d’introduire la corre-

ni+by (d) no—+bs (d) )
d

spondance (ni,ng) — ( Famt entre les ensembles

{(7117”2) € O(Ny, No) : i[((a1 + n1q)wi + (a2 + n2q)w2)d ' et d|(ar + n1q, a2 + nzq)}
et

nz Ninz + bi(d) Nonz + ba(d) .i>
s (2 A, SR i), an(d). g

ou S est défini par (3.13)) et a;(d) := %j(d)q. Au vu du lemme [3.3[ et de la convolution
(3.21)), on peut ainsi espérer approcher le cardinal de A; par

Z p(d) 7723?25d()2
0 BN ()
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ot Sy(i) désigne le nombre de couples (n1,n2) modulo N <(ii d)> tels que

i 1d) ‘((m(d) + n1q) w1 + (az(d) + n2q) wa) L.
Sa(i)

Si S1(i) # 0, le théoréme des restes chinois implique que d 0] est multiplicative.

Ceci permet de faire apparaitre un produit eulérien que l'on décompose en 4 parties
selon que p|g ou non, p|N(i) ou non. On obtient ainsi

Sa(®) S ( Sp(i)N((ivp))2> 10)
3.22 (d) = 2ul 1 - ,
(3.22) (d%:ZIM PN ((1}0{))2 N(i)2 vla

ou

et a4 est la fonction multiplicative a support sur les idéaux admissibles définie, pour
tout idéal admissible i, par

-1 . . . 2 .
(3.23) Oéq(i) — H (1 - 12> <‘f\;(lp) . Sphp);j\f((}]??p) )) H f\;(lp )
pIN () b (1]7) p (117) pl(N(i),q) (IP)
pla
La formule demeure vraie si S1(i) = 0 puisque l'on a alors Sy(i) = 0 pour tout
entier d > 1. On observe que la relation et le fait que N((ip,p)) = p pour tout
idéal i admissible et tout p premier g-régulier entrainent que 'on a

~—

(3.24) ay(iy) = (1 + ;) o

De méme, les majorations (3.17)) et S,(i,) < 51 (ﬁ) permettent d’établir la borne

supérieure suivante, uniforme pour p premier et i admissible,

-1 . . . 2
(3.25) g iy)] < (1 - p12) max <f\;((:§)) Sp(t,;)QNN(((itj),p)) ) < N

On déduit finalement de ce qui précede que

_ n*x? oy (i) .
(3.26) #A; = AIRTO r(A, Q)
(3.27)
’r(A’ 1)’ < (d%::1 MQ(d) #S (nc'ir, Nlnx ;li_ bl(d) ’ Nan ;ii_ bQ(d) ) al(d)a a2(d)v q; (1,1d)>

~ nPSa (i)
N2
N ()
Le lemme suivant, dont la démonstration est calquée sur celle de [[HBMO04], Lemma 2.2],

montre que, sous la condition i € J7(z), on a effectivement le niveau de distribution
attendu.



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES CUBIQUES ET IRREDUCTIBLES 17

Lemme 3.4. Soient B > 0 et ¢ > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en x > 2,
(N1, N2) € N(n), 2> 1 et1 <D< a2 on ait

Som Y P A D] < (52 4+ eD!V2) M loga) ).
D<N(i)<2D
ieg(2)

Proof. Soit 1 < A < z'/2 un paramétre qui sera explicité en toute fin de preuve. La
formule (3.27)) permet d’écrire la majoration Yo < Yo7 + Moo + o3 ol

xz Ninxz + b1(d) Nonxz + ba(d i
o= Y, x(i)P #5(" et buld) Nonw £0d) (), aa(d), s )
= d d (i,d)
ieJ (2)
D<N(i)<2D
d<A,(d,q)=1
n*x*5q (i)

dQN( ifd))Q |

xz Ninx +bi(d) Nonx + byo(d i
Sop =y Tr()P#S (77 &l i ), 21 2( );a1(d),a2(d),q; )
= d’ d d (i,d)
ieJ(z)
D<N(i)<2D
et
) 2 QS i
Siim Y (B LS|
ieg~(z) dQN( ijd))
D<N(i)<2D
d>A

Si d < A, I'hypothese sur A entraine que ¥ > 1 ce qui nous permet d’utiliser le

lemme avec les choix t = % et x; = N"’#bi(d) pour ¢ = 1,2. En écrivant i = ab avec
a = (i,d), on peut ainsi majorer 9; par

nx Ninx + bi(d) Nonz + ba(d) n?x2S4 (ab)

< > k(ab)? #S( , SRR ) I i F

a,beg~(2) d d d>N (b)

D<N(ab)<2D

d<A,(d,q)=1

N(a)|d?

< Z ZTK ( D + x) Zl/S(IOg:U)C(B)

d<A N(a)|d3 N(a) ~ d

(3.28)

< AzY3(z + D) (log )P,
A Tl'aide du lemme on dispose d’autre part de ’estimation

(3.29) o < > 7(d)P > K ((n1w1 + nows)) ") < A2 (log )P
d>A 1<n1,n2<q(z+1)/d

Enfin, en reprenant la décomposition i = ab introduite au cous de I’étude de 391 et en
écrivant d = N (a4 )e, on remarque que d < N(a)e et Sy(i) < N(b)N(bys)'/3. Tl sensuit
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que
i (ab)” 1 -1,.2 (B)
(3.30) ¥g3 < 2? Z Z — < A7 z%(logz)"™.
abe g (z) N(a)2N(b)N(bq_s)2/3 e>AN(a)~ 1 €
D<N(ab)<2D

En combinant les estimations (3.28)), (3.29) et (3.30), il suit

% < (A712? 4 Az + D)2'/?) (log )P,
Le choix A := min(z'/2, 2D~1/2) conduit au résultat annoncé. O

Au vu de la définition de J~(z), on montre alors que la contribution des éléments de
A; avec i ¢ T~ (z) est négligeable lorsque z est convenablement choisi.

Lemme 3.5. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1, N2) € N(n) et 1 < D < 22, on ait

Sse= Y OP (A D] < (27 + 2 BDY3) (log 2) P
D<N(i)<2D

ot les r(A, i) sont définis par (3.26).
Proof. Remarquons dans un premier temps que les relations (2.2)) et (1.5)) entrainent
S x@F#A < Y 7@ PH{L < niyng < 2¢3 1 d|F(ny,n2)}

€T~ (2) D<d<2D
D<N(l)<2D dqfs>Z
d
@3 PV ULE S LA
D<d<2D D<d<2D
dg-s>2 dgs>z

La premiére somme du membre de droite peut étre majorée a l'aide de I'inégalité

«(B)YF(d «(B)YF(d1 «(B)VF(d2
(332) Y r(d)P dg ) < Yoo Td) <B>C§2 ) > 7(do) <B>C§2 )
D<d<2D 2<d1<2D 1 dy<2D 2
dgs>z d1 g-singulier

En utilisant lestimation (3.16]), on obtient pour la somme sur dy la borne supérieure
uniforme en D > 2 suivante

o) YF(d ¢
(3.33) > 7(d) <B>d(2) < (log(2D))“B),
d<D
Compte tenu de (3.16]), on majore la somme en d; en remarquant que

(3.34) S (@B ) « -2,

2
z2<d<2D d
d g-singulier

De plus, on déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, de ([1.6)), du corollaire 1 de [dIBBOG]
3.31)

et de (3.33) que 'on peut estimer le terme de reste de (| par
1/2 1/2
Yo r@ P rg2ex) < | Y0 (@) |ra(2ge)] Y Ira(2q)]
D<d<2D D<d<2D D<d<2D
dg-s>z dg-s>z dg-s>z

(3.35) <z (22D + D'/?) (log ).
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En combinant les majorations (3.31)), (3.32]) et (3.35)), on obtient finalement ’estimation

(3.36) Yoo ()PHA< ( 578 + 232 pt/4 +xD1/2> (log x)°(B).
7T~ (2)
D<N(i)<2D

En utilisant la multiplicativité de ay et les estimations et (| -, on a d’autre
part que
(3.37)

. o B o B
> TK(i)B—%(}) < > (i) > L(l,?) < 2723 (log(2D))B).
e N(i) . N(i)23 N (i)
2T (2) z<N(i1) N(i2)<2D
D<N(i)<2D i1 g-singulier

On obtient finalement le résultat escompté en utilisant le lemme [3.4] ainsi que les

estimations ([3.36|) et (3.37]) et en choisissant z = min (xl/Q,fol/Q). ([

En conclusion de notre étude relative & la distribution multiplicative de A, nous
considérons le cardinal de ’ensemble

Aai={j € A dIN(Gi™)}

ou d est sans facteur carré. Suivant Pargument développé a la page 265 de [HBMO02], le
principe d’inclusion-exclusion permet d’écrire la formule

(3.38) wd) Y pxlin) = { LostdNGy),
jll(j27d) )
dIN(j1)
Compte tenu du lemme la relation 8|) suggere d’écrire
77 13 alI( )gl](lu d) .
3.39 #Aig = uk () #A; = - +7r(Ai,d
( ) i ”Zd ij = &) N) ( )
dIN ()
ol
px () o (i) . .
(3.40) &(i,d) = () Zd&lld(j) W st ag(i) # 0,
sinon,
et
2.2 s
na” ag(ij)
3.41 r(Ai,d)| M L
| ) %l: | Cq(2) N(ij)
d|N(j)

Il s’ensuit que, si a4(i) # 0, la fonction arithmétique &4 (i, -) est multiplicative et a support
sur les entiers sans facteur carré. Pour p un nombre premier ¢-régulier, on a notamment

par (3.24) que
1
(3.42) &(p) = { i7s

1+p
Dans le cas o i = Ok, on pose &;(d) := £;(Ok, d) pour tout entier d > 1. Les termes de
reste 7 (A, i,d) sont estimés dans le lemme suivant, analogue de [[HBMO04], Lemma 2.3].

si p|N (i),
sinon.

Lemme 3.6. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1, N2) € N(n), et 1 < D < 22, on ait

Sgi= > (AP (NGO r(A L d)| < (27 + 22 DY) (log )P,
i,d
D<NZ )d<2D
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Proof. Puisque la sommation (3.41)) ne fait intervenir que des idéaux j admissibles et des
entiers d sans facteur carré, on observe a l'aide du lemme [2.3] que, dans la sommation de

(3.41), on a N(j) < d. Par suite, on déduit du lemme que

A — n*z? ag(l)

U< >0 ()t L@ N

N()<D

< (935/3 + ;v4/3D1/3> (log x)C(B)‘

O

3.3. Niveau de distribution de B. Par analogie a A; et a la suite de Heath-Brown et
Moroz, on consideére dans ce paragraphe le cardinal de I’ensemble

Bi:={jeB:i|j}.

L’étude de la distribution des idéaux de Ok se base sur l'ordre moyen suivant, di a
Weber.

Théoréme 3.7 ([Web99]). Uniformément pour x > 1, on a
#{ie J(K): N(j) <z} = dAxz + O (@2/3).
On définit
Bia:={j€Bi:d NG},

L’estimation de Type I suivante, relative a B; 4, est une généralisation du lemme 3.6 de
[HBMO2|] qui suggere décrire

(Ny, No)nz?

(3.43) #Big = Ak 2 NP @ B

ou [ est la fonction multiplicative a support sur les entiers sans facteur carré définie par

(3.44) Bp)=1-]] <1 — N@) .

plp

Lemme 3.8. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1,N2) e N(n), D > 1 eti un idéal de J(K), on ait

B 2 . 2’ D'/? c(B)
. > d)Ppd)? |r(B,i,d)| < W(log@D)) :
<d<2D

Proof. Au vu de la formule (3.38)), on a la relation

cq(N1, No)a?

#Bia = p(d) Y nx()# {b € J(K): NG S N(B) < (1+41)

jld
dIN ()

cq(Nl,Ng)x?’}
N(ij)

Compte tenu du théoreme le résultat se déduit de la suite d’estimations

72 72 T(d)c(B) JJ2D1/3
T(d)BM(d)2 > < - < : (10g(2D))C(B)_
D<dZ<2D %: N(ij)¥/3 — N(i)*/3 D<§2D d2/3 N (i)2/3
dIN ()
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4. LA FONCTION DE DENSITE 0

4.1. Définition et premiéres propriétés. Etant donné un sous-ensemble C de N et
un idéal i, on considere le cardinal

(4.1) S(A,i,C) = #{q:iqe Aet N(q) €C}.

En général, on ne peut espérer évaluer S(A,1,C) en utilisant uniquement les majora-
tions de sommes de Type I obtenues dans la partie précédente en raison de 'incidence
du phénomene de parité, mentionné en introduction.

A la suite de Heath-Brown et Moroz, on introduit le cardinal

(4.2) S(B,i,C) :==#{q:iqe Bet N(q) € C}

et 'on cherche a montrer I'existence d’'une constante o4(F) > 0 et d’une fonction de
densité o, : J(K) — R telles que I'approximation

, aq(F)n , ,
4.3 S(A,i,C) ~ —/—L— L 5 (1)S(B,i,C
( ) ( )I*)+OO Cq(Nl,NQ)xaq() ( )
soit vraie, en moyenne sur les idéaux i et pour une certaine classe d’ensembles d’entiers
C inclus dans ’ensemble criblé

(4.4) C (@"):={d: P (d) >2"}

ou 7 := (loglog x)~®° avec wy dans |0, 1] fixé.

Dans ce paragraphe, on obtient des valeurs heuristiques pour o4(F') et 04(i) en étudiant
S(A,i,C(27)) et S(B,i,C(x7)). Au vu des estimations de sommes de Type I contenues
dans les lemmes [3.6] et I’application d’un lemme fondamental de crible - démarche
effectuée en détail au paragraphe [6] - suggére que 'on a

222 oy
(45) S(ALe )y LS TT - g6)
et
563
(4.6) S(B.LCT(7) ~ Axeg(M, NQ)JT\’TO I1 (- 58w).

L’étude de la singularité de (k(s) en s = 1 permet d’obtenir I’analogue suivant de la
formule (6.8) de [HBO01J, uniforme pour ¢ > 2,

(4.7) g (1 - 5?) (1 - 11?)_1 =g (1 +0 ((1ogt)—2)) .

Comme observé dans le lemme 3.4 de [HBM02], la formule (3.42) et le théoréme des
idéaux premiers impliquent de méme ’estimation suivante, valide uniformément pour
t > max ({1} U {p: p est ¢-singulier}),

(48) [0 -6 (1+5) = (1+0 (10gt)2)).

p=t

ou &, est défini par ([3.40), d’ott 'on déduit la convergence du produit eulérien

[T a-ae)(1+:) T1 <1+1))H(1—12)1,

&q(p)#1 p &(p)=1 p plg p

(4.9) oq(F) = (

produit eulérien strictement positif d’apres le lemme 3.4 de [HBMO02].
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On observe également que la formule (3.42)) implique les estimations suivantes, uni-
formes pour N (i) < 23,

(410) JI A=¢&Gp)=1+0 (T;) et II @-&p)=1+0 (T;) :
PN G) PN G)

Sous réserve d’établir les formules (4.5)) et (4.6)), il s’ensuit alors la formule

(4.11) S(A,i,C (z7)) ~ n*a’a,(F) 0‘1@ 11 (1 - 1)

N() pear p
avec
(4.12)
oq(i) := a4(i) (1—&(i,p) et 5o(i) == ag()) T (1—&(p)(1—&p) "
&q(p)=1 pIN (i)
&q(p)#1
On observe en particulier, pour p un premier g-régulier et k > 1, la formule
—1 v, \ 71 1
b () () o)
(4.13) o) = (2 ) =neo(s

De plus, on peut déduire de I'estimation (3.25)) la majoration uniforme en p premier
(4.14) oq(ip) < q(ip) < ag(ip) < N(ip)l/g-
Finalement, au vu de la formule asymptotique (4.7)), on a également

xS
(4.15) S(B,i,C~ (27)) Ncq(Nl,Ng);\][—(i) 11 (1—;)

ce qui justifie la pertinence de (4.3)) lorsque C = C~ (z7).

4.2. Ordres moyens de o,h. Portons notre attention sur I'ordre moyen M, (B) défini
par la formule pour toute fonction arithmétique h € M(w) olt w est un complexe
de module 1, c’est-a-dire h multiplicative, a valeur dans le disque unité et satisfaisant
h(p) = w pour tout premier p. D’une part, la preuve du théoréme repose en partie
sur une estimation asymptotique de My, ,(B). D’autre part, les majorations de M, ;(B)
que nous développons ici seront utilisées a de nombreuses reprises dans les parties [f] et
[7 infra.

Compte tenu de la formule relative & la valeur de 0Z aux entiers g-réguliers, on

q
observe que, uniformément pour p premier et 0 < Re(s) < 1, on a

o3 (p) 1 1
4.16 122 =% +O(>.
( ) ps - N(p)s pZRe(s)
Il suit alors de (4.13) que la série Hq(s)(k(s)™ ou
o2 (n)h(n)
(4.17) Hy(s) = 3

est prolongeable holomorphiquement dans le domaine Re(s) > 1 — c(log(|Im(s)| + 1))~}
pour une constante ¢ > 0 convenable.

La méthode de Selberg-Delange (voir [[Ten08], théoreme 5.2] et [[HTWO0S], paragraphe
1.3]) permet d’établir le résultat central de ce paragraphe, & savoir la formule asympto-
tique de M, ;(B) contenue dans la proposition suivante.
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Proposition 4.1. On a, uniformément pour w un nombre compleze tel que |w| = 1,

he M(w), x> 2 et (N1, Na) € N(n),

(4.18) Maqh(B) = cq(Nl,Ng)nl‘?) (3log $)w*1 (U(i—g(}z;)h) +0 (loilgoix)>

ol

p

w k
aw = I (1-3) (Zh(i> aq<i><1—sq<i,p>>)
- k>1

et ag(-) et &q(-,-) sont définis respectivement par (3.23) et (3.40).

On a en particulier o4(F,1) = o,(F)71¢,(2)7! et, uniformément pour x > 3,

og(i 1
(4.20) N(iZKz Ngg = C.2)oa(F) logz + O (loglog x) .

Proof. Au vu de ce qui précede, on peut appliquer la méthode de Selberg-Delange a aqzh.
Les formules (1.17) et (1.18) de [HTWOS| entrainent alors que 'on a, pour tout entier
N > 0 fixé et uniformément en |w| =1, h € M(w) et = > 2,

N (B 1
(4.21) Y oZ = z(logz)"™! (Z T(w— Ilz:()(l)og )k o ((IOgJJ)NH>>

n<x k=0

ou les \g(h) sont définis a l’aide du développement de Taylor en s = 1

(4.22) M Z Me(h) (s — 1
k>0
En particulier, on a
(4.23) Ao(h) = Ak Hq(s)Ck(5) ™| =y = og(F' R),

ce qui permet de déduire (4.18)), compte tenu de I'estimation

logl
log (cq(Nl,Ng)a:3) = 3logx (1 +0 ( Olgogoix)> .

Avec le choix h(n) = 1 pour tout entier n > 1, une sommation par parties entraine
directement la formule uniforme en x > 3 suivante

of(n)

n

(4.24) >

n<e
n g-régulier

= 0¢(F,1)logz + O (loglog x)
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Pour montrer que o,(F,1) = o,(F)71¢,(2)~! et ainsi établir (4.20)), on commence par
remarquer que, pour tout premier p, la définition (3.40)) entraine la formule

~—

q(i) . _ ag(i) (i
kglNZ: N ) _;N%::pk O %: KON G)
PIN()

ag(i .

(4.25) =3 ¥ A‘;((l)) 1+ > px()
k=1 N (i)=p* il(ip)
PIN()
]

En injectant la formule d’inclusion-exclusion (3.38]) dans 1' on obtient ainsi I’égalité

@
(4.26) > Z q 1*€q1p -> Z = &(p)-
k=1 N(i)= k>1 N(i)=
Compte tenu des définitions (4.19)) et (4.9), il s’ensuit que o (F,1) = 0, (F)71¢,(2)~?

O
Considérons a présent le cas h = 1g,) € M(1;1,y), ot S(y) désigne 'ensemble des
entiers y-friables. Dans la proposition suivante - application de la méthode de Selberg-

Delange friable développée par Hanrot, Tenenbaum et Wu [HTWOS] - nous obtenons
une estimation de My, 14, (B), étape essentielle en vue de démontrer le théoréme

Proposition 4.2. Pour tout € > 0 et uniformément pour (N1, N2) € N(n), x > 3 et
exp (%) <y<a®, ona

log log x)
neq(Ny, No)a3 ( ( log(u + 1)))
4.2 M, =14 o r s/ 1 loglog z———~
(4.27) watso B) = 7 Gy P B (1O lesloge—10
ol U 1= iggz

Proof. Observons tout d’abord que la série de Dirichlet engendrée par qu est de la forme

UZ n
) _ ga)c(s)

n=>1

ou G(s) := Y, 97(12) est développable en un produit eulérien absolument convergent

pour Re(s) > 1/2. On peut alors reproduire mutatis mutandis les arguments du para-
graphe 2.3 de [HTWOS] en remplagant gop(n) par O'qZ (n), pour obtenir, pour tout £ > 0,

Pestimation
g 1
=G(s)+0 ( 1/2— 5)

uniformément dans le demi-plan Re(s) > 1/2 +¢. La fonction arithmétique qu satisfait
donc les hypotheses (1.7) et (1.10) de [HTWOS], ce qui permet d’appliquer [[HTWOS],
Théoremes 1.1 et 1.2]. On en déduit, pour tout N fixé, I'existence de Cy > 0 tel que
I’on ait, uniformément en

PF(n)<y

logl
T =3, exp ((10g10gx)5/3+5)) Sysuz, (0 <u<N+1l=u—|ul> CNogogy>’

logy
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la formule suivante

(4.28) Z UqZ(n) — (g: M +0 <,0(u) (bg(“m)NH))

= = (logy)k log y
Pt(n)y

ou les A\i(1) sont définis par (4.22]).
Compte tenu de 'estimation, valide pour tout j > 0 et uniforme en 0 < v < w suivante

(4.29) P (1 — v) < log(u + 1)’ p(u) exp (O(vlog(u + 1)))

établie a la suite de [[Ten08], p.507], le théoreme des accroissements finis permet de
montrer I'existence de Ny et Cn, > 0 tel que l'on ait, sous les conditions précédentes et
uniformément pour (N, Na) € N(n) satisfaisant

loglo
(4.30) (0 < UNy N, < No+1= UNy, Ny — {’UJNLNQJ > CNO igiy) ,
C, 1733
ol UN, N, = %, la relation
770(1(va NQ)'%B < <10g(UN1,N2 + 1)))
M, = 1
als(y) (B) Cq(2)aq(F) 1Y (3UN1,N2) + O logy
ncq(N1, No)a3 < ( log(u + 1)
4.31 =———""0Q3u) 1+ 0 |logloge————= ] | .
(451) @ (k) P logy

Pour conclure la preuve de la proposition, il s’agit d’évaluer My, 14, (B) pour les
couples (N1, N2) ne vérifiant pas (4.30). Il suffit alors d’observer que

Mffqlsm)(B) < Moy (B) < M0q1S<y2>(B)

des que y1 < y < y2 et de remarquer que (4.31]) entraine

ncq(Ny, No)a? ( < log(u + 1)))
M B) = M, B)=-—"F+—""-""—pBu)(1+0|(loglogx————
UqlS(yl)( ) Jqls(yQ)( ) Cq(2)o-q(F) IO( U‘) + oglogx logy
avec les choix y; = y(logz) ™ et yo = y(log ) ol c1, ¢y sont des constantes suffisam-
ment grandes. U

5. DESCRIPTION DE LA METHODE

Rappelons le choix de parametre 7 := (loglog z)~®° avec wy fixé dans |0, 1] effectué
précédemment. Dans la série d’articles [HB01, [HBMO02, [HBMO04], Heath-Brown et Moroz
réalisent le tour de force de montrer la validité de la formule (avec les notations (4.1]) et

#-2))

(5.1) S (A, Ok, C) )¢5 ok.0)

w00 cq(N1, No)x

pour certains ensembles C inclus dans

(5.2)

C(m,n) := {rs Q(r)=wr)=met Qs) =w(s) =n, P (rs) > 27,277 < s < m%_T} :

En adaptant les arguments de Heath-Brown et Moroz, on montrera dans le para-
graphe m que la formule (5.1 se généralise sous la forme
oq(F)n

(5.3) S(A,i,ENC(m,n)) et maq(i)s (B,i,ENC(m,n))
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uniformément pour les ensembles E € £(m + n) avec la définition de £(m + n) suivante.
Pour tout entier k, on désigne par £(k) 'ensemble des parties de N qui s’écrivent sous
la forme

Dy,
(5.4) E= () E;k)
j=1
ol Dy > 1 et les Ej;(k) sont des ensembles de la forme
(5:5) Ej(k) = By(kiy, @, 5 .<) = {m () = wim) = k,yPD (m) < P (m)}

ot y > 0, < désigne lordre < ou <, @ = (a1,...,ap)avec 1 < a1 < -+ < ay et

B = (B1,...,01,) avec 1 < 1 < -+ < [, et les termes P(ﬁ)(m) et P(ﬁ)(m) sont les
produits

(5.6)
P (m) = PeD(m) ... PO (m) ot PP (m) = PO (m)... PP (m),

les P()(m) étant définis par la décomposition de m en facteurs premiers

m = P (m) ... PEUM) (1) avec PO (m) < PO (m)
avec la convention P(U)(m) = 1 (resp. P(?)(m) =1)sily = 0 (resp. Iy = 0)
De tels ensembles apparaitront naturellement au cours de 'argument qui conduit au
théoréme infra. Obtenus a l'issue de multiples itérations de I'identité de Buchstab,
ils étaient en particulier implicites dans [HBOI].

Soient w un complexe de module 1, y1, yo deux réels tels que y; = 1 ouy; > x7 et yo >
x7. Considérons h un élément de M (w;y1,y2), c’est-a-dire une fonction multiplicative
bornée par 1 satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y; et PT(m) < yso,
(2) pour tout premier p dans l'intervalle |y, y2], on a h(p) = w.

En isolant les idéaux j de A tels que j™(z7) posséde au moins un facteur carré, on
peut réécrire 'ordre moyen Mp,(A) défini par (2.12)) sous la forme

(G7) MyA) = > )Y W S(AL () NC(2T) + O > IhG)

PH(N(i))<a™ k>0 icA
( (1))< N(j)leefr(x%—)
ol
(5.8) () 1= {m : Qm) = w(m) = k,y1 < P~(m), P*(m) < 1o}
et
(5.9) Y (z):= U U Pz
P k>2
pk>z

Sous réserve de la validité de (4.3) et en remarquant que (4.10) implique I'estimation

(5.10) 04(0) = 0~ (7)) <1+0( 1 )>

TXT

4. On peut ainsi considérer les inégalités du type y < P(Q)(m) ou P<a)>(m) <y.
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deés que N(j) < 3, on peut espérer approcher My (A) par la quantité

aqF
cqwfjvz) 3 (i) " whS(B,i, (+) NC~(27))

r P+(N(i))<mf k>0

aq(F)n ( < 1 )) o
o N1, )z | MBI (1+0 (27 ) ) +0O ZB AOI0]
N(j)eT(:cQT)

ot My, ,(B) est défini par (2.14).

Dans la suite de ce paragraphe, on établit un raisonnement combinatoire qui con-
duira au théoréme étape intermédiaire en vue de prouver la proposition Celui-
ci ramene le probleme de l'estimation de Mj(A) (resp. M, n(B)) a I'estimation des
cardinaux S (A,i, ENC(m,n)) (resp. S (B,i,ENC(m,n))) pour des ensembles F €
E(m+n).

Soit w; €]0,wp[. On introduit un parametre 7 > (loglogz)~ ! suffisamment petit
qui sera rendu explicite dans les applications du paragraphe [8] en vue de controler la
contribution des idéaux j satisfaisant N(j*(z7)) > 2™

Considérons, pour un idéal admissible j de Ok donné, la décomposition de sa partie
x7-criblée en produits d’idéaux premiers

(5.11) iT@) =pi-pk, NP < N(pigr), i€{l,....k—1}.

On effectue une partition de Ok sous la forme Ok = (’)g) U---u (’)S) ou les (’)g) sont
des ensembles d’idéaux définis par des conditions sur la norme de pg et pr_1, & savoir

o ={i:a> <Ny}, OR ={:2"*<Np) <22},
O ={i: o < Nipy) < x?’/?}, O = {1 N(pe) < et 2%/ < N(pr-ape) |

Il s’ensuit que

5 . .
Mp(A) = ZMh (.Aﬂ (9&)) avec My, (Aﬂ Oﬁ?) = Z h(j)
=1 jeAno
Pour i € {2,...,5}, on peut remplacer le terme My}, (.Aﬁ (’)&)) par une formule ou

interviennent des cardinaux de la forme S (.A, i,CO(m, n)) ott C%(m,n) C C(m,n).

Lemme 5.1. Uniformément en x > 2 et (N1, Na) € N(n), on a

(5.12) Mh(A):Mh(Aﬁ(’) )+Z > hli Zwm+"S(A1€ (m ))

=2 N(i)eZ

+0 > [r()+ > |h()] + A1 (A;|h]) + Az (A;|A])
jeA jeA
N@)eY (z27) NG~ (27))>z"
ol

(5.13) T:= {meZ:mng1 et PT(m) g:ﬁ},
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(5.14)
Cc®(m,n) = { Q{)rs € Clm,n) g1 < P7(s), PT(s) < P7(r), PT(r) < 1} iznw(:m: "

(5.15)
c®(m,n) := { é)rs € Clm,n) - yy < P7(r), PT(r) < P7(s), P*(s) < g} iznﬂ;n: )

(5.16)
{rseC(m,n):y1 < P~ (s),PT(s) < P (r), i
™ (m,n) 5:{ PT(r) < max(z'™™, y9)} ’

0 sinomn,

(5.17)
C(5)(m,n) = {rs €C(m,n) :y1 < P~(r), P*(r) < P(s), P*(s) < max(z'"™, y),
=R

(5.18)

Ay (A;|h|) = max Z Z |h(1)|S (A, ip,max(a:T,min(yl,xl/Q_Tl)D .

Y2227V YSKN(p)<Ya™t N(i)eZ

et
(5.19)
Ay (A; |h]) = max Z Z |h(i)|S (.A, iplpg,max(:nT,min(yl,ajl/Q)D .
YZ2a27T p1/2 N (p)<N (p2) N()ET
Y<N(pap2)<Yz™!

Proof. A I'image de (5.7), on peut écrire, pour tout i € {2,...,5},

My (AnOR) = 3 h@ D wtS (AN i () ne (a7))
PH(N())<a™ k=0
+0 > [r6)]
jeAno
N()ET (")

Soit j un idéal de (’)g) . En utilisant la décomposition 1) et sous I’hypothese
supplémentaire que N(j~(z7)) < 2™, I'encadrement

#*/? < N(py) < 2°
entraine largement que

17« N(pr--pr1) < 232,



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES CUBIQUES ET IRREDUCTIBLES 29

En posant r = N(pg), s = N(p1---pr—1) et n = k — 1, on déduit ainsi des définitions

et T aue

My (ANOR) = > (i) Y wts (An0R),i,c@(1,n))
N@{)eZ n>0

+ol X mG)+ S G+ > > ()]

jeAno) jeAno) 23/2<N (pr)<a®/2+71 J€Ap),
N()eT (x27) NG~ (27)) >z ou *72TLN (pg)<a?

De méme, on peut écrire, en posant maintenant s = N(py), la formule

m=0

My, (ANOR) = 3 b)) > wm s (An0R,1,c®)(m, 1))
NG{)eZ

+O | > @I+ > hG)+ > > ()]

jeAno) jeAnO) oSN (pp)<z'¥7 JEAp,
NG)ET (") NG~ (27)>am on o2 N (py) <2

et, avec s = N(p1---Pr_2),

My (ANOR) = 37 b)) S w* s (AN 0,5, (2,n))

N({)ez n=0

el I SR 1) S S (1)) [ESN SR SR 10)]

jeANOLY) jeAnol o' TTLEN (pr) <z J€ A,
NG)EY (%7) N(~(a7)) >z

+ > pORLIO]

Tl/2<N (pr—1)<N(pp) 1€ARE_1pk
232N (p_1pp) <2/2+71

Considérons enfin j € (’)S). Si N(pp_1pr) < o'*7 et N(pp_o) > 212727 on a les
inégalités

#2727 < N(pr2) < N(pr—1) < N(pg) < 2?57,

D’autre part, si N(pp_1bx) < 217 et N(py_2) < 2/2727 alors Phypothése de majora-
tion N(j~(z7)) < 2™ implique l'existence d’un indice j > 2 tel que

N(pk*jJrl .. pk) < 1-1+T < N(pkfj .. pk> < .%'3/2_7,
Enfin, si N(pr_1pr) > 27, alors on a trivialement

2T < N(pr_1pr) < 22
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En posant s = N(pg—;- - px), on en déduit que

My (AN0Q) = 37 hi) 3 wmns (AN 0Q,1,cO(m,n))
NG{)eZ

m,n=>0

+0 | > oI+ X (k)]

jeAnoY jeAnO)
NG)ET(2?7) N~ (27))>am
+ > > [hG)|
a! “TLSN (py)<a j€Apy,

ou x1/272T<N(pk)<$1/2+37

+ > > InG)]

Tl /2<N (pr—1)<N(pr) 1€Ap,_1px
2327 TN (po_1pp) <z®/2

ce qui acheve la preuve. O

Le traitement de Mj, (.A N (’)g)) nécessite davantage de travail pour faire apparaitre
des sous-ensembles de C(m,n). Au vu du lemme on a

cq(N1, N: 3
N(pe) = N(J"(gcT;pl .2_)_]%1) (1+0(n'/)

ce qui suggere de remplacer la condition N(pg) < y2 par l'inégalité

3
N(ji(fL'T)pl . ‘pkfl) > Cq(ng;zjVQ)l’ .

2

Dans la mesure ou les éléments de A N (’)ﬁ) satisfont N(py) > x*, on peut écrire, en

posant q = py1 - Pr—1,

My (ANOR) = 3 h() S wk 3 w(A i)
N()ezT k q

+O[ > I+ D> () + Au(AsR)

jeAno) jeAnoy
NGEY (=) NG~ (7)>z"

ou la sommation E " porte sur les idéaux q a k — 1 facteurs premiers satisfaisant

cq(N1,No)a3 —4r _ r
% < N(q) < z'7471 et P7(N(q)) > max(27,y1), et

(A, l) ;== # {p premier : [p € A}.

Pour estimer (A, [), on reproduit le raisonnement combinatoire a I’origine du lemme 4.1
de [HBMO02]. En utilisant la notation (4.4]), I'identité de Buchstab et le lemme
assurent que, si

max ({1} U {p®: p premier 1—singulier}) < z1 < 22,
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alors on a

(5.20) S(ALCT(21)) =S (ALC () = Y. S(AIp,C (N(p))

21<N(p)<z2
+0 ( > ¥s (A, [pk,C_(N(p)))) .
21<N(p)<z2 k=2

Ceci permet d’établir par récurrence la formule combinatoire suivante, analogue des

formules (4.3) et (4.4) de [HBMO02],

(A1) =S8 (A, [,C_(x3/2+7)) =3 (=)™ (A ) + 3 (1)U (A, 1)

n=0 n>1

— S1(A ) = So(A D) + 0 (#{j € A N() € T(=™)})

ou
Si(A, D) = S(A,Ip,C™(N(p))),
I=T<N(p)<zlt7
Sa(A, 1) = > S(A,Ip,C (N (p))),
x3/27‘r<N(p)<x3/2+T
(5.21) TO(A,1) := S(A,LC(z7), UWD(AT) = > S(A, p,C~ (N (p))),
TN (p)<a? T
(5.22) T (A1) == 3 S(AIpy--pp,C(27)) sin>1
2T <N(p1)<--<N(pn)<a'™7
N(p1-pn) <zt
et

U™ (A1) = 3 S(A,lpy -+ pn,C (N(p1))) sin>2.

TT<N(p1)<--<N(pn)<zl™7
N(p2-+pn) <z TN (p1---pn)

Le niveau de crible 7 impliqué dans la définition de T (A,[) étant suffisamment
petit, on étudiera la contribution de ces termes, en moyenne sur les idéaux [ tels que
N(I) < 21737 au lemme en utilisant le crible de Selberg, validant ainsi la pertinence

de .

Si n > 4, les conditions
2T < N(p1) <--- < N(pp) <zl 7
et

entralnent que
3_
N(pr---pn) <z27

Par suite, on peut espérer évaluer la contribution de U™ (A,iq) lorsque n >4 oun =1
avec N (i) € Z en utilisant Pestimation (5.3|) puisque I'on peut écrire

St S U i) = S (A mn.)
k q m
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ou m := (my, ma),
Cim,n) = {7"17”28 cw(r;) = Q(r;)) =m; pour i = 1,2, w(s) = Q(s) =n,

_ 1 _
P~ (rirgs) > a7, 2T < s < 22 T},

(5.23) CW(m,1,i) := {7“17‘28 €C((my —1,mg),1): P~ (ry) > s,

cq(N1, Ng)a® 1—4r -

——— < <z Let P (ry) >
yQN(l) 1 ( 1) Y1

et, pour n > 2,

(5.24) C¢V(m,n,i) = {mzs € C((my —1,my),n) : P~(ro) > P~ (s), P*(s) < 27,

< JI1+T Cq(Nl, Ng)l‘?’
©N()

ou les triplets (r1, 72, s) sont comptés avec multiplicité, en posant m; = k, s = N(p1 - - - pn)

et r, = N(q) avec les notations de la définition de U™ (A, ).

Si n = 2 ou 3, U'inégalité N(p1---pp) < 23/2-7 peut faire défaut. On s’inspire alors
des identités (4.5) et (4.6) de [HBMO02] en écrivant

U (A1) = UBD(A 1) + U (A1)

%@ < <2tV et P~ (r) > yl} ,

et
U (A1) = UBCY(A D) + S3(A, 1)
ou
URD (AL = > S(A, Ip1p2, € (N(p1))),
2T <N(p1)<N(p2)<az'™7
961+T<N(P1P2)§5L“%7T
U(2’2)(A, [) = Z S(Av [plp27c_(N(pl)))7
xT<N§p1)<N(p2)<x1*T
x2 7T <N(p1p2)
UBD(A, 1) = Z S(A,Ip1p2ps, C~ (N (p1)))
wT<N(p1)<N(p2)<N(p3)<x13_T
N(p2p3)<z'TT<N(p1peps)<z2 ™"
et
Sa(A, 1) = > S(A, Ip1paps,C~ (N (p1)))-
xT<N(p1)<N(p2)<N(p3)<zl~™
N(papz)<z'™™

3
N(pipap3)>x2~ "

On peut observer que
S wh YU (A i) = S w™ s (A0 (m,2,0))
k q m

et
Z w Zi,k U(3,1)(_A’ iq) = Z w™ S (A, iyc(l)(m, 3, i))
k q m
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ott CW(m,2,1) et CV(m, 3,1) sont définis par (5.24)).

De plus, remarquons que, si un idéal j intervient dans U*?)(A,1iq), alors j est de la
forme j = iqlpipo avec

2?77 < N(pip2) < 22777 et PT(N(I)) > N(p1).
Il s’ensuit que
2T < N(gl) < 23T

ce qui suggere d’écrire, en posant r = N (p1p2), s1 = N(q), s2 = N([) et ny =k,

S wt YU (A i) = S wms (Ai, V(20 D)
q n

k

L0 > ) S(A,igpip2, C~ (N (p1)))

eq(N1No)e? oy aary @Y/2<N(p1)<N(p2)
2 SN@se @327 T <N (p1p2)<z®/2 7
P~ (N(q))>max(y1,x7) ou 22271 <N (pypa) <227

ou
C(m,n) := {1"3132 cw(r) = Q(r) = myw(s;) = Qsi) = n; pour i = 1,2,
P~ (rs1s9) > 27, 2T < sisp < x3/277}.

et

(5.25) ¢V (2,n,i):= {7«5152 € C(2,(n1 —1,n9)), PT(r) <z, P~ (r) < P~ (sy),

Cq(Nl, Ng)xg

< < 1-4m P~ >
2N (D) S1KT ) (s1) >0

ou les triplets (r, s1, s2) sont comptés avec multiplicité.

On observe enfin que 'on peut majorer la somme sur i du terme d’erreur précédent
par la quantité Ag(A; |h|) défini par (5.19)). De méme, en remarquant que les conditions
de sommations définissant S3(.A4,1) impliquent

x1/2727' <N(p1) <l‘1/2+T/2,

on a, pour ¢ € {1,2,3}, Pestimation

> ()] > Si(A, i) < Ar(A;[h]).

i 3
N(l)EI Cq(levaQ)I SN(q)<x174Tl

P7(N(q))>max(z7,y1)

ou Aj(A; |h|) est défini par (5.19)).
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On déduit finalement de ce qui précede la formule

(5:26) My (ANOR) = > hii (Z kz"“z ™ (A, iq)

N(i)ez k n>0

+ 31> wm S (A5 (m,n, i) + 3w S (Ai,cD (2 n, i)

n>1

+O [ Ar(A|h)) + 2o(As 1R+ Y0 RG+ Yo [R()]
jeA jeA
N@)ET (227) NG~ (27))>z™1

L’argument développé ci-dessus s’adapte mutatis mutandis pour réécrire ngh(B) a
laide de cardinaux de la forme S (B,i, ENC(m,n)). En Pabsence d’'un analogue du
lemme [2.3| adapté aux idéaux de B, il convient toutefois d’user de précaution en COIlSld-
érant egalement la contribution des idéaux non admissibles dans 'utilisation de (5 au
cours du traitement de M, p, (B N (’)E)). Cette nouveauté dans la transcription a B de
l'argument combinatoire précédent était déja implicitement contenue dans les travaux
de Heath-Brown et Moroz, a I'image de la formule (6.4) de [HBO1] ou encore lors de
Iintroduction de 'ordre total sur les idéaux premiers de Ok dans le paragraphe 4 de
[HBMO2].

Avant d’énoncer la proposition qui résume la discussion de cette partie, harmonisons
les notations précédentes en introduisant, pour m := (my, ma), n := (n1,n2), i un idéal
et D = A ou B, les notations

(5.27)
(r,1,s,1):rs € C(i)(ml,nl)} si2<i<5etmg=mng=0,
C(i)(m,n,i) :: (ri,79,8,1) : rires € C(l)((ml,mg),nl,i)} sii=1etnyg =0,
(r,1,s1,82) : 78182 € C(l)(ml, (nl,ng),i)} sii=1et mg=0,
() sinon,
et

S (D,i,c@ (m,n,i)) =4 {(tl,Q,sl,sQ) : (N(t1), N(2), N(s1), N(s2)) € CD(m,m, i)
et ityto5189 € D} .

Théoréme 5.2. On a, uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), yo > 27, y1 = 1 ou
y1 > 2", w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), l'estimation

nog(F)

Mh(A) - Cq(Nl, N2)$

Mo, S(B) < T(h]) + S(hI) + O(hl,a” ™) + Ao (|l 2*7/%)
+ Ay(|hl) + As(|h])

ol

3 n 770- F n
e S N I (N(N>) LTC(Biq)]
N()eT N(q)<z!—471 n=0 q(V1, N2)T
P~ (N(q))>z™
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TM(AL) et T (B, 1) étant définis par ,

5
(5:28) S(hD) ==Y [hOID 3|9 (A 1.cOm,m,0))

N()eT i=1mn

)

noq(F) . (i i
I w8 (B3O m )

les CW(m,m,i) étant définis par (5.14), (5.15), (5.16), (5.17),(5.29), (5.24) et (5.25),

T 71 : an(F) : :
(520)  O(lhl,aT,a™) = Y WJ)HW >, a()RG)l

jeA jieB
NG~ (z7))>aT NG~ (z7))>a7
T : UUq(F) . .
(5.30) A (|n],2*/3) = h()| + — o, ()G |,
(rw2?) = 3 v | X o)
N(G)EY (2?7/3) NG)ET(227/3)

(5.31)
Ai([h]) = max Z Z |h(i)] (5’ (A, ip,maX(mT,min(yl,gjl/Q_ﬁ)))

Y2227V YN (p)<Ya™L N(i)eZ

: TZJQ(F) . T . 1/277.
+Uq(1)m5 (B,lp,max(x ,min(yp, x 1)))
et
(5.32)
Aa(|A]) = max > > In()l (S (A7ilﬂ1p2,max(x77min(y1,x1/2)))
Y}il?f_"-l xl/ng(m)éN(pg) N(l)EI
YN (prp2)<YaL
to. (i)L(F)S (B ip1p2, max(z”, min(y; x1/2))> :
7 q(N1, No)z ’ ’ ’ ’

Au cours des paragraphes [0 et [7] on établira des bornes supérieures des différents
termes d’erreur impliqués dans le théoréme

6. PREMIERES APPLICATIONS DES ESTIMATIONS DE SOMMES DE TYPE I

Dans cette partie, on utilise les estimations de sommes de Type I du paragraphe
pour établir des bornes supérieures des différents termes d’erreur impliqués dans le
théoréme a l'exception de S(|h|) qui fera 'objet du paragraphe [7| sur les estima-
tions de sommes de Type II.

Le lemme ci-dessous donne une majoration de la contribution des idéaux dont la norme
appartient a Y ((log x)¢), c’est-a-dire est divisible par un p* > (logz)¢ avec k > 2. Il en
découle une majoration du terme Ag(|h|, z27/3) défini par

Lemme 6.1. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en x > 2, on ait

(6.1) # {1 <ni,ne<x:F(ni,ng) €T ((loga:)c(B)))} < 2%(logz)™ B
et
(6.2) Z 0,() < z(logz)~P.

N(j)<z

N()EY((logz)*H))
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En particulier, uniformément en x > 2, w un complexe de module 1, y1,ys > 1 des réels
et h € M(w;y1,y2), on a

(6.3) Ay (]h],a:QT/?’) < 2?(logz) P,

Ce résultat — largement inspiré du lemme 2 de [Gre92] — peut étre considéré comme
une extension du lemme 5 de [Del71] aux formes binaires.

Proof. Soit C' > 0. Pour tout nombre premier p, posons
Clogl
k(p) := max (2, {WJ + 1) .
log p

Etant donné des entiers n; et ny tels que (p,ning) = 1 et pF®)|F(ny,ny), il existe w tel
que

F(wv ]-) =0 (mod pk(p)) et n1 = wne (mod pk(P))

Par suite, on peut écrire a l'aide du lemme 1 de |Gre92] les inégalités
# {1 <ni,ng <zt (pynang) = 1>pk(p)!F(n1,n2)}

< Z #{Oénl,ngéx:m = wny (modpk(p))}
1<w<pk®)
F(w,1)=0 (mod p*®))

x2 z
(6.4) < > <pk<p> O (Mo(w, p’““”)))

1<w<ph®)
F(w,1)=0 (mod pk®))

ou

M, ky = i .
p) = min o max(fol, o)

ni=wnz (mod p*)

Considérons tout d’abord les premiers p{ F'(1,0)F(0,1). On a

# {1 <np,ng < T pk(p)lF(m,nz)}
2

X
<ment 2 #{ Sz S

X
Nk
0<k<k(p)/3 p

: (p,nins) = 1,pk<p>—3krF<n1,n2>}.

Dans la mesure ot le nombre de racines modulo p* du polynéme F(Xi,1) est borné
uniformément pour p premier et k > 1, il suit de (6.4)) que l'on a

2
X
oo # {1 ni,ne < T ipk(p)|F(n1,n2)} < > G + 51+ S92+ S5
pIF(1,0)F(0,1) pad/?

ou

T
> X > ; Rt
p<al/? 0<k<k(p)/3 1<w<phe) 3k p*Mo(w,p )
F(w,1)=0 (mod p*(®)—3k)

Xz
- Y% D
z1/2<pgad/?2 0<k<k(p)/3 1<w<pkP) =3k ’
F(w,1)=0 (mod pk(P)—3k)
pkMo(w,pk(p)_gk)>£E3/4
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et

T
53 = Z Z Z pkMg(w pk(P)—?)k) .
212 <pcad/? 0<k<k(p) /3 I<weph(®)—3k ,
F(w,1)=0 (mod p*(®—3k)
pkMo(w,pk<p)*3k)<x3/4
Observons que
2 ) ) )
T " N i
< e . |
; p2k(17)/3 Z (log 37)20/3 Z 4/3 (log x)C/G

p<(log :IJ)C/2 p>(log x)c/2 p

En utilisant le fait que k(p) < loglog x, 'estimation triviale Mo(w,pk(p)_3k) > 1 pour
S1 et 'hypothese pkMo(w,pk(p)_%) > 23/% pour Ss, il vient aussi les majorations
23/21og log T

ST« ————m— et Sy K .
log x log x

De I'estimation

Sy Y. = Y Z 1< 2™/,

1<n1<x3/4 Lo<no<m -3 <p

P?|F(n1,n2)
on déduit finalement que
Z # {1 <ny,ne < :pk(p)|F(n1,n2)} < 2% (log z)~¢/6.
ptF(1,0)F(0,1)

Etudions & présent la contribution des p, n; et ny tels que p|F(1,0)F(0,1). Les estima-
tions ([1.6]) et (3.16)) entrainent alors la majoration

o VF (pk(p))
ka(p)

< 2%(log z)~2¢/3,

C’/Q( )7203

# {1 <ni,ne < pk(p)\F(nl,ng)} Lz + z(log x) log log x

En choisissant C' suffisamment grand, il s’ensuit 1’estimation (6.1]).
Pour établir (6.2)), on utilise la méthode de Rankin pour écrire

> <> > o > o))
N(j)<z P k(p)<k N(j)gx/pk
NG)EY ((logz)©)
k

Pk o

P k(p)<k p N(j)<z

Au vu de et (| -, il suit

. qu(pk) 1-C/6
Z 04(j) < a:logxz Z — < x(log x) ,
N()<z v kp<k P
N()eT((log2)®)

ce qui implique (6.2)) quitte & choisir C' suffisamment grand.
O

Les estimations de Type I établies dans la section [3] permettent, au moyen d’un lemme
de crible, de donner des bornes supérieures du bon ordre de grandeur des cardinaux
S(A,1,C(2)) et S(B,i,C™(z)) définis au paragraphe De telles estimations seront
centrales dans les majorations de © (|h|,z7,2™), A1(|h]) et Aa(|h]).
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Lemme 6.2. Soient By et By > 0. Il existe ¢(By, B2) > 0 tel que, uniformément pour
z > max(p premier q-singulier), on ait

2 2 P

(6.5) S(A,i,C7(2)) < ogz NG + R, 2)
et

Lo ¢q(N1, No)nar? .
(6.6) S(B,i,C7(2)) <~ Tog = + Rg(i, 2)
ou R4(i,z) et Rg(i, z) sont définis par infra et satisfont

Z k()P R A, 2) < 22 (log z) P2
N(i)22<z2(log z) —<(B1.52)
et
) 71 () Pog (i) Ry (i, ) < 2 (log ) =72,

N(i)22<z3 (log z) —<(B1,B2)

Proof. Puisque la fonction de densité &,(i, ) définie par (3.40)) satisfait (3.42)), elle vérifie
les hypotheses de crible () et (1) de [HR74]. On peut donc appliquer le théoréme 4.1
de [HR74] ce qui entraine 'estimation

S(A,1,C7(2) < n?a? “q@ [T (1= ¢&(,p) + Rai, 2)

N(i) fots
ou, pour D = A ou B,
(6.7) Rp(i,z) = Y _ 7(d)*u(d)*|r(D,i,d)|
d<z?

et 7(D,i,d) est défini par (3.39)) et (3.43). En estimant le terme de reste a laide du
lemme on en déduit 'existence d’une constante ¢(Bj, B2) > 0 pour laquelle on ait

Z K ()P R A, 2) < 22 (logz) P2
N(i)22<z2(log z) ~¢(B1.B2)

Sous I'hypothese z > max(p premier g-singulier), la formule de crible (6.5]) est une con-

séquence de (L3), ([E9) et (@.12).

Pour établir (6.6)), il suffit de reproduire le méme argument en utilisant le lemme

(resp. (4.7)) en lieu et place du lemme (resp. (4.8), (4.9) et (4.12))). D’apres (4.13)

et (4.14)), il suit ainsi que, pour ¢(Bz) > 0 suffisamment grand, on a
(6.8)

. B1 .
3 mk(1)P1 0y () Rs(i, 2) < 2P (logz) P2 3 ()0 (i) (log z)(BLB2).
A , N(i)
N(i)z2<z3 (log z) —<(B2) N(i)<a3

O

Une borne supérieure de la quantité © (|h|, 2", 2™ ) définie par peut étre obtenue
en s’inspirant de travaux antérieurs concernant les ordres moyens de fonctions arithmé-
tiques sur les valeurs polynomiales. Par exemple, Tenenbaum [[Ten90], Lemme 3.7]
montre que, pour tout polynéme F € Z[X], il existe ¢(F') > 0 tel que, uniformément en
zz2y=>2et x> 2 on ait

1
#in<x: H p’ >z <<1:exp(—c(F) ng).
PSY logy

p[|F(n)
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En vue d’obtenir un analogue de ce résultat au cas des formes binaires, on peut adapter
la preuve du théoréme 1 de [Shi80], démarche & l'origine du résultat suivant.

Lemme 6.3. Soit € > 0. Il existe une constante ¢y > 0 telle que, uniformément pour

x =2, (N1,No) e N(n), et z >y > exp (aogllgg%) on ait

. . log z log z

| N 2,2 <_ 1 ( ))
(6.9) #{eANGT W) > 2} <ma”exp |~ o | 5

et
. log =z log 2z
3
(6.10) ; 04(j) < ¢q(N1, Na)nz exp <—01 Toe s log (logy)) .
NG~ (y))>=

En particulier, on a, sous les conditions précédentes et uniformément en w un complezre
de module 1, yo > 1 et h € M(w;1,1s9),

1

O (lh],z7,2™) < 1721‘2 exp (—clT1 log <>) .
T T

Proof. Sans perte de généralité, on peut supposer que Von a y < z/4 et z < x, le résultat
étant trivial autrement. Etant donné un idéal j et la décomposition de la norme de sa
partie g-réguliere et y-friable

N(Jq_—r(y)) = ptlxl o 'pgka pi < Di+1,

considérons j > 0 le plus grand entier tel que

A

et définissons les diviseurs j; et jo de j,_.(y) par les conditions

41 (9]

N(jl):p(lll"'p?j et N(jQ):pj+1 o Pg -

On scinde 'ensemble des différents j tels que N(37~(y)) > z en quatre classes :
classe T: N(jgs) > 2/2,
~ classe IT: N(j1) < 2% et N(js) < 272,
— classe III : pj 41 <logzloglogz, N(j1) > 2174 et N(jgs) < 212,
classe IV : logzloglogz < pj+1 <y, N(j1) > 2174 et N(jg-s) < 212,
et on estime la contribution de chacune de ces classes séparément.
Contribution de la classe I. Compte tenu de hypothese N(j,s) > 2'/2, il existe un

premier g-singulier p et un entier k > 2 tels que pF > 21/(2%es) > exp (Mﬁ#)l_a)
oll wy.s désigne le nombre de premiers g-singuliers. Par suite, le lemme @ entraine que,

pour tout B > 0, on a

# {j € A: N(jgs) > 21/2} < 2*(logz) P et Z 04() < 23(log )5,
eB
N(jq—lse)>zl/2

Contribution de la classe II. Dans la mesure ou les idéaux de cette classe vérifient les

inégalités N (j1) < 24 et N(i,.(y)) > 21/2, il s’ensuit que p}7}" > z'/%. Sous I'hypothese
y < zY4, on a également a1 = 2 ce qui signifie que les idéaux de cette classe ont leur

norme dans T(zl/4). La encore, le lemme entraine que l'on a, pour tout B > 0,

#{j € A:jest dans la classe I} < z2(logz)™% et > 04(3) < 23(logz) 5.

jeB
j dans la classe 11
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Contribution de la classe III. En utilisant successivement le lemme [3.5| puis la ma-
joration large a?(m) < m!/? consécutive A 1) on remarque que, sous ’hypothese
z < x, on obtient par la méthode de Rankin I'estimation

#{j € A:j est dans la classe IIT}

<na’ Z 0]4\?((.1)) + x5/3(10g x)°
/A< N(1)<21/2 !
PT(N(i))<logzloglog =

1 m 1/2 .
<<ZE2 Z W <Z1/4) + 1'5/3(10g l’)

m<al/?
Pt (m)<logzloglogz

<z V80 (212, log x loglog ) + 2°/3(log )°.

L’estimation de ¥(z,t) due a de Bruijn [[dB66], Theorem 1] et uniforme en z > ¢ > 2,
a savoir

log x t t log x
log ¥(x,t) = <logt log (1 + log:r) + 7logt log <1 + . >>

(140 (1 * orea 1))
logt = loglog(z+2)//’

entraine la majoration W(x'/2 logzloglogz) < exp (O (%)). Par suite, il

suit de 'hypothese z > exp (( log o ), que l'on a, pour tout B > 0,

loglog z)1—=

#{j € A:j est dans la classe I1I} < z%(logz) ™.

De fagon similaire, le théoréme et Pestimation (4.14]) impliquent
Z o4(j) € 23 (log a:)*B.

eB
J dans fa classe III
On déduit de ce qui précede que les contributions des classes I, IT et III sont néglige-
ables dans et . La contribution principale proviendra ainsi des idéaux de la
classe IV.
Contribution de la classe IV. Commencons par découper I'ensemble des p; 1 en sous-

intervalles du type }zl/(”l), 21/5} avec s1 < 5 < s ol

o {long of 50 { log 2z J
17 logy 2" |log (log zloglog z) | °
On observe alors que

#{j € A:j est dans la classe IV}
Y Y s(ameeen)

s1<s<s2  j1 g-régulier
z1/4§N(j1)<z1/2
PH(N(1))<z!/*
Puisque 2/ > logx si s < s2, on peut utiliser la formule 1’ du lemme pour
en déduire que, pour tout B > 0, la contribution des idéaux de la classe IV est

2,.2 Z
X ag. \m
;7 Z (s+1) Z g + 22 (logz) .
0g = 51<8<89 m g-régulier m
21/ A<z 1/2

Pt (m)<z/s
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Dans la mesure ou la fonction qu restreinte aux entiers g-réguliers satisfait les hypotheses
du lemme 4 de [Shi80|, celui-ci entraine I'estimation de la somme intérieure, uniforme
en s < log z/ loglog z, suivante

Z Z
ol(m o 1
> 2 (™) < exp > M——slog(s/Q)

—~ . — . P 20

m g-régulier p g-régulier
2/4<m p< /s
pt (m)ézl/S

log z 1

< exp | —58 log (s/2).

Ceci implique alors I’estimation

#{j € A:j est dans la classe IV} < n?z? Z exp (—e1slog s) + z2(log z) 5.
S1<S<S2

Au vu de ’hypotheése z > y > exp (( log

W)’ on en déduit que

1 1
#{j € A:jest dans la classe IV} < n’z exp< nglog( ogz ))

log Y 2logy
En utilisant au lieu de (6.5]), on obtient de méme que
. log z log z
> 74(j) < cq(N1, N2)nz? exp <_Cl % 10g ( e ))
e logy 2logy
J dans la classe IV
ce qui permet de déduire (6.10)). (]

A partir de maintenant, nous n’emploierons le lemme |6.2[ qu’avec un niveau de crible
M
z > x7. Le lemme suivant précise la borne supérieure disponible dans un tel cadre.

Lemme 6.4. Soit B > 0. Il existe c¢1(B) et ca(B) > 0 tels que, uniformément en x > 2,

2
(N1,N2) e N(n), z > logz et C C (C* ((log:c)cl(B)>) ot C~(-) est défini par , et
pour tout idéal i tel que N(i) € Z, on ait

> S(A,iq192,C™ (2))
q1,92€7 (K)
(N(a1),N(q2))eC
N(iq1q2)22<a?(log z) —2(B)

2.2 (i
nr 011(‘) Vdidy
(6.11) < = >y (didy) + Ra(i).
log z N(i) @ e didy

et

> S(B.iq102,C ™ (2))
q1,92€7 (K)
(N(a1),N(g2))eC
N(iq1q2)2% <z (log z) ~¢2(B)

c‘](i 17N2)77x Vdido .
—_—— (dida) + Rp(i
N(i)log z @ %ecu d1d2 5(0)

(6.12)

ot vq est le nombre d’idéauz j tels que N(j) = d et

Y. IRa()| < 2?(loga)™@ et > 0q(i) |Rs(i)| < 2®(logz) ™.
N@{)eZ N@{)eZ
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Proof. Une application directe du lemme donne

°a’oq(F) oq((i0192) " (2))

S(A 19192, € (2)) < i
(A, iq102,C" (2)) log = N(iq192)

+ RA(inCI% Z)
avec

Z Ra(iq1q2,2) < 2*(logz) 5.
1,q1,02€7 (K)
N(ig1q2)2*<a?(log z) ~¢2(P)
Sous I’hypothese z > log x et compte tenu de (4.13)), on remarque que, uniformément
pour les idéaux q; et qo satisfaisant N (iqiq2) < z°, on a

oq((ig142)™ (2)) < oq(i).
En choisissant ¢1(B) suffisamment grand, on peut alors majorer la contribution des q1q2
avec facteur carré par

Uq(i) -B
> — L7 <« (logx)
i N(iq192)

P~ (N(q192))>(log z)c1(B)
#(N(q142))=0

N (iq102) <a?
ce qui acheéve la preuve de (6.11), compte tenu de (6.8). Un raisonnement similaire
permet d’établir (6.12)). O

Le lemme suivant, qui rappelle essentiellement les estlmatlons (7.1) et (7.2) de [HBO1],
sera utilisé pour estimer les membres de droite de (| et (| -

Lemme 6.5. On a, uniformément ent > z > 2

1
(6.13) S 282

t<p<tz log?

et

e (1og(%3§z]2'+0<1>)’“'

s<pr<—<pp<t P17 Pk

Proof. La premiére majoration, analogue de la formule (7.1) de [HBO1], est une con-
séquence du théoréeme des idéaux premiers. Au vu de la multiplicativité de v4, la seconde
estimation provient de I'inégalité

ot (o ) (el ro0),

k! k!

|
s<pr<-<pr<t 1 Pk " \egpt P

(]
On établit dans le lemme suivant des estimations de Aj(|h]) et Ag(|h|) définies par

les formules (5.32)) et ([5.31]), suffisantes pour nos applications mais qui pourraient étre
précisées pour des fonctions h spécifiques.

Lemme 6.6. Uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), y2 > a7, w un compleze de
module 1 et h € M(w;1,y2), on a

(6.14) Aq(lh)), Ag(!h\) < nin*a’.

D’autre part, uniformément en x > 2, (N1, Na) € N (1), y2 > y1 > 2", w un complezxe
de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a
2 71 logx

(6.15) B ([hl), Ao b)) < ' g 25
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Proof. Observant qu’'un idéal ne contribue qu’un nombre fini de fois dans chaque A;(|h|)
et Ag(|h|), il vient

Ai(|h]) < max > > <S (A, ip,C"(27))

Y2227 ySN(p)<Yax™t N(i)eZ

+m o4(1)S (B,ip,C™ (z )))

et

As(Jh]) < max 3 (5 (A,5,07(=3)

Y<a3 Ty N (<yan

Ui . . e
PR AsTACIUS (B.j.c (xl/a))> .

Pour majorer Aj(|h|), on peut faire appel aux lemmes et Dans lintervalle
2271 LY < ngﬁ, on a la majoration suivante, valide pour tout B > 0,

Ui
> > ( (A, ip,C (x ))JFW ¢()S (B,ip,C™ (z )))

Y<N(p)<Yz™ N(i)eZ

2,.2

i 1% g 1

< 771 max g £ E q 2% (log z)~P
T quj 11/2771 gy<x§*71 YépéYle p N I)EI 1)

< ma?,

ou l'on a utilisé la majoration

Q
£}

(6.16) 3 ?\?(‘i) <X

N@{)eZ psa” k

< 1logz.

En utilisant 1' on peut borner la contribution des ¥ > 23T par

i A (5 (567 ) + i NS (B, €6 )))

3
V<22t y <N (j)<yan

2,2 .

<<I7 < max Z aq(?) 2(logz)~ B
8T y«a3 ™2 y < N()<YaT ()

<<7‘1772302

et on montre de méme que As(|h|) < 10?22
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Supposons désormais que h est a support sur les entiers yj-criblés. En procédant
comme précédemment, on peut majorer Aj(|h|) par

_ n _
< max Z (S (-A>p>c (yl)> +ms (Bapac (yl))>

3
@ /27y <227 YN (p)<YaT

+omax 3 (S(AmC(w?’/“l))+MS(B,j,c(g;3/2n))>

3
V<22t y<N()<YaT

PT(NG)>m
2.2
T v
< 7 max Z £
log yl I1/277—1 gygx%*Tl ngngTl p
2.2
x Vpg-- v
VIS Y e Y 2
o8 k' yi<pa<<pr<ad/2+m1 p2 Pk v1< Y<p1<Ya2T1 gl
71 log x
(logy1)
Une estimation identique est valable pour As(|h|). O

Avec le choix de parametre de crible z = 27, on peut reproduire 'argument du para-
graphe 6 de[HBO1], basé sur le crible de Selberg, pour obtenir un équivalent asympto-
tique de S(D,i,C~(27)). Ceci valide en particulier la pertinence de avec le choix
de I'ensemble C = C~ ("), conduisant ainsi & une borne supérieure de

()= > @l > YT

N(i)EI N(q)<z1 411 n>0
P~ (N(q))>="

ott T (A, ) et T (B, ) sont définis par (5.22).

Lemme 6.7. Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), y2 > 27, y1 = 1
ou yp > x7, w un complexe de module 1 et h € ./\/l(w Y1,Y2), on a

25[?2 T Do (i
r(h) < e (-2) Wmmogx)a

3
73 log x T/ Nier

n) __n (n)
(i)~ g T (B )

Proof. Ayant remarqué au cours de la preuve du lemme que ¥(i,-) et [ satisfont les
hypotheses (Q9) et (1) de [HRT74], on peut appliquer le théoréeme 7.1 de [HR74] avec
les choix de parametres 'z’ = 27 et /¢ = ™. On obtient ainsi les formules

1

A €07 = () 8P ) Y <1—p>

(re0fon(-2))) 0 5 orciasmn )

d<z?71

et

- I <1-1> <1+o<exp ()
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Au vu de la définition (3.24]), on observe alors que, pour tout idéal 27-criblé j admissible
tel que N(j) < 22, on a a,(j) =1+ O (Tﬁ)

La contribution des idéaux qp; - - - p,, dont la norme possede des facteurs carrés peut
étre majorée par

617 < 3 (JJ>(Z

N(j)<a?

1

1 .
> 3) <oy 2,
p>x7/2 p p>x7/3 p N()<a? )
ce qui permet de déduire que
|ag(qpr - pn) — 1 A )2 (1)
DD R < (vl vare) 3 XL

N(q)<z'=41 " 27<N(p1)<-<N(pn) (qp1-+Pn) N(y<a? N()
P_(]\/(C|))>g3'r N(P1'~pn)<$1+T

<z ?(logz)°.

Dans la mesure ot N(igp1---pn) < 2273777, la contribution des termes de restes

|r(D,iqp1 - - - pn, d)| est négligeable au vu des lemmes et On en déduit alors,
pour tout B > 0, 'estimation

2 2 . . .
n-x 71 |h(i)]og(i) K ()) 2 -B
T(h) < 2 e (-2) ¥ BORM 5 D g8,
7logx T/ Nwer N(i) N(yes? N(j)
P=(N())>a"

En utilisant le lemme [6.5] pour estimer la contribution des idéaux j dont la norme est
sans facteur carré et la majoration (6.17)) pour les autres idéaux, il suit

k() k() 1 1 K ()
> N N0 ( 2ot 2 p3) v O
N()<z® N()<z® p>aT/? p>a7/3 N()<=?

PT(N())>z" P=(N(j))>=

<z (logz)¢ + >oan > Dprpa

n aT<pi<o<pa<a2 P17 Pr
2n

(6.18) <z ?(log z)° + Z .l (—logT +O(1))" < 772,
ce qui achéve la preuve du lemme. O

7. ESTIMATIONS DE SOMMES DE TYPE II

Dans cette partie, on établit (cf. proposition infra) une majoration de

5
() = > (OIS D |8 (A6,cD(m,n, 1))
N@{)eZ i=1mmn
UUQ(F)

R WAT o4(i)S (B, C()(m,n,i)>|

ot les C)(m, m, 1) sont définis par (5.27) et (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) (5.23), (5.24) et
, ce qui permet de valider . On étend pour ce faire I'approche développée dans
les travaux de Heath-Brown et Moroz [HB01, [HBMO02, [HBMO04], a travers 'introduction
de sommes de Type II adéquates.

Réécrivons les différents ensembles C) (1, n, 1) sous la forme

C(i)(m,n,i) = U 7?/(1')(777,7 (s1,52),1) x {(s1,52)}
(51,52)€S( (n i)
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avec
SO(n,i) = {(s1,50) : Us:) = w(ss) = i, (51, 5) satisfait (B} (n, 1)) pour j < 1}
ou (E(Z) (n,i)) désigne une inégalité du type

J

—>(2))

YN(i)F < PED) (5 PE ) (s,)

avec Y > 0, € € {0,1}, < désigne 'ordre <, <, > ou > et les P(@) sont définis dans

D). o

RO (m, (51, 52), 1) 1= {(r1,72) : Qrs) = w(ri) = m;,

(r1,79) satisfait (Fj(i) (m, (s1,s2),1)) pour j < 1}

ou (Fj(i) (m, (s1,s2),1)) désigne une inégalité du type

YN (i) p(?< N r\PB®) () < pFC D (1) P (s,).

Soulignons que les (EJ(-Z)(TL, i) et (Fj(z)( , (81,82),1)) introduits ci-dessus correspondent
non seulement aux hypotheses sur le support de A mais aussi aux contraintes relatives
a la définition des C(9) (m,n,i), en particulier aux conditions z'*™ < s189 < 23277 et
P~ (s189) > x”.

La premiére étape dans 'estimation de S (D,C(i)(m, n,i)) consiste & rendre les en-

sembles R (m, (s1,59),1) indépendants de (s1, s2) et i. Pour ce faire, on introduit un
parametre & = o(7) que I'on explicitera dans les applications du paragraphe Dans leurs
travaux, Heath-Brown et Moroz effectuent le choix £ = (loglogx)~ %2 ol wy < ws < 1.
A la lecture de [HBOI] et [HBM02], il apparait en fait que leurs arguments demeurent
valables pour des ¢ satisfaisant (logz)~%2 < £ ou 0 < ws < 1, hypothése que 1'on sup-

pose a présent. Une étape importante dans I’estimation de S (D, i,C(m,n, 1)) consiste
a trier les facteurs de s; dans des intervalles du type {x”S , x(”+1)5[ puis a remplacer les

occurrences de ces facteurs par z°¢ dans les inégalités (EJ@( i) et (F} F )( , (81,82),1)),
log N (i)
Elogax

procédure que I'on détaille ci-dessous. Posant vy := { J, 1ntrodulsons les ensembles

d’exposants
(7.1) «(SD(m,vp)) := {7 € Z™ x 7" : o satisfait (E;(i)(n,vo)) pour j < 1
et v # v Sik;ﬁl}

on ¥ = (VW 7A@) et (E\j(i) (n,vp)) désigne l'inégalité associée a (EJ(Z) (n,i)) définie
par

logY
Clogz +(svo+1) < Z”<1)+Z”<2>

si < désigne < ou < et

logV 2o
+€vo>va+1) Z((()Q)Jrl)
glog R k=1
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sinon, ainsi que

R(i)(m,ﬁ,vo) : ) Qr) = w(ri) = my,

I
—
—~
=
i
<
™)
<
!

(r1,r) satistait (" (m. . v0)) pour j < 1

ou (E(i) (m, ¥, vy)) désigne I'inégalité associée A (Fj(l)( , (s1,82),1)) définie par

s (VP PP )
¢logn

l2
1 2
(evo+1) Z v(g) + Zv’(y(g).
=1 "
si < désigne < ou < et

o8 (v P35 1)
¢(logx

la
2
+evp > Z <1> +1) Z(”i<g> +1).
l =1 l

sinon.

Dans ce qui suit, nous adaptons la méthode du paragraphe 3 de [HBO1] et du para-
graphe 5 de [HBM02]. Introduisons, pour ¥ € N™ x N2, le poids dp (s, 7) en posant

log N(p{") ---log N (pi)) log N (p{*)) ---log N (pi7)

'Ugl) e UT(L11)U:([2) . U',(’LQQ) (5 10g :L-)nl“l’nZ
si s = 6152 ot QAN (7)) = QK (s:) = n4, 8 = Pgl) sz;) avec % ¢ < N(Pl(;)) < i+ 1E
pour 1 < k < n; et i € {1,2}, et dj (5 7) = ( sinon. Posons également, pour tout
sous-ensemble R de N? et toute paire d'idéaux (t1,t2) la quantité,

(7.3) b(t1,ta, R) = { Lo ng fn);N(w» R,

Dans 'esprit du lemme 3.7 de [HBOI] et du lemme 5.1 de [HBMO02], il est naturel
d’approcher S (D, i,C(m,n, 1)) par la quantité

(7.2) dn (5,7) =

S (D,i,C(i)(m,n,i)) = Z S (D,i, R(i)(m,ﬁ,vo))
T eSO (n,w))
ol
(74)  S(DLROm, F,w)) = Y b(er, v, RO (m, T, v0))da (s, 7).

t1,12,5€7 (K)
ityros€D

Il en résulte ’apparition de termes d’erreur

(75) RO(m,n):= Y |h(i)](R(A,i,c(i)(m,n,i))

N(G{)eZ

+m ()R (B,i,c(m,n 0))

ou, pour D = A ou B,
R (D,i,C(i)(m,n,i)) = ‘S (D,i,C(i)(m,n,i)) -3 (D,i,C(i)(m,n),i)‘.

On peut obtenir une borne supérieure de telles quantités en reproduisant les différentes
étapes de la démonstration du lemme 3.7 de [HBO1].
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Lemme 7.1. Soit B > 0. Uniformément en © > 2, (N1, Na) € (n), y1 = 1 ou
y1 > 27, yo > 7, w un compleve de module 1, h € M(w;y1,y2) et & < 72, on a pour
tout i € {1,...,5},

2,2 .
7.6 R —61°2” GROL - 2B
(7.6) Z (m,n) < &7 long%:EIo—q(t) NG) + z°(log )

Proof. On ne décrit ci-dessous que la contribution des termes R (A,i,C(i) (m, n,i)), le
traitement de R (B,i,C(i)(m, n,i)) étant en tout point similaire. Soient i un idéal tel
que N(i) € Z et vg = {%J. Observons l'inégalité triviale
R (Ai,CO(m,n,1)) < Ry (A,i,CO(m,n,1)) + Ry (A,i,¢0 (m, n, )
+ Ry (A1, (m,m, 1))

ou le terme Ry (A, i,CO(m, n,i)) est défini comme la différence

S(A,l,C(’)(m,n,t)) — Z Z b(t17t27R(i)(m7 (N(ﬁl)uN(52))7i)>
P 255,

dn (5152 ,?)#0

et résulte de I'introduction de L(S(i) (n,vp)), le terme Ry (A, i,c (m,n, 1)) provient du

remplacement de 1 par dy,(s152, 7) a savoir

> ST 1= dn(s152, V)| b1, v2, RY (m, (N(s1), N(s2)), 1))
eSO ST,

dn (5152 ,7)#0

et le terme R3 (.A, i,C(m,n, 1)) apparait en remplacant R (m, (N(s1), N(s2)),1) par
Pensemble R (m, o, vy), c’est-a-dire
R3 (Aalac(l)(manal)) = Z Z dn(515277)A(“4a m>517527i)
T eSO (m,ug)) 91,92

ou
A(A,m,s1,89,1) := # {(tl,tg) Ditytes159 € A

(N(01), N(e2)) € RO (m, (N(51), N(s2)). 1) \ R (m. ¥ v0) }.

Au vu de la définition des (E](Z) (n,vp)), on observe que tous les idéaux s1 et 55 comptés
dans S (.A, i,C(i)(m,n,i)) apparaissent dans S (A, i,C(i)(m,n,i)). Par suite, dans la
mesure ol

e log N(ptD) n2 1ogN<p<”>
(7.7) 1 =dn(py - ppi? 52 W) =1 ] o . "
=1 flogl‘ jo=1 U flog:c

< &r?

des que U € < N(pg)) < g0 +0E (cf [[HBO1] p.44]), il vient I'inégalité
(7.8) Ry (A,1,C0(m,n, 1)) < £7728 (A4,1,¢0 (m, n, 1)) .

On sépare la suite de la démonstration en deux parties selon que ¢ = 1 ou non.
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Cas i € {2,...,5}. Au vu des définitions (5.14), (5.15), (5.16) et (5.17) de C)(m,n),
il existe au plus un couple (m,n) tel que N(ts) appartienne a C(¥)(m,n). Par suite, on
peut observer, en suivant 'argument de la preuve du lemme 3.7 de [HBO1] que l'on a,
pour tout N(i) € Z, estimation

YR (A,i,di)(m, (n, 0),i)) < > > S(A,ipy - pn,C (7))

JLTTH (N (p1), N (pn)) €A (n)

AV () == {(p1,--.pn) 12" <p1 < < o,
T < prepp <2 (pr, ..., pn) satisfait E](Z)(n)}

et EJ@ (n) désigne une inégalité de la forme

3

_ _ _ _ —1
1 <p1 <yt pr St <pa <y, T p, <2l pyopy = 2TTHOETT)

—1 _ —1
propn=a TTTOCTT gy py = 22O ou ps < pjip < a2ty

En utilisant les lemmes [6.4] et il suit ainsi I'estimation, valide pour tout B > 0,

Z |h(1)] Z Ri(A,i,CD(m,n,i) <& 'z’ Z [A()log (i) + 2%(log )8

Noer NG

Compte tenu de la borne triviale 3, S (.A,i,C(i) (m, n)) < S(A,1,C (27)), la ma-

joration

2,2 . .
. . ~(8) . 3Nz |h()]og(i) | 1 -B
Z |h(1)] ZRQ(A, i,C%Y(m,n,i)) <1 log 2 Z NG) +x*(log x)
N@{)eZ m,n N@{)eT

est aussi une conséquence immédiate du lemme combiné a ([7.8)).
Considérons a présent Rs(A,i,C (@) (m,n,i)). On remarque que les termes d’erreur
qui apparaissent proviennent des idéaux its qui satisfont les conditions

P~ (N(s))z~* < P*(N(x)) < P (N(s)) ou P*(N(s)) < P~ (N(r)) < P*(N(s))a".

Lorsque i € {4,5}, on a alors, d’apres les lemmes et I’estimation suivante, valide
pour B > 0,

> Y Ry (A (mm i) < 3 3 S(A, ip1p2,C (27))

N(@i)ez m,n NGH)ET z"<N(p1)<z!™ ™1
N(p2)=2© N (p1)

gmia? T [2()]oq (1)
log z N(i)

< {ET + 22(log z) 5.

N({)eZ
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D’autre part, si j € {2,3}, les lemmes et permettent d’obtenir, en posant
j = ip1p2l, la majoration

Z Z R3 (Avlvc(l)(m7n71)> < Z S(A7 ip1p27ci(x7-))
N(i)eZT mn ! TT <N (p1)
N(p2)=2?© N (p1)

< @ Y S(Aipl,C (7))
N()ez @ T <N (p1)
N(ip1)<a?—7

34+0(¢)
N(Pl):%

P=(N(l))>z"
2,..2

YK [h({)log (1)
T 210g:c Z N(i)

+ 22(logz) ™8
N@G)eZ

valide pour tout B > 0. Ceci achéve Pestimation de R(?) (m,n) lorsque i € {2,...,5}.
Cas i = 1. Dans un premier temps, considérons la contribution issue des ensembles
CcW(m, (1,0),i) et CV((2,0),n,i). En observant que le nombre de couples (m,n) dans
lequel intervient chaque idéal vites189 est borné si N(tjras152) < 23, les arguments
précédents s’adaptent sans difficulté nouvelle, conduisant aux bornes supérieures

Z:R(l)('m7 (1,0)) < &3 e > [ ()log (1) + 22 (logz) P

logmN(i)GI N(i)
et
_ynPa? h(i)|og(i _
> RO(20m < ety PO L 2 0g )2
n 8T Niyer

pour tout B > 0.
Supposons donc & présent que n > 2. Au vu de la définition (5.24) de C™V(m, (n,0), i),

on a la majoration

> Bi (A1, (m, (n,0),)

<>y X > S(A,it1p1 - P, C (N (p1)))
J<T71 N(v)<al =471 (N(p1),---,N(pn))€A;(n)
P~ (N(t1))>z"
ol

T

Aj(n) = {(p17-~,pn)2$7<p1 < Kpa<at,
pa-pn <2 < propn < :E3/2_T, (p1,-..,pn) satisfait E](n)}

et Ej(n) désigne une inégalité de la forme :

+§’ _ x1+7’+0(§7*1) _ $1+T+O(§T’1)

T <pr <’ P2 Pn , D1 DPn

I

_ —1
= 2?27 ou py < pja <afpy.

P1-:Pn
On traite la contribution des inégalités

_ O™ ¢ — 3/2-T+0(Er)

pl...pn pl...pn

en utilisant les lemmes et En effet, le lemme nous ameéne a estimer la
contribution des idéaux i, v1 et to satisfaisant

N(itth) = Yxo(gT_1)7
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avec Y = z3/277 ou 2277 et I'on observe que l'on a alors

S )] S S(A,itivs, ¢ (z7))

N@{)eT P~ (N(rir2))>a™
N(irltz):yxo(&_l)

L  [hDloy)
gz 2 N@

B

T + 22 (logz) 2.

N@{)eT

Supposons n > 3. Pour les ensembles Aj(n) restants, au moins I'un des p; n’apparait
pas dans la définition de Ej(n), disons p,. Observant que

Z Z S(Avltlplpnaci(N(pl)))
N(rp)<z! =471 (N(p1),.-.N(pn))EA; (r)
P~ (N(t1))>x"

Y 3 S(Afrrpy - pn1,C" (27)),
N(r1)<z! =471 zT<N(p1)< <N (pn—1)
Pi(N(tl))>l’T (N(pl),...,N(Pn—l),l) satisfait E](n)
N(p1--pp—1)<e' 7

on déduit, en utilisant les lemmes [6.4] et I’estimation

Y @Y R (A, i, (m, (n,0), i))

N()ez m n>3
2,2 : :

i S LU LU
8T Nyer ()

Si n = 2, l'argument précédent échoue uniquement pour l'inégalité p; < pa < przt.
Le cas échéant, il apparait que /2 < p; < 23/477/2 ce qui permet de majorer cette
contribution par

< Y |h)] > S(A,ip1p2,C (27))

N()eT xl/2<N(p1)<N(P2)<N(p1)x§<I%
2.2 : ;
i |h(i)]og(i) -
e 2 N T tos) ™
N()ez

Par des arguments similaires, les estimations ([7.7]) et (7.8)) permettent de majorer la
contribution des termes Rs (A, i,cM (m, (n,0), i) par

XD DI D D > S(A,ivipa - pn, C(27))

N(i)ez N(e))<al =471 n>227 <N (p2)<-+<N(pn)
P=(N(r1))>z" N(pz-pn)<a't7

2,2 ;
<& 7 Z Uq(i)|]f\bf((li)>| + 22 (logz) 5.

Achevons la démonstration du lemme en étudiant R3 (.A, i,C (1)(m, (n,0), i) en étudi-
ant la contribution issue de 'inégalité

P~ (s) < P~ (rg) < P~ (s)2®.
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Sin> 3, on majore ce terme d’erreur par

> > > S(A, it1pp1 - - P, C (N (p)))

)GI N(v1)<a! =471 a7 <N(p1)<--<N(pn) N(p1) <N (p)<N(p1)at
P‘( (v1))>z” N(pr--pn—1)<z'*7

IR > > S(A,terppi -+ pn_2,C ™ (27))
N()eZ N(tl)@ﬂl_‘“l &7 <N (p1)< <N (pn—2)
P=(N(r1))>z" N(p1)<N(p)<N(p1)zs
N(pp1-pn_2)<alt™

N(i

-

-B

+ 2% (log )~

orPa? (D)o ()
"oz 22, NG

Lorsque n = 2, il advient que P~ (s) < 2%/* et la contribution de tels idéaux est inférieure

< Z > > > S(A,ivipp1,C (N (p1)))

N@{)ez N(t1)<z1*471 2T <N (p1)<zl/2 N(p1)<SN(p)<N(p1)zt
P_( (v1))>z7

+ Z > > S(A,ipp1,C(27))

N(G)ez 1/2<N(p1)<x3/4 N(p1)SN(p)<N(p1)x¢

an’a? ) [h(1)]og(1)

L+ 2?(logx) 5.
log = N@ez N(i)

<&

0

Au vu du lemme précédent il convient de montrer que, en moyenne sur m et i,
la quantité (Jﬁ%oq( )S (B i,cl )(m,n,i)) constitue une bonne approximation de

S (A, i,C% (m, n,l)). Estimer S (B,i,C(i) (m,n,i)) se réduit essentiellement & étudier
les idéaux pj - -« P, 4n, tels que le n-uplet (N (p1), ..., N(Pn,+n,)) appartienne a 'ensemble

ni+nz
G(?,t) = {7 eRMT™ . g, € [x”ig,m(”i“)g{ pour 1 <i < ny+no et H T < }
=1

Pour considérer de tels idéaux, Heath-Brown obtient dans [HBOI] la généralisation suiv-
ante du théoreme des idéaux premiers.

Lemme 7.2 ([HBO1], Lemma 4.10). Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en t > 1,
2>2,1<n< 7! et eN" satisfaisant T < vi& pour j € {1,...,n}, on ait

(7.9) Z H log N(p;) = w(t)+ O (t exp (—c\/log xT))
(N(p1),,N (pn))EG(T ) 1=1
ot w(t) = w(V,t) désigne la mesure de G(V,t).

Le comportement analytique de la fonction w définie dans le lemme [7:2] a été étudié
dans le paragraphe 8 de [HBOI].

Lemme 7.3 (Formules (8.3) et (8.4) de [HBO1]). Pourt >0, h>0etn>2, ona

/(¢4 1) — /(1) < 2 (Elog )2
et
0 <w(t) < (Eloga) L.
De plus, si n = 1, alors la dérivée a droite w'(vy,t) est la fonction caractéristique de
Uintervalle |z%1¢, x(n1H1E ]
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En reproduisant l'argument développé dans le paragraphe 10 de [HBOI], on peut
utiliser les lemmes et pour obtenir une estimation de S (B, i,c( (m,n, 1))

Lemme 7.4. Soiti € {1,...,5}. Uniformément pour z > 2, (N1,Na3) € N(n), I € T et
vg = 0, on a l’estimation

Zg(B,i,C(i)(m7n,i))—Cq(Nl’W 3 z(1,7z<i>(m,7,v0),7)|

m,n N(l) F eSO (nw0))
(7.10)
§2N(i)
o, pour tout sous-ensemble R C N2,
(7.11)
b R Ny No)z3
0GRV =) - (tl(é)t% : w (Cq( L Na) ) .
e U] Un Uy e Uy (5 log x)n1+n2N(tlt2) N (ivqte)

Proof. Compte tenu des définitions ([7.1] , et ([7.4)), il suffit de montrer que, unifor-
mément pour tout n > 1, ¥ € N” tel que v; 7é v] sii # j, 7 < €v; et tout ensemble
R(m) tel que

R(m) C {(r1,72) : Q(r1) = w(r1) = m1, Qr2) = w(ra) = mg et P~ (rirg) > 2"},

E(l,R(m),ﬁ) 7726 (NlaNQ)xS
(7.12) %: (B, R(m), V) = eg(N1, No)aPn === <« e o -
S(B,i,R(m = > by, R(m))dn(s, V),

irjros€B

(s 7) _ { IOgUJﬂ?’;j'(g{ﬁgf)ﬁf") sis=pi---p, avec N(p;) € {xv@?x(vﬁ-l)&{,

sinon,

et

. - b(tl,tQ,R(m)) [ C (Nl,NQ).I‘g
E(l’R(m)’ 7) - 1712:,172 vy Q}n(§ log:L')”N(tltg)w ( qN(itltg) ) '

Une fois cette estimation établie, la majoration ((7.10|) se déduira directement de 'inégalité

(713) > > (1)1 @@ S (Zi'( 2 zl)) ) <

n HFeSW(nwy) V1 T Uni V1 Ung n w1

A la suite de [[HB0I], Section 9], observons tout d’abord que
(7.14)

58,4, R(m), ) = Y Ltz R(m) 3 1] tog N (po).

1,02 (%} 'Un(f log x) IvlggN(pl)<z(U1+1)f =1

17)n§<N(pn)<m(”n+1)€

cq(N1,Ng)z3 cq(N7,N
ey <N(p1pn)< %(Hn)
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Le lemme permet d’estimer la somme intérieure, ainsi égale a
(7.15)
cq(N1, Na)z3(1 + n) cq(N1, No)a? cq(N1, No)z?
- = O —F—— —cy/logz7™) | .
v < N(itltg) v N(itltg) + N(itltg) CXP ( CVIoET )
Supposons que n # 1. En utilisant les hypotheses faites sur R(m) et (6.18)), la

contribution du terme d’erreur peut étre estimée en remarquant que

b(tl, o, R(m))
Z N(tltz)

<772

T1,t2

Par suite, le théoreme des accroissements formules et le lemme entralnent

w(qﬁNhNﬁxﬂl+m>_w<%QWJ%ﬁﬁ>_cANhNﬂnX3<w(%ANhNﬂﬁ>
N(itltg) N(i‘tltg) N N(it‘ltg) N(itltz)

+ 0 (n(f log :1:)”_2)>

ce qui implique finalement ([7.12)).
Considérons a présent le cas n = 1. La dérivée a droite w’ étant la fonction carac-

téristique de [ac”lg, z(v1+1)E [, on en déduit que ’estimation

cq(Nl,Ng)x3(1+ = cq(Nl,Ng)x3 B cq(Nl,Ng):c3 , cq(Nl,Ng)a:?’
v N(itltg) " v N(itltz) N N(itltg) v N(itltg)

cq(N1,N2)a? vé o cq(N1,N2)z?(1+1) _
N(itltg) < €T < N(itltg) avec v = v
ou v; + 1. Pour estimer la contribution de ces derniers idéaux, il suffit d’observer que,

d’apres le théoreme on a

est valide sauf éventuellement lorsque

—1

b(r1, 12, R et o
> blr, v, R(m)) 3 T e
cq(Ny,Ng)a3—vE N(tth) cq(Nq,Ng)z3—v¢ N(])
N(erp)="2ELT2 = (110(n)) N(j)= LT (140 (n))
(]

L’argument de la preuve précédente ne permet pas d’estimer I’analogue de ([7.14)) avec
A, & savoir

> ﬁ log N (p;).

xvlégN(p1)<z(v1+l)£ i=1

I“nfg]\[(pn)<x(”n+1)§
ip1--prrive€A

Le role manifeste du phénomene de parité dans une telle somme rend caduque la pos-
sibilité de I’étudier directement & partir des seules estimations de Type I obtenues au
paragraphe[3] En vue de lever cette obstruction et de contourner partiellement la dépen-
dance en n dans la somme précédente, introduisons, en nous inspirant des notations

(5.10), (5.11) et (5.12) de [HBMO02], les quantités
S.(ALCOmn) = Y 8 (ALRDm, T w))
T eSO (n,v0))
ol

§e (.A, i, R(i)(m, 7, ’Uo)) = Z b (tl, 9, R(i) (m, 7, Uo)) )en (5, 7)

itpros€A
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avec
w’(N(s)) . x7/?
(7.16) 5, 0) px (i) log | = | -
N(j)<z™/?

Compte tenu de la définition de w et du lemme (7.3} E, on peut observer que ey, (s, 7) et

dn, (s, 7) sont
(7.17)

< 1k (s)logz  si0< 12%5\;(;) — (v%l) toot ol o 4o )) < np + ne,

=0 sinon.
Dans le lemme suivant, nous nous attachons a estimer asymptotiquement la quantité
Se (.A,i,C(i) (m,n,i)). Les estimations de Type I combinées a la formule de Perron
permettent en particulier de la relier & S (B,i,C(i)(m, ’n,i)) en suivant essentiellement

Pargument développé au paragraphe 8 de [HBO1].

Lemme 7.5. Soiti € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, (N1, Na) € N(n) et vy > 1,
on a lestimation

NG)eZ
20 <N (i) <z(v0+DE

Z le (4,i,c0(m,n,1))

112

—aq(F)n2x2aq—(,i) Z ) (i,R(") (m, ¥, ), 7) < n’s x*(logx)°

N(l) (SO (m,v0))
ot X(i, R, ¥) est défini par .

Proof. Dans l'esprit de la preuve du lemme 3.9 de [HBO1] et compte tenu du lemme [2 .

commencons par remplacer w'(N (s152)) par w’ (%) Simg +ng > 2, on utilise

successivement le lemme I'inégalité de Holder et le lemme [2.2] de sorte que

b(--)
2 gy

. 73 27/2
w'(N (s182)) — w' (%N >, x(i)log (N(]))

i,v1,t2,51,52 jls182
iryres150€A4 N(j)<a:"/2
1
\5
&2 logx Z ()
jeA

[

521

< n%zQ(log x)°.

i 1/40
N1 #A39/40 ( Z TK((”IWI +n2w2))200>

1<n1,n2<2qx

Considérons & présent le cas nj + ny = 1. La formule w'(N(s182)) = v’ (M)

N(itltz)
est vraie excepté pour les idéaux qui satisfont N (iviva) = cq(Vy, No)z378(1 + O(ni))
pour v = v; ou v; + 1. Par suite, en reproduisant I’argument développé au cours de

la preuve du lemme conduisant a I'estimation de Z(l) brse2, R(m)

N(tit2) et en utilisant le
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lemme [3.5] on peut majorer le terme d’erreur ainsi engendré par

<& Y k(s) > K (¢)

i, . 3w 1

N(i)ﬁeI N(w)ch(NlJ\fs)g; £(1+0(n1))

44/45
1/45

S DY > #Air ( > TK((H1W1+”2W2))135)

N({)ez N(it)<<x2_7/2(logz)“ 1<ny,noke

N(it)ch(Nl,N2)933_”€(1+O(77%))
<<77%$2(10g:£)c.
Définissons

] b t17t27R(i)(ma?’U0) cqs(N1, N .T3

dm oy ol o) (glog a)mte N(ieir2)
T/2
. x
X Z MK())#Atltzﬁ log (ZV(])) .

N(G)<z/2

Dans la mesure ot N(itjtoj) < 2277/%(logx)°, le lemme combiné a l’estimation
ag(titg) =140 ( 1 ) entrainent, pour tout B > 0, I'inégalité suivante

TIT

> Y% (LR m, W)
NG

i)eL M

2,2 . /2
nx . (i) g (ij) . z

Y (i,R (m,?,vo),ﬁ — K (i) log -
Ga(2) ( ) N(j)%;,n N i) " N ()

(7.18)
< r (logz)~"
R OO IO

Montrons & présent, pour tout B > 0, 'estimation

x7/2

(7.19) ) ng((?f i (7) log (zvo)) — 04 (F)og(1)64(2) < aq (i) (log )~
N(j)<zT/?

ce qui conclura la preuve du lemme au vu de Uestimation 3y )<, ?‘\ﬁ((}g < logz et de
(7.13). Dans cette direction, écrivons

agt) oo a7 . &lism) (a7
r20 X s ()~ X g
Nz NO) N(j) I m
ou «SAq(i, -) est la fonction multiplicative définie par
oy .\ ()
(7.21) G0 = Y )2
4 0 (i)

N(j)=p*
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lorsque oy (i) # 0. Soit i un tel idéal, on observe que, pour tout premier p g-régulier et
k > 1, la formule (3.24]) entraine que

o —ir sik=1letp{N(i),
(7.22) &,p") =49 -1 sik=1et p|N(@),

0 sinon.

Au vu de l) la série de Dirichlet CEA R .)(s) définie par
q\"H

)

‘Al

. — ¢(i, 1)
qu(i,-) (3) ° 7; ns ’
est telle que CEA R ‘)CK(S) définit un produit eulérien absolument convergent si Re(s) > %
g\t

Par suite, la formule de Perron (voir le théoreme 11.2.5 de [Ten08]) implique que

g (i) . x7/? 1 /‘1+z’oo Jds
7.23 s 1 )= et nae2ds
(7.23) N(j)gf/g ozq(l)N(J)MK(J) og (N(]) syl Gy (5 + )2

Compte tenu des propriétés analytiques de la série (k(s), on peut reproduire le raison-
nement détaillé dans le paragraphe 10 de [HBOI1] et appliquer le théoréme des résidus
pour ainsi obtenir la formule

0 (1 27/2
> (iq)(l]\J,)(j)MK(j) log (N(j)) = )\Rl(ng(i7.)CK)(1) +0 (exp (‘Q/@)) '

(8]
N()<a™/2 ¢

Un calcul direct de produit eulérien conduit finalement a la formule

aff? (G0 %) (1) = 0a(F)aq )Gy 2):
O

L’estimation du terme d’erreur qui apparait avec le remplacement de d,, (s, 7) par
en (5, V) a constitué le tour de force majeur des travaux de Heath-Brown et Moroz (voir
a ce sujet les paragraphes 8 et 10 a 12 de [HBO1], les paragraphes 6 et 7 de [HBMO02| et
les paragraphes 4 et 5 de [HBMO04]). De telles estimations de sommes, dites de Type II,
se révelent étre l'ingrédient nécessaire pour s’affranchir du phénomene de parité.

Pour des raisons techniques, il suffit d’établir de telles estimations sous I'hypothése
A C P ou P désigne I’ensemble des idéaux primitifs, a savoir

P:={j € J(K): pOk tj pour tout premier p}.

Pour simplifier les notations, supposons par exemple que 0 := (w1,ws) = Ok (on peut
considérer le cas général en utilisant un isomorphisme avec le groupe de classes : voir
[[HBMO2], p. 276-277]). En suivant les arguments de [[HBMO02], pp. 276-277], on
observe l'existence d'un entier z > 1 et d’une base (w1, wy, w3) de Ok tels que (wy, zws2)
soit une base de A(w1,ws). Sans perte de généralité, on peut supposer que w; = wy et
we = zwa, de sorte que les éléments de A sont de la forme (a1 +n1q)w; + (az + n2q) zws.
En effectuant une partition de ’ensemble des nj selon les classes de congruence modulo

z, on peut écrire
D= > > hu()

jeA bi=a1 (mod q)je A1)
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ou hy, (m) := h(dp,m) avec dp, = (b1, a2,qz) et

b N; N
(7.24) A®Y) .= {(1 + qu) w1 + <a2 + anZ) ws, (n1,n2) € C (1, 2)
dbl dbl dbl db1

by qz  az qz

et < + Ny, — —I—n2) = 1},
dp, dy, " dp, dp,

On observe alors que A1) « P En effet, en utilisant la définition de w; et wo, Pexistence

d’un premier p tel que pOk|miw; + mows entrainerait que p|(m1, mg). Sans perte de

généralité, on peut donc supposer dans le lemme qui suit que A C P.

Lemme 7.6. Soient B > 0 et C une classe d’idéauz. Uniformément pour h : J(K) — C
bornée par 1 et b: J(K)? — [=1,1], . > 2, 217 <V K 22T et E<T,0ona

Sy = Z h(i)b(tl, tg) (dn (5, ?) — €n (57 ?)) < xz(log 1')73

seC
Ivy,v2€J(K)
ityrose ANP
V<N(s)<2V

ot la constante implicite dépend du zéro de Siegel.

Proof. La preuve étant calquée sur les arguments développés dans [HBO01], [HBMO02| et
[HBMO04], nous nous contentons ici de souligner les différences dans le cas ou C' désigne
la classe des idéaux principaux (voir [[HBMO02]] ou la theése de I'auteur pour un argument
permettant de se ramener a cette situation dans le cas d’une classe quelconque).

En vue de s’affranchir de la condition de coprimalité dans la définition de A, écrivons,
a l’aide du principe d’inclusion-exclusion, la relation

Sy =Y pu(m)Sy(m)

m>1
ou
Sy(m):= > hb(ri,r2) Y. dn (s, V) —en (s, V)
e, e J(K) sePNC
V<N(s)<2V
ityras€A(m)
et

A(m) ={ (a1 +mgq)wr + (az+n2q)w2)0 "< (n1,n2) € C(N1, No)m| (a1 +m1g, a2 + n2g) |

Soit M > 1 un parametre qui sera explicité plus tard. Au vu de (|7.17)), du lemme
et de la borne sur b et h, on estime la contribution des entiers m > M en s’inspirant de
la majoration (11.2) de [HBO1] par

(7.25)

2
. . x
S r)b(rer,v) D fa (s, 7)| < logz Y ki)' < M(logac)c.
m>M |ityro€P sePNC m>M je A(m)
V<N(s)<2V
itltzseA(m)
Pour traiter les entiers m < M, on suit essentiellement la démarche développée dans
la preuve du lemme 3.10 de [HBO1], de la proposition 6.1 de [HBMO02] ainsi que de
la proposition 4.2 de [HBMO04]. Heath-Brown et Moroz [[HBMO02], p. 278] associent

en particulier, pour tout idéal s, un unique entier algébrique [(s) qui engendre s, ainsi

—

qu’un systeme de coordonnées /3(s) a travers le choix de la base effectuée dans [[HBMO02],
pp.276-277], notations que 'on conservera dans la suite. On note P’ 'ensemble de tels
entiers 3(s).
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on observe tout d’abord que

3\ 2 1
Sy(m) < <V> S (m) (log z)e
ou
S‘(,O)(m) = Z fn (Bla?) fn (6%7) 5V,m(51a52)>

(B1),(B2)ePNC
avec fr, (83, 7) =dy (BOk, V) —en (BOK, V) et
(7.26)

vm (B, P2) =

sinon.

{ #{J eP: ﬁlja62j € A(m)} siV < |N(6l)| < 2V et 62 S Pla
0

Soit Y < 2™/3 un paramétre qui sera explicité en fin de preuve. La contribution dans
S‘(}) ) (m) des termes diagonaux et des [/3; #* B; qui vérifient pged (E A B;) < Ve ly—!
peut-étre estimée en reprenant la preuve du lemme 11.2 de [HBOI1], conduisant a la
majoration

S‘(/Q) (m) < VY (logz)¢ + S‘(,l)(m)
ou
S‘(,l)(m) = > Fr (BL, V) fn (B2 V) Sum (B, B2)-

(B1).(B)ePNC
pgcd(ﬁl/\ﬁg) >Ve—ly -1

En découpant la région de sommation de pged (BI A B;) en sous-intervalles dyadiques

de la forme |(Z — 1)Y 72A, ZY "2A], on observe l'existence de V2~V 1 < A < Va1
et Y2 < Z <2Y% et v e {1} tels que l'on ait

SO (m) < 8@ (m, 2, A)Y?log z

ol S‘(,Q) (m, Z,A) est défini par la somme

> > Fr (B1, ) f (B2, W) Ly () (51732) €m.Dow (31,52)
De|Z3 A, G Al | (B1),(B2)EPNC
Y Y pgcd(ﬁl/\52):D

ou U(D,v) est un ensemble défini par des inégalités dans [[HBMO4], p.308] et €, p . est
I'indicatrice définie par
_— (617/82) ': { 1 s% mD|h;; (ﬁl,ﬁg) et D™ 'why; (ﬁl,ﬂg) =a; (mod q),
0 sinon,
les hj; désignant les polyndmes défini par [[HBMO02], (6.4)]. En recouvrant la région
U(D,v) en cubes € = C; x Cy & la maniére de [[HBMO02|, Section 6], on peut montrer que

les cubes € ¢ U(D,v) contribuent de maniére négligeable. Pour les cubes € restants, on
tronque la convolution

1pgcd<5A1/\B\2):D = ZA . /“L(d)
dD|pged (B17B2)

en do := VY% 4 V6, La contribution des dD > dy peut-étre estimée en suivant
[[HBMO2], pp. 280-282] et permet d’obtenir, pour un certain € = C; x Co,

SP(m, Z,A) < VoY 3(logz)® + V1285 (m, 2, A, €)
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ou

S‘(/B)(m,Z,A,Q:) = Z w(d (m,d, D, )
De } 1A %A] dD<dg
avec L
$SW(m,d, D, €)= Y fa (B, V) fu (B2, F) empy (Br. Ba) -
(B1),(B2)ePNC
(ELEQ)EG
dD|B1 B2
Soient d* le dénominateur commun des h;; et H;; = d*h;;. En reprenant mutatis mutan-
dis les arguments de [[HBMO04], Section 5] basés sur I'introduction de caracteres additifs,
on peut réécrire S (m,d, D, €) sous la forme
1
(d*gmdD)® AG(Z/(ZdD)Z)*
b1,boe(Z/(d*qmdD)Z)?

x S (d*qmdD, b1, Cl) S (d*qmdD, bg, CQ)

SW(m,d,D,e) = T (X, by, by)

avec
SLbC) = 3 ( ﬂ) fn (B, V).
/?66023
(BePNC
et
. B (bl + )\bQ) .7]5> (_ (bl + )\bg) Myt dDbQ.T]:g)
T (A b1,by) = > e< 5 )e drqmdD

N3:M4:M5
ou la sommation porte sur les n3,my € Z/(d*qm)Z et n5 € Z/(dD)Z satisfaisant

vH;j (ng, Ay+dDns)=Dd*a; (mod ¢Dd") et H;j (ny, \ny+dDns) =0 (mod mDd").
La propriété d’orthogonalité des caracteres additifs et la majoration triviale entrainent
que

T (0 by, by)| < { (@D (dqm)®  sibi+ by =0 (mod dD),
CEEER 0 sinon.

De plus, si T' (A, by, ba) # 0, alors by est déterminé de maniére unique modulo dD par la
donnée de X et de by. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors ’estimation
m3

(4) D,
S (m,d, ¢)<<(dD) max

> |S (d*qmdD, b, ¢;)|*.
b (mod d*qmdD)

Afin d’appliquer une inégalité de grand crible, on réduit les phases b(d*gmdD)~! & des
phases irréductibles bl~!, c’est-a-dire telles que (I,b1,b2,b3) = 1, en suivant [[IBOI],
p. 78]. On remarque pour cela qu'une phase bl~! apparait avec un poids qui peut étre
majoré uniformément en m par

3
m 5 7(v) 5s7(1) logV
3 Y 2 Dy 25
. (dD)2 <Lm o 2 <KLm / x %
D>Vz—1y-— 1l|d*qmdD veVz—ly -1

llv

Au vu de la condition dD < dy, on en déduit que

5 Y (1 c
21 SPm 2,80 « B 5 TS0 g )
Vv i=1,2
I<mgd*dp b (modl)

!
ou la sommation Z( ) porte sur les vecteurs b mod [ tels que (I, b1,b2,b3) = 1.
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On peut alors reproduire étape par étape les arguments du paragraphe 13 de [HB01]
pour majorer la somme du membre de droite de ((7.27)). Il s’ensuit l'estimation

S (m, 2,8,€) < mbaV (YQT 4+ Y*0277/2) (log )

ott @ := (logz)*®) avec ¢(B) > 0 une constante qui peut-étre choisie arbitrairement
grande. Par suite, en collectant les différents termes d’erreur, il vient, pour m < M, la
borne supérieure

Sy (m) < 2 (Yfl/Q +m* (Y15/2Q1_1/8 4 Y3Ox*7/4)) (log z)°
et donc, d’apres (|7.25)),
2 -1 -1 5 (v15/2H—1/8 30,.—7/4 c
Sy < a? (M4 MY ™2 4+ M7 (YI2Q V% 4+ v¥2=7/1)) (log )"

Quitte a supposer la constante ¢(B) introduite dans la définition de @y suffisamment
grande, les choix Y = M% et M = Ql/ 288

Sy < z*(log x)

impliquent finalement que
-B

L’uniformité du résultat en (log x)~*2 < ¢ < 7 ainsi que la non-effectivité de la constante
implicite sont des conséquences directes de la preuve du lemme 3.8 de [HBOI]. O

En conclusion de cette partie, on peut énoncer une borne supérieure du terme d’erreur
S(|h]) défini par (5:25).

Proposition 7.7. Soit B > 0. Il existe une constante ¢(B) > 0 telle que, pour tout
co > ¢(B) et uniformément en x > 2, (N1, No) e N(n), yo > 2", y1 =1 ouyg > 2", w
un complexe de module 1, h € M(w;y1,y2), (log x)*T < E <K T2, on ait

S(|n|) < n*xz?(logx)~ —I—ZZR( (m,n)

i=1m,n
pour le choiz 1 := (logx)~, ot les R (m,n) sont définis par .

Proof. Soit ¢; > 0. Puisqu’il y a au plus O (5*1) choix possibles pour chaque v;, les
lemmes [7.4] [T.5] et [7.6] entrainent l'existence d’une constante ¢ > 0 indépendante de ¢;
et 7 telle que, pour i € {1,...,5},

>, >

m,n N(i)eZ

nog(F)

(% _ 9%\
A C% (m,n,i) — (N1, o)

gq<i>§<6,c<i><m,n,i>>‘

< 22 (771?»1 + 5_”71(10g ZE)_Cl) (log x)°.

En remarquant que la condition (logz)~7 < ¢ < 72 entraine que el g (log )¢, on
en déduit 'existence de co > 0 tel que

2 2

m,n N(i)e

nog(F)

./4 C(Z m n, B —
) Cq(Nl,Ng)l’

0,0)S(B,CY(m,n, i))|

< z? <77% + (log x)*cl) (log )
En choisissant ¢(B) = 5(ca + B) et ¢; = 2¢p + co + B et en utilisant la formule

S(|h]) < 25: Z Z nog(F)

S(A,CD(m,m,i) — ——L 2
T mm NGz cq(N1, N2)z

0,(1)S(B,CY(m,n, i))|

5
>3 RY(m,n)

i=1mmn
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on en déduit le résultat. O

8. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION E ET APPLICATIONS

Compte tenu des résultats des paragraphes précédents, il est possible d’estimer les dif-
férentes quantités intervenant dans le théoréme [5.2] On obtient alors le résultat suivant
qui consiste en une reformulation de la proposition [I.5] en tenant compte de la notation

n = (logz) .

log x

(loglog:c)l—f)’ w-un

Proposition 8.1. Soit ¢ > 0. Uniformément en x > 2, y2 > exp(
compleze de module 1, h € M(w;1,y2) et (N1, N2) € N(n), on a

UUq(F)
———— M, 1, (B) <«
Cq(Nl,N2)$ qh( )

2,.2
e
(8.1) Mpy(A) - Toalos )T

D’autre part, si h € M(w;y1,y2) ot y1 > exp (( log o ), alors on a

loglog z)1—¢
n?x? log x
log y1 log y1(loglog z)!~=

(5.2) My(4) = R (8) <

Si, de plus, exp (@%) <y < yo < 2Y%7¢, alors on peut remplacer dans

et le terme 1/(loglog x)'~¢ par exp (—(log log x)1/2*5>.

Proof. Soient 7 := (loglogz)e/?>~ ! et 71 := (loglogz)*~!. Les lemmes et
fournissent une borne supérieure des quantités Ag(|h|,z>7/3), O(|h|,z7,z™) et T(|h|)
qui est négligeable, compte tenu des choix de 7 et 71. En utilisant la proposition [7.7]
avec le choix ¢ := 77, le lemme ainsi que la majoration , on obtient d’autre
part 'estimation
S(|hl) < .

Enfin, le lemme permet d’estimer Aq(|h|) et Aa(|h]), ce qui conduit a (3.1

L’estimation s’obtient en utilisant en lieu et place de et en notant
que O(|h|,z™,2™) = 0.

Supposons & présent que y; < x'/27¢ et posons 7 := (loglogz)¥/>~1/2 et 7 = ¢/2.
Sous ces conditions, on observe que seuls interviennent les éléments de (’)S) dans la
discussion du paragraphe o} On a alors

noq(F) T 27/3
M - ————M, h h Y+ Ao (|h .
WA = N Ny MeanS(B) < S(D + (Al a7 a™) + Ao (|h], 2>
On en déduit le résultat en utilisant 14 encore les lemmes [6.1] et [6.3] la proposition [7.7]
avec le choix & := (logx)~7 ainsi que le lemme ]

En combinant le résultat précédent avec les ordres moyens établis dans le para-
graphe on peut en déduire les théorémes et et le corollaire

Preuve du théorémelL.d et du corollaire[1.3. La proposition [4.2] entraine que, uniformé-
ment en (N1, N2) € N (n) et dans le domaine (1.8]) défini par

log 3
= 3, ——— | < )
x exp ((Iog log 95)15) YLz

on a

noq(F) _ na? log(u + 1)
eaB, Ny loatsn (B) = 50 (3) (140 (loztog 002 ) ).

En sommant sur les différents (N1, N2) € N (n) (voir la formule (2.11))), le théoréme
découle de la proposition [8:1]
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Pour démontrer le corollaire on peut se restreindre au domaine (|1.8]), le résultat
étant une conséquence du corollaire 1 de [dIBB06] lorsque u > (loglogx)'=¢ (voir la
remarque qui suit le corollaire [1.3). Considérons la convolution

m<(log )P mn
+0 (#{1 <ni,ne<x:F(ni,ng) €Y ((logm)B)}) .

Quitte & choisir B suffisamment grand, le terme de reste est borné par z2(log z) ™! d’aprés
le lemme Le corollaire s’obtient comme conséquence du théoreme puisque 1’on
a, d’apres (4.29)), la suite d’estimations

E: P(3U;S32)::p(3u) E: 4}5 (1%_C)<log7nlog0L+—1)))>

m< (logz)B m m<(logz)B log Yy
w2 log(u+1)
= —p(3 140 —=) ).
6 /) < " ( logy ))
(]
Preuve du théoréme[1.J) Soit h € M(w). La propositionpermet d’évaluer M, ,(B) :
_ F,h) log log
Mo’ — Ni. N 3 1 w—1 (Uq( ) < ))
qh(B) Ct]( 17 2)771’. (3 Og $) I‘\(w) + O logﬂj‘

Le théoreme [1.4] apparait alors comme une conséquence directe de la proposition [8.1

et de |i dans la mesure ou 'hypothese |w — 1| > W implique ’estimation

(logas)w’1 < W. O
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