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FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES
IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

ARMAND LACHAND

h(n$+
2n3) when h satisfy certain conditions. We provide an asymptotic formula for the num-
ber of y-friable values of n$ 4+ 2n3 when the variables n1,ns lie in the square [1,z]?

ABSTRACT. In this article, we give some estimates for the average order Z‘nl |<z.|n2|<a

log x
(loglogz)l/2—¢
cillating multiplicative functions like the M&bius function p : this gives another proof
of the Chowla conjecture for the form X3 4+ 2X3 recently proved by Helfgott in the
more general case of binary and irreducible cubic forms.

and uniformly for exp ( ) < y < . Our method also applies to some os-

RESUME. Dans cet article, nous obtenons des estimations de I’ordre moyen Z‘nl <o, |< h(n3+
2n%) pour des fonctions arithmétiques h soumises a certaines conditions. On donne en
particulier une formule asymptotique du nombre d’entiers y-friables de la forme n3+2n32
ol (n1,ns) parcourent [1,z])?, uniforme dans la région exp (Uogbl;%) <y <o
La méthode utilisée s’applique également & des fonctions multiplicatives oscillantes
comme la fonction g de Mdobius : il s’ensuit une nouvelle preuve de la conjecture de
Chowla pour la forme X3 4+ 2X3, récemment démontrée par Helfgott dans le cas plus
général des formes binaires cubiques irréductibles.
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1. INTRODUCTION

Soient F'(X1, X3) € Z[ X1, X2] une forme binaire irréductible sur Z de degré 3 et h une
fonction arithmétique. L’objet de ce travail est ’obtention de formules asymptotiques de

Date: 2 mars 2016.



2 ARMAND LACHAND

I'ordre moyen

My(x; F) := Z h(F(n1,n2))

1<ny,n2<z

pour diverses fonctions arithmétiques h dont 'indicatrice des entiers friablesm et la fonc-
tion p de Mobius.

L’intérét de considérer de telles sommes est multiple. La quantité My, (z; F') appa-
rait dans de nombreux problémes arithmétiques (conjecture de Manin dans [dIBT12] et
[dIBT13], crible algébrique (NFS) exposé dans le chapitre 6 de [CP05], etc.). D’autre
part, il s’agit d’un angle d’attaque efficace pour étudier 'indépendance entre une pro-
priété arithmétique relative a h et la représentation d’un entier par la forme binaire F'.
Enfin, les valeurs de F' forment un ensemble lacunaire d’entiers, dans la mesure ou

log # {(m,m) : [F(na,ma)| S} 2

log ##{|n| < x} w0 3
et la persistance d’un phénomene arithmétique dans un ensemble de densité asympto-
tique nulle est un sujet important de la théorie des nombres, & l'origine de nombreuses
conjectures.

Greaves [Gre70] initie I’étude de telles sommes en considérant la fonction de compte
des diviseurs h = 7. A partir de la convolution 7 = 1 % 1, il montre ainsi que, pour tout
e > 0 et toute forme cubique irréductible F, il existe des constantes réelles co(F) > 0 et
c1(F') telles que l'on ait, uniformément en = > 2, I’estimation

M, (z; F) = co(F)a?logx + c1(F)2? + O p ($27/14+a) 7

formule asymptotique précisée par Daniel [Dan99] qui améliore sensiblement le terme
d’erreur précédent en le remplacant par p18/8+e,

Dans cette direction, il convient de mentionner les travaux de La Bretéche et Brow-
ning [dIBB06] qui obtiennent une borne supérieure de My (z; F') uniformes pour des
fonctions h soumises a des conditions de croissance et de sous-multiplicativité, majora-
tion dans laquelle intervient la fonction yp définie par la formule

vr(d) := #{1 < ni,ng < d:d|F(n1,ne)}.

Theorem A ([dIBB0G], Corollary 1). Soient A > 0, B : [0,1] - R , F € Z[X}, Xo]
une forme binaire irréductible sur Z de degré g > 1 et h une fonction positive et sous-
multiplicative satisfaisant h(p) < A pour tout premier p et h(n) < B(e)n® pour tout
entier n et € €]0,1]. Uniformément en x > 2, on a l'estimation

(1.1) My (z; F) <apFp o H (1 + 71;(217) (h(p) — 1)) :
g<psz

Lorsque h est l'indicatrice 1¢ d’un ensemble d’entiers criblés &£, 'estimation précé-
dente fournit une borne supérieure non triviale. La question de la détermination d’une
minoration de My, (x; F') est en général difficile et dépend fortement de ’ensemble £ en
question.

Dans [Gre92|, Greaves considere ’ensemble & des entiers qui ne sont divisibles par
aucune puissance k-iéme de nombres premiers. Il montre ainsi que, pour tout k£ > 2 et
toute forme cubique irréductible F', on a la formule asymptotique, uniforme en x > 2,

(1.2) My, (2 F) = 2* ][ <1 - yz(ik)> T Ors < 22 ) |

log

1. Un entier n > 1 est dit y-friable si tous ses facteurs premiers sont inférieurs a y.
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On peut également considérer I'indicatrice 1g(,) ot S(y) désigne I'’ensemble des entiers
y-friables. On retrouve dans ce cas la fonction de comptage des valeurs friables de F,
dans la mesure ou

Mg, (; F) = Vp (2,y) = #{1 <ni,ng < PY(F(ng,ng)) < y}

Au cours de leur étude du cardinal ¥ r (z,y), Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum [[BBDT12],
Theorem 1] ont montré entre autres que, pour toute forme binaire irréductible F' de degré
g = 1, on dispose de ’estimation non triviale

(1.3) ap ;= inf {a : Up (2,2%) >4 F 2° uniformément pour x > xo(a,F)} <

En particulier, quand F' est de degré 3, il obtiennent la majoration ap < e 12 La
motivation principale du présent travail est de préciser ce résultat, dans le cas des formes
cubiques irréductibles, en montrant la formule asymptotique

. o g2
(1.4) Mg, (z; F) MePiL p(3u)
ol p désigne la fonction de Dickman et u := }gg Z, uniformément dans un domaine en

(z,y) a préciser.
L’ensemble des résultats cités ci-dessus ont en commun ’emploi récurrent de sommes
de Type I, c’est-a-dire des estimations des cardinaux

Ag(x) =#{1 <ny,ny <z :d|F(ny,n9)}

en moyenne sur d < z27°M. 11 est naturel d’approcher Ag(z) par la quantité
En posant

’Yl:lgd) 22,

(1.5) ra(z) = Ag (z) — Vng)xQ,

le lemme 3.3 de [Dan99] entraine que, dans le cas ot F est une forme cubique irréductible,
on dispose de 'estimation de sommes de Type I suivante

(1.6) 3" |ra(z)] <F 2vD(log2D)™* + D(log 2D)%.
d<D

Lorsque h(m) présente un caractere oscillant au regard du nombre de facteurs pre-
miers de m comptés avec multiplicité, noté Q(m), il n’est en général pas possible de
déduire des résultats satisfaisants a partir des seules estimations de sommes de Type 1.
C’est 14 l'incidence du phénomeéne de parité, mis en lumiére par Selberg [Sel52] puis
Bombieri [Bom76] — on en trouvera un survol dans le chapitre 16 de [FI10]. En principe,
il est possible de contourner ce probleme si I'on dispose d’une estimation de sommes de
Type 11, c’est-a-dire d’une majoration non triviale de sommes bilinéaires de la forme

Z Z arbs#{l <ni,ne <z :rs=F(ni,ng)}
U<r2U V<s<2V

pour des choix convenables de U et V, ou b, satisfait une hypothese de type Siegel-
Wallfisz.

Heath-Brown [HBO1] estime une telle quantité pour la forme F (X1, X5) = X3 +2X3
a l'aide entre autres d’une inégalité de grand crible et d’'un comptage de points sur une
hypersurface. Il en déduit l'existence d’une infinité de nombres premiers de la forme
n3 + 2n3 A travers la formule asymptotique

2

3 3
coy . MYt 2n5 - 1l z
# {x <ny,ne <z (1+ (logz)~ ) : premier } e 1;[ <1 o) Fiog ot

pour une constante ¢y > 0 convenablement choisie, ou v, désigne le nombre de racines
de la congruence X3 +2 =0 (mod p). Par la suite, une généralisation de ce travail aux
valeurs des polynomes de la forme F(a; + X1q,a2 + X2q) ou F est une forme cubique
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irréductible sur Z a coefficients entiers et (a1, ag,q) = 1 a été effectuée par Heath-Brown
et Moroz [IBMO02, [IBM04].

Enfin, les estimations de Type II obtenues dans [HBMO02] ont été utilisées par Helf-
gott pour établir la validité de la conjecture de Chowla [Cho65], bien que les identités
combinatoires mises en ceuvre soient différentes de celles intervenant dans les travaux de
Heath-Brown et Morozﬂ Dans le théoréeme principal de [Hell, il montre en particulier la
formule suivante, valide pour toute forme irréductible F' € Z[ X7, X;] de degré 3 et tout
€ > 0, et uniforme en z > 16,

(loglog z)*(loglog log z)°
(1L7) My F)= > p(F(n1,n2)) <pe oz 7 z”.

1<n1,n2<z

Etant donnés un compact K C [0, 1]?, une forme binaire F et une fonction arithmétique
h, on définit

MO (K2 F) = Y h(F(ni,n2))
(n1,n2)€K-2NZ2
(n1,m2)=1
ou K-z := {(tiz,tax) : (t1,t2) € K}. Dans le présent travail, nous étudions la somme

M, (1) (K-x; F) pour diverses fonctions multiplicatives h et pour la forme binaire X3 +2X3.
Tralter le cas d’une forme binaire cubique irréductible quelconque nécessite 1’1ntroduction
de divers outils de théorie algébrique des nombres, a la maniere de [HBMO02] et [HBMO04],
que nous avons voulu éviter ici pour conserver une exposition claire. Le lecteur intéressé
pourra consulter les travaux de thése de 'auteur [Lacl4], ou sont obtenus des analogues
des théoremes et infra, pour les polynémes de la forme F(a; + Xi1q, a2 + X2q)
ou F' est une forme cubique irréductible et ai, as et ¢ sont des entiers satisfaisant
(a1,a2,q) = 1.

En considérant le cas h = 1g,) de l'indicatrice des friables, nous retrouvons le cardinal

W,y (K 2,9) 1= # {(m1m2) €K 20122 (my.m) = Lot P*(nd 4 20) <}

quantité qui intervient directement dans I’algorithme de factorisation du crible algébrique
(voir le chapitre 6.2 de [CP05]). Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soient ¢ > 0 et K C [0,1]2 un compact dont le bord est paramétré par
un lacet de classe C' par morceauz. Uniformément dans le domaine

log
1.8 23, 2| SV,
(18) ! P ((loglogx)l‘f) Y
on a
(1.9) o) S(K-x,y) = L Vol(K)x?p(3u) + O x—Z
X{+2X5 ’ 2 (loglog x)l—=
ot Vol(K) désigne l'aire de K.
De plus, si (z,y) parcourt le domaine

log x 1/2—
(1.10) T >3, exp ((loglogx)l/H> <y<«x e

alors le terme d’erreur dans peut étre remplacé par 2 exp (—(log log x)l/Q_e).

2. Helfgott utilise des itérations de l'identité de Vaughan en lieu et place de I’identité de Buchstab.
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Compte tenu de I'estimation
p(u) = exp (—ulogu(l + o(1))) (u — 400),
on observe que le théoreme donne un équivalent de \Ilgg 4o +3(K - x,y) dans le do-
1 2
log x
(loglog z)t/2—¢
de coprimalité, on montre le corollaire suivant, qui améliore les résultats de [BBDT12]
dans le cas de la forme X3 + 2X3, en établissant la validité de (1.4)) et en augmentant
la région dans laquelle on dispose d’une estimation de Wys_ 5 ys (2,y).
1 2

maine exp ( ) < y. En utilisant une convolution pour enlever la condition

Corollaire 1.2. Soient € > 0. Uniformément en z,y > 3, on a
2 a?
(1.11) Uxspox3 (#,y) = 27p(3u) + O (loglog2)1 ¢ | °

De plus, si (z,y) parcourt le domaine (1.10), alors le terme d’erreur dans peut
étre remplacé par x> exp (—(log log x)l/Z*E).

Dans le domaine y < exp ((logllgg#) Pestimation (1.11)) est une conséquence du

corollaire 1 de [dIBB06] (voir le théoréme [A]). On observe en effet que I'estimation

2
x

U ([1,x]2,y) < z? H (1 — WF(ZP)) +r < —+=x
y<p<a p u

valide pour toute forme cubique irréductible F' implique ((1.11)) dés que u > (loglog z)!~=.

Considérons également I’ensemble M(w) des fonctions h multiplicatives, de module
borné par 1 et satisfaisant h(p) = w pour tout premier p, ou w # 1 est un complexe de

module 1. La méthode développée dans ce travail permet d’évaluer M, }(11) (K-z; X7 +2X3)
avec une certaine uniformité en w.

Théoréme 1.3. Soient ¢ > 0 et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré
par un lacet de classe C' par morceauzr. Uniformément en w un complexe de module 1

satisfaisant |Re(w) — 1| > W, he Mw) etxz>3, ona

.1'2

1.12 MYK. e x3+2X) « — 2
( ) h (IC x? 1 + 2) << (10g10g$)1_€

En effectuant le choix h(n) = wu(n), ce résultat permet de retrouver, avec un terme
d’erreur plus faible, la formule ([1.7)) due a Helfgott [Hell.
On peut en déduire aussi la majoration de la somme d’exponentielles

2
: 3 3 X
(1.13) > (090} +2m3)) < Toglog T
(n1,m2)E-2NZ2
(n1,n2)=1
ot e(t) := exp(2imt), valide uniformément pour 0 satisfaisant || —1||r/z > W

ot || - HR/Z désigne la distance a I’entier le plus proche.

Reprenant les travaux de Heath-Brown et Moroz, I'étape cruciale des preuves des
théoremes et consiste a réduire I'estimation de M}(LI)(IC ~x; X3+ 2X3) a Iétude
asymptotique de sommes courtes
(1.14) M,z (z) == > oZ(m)h(m)

z<m<z+z(logx) ¢
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ot 0% est une fonction de densité, multiplicative, satisfaisant o(p*) = v, + O (p~!) on
v, désigne encore le nombre de solutions de la congruence X 34+2=0 (mod p).

Z
La série de Dirichlet associée )", WET) étant analytiquement proche de la fonction

zéta de Dedekind (g %)(s), diverses méthodes d’analyse complexe (formule de Perron,
méthode de Selberg-Delange, méthode du col, etc.) permettent d’estimer ’ordre .
Au paragraphe [1.2] nous utilisons ces outils pour étudier asymptotiquement la quantité
Mz, (z) dans le cas ou h désigne I'indicatrice des entiers friables et h € M(w).

Enfin, définissons pour w un complexe de module 1, y1,y2 > 1 des réels ou yo = +00,
Pensemble M (w;y1,y2) comme ’ensemble des fonctions h multiplicatives, bornées par
1 et satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y; et PT(m) < o,
(2) pour tout premier p dans Uintervalle |y;,y2], on a h(p) = w.

Avec ces notations, on vérifie que 1,y € M(1;1,y) et que les fonctions h € M(w) consi-
dérées dans le théoreme sont des éléments de M (w; 1, +00). La méthode développée
dans le présent article permet de traiter le cadre plus large des fonctions arithmétiques
appartenant & M(w;yi,y2) (voir la proposition pour un énoncé général du résultat
obtenu). Nous espérons que cette généralisation trouvera des applications supplémen-
taires dans d’autres circonstances.

Conventions. Dans la suite de cet article, on emploie les notations en usage dans les
travaux de Heath-Brown et Moroz, a savoir que la lettre ¢ désignera une constante posi-
tive pouvant varier a chaque occurrence. De méme, pour tout parametre B, la lettre ¢(B)
désignera une fonction de B, éventuellement différente a chaque apparition. Il convient
de souligner que, dans [HBO1], [HBM02], [HBMO04], [Hel] et dans le présent travail, les
constantes ne sont pas effectives, en raison de l'incidence du zéro de Siegel dans les ar-
guments utilisés pour établir les estimations de sommes de Type II (voir le paragraphe .

Ce travail présente l'organisation suivante. Au paragraphe [2] nous réduisons le pro-
bleme a I’étude d’une fonction arithmétique sur les idéaux de Z[\?’@] ce qui nous conduit,
au paragraphe [3| & Pétude de la distribution multiplicative de certains sous-ensembles
d’idéaux. Le paragraphe [d] contient la définition et les premieres propriétés de la fonction
de densité 0% déja mentionnée dans cette introduction. Au paragraphe [5, nous donnons
un argument combinatoire qui a pour but d’adapter les méthodes d’Heath-Brown a
notre probléme. Les paragraphes [0] et [7] sont essentiellement consacrés a l'estimation des
termes d’erreur qui apparaissent dans la discussion du paragraphe [5l Enfin, on illustre
l'utilisation de la méthode dans le paragraphe [§| en I'appliquant pour démontrer les
théorémes [L1] et [L.3]

Remerciements. [’auteur tient a remercier trés chaleureusement sa directrice de
these Cécile Dartyge pour son accompagnement tout au long de ce travail. Il exprime
aussi sa sincere reconnaissance a Régis de La Breteche pour ses nombreuses remarques
autour de la rédaction de cet article.

2. FORMES CUBIQUES ET NORMES D’IDEAUX DANS UN CORPS CUBIQUE

Dans toute la suite, on considére le corps de nombres cubique K := Q[+v/2]. Le lien
étroit entre la forme cubique X3 + 2X3 et le corps K est donné par la norme & travers
I'identité

Nx/q (n1 + ngxg’/i) =n} 4 2n3.

On note Ok := Z[V/2] 'anneau d’entiers de Q[+v/2], J(K) le monoide des idéaux
entiers non nuls de Ok et g := 1 4+ /2 + /4 'unité fondamentale de Ok. La fonction
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7 log g
L 1y . o V2T .
plus, p désignera un idéal premier au dessus de p et i, j, [, q, v et s des idéaux entiers.

zéta de Dedekind du corps K, notée (k(s), a pour résidu Ak := en s = 1. De

2.1. Fonctions arithmétiques sur les idéaux. Dans toute la suite, une fonction
g : J(K) — C est dite multiplicative si g(j1j2) = g(j1)g(i2) dés que (j1,j2) = Ok. Des
exemples de fonctions multiplicatives sur les idéaux sont donnés par la fonction de Mobius
uk et la fonction diviseur g sur J(K), définies comme les fonctions multiplicatives
satisfaisant, pour tout idéal premier p et k£ > 1, la formule

()= {51 BETE ) e

sinon,

On introduit également les fonctions Qx et wk qui comptent le nombre de facteurs
premiers avec ou sans leur ordre de multiplicité, définies par

k() =D u() et wkl(j):=#{pli}
pli
ou vp désigne la valuation p-adique. Etant donnée une fonction arithmétique g définie
sur Z, on lui associe naturellement une fonction définie sur J(K) notée encore g par la
formule g(j) := g(N(j)). Réciproquement, on associe a une fonction g définie sur J(K)
la fonction g% définie par

g ()= > g0
N(j)=n
Dans la preuve de [[HBOI], Lemma 4.2], Heath-Brown énonce les inégalités suivantes,
conséquences de la décomposition des idéaux en idéaux premiers,
(2.1) ®() <T(NG))® et #{jeTXK): N()=n} <7(n)”
ou 7 := 7qQ désigne la fonction diviseur standard.

Le lemme 4.6 de [HBOI], reformulé ci-dessous dans un cas particulier, fournit une
premiere estimation de I’ordre moyen de Tk sur les entiers de la forme ny + no V2.

Lemme 2.1 ([HBO1], Lemma 4.6). Soient 1 > xo > 2 des réels. Pour tout entier
B >0, il existe une constante ¢(B) = 0 telle que

B
(2.2) Z TK (nl + no \3/5) ‘ < $1$2(10g(2x1))c(3).
In1|<z1,|n2|<z2
na#0

2.2. Notations et définition des idéaux admissibles. Comme observé dans le pa-
ragraphe 2 de [HBM02], les nombres premiers ramifiés dans Z[+v/2], & savoir 2 et 3,
présentent un comportement particulier et nécessiteront un traitement spécifique. En
particulier, on a la décomposition en facteurs premiers

Y2 V2) = 22] V2] et (V2 +1)3Z[V2] = 3Z[V/2).

L’unicité de la décomposition en idéaux premiers dans les anneaux de Dedekind permet
de définir, pour un idéal j et un entier m, la composante y-friable et la composante

y-criblée par
i~ = [TIIe*?. it @) =[] []»*?.

P<Y plp P>y plp
m~(y) = [[p*™ et mt(y) =[]
Py P>y

ou v, désigne la valuation p-adique rationnelle. On introduit enfin la composante p-
adique d’un idéal j, notée j,, comme I'unique diviseur de j satisfaisant N (j,) = prrV ()
de sorte que j = [[,,jp.
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Le comportement des idéaux premiers qui interviennent dans la décomposition des
idéaux (n1 + nov/2) est décrit par le lemme suivant, inspiré de [HBOI].

Lemme 2.2. Soient n; et ny deux entiers premiers entre euz, p = 5 un nombre premier,
p1 et po deux idéaux premiers au dessus de p tels que p1 et po divisent ny +no/2. Alors

p1=p2 et N(p1) =p.
De plus, /41 n1 +n2v/2 et (V2 +1)24ng +nav/2.

Démonstration. La premiere assertion fait 'objet de [[HBO1], Lemma 3.1].

Le second point se démontre en étudiant les solutions modulo 2 (resp. modulo 3) de
la congruence n$ + 2n3 = 0 (mod 4) (resp. n$ + 2n3 = 0 (mod 9)) sous la contrainte
(n1,n2,2) =1 (resp. (n1,n2,3) = 1). O

Au regard de ce résultat, on dira qu’un idéal j est admissible si

— les valuations v 35(j) et vy, ,(j) valent 0 ou 1.

— pour tout premier p > 5, il existe un idéal premier p tel que N(p) = p et un entier
k > 0 tel que sa composante p-adique j, s’écrit j, = p*.

2.3. Transformation des sommes M,(ll)(lC-x; X3 +2X3) en sommes sur des idéaux
admissibles. Soit K C [0, 1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de
classe C! par morceaux. Recouvrons K - = en carrés de la forme

C(N1, N2) :={(n1,n2) : 2nN; < n; < zn(N; + 1) pour i = 1,2}

ou 7 := (logz)~“ pour une constante ¢y > 0 que l'on déterminera a posteriori et 0 <
N; <71 pour i = 1,2. Les éléments de K mis & I’écart par cette approche contribuent
de maniére négligeable puisque 'on a

(2.3) H{OS N, N, < L0 CO(N, No)NK -2 C C(Ny, No)} < i L

Définissons
(2.4)
¢(Ny, Np) := 7’ (Ni3 + 2N§’> et N(n) = {7773/4 <N, Ny <! C(N,Np) CK- 37}
de sorte que ¢(Ny, Na) > 1%/* lorsque (N1, N3) € N(7).

Considérons 'ensemble d’idéaux

(2.5) A(N1, Np) = {nl +n9V/2: (n1,n2) € C(N1, Np) et (n1,np) = 1}-

Le lemme suivant affirme que les entiers de A sont tous distincts et que c¢(N7, N2)z® est
la valeur moyenne de n$ + 2n3 sur C(Ny, Na).

Lemme 2.3. On a, uniformément en x > 2, (N1, N2) € N(n) et (n1,n2) € C(N1, Na),
lestimation

(2.6) n3 +2n3 = ¢(Ny, Np)a® (1 +0 (n%)) .
De plus, il existe xg > 1 tel que la relation
(2 7) {(nl,ng) S C(Nl’NQ) : (nl,ng) = 1} — A
. (n1,n2) = ng+nev?2

induise une bijection dés que T > xg.

Démonstration. La relation (2.6 est une conséquence de la formule de Taylor et de la

définition ([2.4)).
Le caractere bijectif de la correspondance ([2.7]) est une conséquence de la démonstra-
tion de [[HBM02], Lemma 2.3]. O
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Compte tenu des observations précédentes, on peut majorer trivialement la contribu-
tion des (n1,n2) € C(Ni,N2) avec (N1, Na) ¢ N(n) pour écrire, pour toute fonction
arithmétique h bornée par 1, 'estimation

28)  MPK-wxP4exd = Y M(ANL M)+ O (n'/%a?)
(N1,N2)eN(n)
ou
(2.9) My(A) =Y h()).
jeA
Comme souligné dans l'introduction, on verra au paragraphe [5| que la relation ([2.6))
permet de comparer My, (A(N1, N2)) a la quantité plus réguliere M,p,(B(N1, N2)) ol o
est une fonction de densité qui sera introduite au paragraphe [
(210) B =B(N1,No) :={j € T(K) : (N1, Na)a® < N(j) < e(N1, Na)a*(1 + ) }
et

(2.11) Mon(B) =Y o(i)h().

ieB
3. SOMMES DE TYPE I ET NIVEAU DE REPARTITION

Dans cette partie, on étudie la distribution multiplicative des éléments de A et B
définis par et en adaptant essentiellement les arguments du paragraphe 5 de
[HBO1].

Etant donné des entiers g; et go et un idéal admissible i, considérons la somme d’ex-
ponentielles

E(g1,g231) = Y. G<W)

1<n1,na <N (i)
i|n1+n2 {O’/i

ou e(t) := exp(2int). L’estimation d’une telle quantité constitue un ingrédient de base
dans de nombreux travaux relatifs aux formes cubiques (voir par exemple le para-
graphe 2.4 de [GreTl] ou le paragraphe 5 de [HBOI]) et intervient fréquemment dans
la majoration des sommes de Type I.

Une étude de E(g1,g2;1) s'initie en observant la relation de multiplicativité

(3.1) E(g1, 92;1112) = E(g1,92;11)E(g1, 923 12)

valable dés que (N(i1), N(i2)) = 1. Conséquence du théoréme des restes chinois, I'identité
(3.1)) permet essentiellement de ramener 1’étude de E (g1, ¢g2;1) & la démonstration du
lemme suivant.

Lemme 3.1. Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) =p etk > 1. On a
k g1t+g2 ok 3
e —+5= St - 2,
E(ghg%lﬂk) :{ 0 ( v ) P 92— 912
0 stnon.
Cette formule reste vraie si p € {2,3} et k = 1.

En vue d’établir ce résultat, nous étudions dans un premier temps la somme d’expo-

nentielles
ni -+ gon
EW (gr,gi0%) = > e<gl STy 2>-
1<n <N(pk N(p )
IN1,N2% (P )
(n1,m2,N(p))=1
pk|n1+n232
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Lemme 3.2. Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) = p et k > 1. Si
(91,92,p) =1, alors on a

1 . (p=1)p* 1 siptle — V2,
(3:2) EW (g1, g259") = —pb! siph! | g2 — 9192,
0 sinon.

De plus, si (g1, g2,p") = p*° avec ko < k, alors on a

0o e
(3.3) ED (g1, g23p") = po B (p,jo,p,fo,p’“ ’“0) :

Les formules et restent valables lorsque p € {2,3} et k = 1.

Démonstration. La preuve s’articule essentiellement autour d’un argument développé
par Greaves [Gre70]. On remarque tout d’abord que

m
B st = 5 8O () ()
1<m<pP
ott N (p* m) désigne le nombre de couples (n1,n9) modulo p* tels que
(n1,n2,p) = 1, Pk’nl +n2V2 et gini+gemp=m  (mod pF).

Pour tout couple (m,m’) satisfaisant (m,p*) = (m/,p¥), il existe un entier A premier &
p tel que m’ = dm (mod p¥). Ainsi, la relation

(n1 (mod p*),ny  (mod p*)) = (An1  (mod p*), Angy  (mod p*))

définit une bijection, d’ott N (pk,m) =N (pk,m’). Il s’ensuit que

B (o) = S NO(h) Y o)

0<j<k 1<A<ph—I
(Avpk_j)zl
(3.4) - N® (pk,pk) _ N (pk7pk71> .

Les roles de g1 et go étant symétriques, I'hypothese (g1, g2,p) = 1 permet de supposer
sans perte de généralité que (g1,p) = 1. Il s’ensuit que N @ (pk , pk) est égal au cardinal
# {1 < ny,ng < pF, (na,p) = 1,p%n1 + naV/2,m1 = —ganogy ' (mod Pk)}

ot g7 ' désigne la solution modulo p¥ du systéme g1g;* =1 (mod p¥), d’olt 'on déduit
que

(3.5) N (g, ) = { (=Pt sipflg2 — @1 V2,

0 sinon.
De maniere similaire, puisque p n’est pas ramifié, on a
N (6,94 1) = {1 < o <P 5 () = 1t = a2 — 1 V2),
ny = (pk_l — g2n2) grt (mod pk)}
(3.6) _ { P siph ]| g — g1 V2,

0 sinon.

La relation (3.2) est une simple conséquence de (3.4)), (3.5)) et (3.6]).
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Supposons & présent que (g1, g2, p*) = p*. Sous 'hypothese kg < k, on a

Gln) + nh
(3.7) EW (91792;Pk) = Z € (W) N (”ﬁvn’zapk,l?ko)
1<) ,nlh<ph—ko
(nf,nf,p)=1

ou N (n’l, nly, p, pko) désigne le nombre de couples (n1,n2) modulo p* tels que
(n1,n2) = (ny,nb) (mod pF=%0) et pFlny +nyV/2.
Puisque p n’est pas ramifié, on a

N (b, o, 0 ) = 4 {0 < nf,my < 0, p¥| (0 + niptR0) + (nf + misptR0) 2}

ko s wk—kol|,/ /3

" (g A
0 sinon.

La relation (3.3) est donc une conséquence directe de (3.7)) et (3.8). O

Preuve du lemme[3]]. Définissons les entiers ko et k1 par les relations (gl, 92, pk) = pho

et p¥1 || (g2 — g1¥/2), de sorte que ko < k1. Au vu des hypothéses sur p, il vient
gini + gane
Blo)- 3 ¥ o(tmtem)
0<i<k  1<ny,na<p p

(n1,n2,p*)=pl
pFlnidna 2

(3.9) =1+ Y BY (g1, 02307).

1<j<k

Si 1< j < kg, on observe que
E(l) (915927]3]) = #{]— < niy,n2 <pj7(n17n27p) = 17p]‘n1 +TL2\S/§}
(3.10) —(p—1)pi

Dans le cas ou kg < j < k, on applique le lemme pour obtenir que

, (p—1p/~" sij <k
(3.11) E® (91792;pj) =< —ph sij=k +1,
0 sinon.
La combinaison des formules (3.9)), (3.10]) et (3.11) entraine alors la relation
k .
kY [ Y stk < Ry,
(312) E (g1,gg,p ) - { 0  sinon.

O

3.1. Niveau de répartition de A. Dans ce paragraphe, on cherche des estimations,
en moyenne sur i, du cardinal de

A= {je A:i]j}.

Dans le lemme 3.2 de [HBOI], de tels résultats sont obtenus en moyenne sur les idéaux
i sans facteur carré. Nous généralisons ici (voir le lemme infra) la démonstration
de Heath-Brown a des idéaux quelconques en y introduisant les estimations de sommes
d’exponentielles du paragraphe précédent.

Omettant dans un premier temps la condition (n1,n2) = 1, étudions, pour tous réels
t > 1 et x1,x0, le cardinal de ’ensemble

(3.13) S (t,x1,x9;1) := {(nl,ng)::z:igni<:1;,~+tpouri:1,2eti|n1+n2\3/§},
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noté encore S(i). En effectuant une partition de S(i) en classes de congruence modulo
N(i), on peut écrire (voir [[HBO1], formule (5.2)]), pour tout idéal admissible i,

(3.14)

\_E(0,01) £y |E(g1,92;1) ., N(i) N (i)
#S() =5~ (t + O(t)) +0 Z — g min (t, ) min (t, >
N(l) (91792)7&(070.) N(l) |g1| |92|
Igl‘7|92|<¥

Le terme d’erreur, relatif aux fréquences non nulles de (3.14)), est estimé dans le lemme
suivant, analogue de [[HBO1], Lemma 5.1].

Lemme 3.3. Soient B > 0 et ¢ > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en
r1,2020,t>1etD>1, on ait

Sp= Y @)

i admissible
D<N®{)<2D

2

#8(0) —

NG < (t+ D)(log(2D))B)

Démonstration. La démonstration est calquée sur celle de [[HBO0I], Lemma 5.1], en
utilisant cette fois-ci le lemme pour estimer la contribution de E(gj,g2;1) lorsque

(91, 92) # (0,0).
|

Il est possible de relier le cardinal de S(i) a celui de A; par un argument de convolution,
a l'image de la formule (5.3) de [HBO1]. Remarquons pour cela que la formule d’inversion
de Mo6bius permet d’écrire la relation

N N- i
(3.15) BA =3 p(d)S (7?" e, ilnx;(ild)>

d

ou S est défini par (3.13)). Au vu du lemme on peut ainsi espérer approcher, pour
tout idéal admissible i, le cardinal de A; par

nz?  6n*z? ali)
(3.16) zd:u(d)dQN (@) T 72 N(@)

ou « est la fonction a support sur les idéaux admissibles définie par

(3.17) ai) == ] (1 + 1) 1.
PING) b
Ceci suggere d’écrire
(3.18) R L O
™ N() ’
ou
: 2,.2
(3.19) (A )] < zdj,ﬂ(d) “S (’7; Nldn””, NQdW; (i"d)) - m’; (‘”(d)) |
i,

Le lemme suivant, extension de [[HB01], Lemma 3.2], montre que I'on a effectivement
le niveau de répartition attendu.

Lemme 3.4. Soient B > 0 et e > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en x > 2,
(N1,N2) € N(n) et 1 < D < 22, on ait

D= Y @A Y] < (2¥2 + 2DY?) (log )P,
D<N()<2D
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Démonstration. Puisque a est a support sur les idéaux admissibles et compte tenu du
lemme 2.2} il suffit de considérer les idéaux i admissibles. Le résultat s’obtient en re-
produisant la démonstration de [[HB01], Lemma 3.2], la condition N (i) sans facteur
carré étant remplacée par i admissible et le lemme [3.3| fournissant ’analogue de [[HBO1],
Lemma 5.1]. O

Considérons enfin le cardinal de ’ensemble
Aai={j € A dIN (i)}

ou d est sans facteur carré. Suivant I’argument développé pour obtenir la formule (5.8)
de [HBO1], le principe d’inclusion-exclusion permet d’écrire la formule

(3.20) uid) 3 ,U«K(jl):{(l) 2;2\5(&%

jll(j27d)
dIN(j1)

Compte tenu du lemme la relation (3.20) suggere d’écrire, pour tout idéal admis-
sible i,

na? a(i)g(i, d)

B2 A=) ey = - D A
jld
dIN(j)
.. e (§) (i)
dIN(j)

et

. 61°a” a(ij)
(3.23) (A&, d)] < ,z.d: WD) [#A - =5 |

dIN(j)

Il s’ensuit que, si i est admissible, la fonction arithmétique £(i,-) est multiplicative et a
support sur les entiers sans facteur carré. On a notamment par (3.17) que

Vpp si pt N(i),
si p|IN(i) et p = 5,
si p|N(i) et p € {2,3}.

(3.24) (,p) =

OB I

Dans le cas ou i = Ok, on pose &£(d) := £(Ok, d) pour tout entier d > 1. Les termes de
reste r (A, 1,d) sont estimés directement a ’aide du lemme dans le lemme suivant,
analogue de [[HB01], Lemma 2.1].

Lemme 3.5. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1, No) € N(n), et 1 < D < 22, on ait

Sgo= Y. wdPr (NP (AL, d)| < (282 + 2D'?) (logx)P).
-
D<N1(i)d<2D

3.2. Niveau de répartition de B. Par analogie a A;, on considére dans ce paragraphe
le cardinal de I’ensemble

Bi:={jeB:ilj}.

L’étude de la répartition des idéaux de Ok se base sur le résultat suivant, di a Weber.
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Théoréme 3.6 ([Web99]). Uniformément pour x > 1, on a

#{i € T(K) : N(j) < o} = A + O (/%)

\ ._ mlogeg
oU AK 1= VoI
On définit

Biai={j € B :dIN(i™")}.

L’estimation de Type I suivante, relative a B; 4, est une généralisation du lemme 2.2 de
[HBO1] qui suggere décrire

c(Ny, No)na?

2 4= i
(3 5) #Bl,d )\K N(l) B(d) + T(B7 1, d)
ou A est la fonction multiplicative a support sur les entiers sans facteur carré définie par
1
(3.26) B(p) = 1— (1 - ) .
g N(p)

Lemme 3.7. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1,N2) e N(n), D > 1 eti un idéal de J(K), on ait

B 2 : z®D'/? (B)
. > T (d)Pu(d)? |r(B,i,d)| < W(log(QD)) .
<d<2D

4. LA FONCTION DE DENSITE o

4.1. Définition et premiéres propriétés. Etant donné un sous-ensemble C de N et
un idéal i, on considere le cardinal

(4.1) S(AL,C) = #{q:iqge Aet N(q) €C}.

En général, on ne peut espérer évaluer S(A4,1i,C) en utilisant uniquement les majora-
tions de sommes de Type I obtenues dans la partie précédente en raison de I’incidence
du phénomene de parité, mentionné en introduction.

A la suite de Heath-Brown, on introduit le cardinal

(4.2) S(B,i,C) :=#{q:iqge Bet N(q) € C}

et 'on cherche a montrer ’existence d’une constante og > 0 et d’une fonction de densité
o: J(K) — R telles que 'approximation

. aon . .
4.3 SALL,C) ~ ———o(1)5(B,i,C
( ) ( PR )Jf—)-f—OO C(Nl,NQ)x () ( e )
soit vraie, en moyenne sur les idéaux i et pour une certaine classe d’ensembles d’entiers
C inclus dans ’ensemble criblé

(4.4) C (z"):={d: P (d) >a2"}

ou 7 := (loglog x)~®° avec wy dans |0, 1] fixé.

Dans ce paragraphe, on obtient des valeurs heuristiques pour oy et o(i) en étudiant
S(A,i,C(z7)) et S(B,i,C~(27)). Au vu des estimations de sommes de Type I contenues
dans les lemmes et I’application d’un lemme fondamental de crible - démarche
effectuée en détail au paragraphe [6] - suggeére que l'on a
6n%x? a(i )

L I =€)

p<z”

(4.5) S(A,i,C (7))

~Y
Tr—+00 e
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et
3

(4.6) SBLC @) |y eV Vo) TT (0= 50).
p<z”

L’étude de la singularité de (k(s) en s = 1 permet d’obtenir la formule (6.8) de
[HBO1], uniforme pour ¢ > 2,
Nt _
(4.7) 11— B) (1 - p) — g (140 ((ogt) ).
p<t

La formule (3.24) et le théoréme des idéaux premiers impliquent de méme ’estimation
suivante, valide uniformément pour t > 2,

(4.8) I1 (1 - 1’:fp> (1 + ;) = (1+0((0gt)™?)),

p=>t

d’ou 'on déduit la convergence du produit eulérien

(4.9) o0 ::H(1— 1pr) (1+;>.

p

On observe également que la formule (3.24]) implique les estimations suivantes, uni-
formes pour N (i) < 323,

(410) ] (l—f(i,p)):1+0< L ) et ]I (1—5(}9))21—}—0(7_;7).

p>x” T p>xT
pIN (i) pIN()

Sous réserve d’établir les formules (4.5)) et (4.6)), il s’ensuit alors la formule

(4.11) S(AL, C(z7)) ~ nta2oe 2 I1 (1 - 1)

N() jear p
avec
(4.12) oi)=a() T (1—¢Gp) 1 -&@)".
pIN ()
On observe en particulier, pour tout premier p > 5 et k > 1, la formule
-1 vy \ ! 1
b () ) o)
(4.13) a?(p”) =1y DT T+ vp+ 0O ,
Finalement, au vu de la formule asymptotique (4.7)), on a également
(4.14) S(B,i,C (7)) ~ e, No) - ] (1 1)
. ) b ~ 1, V2) =7~ - =
N() jear p

ce qui justifie la pertinence de (4.3) lorsque C = C~(z7).

4.2. Ordres moyens de ch. Etudions ordre moyen M,;(B) défini par la formule
pour toute fonction arithmétique h € M(w) ot w est un complexe de module
1, c’est-a-dire h multiplicative, & valeur dans le disque unité et satisfaisant h(p) = w
pour tout premier p. D’une part, la preuve du théoréme [I.3] repose en partie sur une
estimation asymptotique de My, (B). D’autre part, les majorations de M,,(B) que nous
développons ici seront utilisées & de nombreuses reprises dans les parties [6] et [7] infra.
La formule entraine que, uniformément pour p premier et 0 < Re(s) < 1, on a

oz 1 1
(4.15) ?) _ 5~ ¥ O <pm<)> |

S
p plp
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11 suit alors de (4.13]) que la série H(s)(k(s)™™ ou

oZ(n)h(n
(4.16) H(s) = Z o= (m)h(n)

s
n=1 n

est prolongeable holomorphiquement dans le domaine Re(s) > 1 — c(log(|Im(s)| + 1))~*
pour une constante ¢ > 0 convenable.

La méthode de Selberg-Delange (voir [[Ten08], théoreme 5.2] et [[HTWOS], paragraphe
1.3]) permet d’établir le résultat central de ce paragraphe, & savoir la formule asympto-
tique de My, (B) contenue dans la proposition suivante.

Proposition 4.1. On a, uniformément pour w un nombre complexe de module 1, h €

M(w), x> 2 et (N1, N2) € N(n),

(4.17) Myp(B) = ¢(Ny, NQ)?].’E3 (3log x)“’*l (;((Z)) +0 (%))

ol

w k
@1s) om=II (1) <1+<1—5<p>>1 (Z Wy a(i)(l—f(i,p»))
pk

» =1 P NG)=

et af-) et £(+,-) sont définis respectivement par et .

On a en particulier o(1) = WQLGO et, uniformément pour x > 3,
i 6
(4.19) Z ﬂ = ——logz + O (loglog z) .
N)<e (i) w209

Démonstration. Au vu de ce qui précéde, on peut appliquer la méthode de Selberg-
Delange & o%h. Les formules (1.17) et (1.18) de [HTWOS| entrainent alors que l'on a,
pour tout entier N > 0 fixé et uniformément en |w| =1, h € M(w) et z > 2,

(& A (h 1
4200 Y o7 z(log z)* (Z T(w - Z()(l)og o TO ((bgm)fv“»

n<x k=0

ot les \g(h) sont définis a l’aide du développement de Taylor en s = 1

% Z/\ s—l

k>0

(4.21)

En particulier, on a
(4.22) Ao(h) = Ak H(s)Ck(s)™"|,oy = o(h),
ce qui permet de déduire (4.17)) en prenant N assez grand devant ¢y, compte tenu de

l’estimation -
log (C(Nl’NZ)l"?’) =3logx (1 +0 <ogogw>) '
log

Avec le choix h(n) = 1 pour tout entier n > 1, une sommation par parties entraine
directement la formule uniforme en x > 3 suivante

(4.23) E il? =o0(1)logz + O (loglogz) .
— N(i)
N(i)<z
En utilisant la définition (3.22)) et la formule d’inclusion-exclusion (3.20]), on observe

que, pour tout premier p, on a
i
(4.24) 3> Z - Y ,UK N(()) &(p).-
k=1 N(i k=1 N(i)=p !

Compte tenu des définitions et 1 , il ’ensuit que o(1) = 2. O
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Considérons a présent le cas h = 1g(,), ou S(y) désigne l'ensemble des entiers y-
friables. Dans la proposition suivante - application de la méthode de Selberg-Delange
friable développée par Hanrot, Tenenbaum et Wu [HTWO0S] - nous obtenons une estima-
tion de Mo14,, (B), étape essentielle en vue de démontrer le théoréme [1.11

Proposition 4.2. Pour tout € > 0 et uniformément pour (N1, N3) € N(n), x > 3 et
exp ((%) <y <323, ona

loglogz)1—<
6 , log(u +1)
(4.25) Moy, (B) = 7r27000(N1, No)nz’p (3u) (1 +0 (108; log xlogy))
ou U 1= }ggz

Démonstration. Observons tout d’abord que, d’apres (4.15)), la série de Dirichlet engen-
drée par o2 est de la forme

o) _
> T = Gls)k(s)

n>1

ougG(s):=>, 97(;3) est développable en un produit eulérien absolument convergent pour
Re(s) > 1/2. On peut alors reproduire mutatis mutandis les arguments du paragraphe 2.3

de [HTWOS] en remplacant or(n) par oZ(n), pour obtenir, pour tout ¢ > 0, I'estimation

> g(?;ﬁ —G(s)+O0 (3/1/12>

n
P+ (n)<y

uniformément dans le demi-plan Re(s) > 1/2 + ¢. La fonction arithmétique 0% satisfait
donc les hypotheses (1.7) et (1.10) de [HTWOS]|, ce qui permet d’appliquer [[HTWOS],
Théoremes 1.1 et 1.2]. On en déduit, pour tout N fixé, I'existence de Cny > 0 tel que
P’on ait, uniformément en

log1
r>3, exp((loglogz)™**) <y <, <0<u<N—|—1:>u—Luj>CN0g0gy>,

logy

la formule suivante

(4.26) S o) = (f: A(Wpw) o (p(u) (log(“m)NH»

= = (logy)” logy
Pt(n)<y
ou les \g(1) sont définis par (4.21]).
Compte tenu de ’estimation, valide pour tout 7 > 0 et uniforme en 0 < v < w suivante

(4.27) P (u —v) < log(u+ 1) p(u) exp (O(vlog(u + 1))

établie a la suite de [[Ten08], p. 507], le théoreme des accroissements finis permet de mon-
trer 'existence de Ny (dépendant de cg) et Cn, > 0 tel que l'on ait, sous les conditions
précédentes et uniformément pour (N1, Na) € N (n) satisfaisant

log log y)

(4.28) (0 < UN;,No < N() +1= UNy, Ny — {uNl,NzJ > CNO logy

10g(c(N1 ,Ng)x?’)

Tog 7 , la relation

ou UN{ Ny =

6 log(u +1
Mo, (B) = TOC(NLN2)77$3P(3UN1,N2) (1 +0 < g, ))>

T0o logy
6 1 1
(4.29) = Tc(Nl,Ng)nxgp (3u) (1 +0 (loglogx()gut—w)) :
T2 logy
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Pour conclure la preuve de la proposition, il s’agit d’évaluer My, (B) pour les
couples (N1, Na) ne vérifiant pas (4.28)). Il suffit alors d’observer que

Mﬂs(yn([”) S M‘ﬂs(y) (B) < M015<y2)(8)

des que y; <y < y2 et de remarquer que (4.29) entraine
6 3 log(u + 1)
MUls(yl)(B) — MJlS(yQ) (B) = 7_‘_270_00(]\7]_, NQ)T]Q? 1% (BU) <1 + O <10g log xlogy))

avec les choix y1 = y(logx)™ et y2 = y(logx)® ou ¢y, ¢y sont des constantes suffisam-
ment grandes. U

5. DESCRIPTION DE LA METHODE

Rappelons le choix de parameétre 7 := (loglog z)~®° avec wy fixé dans ]0, 1] effectué
précédemment. Dans l'article [HB01], Heath-Brown réalise le tour de force de montrer
la validité de la formule (avec les notations (4.1)) et (4.2))

o7
5.1 S Ok,C) ~ ———5(B,0k,C
( ) (A’ K> )I—H—OOC(Nl,NQ).I‘ ( ) VK )a
pour certains ensembles C inclus dans
(5.2)
C(m,n) = {rs Q(r) =w(r) =met Qs) =w(s) =n, P (rs) > 27,277 < s < x%_T} :
En adaptant les arguments de Heath-Brown, on montrera au paragraphe [7] que la
formule (5.1)) se généralise sous la forme

: oon
5.3 S (A, i, ENC(m, ~
(5.3) ( (m,n)) ~ (N1 No)x
uniformément pour les ensembles E € £(m + n) avec la définition de £(m + n) suivante.
Pour tout entier k, on désigne par (k) 'ensemble des parties de N qui s’écrivent comme

intesection d’ensembles de la forme

(54)  E(k) = By, @, Fr<) = {m L Qm) = w(m) = k,yP® (m) < P@(m)}

o(i)S (B,i, ENC(m,n))

ot y > 0, < désigne lordre < ou <, @ := (a1,...,ap) avec 1 < a1 < -+ < oy, et

B = (B1,...,01,) avec 1 < 1 < -+ < [, et les termes P(ﬁ)(m) et P(E)(m) sont les
produits

(5.5)
p(a) (m) := P (m) ... Plu) (m) ot p(?) (m) := PP (m) ... PB)(m),
les P(i)(m) étant définis par la décomposition de m en facteurs premiers
m = PW(m) ... PEM) () avec PO (m) < PUY (1)

avec la convention P(‘_{)(m) =1 (resp. P(?)(m) =1)sily =0 (resp. la = O) De tels
ensembles apparaltront naturellement au cours de I'argument qui conduit & la proposi-

tion [5.2] infra.

Soient w un complexe de module 1, y;,y2 deux réels tels que y; = 1 ou y; > z7
et yo > 7. Soit h un élément de M(w;y1,y2), c’est-a~dire une fonction multiplicative
bornée par 1 satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y; et PT(m) < ys,

(2) pour tout premier p dans l'intervalle |y, y2], on a h(p) = w.

3. On peut ainsi considérer les inégalités du type y < P(Q)(m) et P(H)(m) <y.
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Dans la suite de ce paragraphe, on établit un raisonnement combinatoire qui ramene
le probleme de l'estimation de Mj(A) (resp. Myp(B)) a lestimation des cardinaux
S(A,i,ENC(m,n)) (resp. S (B,i,ENC(m,n))) pour des ensembles E € £(m + n) en
vue d’utiliser (5.3]).

Soit w; €]0,wp[. On introduit un parametre 71 > (loglogz)~ ™! suffisamment petit
qui sera rendu explicite dans les applications du paragraphe [8] en vue de controler la
contribution des idéaux j satisfaisant N(i*(z7)) > ™.

Considérons, pour un idéal admissible j de Ok donné, la décomposition de sa partie
z7-criblée en produits d’idéaux premiers
(5.6) @) =p1pk, N(pi) S N(pivr), ie{l,....k—1}

On effectue une partition de Ok sous la forme Ok = Og) U---u (’)S) ou les (9&) sont
des ensembles d’idéaux définis par des conditions sur la norme de pi et pi_1, a savoir

(’)ﬁ) = {] st < N(pk)}, (’)g) = {] 2? < N(px) < 332},
ol .= {j -z < N(pg) < a:3/2}, o) = {j :N(pr) <z et %2 < N(pk,lpk)}

et O = {j : N(pr) < = et N(pr_1pr) < x3/2}‘

Il s’ensuit que

5 . .
Mi(A) =" M, (A N o&)) avec M, (Am Oﬁ?) = 3 ().
i=1 jeAno)
Pour i € {2,...,5}, on peut remplacer le terme M} (Aﬂ Oi?) par une formule ou

interviennent des cardinaux de la forme S (A, i,C%(m, n)) ott C9(m,n) C C(m,n).
Lemme 5.1. Uniformément en x > 2 et (N1, N2) € N(n), on a

(5.7) My(A) = M, (Am0§§>)+i > hi) > wmtrS (Ai,CO(m,m))

=2 N()eZ ~ mn
+ O (O (As|hl, 27, 2™) + Ao(A; [B]) + Ar (A; [h]) + Ag (A; [R]))

ot
(5.8) 7:= {meZ:méacT1 et P+(m)<xT},
(5.9)
)= { 0 ECm 20 < PP S PO PO <) sim =,
P 0 sinon,
(5.10)
CO(m,n) = { {rseC(m,n):y1 < P~(r),PT(r) < P (s),P*(s) < y2} sin=1,
Ve 0 sinon,
(5.11)
{rseC(m,n):y1 < P~(s),PT(s) < P (r), .
¢ (m,n) ::{ PH(r) <max(z™™, )} T 2,
1] sinon,
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(5.12)
C(5)(m,n) = {rs €C(m,n):y1 < P (r),PT(r) < P (s),PT(s) < max(a:lfﬁ,yg),
S 147
=) <zt }
O (A; |nf, 27, 2™) == > |h(3)I,
jeA

N(~(z7))>z"

Do(iln)y = X0 G awee Y= U 'z

iceA
N(HET (>7) P>z

Ar(Aifhl) == max 3 T (RIS (Aip, ¢ (max(a”, min(y, 2/27))))

Y2227 YSN(p)<Yz™t N(i)eT

et
Ay (A;]h]) == max 3 > RIS (A ipipa, ¢ (max(a”, min(y, 2'72))) .
Y222 312N (p1)<N (p2) N()EZ
YN (pap2)<YaTt

Démonstration. En isolant les idéaux j de A tels que j™(z27) posséde au moins un facteur

carré, on peut écrire, pour tout ¢ € {2,...,5},
My (ANOR) = 3 (i)Y whS (ANOK i, () NC (27)) + O (Ao(A; [h]))
PH(N()<a™ k>0
ou

() 1= {m : Qm) = w(m) = k,y1 < P~(m), P*(m) < o

Soit j un idéal de O, En utilisant la décomposition (5.6) et sous ’hypothése supplé-
mentaire que N(j~(27)) < 2™, 'encadrement

232 < N(py) < 2

entraine largement que

:L,172‘r1 < N(pl . pk—l) < (E3/2.

On peut majorer par Aj(A; |h|) la contribution des idéaux qui vérifient 2%/2 < N(py,) <
23247 ou 22727 < N(py) < 22 et, en posant 7 = N(pg), s = N(p1---pp_1) et n = k—1,
il suit
My, (ANOR) = 3 (i) > w'S (An 02, i,c@(1,n))
N@)eZ ~ n>0
+ OO (A;|hf, 27, 2™) + Ao(A; [A]) + Ar (A ]R])) .

De méme, on peut écrire, en posant maintenant s = N (pg), la formule

My, (ANO) = > (i) Y wm s (AN 0 i,cP(m, 1))
N@{)ez mz=0
+ O (O (A |hl,27,2™) + Ao(A; [h]) + A1 (A;|h]))

ol la contribution des idéaux satisfaisant z < N(py) < 27 ou 23/2°7 < N(pg,) < 2%/2

est 1a encore majorée par A (A;|hl).
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D’autre part, en écrivant s = N(p; - - prp_2), il vient

M, (A N Oﬁ?) = 3w Y w*ts (A noW.i,c¥(2, n))
N@HEeT  n=0
O (O (A;|hl,z7,2™) + Ao(A; [h]) + Ay (A [h]) + Az (A;]A]))
ot I'on a majoré la contribution des idéaux vérifiant x!=™ < N(py) < = par A; (A;|h|)

et celle des idéaux satisfaisant /2 < N(pp_1) < N(pg) ou z%/2 < N(pp_1pp) < /247
par Ay(A; [h)).

Considérons enfin j € (’)S). Si N(pr_1px) = z'*7, alors on a trivialement

2T < N(pr_ipr) < 22

et I'on majore la contribution des idéaux z%/2~7 < N(pp_1px) < x3/2 par Ay(A; |h|).
D’autre part, si N (pp_1px) < 2177 et N(pj_2) < 2/2727 alors hypothése de majoration
N(G~(z7)) < ™ implique l'existence d’un indice j > 2 tel que

1 3/2—
+7 < / T

N(pg—jy1-Pr) <z N(pg—j-pr) <=z
Enfin, si N(px_1pr) < 277 et N(pp_o) > 212727 on a les inégalités
o272 < N(pr—2) < N(pr—1) < N(py) < a/205

ce qui permet de majorer la contribution de tels idéaux par A;(A;|h]). En posant s =
N(pg—j---pr), on en déduit que

My (ANOZ) = 3 (i) > wmtns (An0R),1,¢O)(m,n))

m,n=>0
O (O (A |hl, 27, 2™) + Ao(A; |h]) + Ar (A; [h]) + Az (A5 |A])) .
O

Le traitement de M} (A N (’)E)) nécessite davantage de travail pour faire apparaitre
des sous-ensembles de C(m,n). Au vu du lemme on a

c(N1, No)z® 1/4
N(pr) = = 140 (nY
)= NG o gy (O (1)
ce qui suggere de remplacer la condition N(pg) < y2 par 'inégalité
C(Nl, N2)£E3

Y2

NG (= )p1- - pr—1) =

Dans la mesure ou les éléments de A N (’)E) satisfont N (p) > 22, on peut écrire, en

posant q = p1 - Pr—1,

Mh<AﬂO ) > A Zwkz (A, iq)

N@{)eZ
0(© (A,Ihlw ;&™) + Ao(A; [h]) + Ar(A; |h]) + As(A; [R]))

ou la sommation E " porte sur les idéaux q a k — 1 facteurs premiers satisfaisant

(N1, Np)a® < N(q) <2747 et P7(N(q)) > max(27,y1), et

y2 N (i)
(A, 1) := # {p premier : [p € A}.
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Pour estimer (A4, [), on reproduit le raisonnement combinatoire a ’origine du lemme 3.4
de [HBO1]. En utilisant la notation (4.4), on peut itérer I'identité de Buchstab

(5.13) S(ALC (1)) —S(ALC (=)= Y S(Ap,C (N(p)

21<N(p)<z2
+0 ( > >S4 lp’“,C‘(N(p))))
21 <N (p)<z2 k=2
pour obtenir la formule suivante, analogue des formules (4.3) et (4.4) de [HBMO02],

(A1) = S (A LCT(32%%)) = 3 (=17 (A1) + 3 (~1)"U (A, 1)

n=0 n>1

— S1(A ) = So(A, ) + 0 (#{j € A N() € T(z™)})

ou
Sl(A7 [) = S(Av [pvc_(N(p)))7
xl—TgN(p)<x1+‘r
SQ(A, [) = Z (Aa [pvc_(N(p)))v
r3/2— T<N(p) <xp3/2+T
(5.14) TO(A 1) := S(AL,C™(x7), UD(A) = > S(A,CT(N(®)),
PN (p)<a 2T
(5.15) TM (A1) := > S(A lpy---pp,C (7)) sin>1
2T <N (p1)<--<N(pp)<a'™T
N(p1-pn)<altT
et

UM (A1) = 3 S(A,lpy -+ pn,C (N(p1))) sin>2.
&7 <N (p1)<-<N(pn)<z'™7
N(p2+pn) <z TN (p1--pn)

Le niveau de crible 7 impliqué dans la définition de T (A,[) étant suffisamment
petit, on étudiera la contribution de ces termes, en moyenne sur les idéaux [ tels que
N(I) < 21737 au lemme en utilisant le crible de Selberg.

Si n > 4, les conditions

2T < N(p1) <--- < N(pp) <zl ™
et

entralnent que

3_
27T,

On peut évaluer la contribution de U™ (A, iq) lorsque n > 4 ou n = 1 avec N(i) € T &
Paide de (5.3|) puisque I'on peut écrire, en posant m; =k, s = N(py---pp) et r1 = N(q),

S wh YU (A i) = S wms (AL D mn, D) + 0 (#{i € A NG €T () })
k q m
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ou m = (my, ma),
C(m,n) = {rlrgs cw(ri) = Q(ri) =m; pour i = 1,2, w(s) = Qs) =n,

P~ (rires) > 27,27 < s < :c?’/Q_T} ,

(5.16) CW(m,1,i) := {7‘17‘28 €C((my —1,mg),1): P~ (ra) > s,

C(Nl, ]\72).%‘3

- < <2V et P(ry) > Y1

et, pour n > 2,
(5.17) ¢V (m,n,i) = {rlrgs € C((my —1,ma),n) : P~(rg) > P~ (s), PT(s) < 2’7,

s _ LT c(Ny, N?)a:?’
P=(s) ya V(i)

r <z et P~ (r) > yl},

ou les triplets (71,72, $) sont comptés avec multiplicité.
Sin = 2 ou 3, l'inégalité N(p;---p,) < #3277 peut faire défaut. On s’inspire alors
des identités (4.5) et (4.6) de [HBMO2] en écrivant

UDADN :=UCYAD+UPD(A) et UDAID :=UCYHAID + S3(A, D)
ou

U4, 1) = > S(A, Ip1p2, C~ (N (p1))),
7T <N(p1)<N(p2)<z'~T
2N (prpa)<ad T

UB2(A 1) = > S(A, p1p2, C™ (N (p1))),
xT<N§p1)<N(p2)<xl_T
z27 T <N(p1p2)

UBGD(A,1) = > S(A, Ip1p2ps, C~ (N (p1)))
:JcT<N(p1)<N(P2)<N(P3)<5’313_T
N(p2ps)<z!T7<N(p1p2p3)<z2 7

et
S3(A, 1) := > S(A, Ip1paps, € (N (p1))).

T <N(p1)<N(p2)<N(p3)<z!~T
N(p2p3)<ai*T

3_
N(pipaps)>x2

T

En remarquant que les conditions de sommation définissant S5(.A, [) impliquent
21272 < N(py) < 222
on a, pour i € {1,2,3}, 'estimation

> [ > Si(A,iq) < A1(A; |hl).
N(i)ez (N1, Ng)a? <N(g)<at—4m
v2

P~ (N(q))>max(z7y1)
ot Aj(A;|h|) est défini au lemme
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D’autre part, on peut observer que
S b S U (A iq) = S wm s (A1, (m,2,0)) + 0 (#{j € A: NG) € T (2a7) })
k q m
et

St S UG (A ig) = S wm s (A1, (m,3,0)) + 0 (#{j € A: NG) €T (a77) })
k q m

ou C(l)(m, 2,i) et C(l)(m, 3,1) sont définis par (5.17)).
Enfin, remarquons que, si un idéal j intervient dans U2 (A, 1iq), alors j est de la forme
j = iqlp1p2 avec

2?27 < N(pip2) < #2727 et P~ (N(1)) > N(p1).
Il s’ensuit que
xl_Tl < N(q[) < 3x3/2+T

ce qui suggere d’écrire, en posant r = N(p1p2), s1 = N(q), s2 = N(I) et ny = k,

S wh YU (A i) = S wms (AL V@) +0 (#{i € A NG e T (+27)})
k q n

L0 > ) S(A,iqpp2,C~ (N (p1)))

eWNNg)a® ey cqt—am @/2<N(p1)<N(p2)
Y2 = = x3/27‘r<N 1p2 <I3/2+T
_ - (p1p2)

P~ (N(q))>max(y1,z7) 222U KN (p1pa) <z2 27

ol
C(m,n):= {7’3132 cw(r) = Q(r) = myw(s;) = Qs;) = n; pour i = 1,2,
P~ (rsys9) > 27, 2T < sis9 < x3/277}.

et
(5.18) CM(2,m,i):= {7“3132 €C(2,(n1 —1,n9)), PT(r)<z'™", P~ (r) < P~ (s3),
c(N1, No)z®

Y2 N (i)

ou les triplets (r, s1, $2) sont comptés avec multiplicité. On observe finalement que 1'on
peut majorer la somme sur i du terme d’erreur précédent par la quantité Ag(A;|h|)

définie au lemme (.11
On déduit finalement de ce qui précede la formule

(519) M, (ANOR) = 3 hii (Zw’fz"“z " (A, iq)

51 < xl_4Tl,P_(81) > y1}

N(i)eZ n=0

+ 3> wm S (A5, (m,n, i) + 3w S A4,V n, i)

n=>1

O (O (A; Al 27, 2™) + Ao(A; [h]) + A1(A; [b]) + Az (A; |A])) -
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L’argument développé ci-dessus s’adapte mutatis mutandis pour réécrire M, (B) a
laide de cardinaux de la forme S (B,i, ENC(m,n)). En l'absence d'un analogue du
lemme [2.2] adapté aux idéaux de B, il convient toutefois de tenir compte des idéaux j
tels que p?|N(j) avec p > ™/ en utilisant Panalogue de pour B.

Avant d’énoncer la proposition qui résume la discussion de cette partie, harmonisons
les notations précédentes en introduisant, pour m := (my, msa), n := (n1,n2), i un idéal
et D = A ou B, les notations

(5.20)
(r,1,s,1):rs € C(i)(ml,nl)} si2<i<5etmg=mng=0,
C(i)(m,n,i) _ (r1,79,8,1) : r1res € C(l)((ml,mg),nl,i)} sii=1etnyg =0,
(r,1,s1,82) : 78182 € C(l)(ml, (nl,ng),i)} sit=1et myg=0,
() sinon,
et

S (D,1,¢0(m,m,0)) == # { (v1,v2,81,52) : (N (v1), N(x2), N(s1), N(s2)) € CD(m,m, )
et itytgs1859 € D} .

En vue de ce qui précede et de 'estimation

(5.21) (i) = oG (7)) (1 +0 (Ti7>>

valide dés que N(j) < 323, on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.2. Uniformément en x > 2, (N1,N3) € N(n), y2 > 27, y1 = 1 ou
y1 >z, w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a l’estimation

M(A) = e MnS(B) (140 (57 ) ) < TU0kD + S(A) + ©(ha7.a™)
+ B0 () + A1 () + Ae(|h)
n) = 30 O X 3 T — e T (5 ia)]

N()ez N(q)<a! =471 n>0
P~ (N(q))>a

T (A, i) et T (B, i) étant définis par ,
5
(522) S(hD) = > [ROIY D" |5 (A1 (m,n,1)

N()eT i=1mmn
. noo . 0 .
les C)(m,m,i) étant définis par , (5.10), (5.11), (5.19),(5.16), (5.17) et (5.18),
. n . .
5.23 O(lh],z7,2™) := hG)| + ——— a(3)|h()],
(5.23) (1] ) jez;‘ ol (Vi Vo) ; ()1 G)]
N~ (27))>2m NG~ (27))>zm

. n . .
5.24 Ao (|h]) := W) + —— hi)l |,
(5.24) o (|]) g 1h()] . Vo)1 ; a(3)|h()]|
N()ET (227/3) N()ET(227/3)
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(5.25)
Aq(|h]) == max Z Z |h(1)] (S (A, ip,C~ (max(xT,min(yl,xl/%n))))

Y222 L YN (p)<Ya™t N()eZ

—i—a(i)mS (B, ip,C™ (max(azT, min(yi, z/2m )))))

et
(5.26)

Az(h]) = max > > ) (s (A iprpz, €™ (max(a”, min(y, 2'/%))) )

YZ2a27T p1/2 N (p)<N (p2) N()ET
YN (prp2)<Yz1

+U(i)m5 (B,iplpz,C* (maX($Tvmin(y17$1/2))))> :

Au cours des paragraphes [6] et [7] on établira des bornes supérieures des différents
termes d’erreur impliqués dans la proposition [5.2

6. PREMIERES APPLICATIONS DES ESTIMATIONS DE SOMMES DE TYPE I

Dans cette partie, on utilise les estimations de sommes de Type I du paragraphe [3]
pour établir des bornes supérieures des différents termes d’erreur impliqués dans la pro-
position a l'exception de S(|h|) qui fera I'objet du paragraphe |7| sur les estimations
de sommes de Type II.

Le lemme ci-dessous donne une majoration de la contribution des idéaux dont la norme
appartient & T ((logz)¢), c’est-a-dire est divisible par un p* > (logx)¢ avec k > 2. Il en
découle une majoration du terme Ag(|h|) défini par (5.24).

Lemme 6.1. Soit B > 0. Uniformément en z > 2, on a
(6.1) # {1 <nyng<x:(n,ng) =1,nd+2n3 e ((logw)QB)} < z?(logz)™B
et

(6.2) Z o(j) < z(logz)~ 5.

N()<z
N()€eT ((log z)25+2)

En particulier, uniformément en x = 2, w un compleze de module 1, yo > z7, y1 =1 ou
y1 > 27 et h € M(w;y1,y2), on a

(6.3) Ag (|h]) < 2*(logz) ™5,

Ce résultat — largement inspiré du lemme 2 de [Gre92] — peut étre considéré comme
une extension du lemme 5 de [Del71] aux formes binaires.

Démonstration. Pour tout nombre premier p > 5E|, posons

2Blogl
k(p) := max (2, {WJ + 1) .
log p

Etant donné des entiers ny et ng tels que (p,ning) = 1 et pP®|nd + 2n3, il existe w
modulo p*®) tel que

W +2=0 (mod p*®) et n;=wny (mod p*P).

4. D’apres le lemme les premiers 2 et 3 n’interviennent pas dans la définition de Y ((logz)°).
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Par suite, on peut écrire a l'aide du lemme 1 de |Gre92| les inégalités
# {1 <npyng < (ng,ng) = 1,p"Pnd + 2’”3}

< Z #{0<n17n2<$1n1 = wny (modpk(p))}
w342=0 (mod pk(P))

22 Z
64) < > <pk(m o (%(wp’“(i’))> )

1<w<ph®)
w342=0 (mod pk(®))

My (w, p*) := min max(|nq|, |na|).
@)= min (il na)
ni=wnz (mod pk)
Le nombre de racines w modulo p* du polynéme X3 + 2 étant inférieur & 3 pour tout
> 5 premier et k£ > 1, il suit de (6.4) que 'on a
k 3 3 a?
Z#{ <ny,ne <x:(ng,ng)=1,p (p)|n1+2n2} < Z ) + 51+ S2+ 53

5<p<3a3/2

ou

T
it 2 Mo

p<al/? 1<w<ph®)
W342=0 (mod p*®P))

X
52 = Z Z Mo (w, pF®))

/2 <p<3a3/? 1<w<ph®)
W342=0 (mod p*®P))
Mo (w,pk(P))>3/4

et

X
53 = Z Z Mo (w, k)’

z1/2<p<3x3/2 léwépk(m
w342=0 (mod p*(®))
Mo (w,p*P))<a/4

Observons que
2 2 22 2

xX X
Zpk(p)<< Y. aoeET 2

m < (lon o) (log x) ooy P2 (logz)B

L’estimation triviale My(w, p*®)) > 1 pour S; et Phypothése p* My(w, p*®)) > 23/* pour
So entralnent les majorations

23/2

S <

log x logz’

De l'estimation

Sz > = 3 Z 1< 2™,

1<n1<x3/4 L o<na<ny a:2<p

p?|n$+2n3

on déduit finalement la majoration (6.1)).
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Pour établir (6.2)), on utilise la méthode de Rankin pour écrire

‘ . oL (k) ol
> o) <Y 2"y Y e <z % ((])>

N()<z =5 N(j)<z/pk®) p=5 p N()<z )
N()EY((logz)*P+2)

Au vu de (4.19) et (4.13)), il suit

> o(j) < zlogz — < z(logz)B.
N()<a p>5 P
N()eT ((logz)?P+2)

O

Les estimations de Type I établies dans le paragraphe [3| permettent, au moyen d’un
lemme de crible, de donner des bornes supérieures du bon ordre de grandeur des car-
dinaux S(A,i,C~(z)) et S(B,i,C(z)) définis au paragraphe De telles estimations
seront centrales dans les majorations de © (|h], 27, 2™), Ai(|h|) et Aa(|h]).

Lemme 6.2. Soient By et By > 0. Il existe ¢(By, Ba) > 0 tel que, uniformément pour
x >2, (N1,Ny) € N(n), z > logx eti admissible, on ait

2.2
- n°z® o(i) :
(6.5) S(ALLC (2) K log 2 N(i) + R (i, 2)
et
- (N1, No)nz® .
(6.6) S(B,i,C (2)) < N(i)log + Rg(i, z)
ot Ra(i,2) et Rg(i, z) sont définis par infra et satisfont
> K ()P Ra(i, 2) < 2% (logz) P2
N(i)22<z2 (log z) —<(B1,B2)
et
> k()P o(i)Ra(i, 2) < 23(log )52,

N(i)22<z3 (log z) —<(B1,B2)

Démonstration. Puisque la fonction de densité £(i,-) définie par (3.22)) vérifie (3.24),
elle vérifie les hypotheses de crible (€2p) et (€21) de [HR74]. On peut donc appliquer le
théoreme 4.1 de [HR74] pour obtenir I’estimation

S(A1L,C (2) < 772952& H (1 =¢(,p) + Rali, 2)

N(i) o<s
ou, pour D = A ou B,
(6.7) Rp(i,2) = Y 7(d)*u(d)*Ir(D,i,d)|
d<z?

et r(D,i,d) est défini par (3.21)) et (3.25). En estimant le terme de reste a l'aide du
lemme on en déduit Pexistence d’une constante ¢(Bj, B2) > 0 pour laquelle on ait

(6.8) Z k()P RA(i, 2) < 2%(log x) ™52
N(i)22<22(log ) ~¢(B1:B2)

La formule de crible (6.5)) est alors une conséquence de (4.12)), compte tenu de ’hypothese
z > logx.
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Pour établir , il suffit de reproduire le méme argument en utilisant le lemme
(resp. (4.7) en lieu et place du lemme|3.5| (resp. (4.12))). D’apres (4.13)), il suit ainsi que,

pour ¢(Bz) > 0 suffisamment grand, on a

TK(i)Bla(i)

¢(B1,B2) )
N(i)

Z k()P o) Ra(i, 2) < 23(logz) P2 Z

N(i)z2<z3 (log ) ~(F2) N(i)<a?

< (logz)

O

Une borne supérieure de la quantité © (|h|, 27, 2™ ) définie par peut étre obte-
nue en s’inspirant de travaux antérieurs concernant les ordres moyens de fonctions arith-
métiques sur les valeurs polynomiales. Par exemple, Tenenbaum [[Ten90], Lemme 3.7]
montre que, pour tout polynéme F € Z[X], il existe ¢(F') > 0 tel que, uniformément en
zz2y=2et x> 2 on ait

1
#i{n<x: H p’ >z <<mexp(—c(F) ng).
DY logy

pY[|F(n)

En vue d’obtenir un analogue de ce résultat pour la forme binaire X7 + 2X3, on peut
adapter la preuve du théoréeme 1 de [Shi80], démarche a l'origine du résultat suivant.

Lemme 6.3. Soit € > 0. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, uniformément pour
x =2, (N1,No) e N(n), et z >y > exp ((%), on ait

loglogz)1-¢
. L log =z log z
. ‘N 2,2 (_ 1 ( ))
(6.9) #{ic A: NG (y) >z} <n°z”exp “lopy %% Log
et
. log logz))
1 Ny, No)na? — 1 .
(6.10) jEZB o(j) < e(N1, Na)nzx eXp< “logy 108 (logy
NG~ (y)>=

En particulier, on a, sous les conditions précédentes et uniformément en w un complere
de module 1, yo > 2", y1 =1 ou y1 > a7 et h € M(w;y1,y2),

T T
O (|hl,z7,2™) < 1721‘2 exp (—611 log (1)) .
T T
Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'on a y < 21/2 < z1/4, le
résultat étant trivial autrement. Etant donné un idéal j et la décomposition de la norme
de sa partie y-friable

NG~ (y) =pT" ---pr* pi <Dis1,

considérons j > 0 le plus grand entier tel que
prteny <z
et définissons les diviseurs j; et jo de j~(y) par les conditions
N(j1) =pi*---p;’ et N(a) =pjiit---pp*.
On scinde ’ensemble des idéaux j tels que N(j~(y)) > z en trois classes :
— classe I : N(j;) < 2'/2,
— classe I : p; < logzloglogx et N(j1) > 212,
— classe III : logzloglogz < p; <y et N(ji) > 212,
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et on estime la contribution de chacune de ces classes séparément.
Contribution de la classe 1. Sous I’hypothese y < 212 on observe que p?fll > 21/2

avec aij+1 = 2, ce qui signifie que les idéaux considérés ont leur norme dans T(zl/ 2). Le
lemme [6.1| entraine que 1’on a, pour tout B > 0,

#{j € A:jest dans la classe II} < 2%(logz)™ 5 et > o(j) < z3(logx)~B.

jeB
j dans la classe IT

Contribution de la classe II. En utilisant le lemme et estimation aZ(m) < m!/?,
on obtient par la méthode de Rankin ’estimation

#{j € A:jest dans la classe II}

<<.’L‘2 Z ](:7((]1)) +$3/2(logm)c
A2 <N (jr)<z n
PT(N(i1))<log zloglog x
2 1 m 1/2 3/2 .
<z Z T\ e + x°/“(log x)
m<z m z
PT(m)<log zloglogx

<22z V4 (2, log x loglog ) + /% (log :)°.

L’estimation de ¥(z,t) due a de Bruijn [[dB66], Theorem 1] et uniforme en z > ¢ > 2,
a savoir

log x t t log x
log ¥(z,t) = <logthg (1 + 1ng> + @log (1 + ; ))
1 1
1
X ( +O<logt+loglog(x+2)>>’

entraine la majoration ¥(z,logzloglogz) < exp (O (%)). Par suite, il suit

log x

W)’ que l'on a, pour tout B > 0,

de ’hypothese z > exp (

#{j € A:jest dans la classe IT} < z*(log ac)*B.
De facon similaire, le théoreme et la formule (4.13]) impliquent

> o(j) < z3(logx) 5.

jeB
J dans la classe 11

Contribution de la classe III. Commengons par découper ’ensemble des p; en sous-

intervalles du type }zl/(s+1), 21/5} avec s1 < s < §2 ol

o {long of 5o { log z J
S logy 52 log (log zloglogx) |
On observe alors que

#{j € A:j est dans la classe IIT}
<Y X sAncEe).

51<8<s2 z1/2<N(j1)<z
PH(N(j1))<z1/e
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La formule (6.5)) du lemme permet de majorer, pour tout B > 0, la contribution des
idéaux de la classe III par
2,.2

<TE S a) Y T 20508,
log = m

51<8<Ss2 21/2<m<z
Pt (m)<z/s

Dans la mesure ot la fonction oZ satisfait les hypotheses du lemme 4 de [Shi80], on
obtient l'estimation de la somme intérieure, uniforme en s < log z/ log log z, suivante

z zZ
Z Z 1
m P 10
21/2<m Pz
Pt(m)<z/s

1
< log zexp (—mslog (s) )

Ceci implique alors 'estimation

1 1

#{j € A:jest dans la classe III} < n*z?exp (01 08 % log ( ng)) + 2%(logx) ™5
logy logy

et, en utilisant au lieu de (6.5)),

1 1
Z o(j) < ¢(Ny, No)nz? exp <—01 IZE; log <IZ§Z>) + 2%(log x)~ 5.

jeB
J dans la classe 111

Au vu de I’hypothese y > exp ((logllgg%) et de ce qui précede, on en déduit que

ED et @T0). 0

A partir de maintenant, nous n’emploierons le lemme qu’avec un niveau de crible
z = z”. Le lemme suivant, analogue de [[HB01], Lemma 7.1] précise la borne supérieure
disponible dans un tel cadre.

Lemme 6.4. Soit B > 0. Il existe ¢(B) tel que, uniformément en x > 2, (N1, N2) €
N(@), 2= 2" et CC (C (27))* ou C(-) est défini par , et pour tout idéal i tel que
N@{) €T, on ait

> S(A,iq192,C (2))
41,9267 (K)
(N(g1),N(q2))eC
N(ig1q2)22<z?(log z) ~¢2(B)

2.2

n°x® o(i) ) Viyds ‘
6.11 < . 12 (dydy R,
(6.11) log z N (i) (dl%‘)ec (drda) (i)
et

> S(B,iq192,C™ (2))
q1,92€7 (K)
(N(q1),N(qz2))eC

N(ig1q2)22<z?(log z) ~¢2(B)

¢(N1, No)na® y ‘
(612) SR S pA(dids) =2 + Ry(i)

N(l) log z d1 dg

(d1,d2)eC
ot vq est le nombre d’idéauz j tels que N(j) = d et

> |Ra(i)] < 2*(log x) P et > o) |Re()| < 23(logz) P,
N@{)eZ N@{)eZ
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Démonstration. Une application directe du lemme et de (5.21)) donne

oy o(i)
Iogz N(iCHQQ)

S(A,iq1a2,C (2)) < + R4(iq192, 2)

avec

) Ra(iq192, 2) < 2*(logx) 2.
ivql»QQEJ(K)
N(ig1q2)2%<z?(log z) ~¢2(B)

On peut alors majorer la contribution des qiqs avec facteur carré a ’aide de ’estima-
tion
(6.13)
1
N(a192)

>

P~ (N(q192)) 22"
(N (q192))=0

< Y 7;?((;)) ( > %—‘r > 13> < 27?(logz)°,

p>z7/? p p>aT/3

N(q192)<2?
ce qui acheve la preuve de (6.11)), compte tenu de . Un raisonnement similaire permet
d’établir (6.12)). O
Le lemme suivant, qui rappelle les estlmatlons 7.1) et (7.2) de [HBO1], sera utilisé

pour estimer les membres de droite de et -

Lemme 6.5. On a, uniformément ent > z > 2

1
(6.14) PP

t<p<tz logt

et

ot osl)200)

k!

2<p1 < <pp<t P11 Dk

Démonstration. La premiére majoration est une conséquence du théoréme des idéaux
premiers. Au vu de la multiplicativité de v4, la seconde estimation provient de 'inégalité

S e ] (Z vp)k<< (10g (1222) + 0(1))"

k!

2Ep1 < <pp<t p1 Pk ZEp<t

O

On établit dans le lemme suivant, analogue de [[HB01], Lemma 3.6], des estimations

de Aq(|h]) et Ag(|h|) définies par les formules ([5.25)) et ((5.26)).

Lemme 6.6. Uniformément en x > 2, (N1, N2) € N(n), w un complexe de module 1,
ya > 2" et h € M(w;1,1y2), on a
(6.15) Ai(|R)), Aa(|h]) < TinPa?.

D’autre part, uniformément en x > 2, (N1, N2) € N (), y2 > y1 > a7, w un complexe

de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a

9 o T1logz

(6.16) Aq(lh]), Az(lh]) < (logy1)?"
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Démonstration. Pour majorer Aj(|h|), on peut faire appel aux lemmes et Dans
lintervalle /2™ <Y < x%_”, on a la majoration suivante, valide pour tout B > 0,

n : : — T
> > < (A,ip,C™ (x ))+mo(1)3(8,m,c (z ))>

Y<N(p)<Yaz™ N({)eT

771’ Z Vp Z N—l)—i—w(logx) B

Tlogz y 'on P Nier (i)

2
<L 71N z? ,
ou 'on a utilisé la majoration

(6.17) 3 (‘3) 1T

N@{i)eZ p<z” k

q

<L Tlog .

o - 12 3_ Lo s 14
En utilisant 1’ on peut considérer le cas Y > x2~ "™ en écrivant les idéaux sous la
(N1,Np)z3+0(m1)

forme jp avec N(j) = S=2=2Z——— pour obtenir la majoration
S o (32T n NS (B.i.c—(£3/2— )
S (sererm) s e (Bie @)
O
2,2 ~
<<77 i Z ﬂ +x2(logaz)_B
log x sroey N0)
N(j):c(Nl,NQ); 1
<<7'17723:2

Supposons désormais que h est & support sur les entiers y;-criblés ot y1 < 227" sans
perte de généralité. En procédant comme précédemment, on peut majorer la contribution

3
de Vintervalle /2™ <Y < 22~ ™ en observant que

> <5 (A,p,C (1)) ms (B7P7C_(y1))> <7

Y<N(p)<YaTL

n2x2

log 11 '

2—
Lorsque y > 3/ T on a

S (e s s e )

N(J) c¢(Ny, N2)(L3+O<T1)

n?x? Vpy... v _
e ST SR =S R
0 x ... <
8% Y1 <p2<--<pp<3z3/2+T1 P2 Pr Y<p1<Yz™t P

1 log x n?xz?
logy logy’
Un raisonnement analogue permet d’obtenir les estimations de Ag(|h]). O

Avec le choix de parametre de crible z = z7, on peut reproduire 'argument du para-
graphe 6 de[HBO1], basé sur le crible de Selberg, pour obtenir un équivalent asymptotique
de S(D,i,C~(z7)), conduisant ainsi & une borne supérieure de

. no Nr(n .
T(h) = Y @ > S |T™M(A i) - Wa(lm (B, iq)
N@{)eT N(q)<z!—*71 n=0 ’
P=(N(@)>a7

ott T (A,-) et T (B, -) sont définis par (5.15).
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Lemme 6.7. Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1, No) € N(n), yo > 27, y1 = 1
ouyy > x7, w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a

T < e (<7) 3 PP g

log N(i)ez ®)

Démonstration. A la suite de [HBO1], on applique le théoreme 7.1 de [ART4] et (5.21)

pour en déduire les formules

S(A,igp1 -+ pn,C (z7)) = U2$200M 11 <1 - 1) <1 +0 (eXp <_7:)>)

(iqp1 -+ pn) opr p
( > puld)*7(d)?|r(A, iqp: - pn,d)l)
d<a?1
et
om0 = RS T 1)( (e (=2)))
S(B,igp1 - pn,C (27)) = 1——)(1+0 ——
( ap1 p (.T) )) N(lqplpn) pgT D €xp .
( > w(d)*r(d)*|r(B,iqp; - pn,d)l)-
d<z?m1

En estimant la contribution des idéaux qp; - - - p, dont la norme possede des facteurs
carrés par , on observe qu’on peut se restreindre aux idéaux admissibles. Par
suite, dans la mesure ot N (iqpy ---pp) < 2273777 la contribution des termes de restes
|r(D,iqpy - - - pn,d)| pour D = A ou B est négligeable au vu des lemmes et On
en déduit alors, pour tout B > 0, ’estimation

2 2 . . .
n-x 1 h(V)]o (i) 2/ nrroy TKO) 2 -B
T(h) < Jo—exp (<) X FUEE S 0G) e + o (loga) 7
Tlogx T) N@er N(i) Niea N(j)
P=(N())>a
On utilise alors le lemme [6.5] pour estimer la somme en j

1\ TK () n Vp1--pn
Z MQ(N(J))%O) <<ZQ Z U

N(j)<z? n 2T <P < <Prp L2 P Pn
PT(N(j))>="
2" n —2
(6.18) <<ZH(—logT+O(1)) <7172,
n
ce qui achéve la preuve du lemme. O

7. ESTIMATIONS DE SOMMES DE TYPE II

Dans cette partie, on établit (cf. proposition infra) une majoration de

Sk =3 |A()] ES: 3 \S (A,i,C(i)(m, n,i))

N(i)eZ i=1mmn

7100 () .
T,NQ 708 (8.1, (m. 1))

ou les C)(m,n,i) sont définis par ) et (5.9), (5.10), i5 1), (5.12) (5.16), (5.17)
(-3). O

et (5.18)), ce qui permet de valider la formule heuristique n étend pour ce faire
Papproche développée dans les travaux de Heath-Brown [HBO1], & travers I'introduction
de sommes de Type II adéquates.
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Réécrivons les différents ensembles C¥)(m, m,1) sous la forme

CD(m,n,i) = U RO (m, (s1, s2),1) x {(s1,52)}
(51,82)€S® (n,i)

SO (n,i) = {(81,82) : Q(s;) = w(s;) = ny, (s1, s2) satisfait (Eji)(n,i)> pour j < 1}
ol (E](Z) (n, 1)) désigne une inégalité du type

YN ()7 < PE) (1) PEP) ()

avec Y > 0, ¢ € {0,1}, < désigne l'ordre <, <, > ou > et les P(@) sont définis dans

(5.5), et
R(l)(ma (51; 52)71) = {(7"1,7“2) . Q('f’z) = W(T’Z) =my,
(r1,72) satisfait (F'(i)(ma (31,52),1)) pour j < 1}

J

ol (F.(i)(m, (s1,82),1)) désigne une inégalité du type

N——

Y N ()PP (1) PE ) (r5) < PT ) (57) PT)(5).

Les inégalités (Ej@ (n, 1)) et (F j(l) (m, (s1,s2), 1)) introduits ci-dessus correspondent non
seulement aux hypotheéses sur le support de h mais aussi aux contraintes relatives a
la définition des C(i)(m,n,i), en particulier aux conditions 277 < s1s9 < 23277 et
P~ (s182) > a”.

A la suite de Heath-Brown, on introduit un paramétre ¢ = o(7) que l'on explicitera
dans les applications du paragraphe Une étape importante dans l'estimation de

S (D7i,C(i)(m,n,i)) consiste & trier les facteurs de s1s9 dans des intervalles du type

[3:’”5, PACERDS [ puis & remplacer les occurrences de ces facteurs par z¥¢ dans les inégalités

(E](i) (n, 1)) et (FJ(Z) (m, (s1, 52), i)), procédure que 'on détaille ci-dessous. Posant vy :=

\‘log N(i)
Elogx

J, introduisons les ensembles d’exposants
(7.1) USSP (n,vg)) := {? € Z™ x Z™ : U satisfait (E\j(i)(n,vo)) pour j < 1
et v # U sik’#l}

o ¥ = (TW, ¥®) et (E;(i)(n,vo)> désigne I'inégalité associée a (EJ(Z)(TL,l)) définie
par

logY
Elogx

si < désigne < ou < et

k1 ko
1 2
+ (v +1) < 3. ”i<)1) + “i()n
k=1 k=1 "k

log ¥ + evg > i (v(l) + 1> + i <v(2) + 1)
¢logz N N

5. Dans ses travaux, Heath-Brown effectue le choix £ = (loglogz) ™2 ot wo < w2 < 1. A la lecture
de [HBO1], il apparait en fait que les arguments demeurent valables pour des & satisfaisant (logx)~ %2 < ¢
ou 0 < ws < 1, hypothése que 'on supposera dans la suite.
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sinon, ainsi que
R(’L)(m’ 7’7}0) = {(T17T2) : Q(rz) = w(ri) = my;,
(r1,r2) satisfait (f?;(i)(m’ﬁ,vo)> pour j < 1}

ou <E(i) (m, , vo)) désigne 'inégalité associée a (Fj(i)(m, (s1,82), 1)) définie par

log (yp(?‘“)(rl)p(?@))(r?)) I Iy
(1) (2)
1) < .
Elog Hewt D < vo+ v

si < désigne < ou < et
log (Y P (1) P ) (ry) )
flogx

l1 l2
+ evg > Z <v(1(3) + 1) + Z <v(2(%) + 1) .
=1\ =1\

sinon.
Dans ce qui suit, nous adaptons la méthode détaillée au paragraphe 3 de [HBOI].
Introduisons, pour ¥ € N™ x N2, le poids d,, (s, 7) en posant

log N (p7) - 1og N (p)) 10g N (5 - log V (p2))

'U:(ll) o /U7(’L11)U§2) e U'SLZQ) (5 10g x)n1+n2

(72)  dy(s,¥) =

. . (4) ; (%)

sis = 5169 ou Q(N(Ez)) = QK(Sl) =N, 5 = pgz) - p,(fl) avec % 3 <N (p,(:)) < x(”k +1)¢
pour 1 <k < n;etie€ {1,2}, et dy (s, 7) = 0 sinon. Posons également, pour tout sous-
ensemble R de N? et toute paire d’idéaux (t1,t2) la quantité,

(7.3) b(t1, 12, R) = { L s V() N(ez)) € R,

Dans lesprit du lemme 3.7 de [HBO1], il est naturel d’approcher S (D, i, (m,n, 1))
par la quantité

S (D, i, (m,n, i)) = Y 8 (D,i, RO (m, ¥, vo))
T eSO (n,v0))
ou

o~

(74)  S(DiROmM, F,w)) = Y b(er, v, RO (m, T, v0))dn (s, 7).

t1,t2,5€7 (K)
ityros€eD

Il en résulte ’apparition de termes d’erreur
(75) RO(m,n)= Y [h()| (R (A,1,¢ (m,m, )
N({i)eZ

b e O (8..¢0m n.0)

ou, pour D = A ou B,
R(D,i,c"(m,n,i)) = \s (D,i,¢0(m,n,i)) = § (D,i,¢0(m, n), 1)] .

On peut obtenir une borne supérieure de telles quantités en reproduisant les différentes
étapes de la démonstration du lemme 3.7 de [HBO1].
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Lemme 7.1. Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), y1 = 1 ou
y1 > 27, yo > 7, w un compleve de module 1, h € M(w;y1,y2) et &€ < 72, on a pour
tout i € {1,...,5},

2,..2 .
7.6 RO (m, —61° GROL - 2 B
70 R Rmm <y 2 oW e es?)

m,n

Démonstration. On ne décrit ci-dessous que la contribution des termes R (A, i,c (m,n, i)),
le traitement de R (B, i,c® (m, n,i)) étant en tout point similaire. Soient i un idéal tel

que N(i) € Z et vg = Vzglgg)] Observons 'inégalité triviale

R (A,i,c@‘) (m, n,i)) <R (A, i,C%(m, n,i)) + Ry (A, i,c® (m,n,i))
+ Ry (A,i,c@‘) (m,n,i))

ou le terme Ry (.A, i,CO(m, n,i)) est défini comme la différence

S(AiLCOmn i)~ Y > b(ene, RO, (N(sr), Nis2)), i)
FeusOno) I

dn(51527?)750

et résulte de Pintroduction de +(S®(n,v)), le terme Ry (A, i,C(m,n, 1)) provient du

remplacement de 1 par dy,(s159, 7), a savoir

3 > 1= dn(sise, B)[b (w1, 1, RO (m, (N(s1), N(s2)), 1)
TEUSO(mwo)) (I

dn(s152,7)#0

et le terme R3 (A, i,C%(m,n, 1)) apparait en remplacant le terme R (m, (N (s1), N (s2)), 1)
par R (m, o, vo) dans b(ryre,...).

Dans la mesure ou

(7.7) dn (p1" - p WP 52 W) =140 (¢772)
des que v € < N(pg)) < o+ (cf [[HBO1] p.44]), il vient I'inégalité
(7.8) Ry (A,1,C0(m,n, 1)) < &7729 (A,1,¢0 (m, n, 1)) .

On sépare la suite de la démonstration en deux parties selon que ¢ = 1 ou non.

Cas i € {2,...,5}. Au vu des définitions (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12) de C)(m,n),
il existe au plus un couple (m,n) tel que N(ts) appartienne & C()(m,n). Par suite, on
peut observer, en suivant I'argument de la preuve du lemme 3.7 de [HBO1] que l'on a,
pour tout N(i) € Z, estimation

>R (ACO0m, (n,0),1) < 3 S S(A,ip1 -+ pn, C (27))

JLTH (N (p1), N (pn)) €A (n)

AP () = {(p1y- . pa) 127 <p1 <+ < Py
2T < preopn <277 (pr, ... pn) satisfait (E](Z) (n))}



38 ARMAND LACHAND

t (Ej(z) (n)) désigne une inégalité de la forme

_ _ _ _ —1
i <p1 <yt pr  <pa <y, T p, <2l pypy = 2TTHOETT)

14+74+0(e77 1) 3/2—7+0(¢771)

PP =1 PLopn =1 ou p; < pjr1 < 2°p;.

En utilisant les lemmes [6.4] et [6.5] il suit ainsi, pour tout B > 0, 'estimation

Z |h(1)] Z Ri(A,i,CD(m,n,i) < 57'74772562 Z |h(1)|0(1) + 2%(logz)™B

N()ez mn logz (&2, N

Compte tenu de la borne triviale >, , S (A, i,C% (m, n)) < S(A,i,C(27)), la ma-

joration

2,.2
‘ 3N h(V)]o (i) B
E |h(1)] E Ry(A,i,CD(m,n,i)) <¢&r log 7 E NQ +2?(logx)~
N(i)ez N@{)eZ

est aussi une conséquence immédiate du lemme combiné a ([7.8)).
Considérons a présent R3(A,i,C (@) (m,n,i)). On remarque que les termes d’erreur qui
apparaissent proviennent des idéaux ts qui satisfont les conditions

P™(N(s))z™* < P¥(N(v)) < P7(N(s)) ou P*(N(s)) < P™(N(r)) < P*(N(s))a".

Lorsque i € {4,5}, on a alors, d’apres les lemmes et I’estimation suivante, valide
pour tout B > 0,

Z Z R3 (A 1 C m7n7i)) < Z Z S(Aaiplp%c_(lﬂ—))
N(i)ez m,n N{)ET z7<N(p1)<zt~—1
N(p2)=2?© N (p1)

2 2 . .
< 57‘3;7—:6 > W + 2%(log z) 5.
o8t iz, NG

D’autre part, si i € {2,3}, les lemmes et permettent d’obtenir, en posant j =
ip1pal, la majoration

Z > Rs (A i,CD(m,n 1)) > S(A,ip1p2,C™ (7))

ez mn 2T <N (p1)
N(Pz)_lo(é)N(m)

< > Y. S(AipLC(27)
N(G{)eZ 2T T <N(p1)
N(ip1)<a?~™
N(P1):%Ou(>£)
P=(N(l))>z7

o h(i)|o (i) 201 -B
<&r log x %:ez N(i) + 2 (logz)

valide pour tout B > 0. Ceci achéve 'estimation de R (m,n) lorsque i € {2,...,5}.
Cas i = 1. Dans un premier temps, considérons la contribution issue des ensembles
CW(m, (1,0),1) et C1((2,0),n,1i). En observant que le nombre de couples (m,n) dans
lequel intervient chaque idéal tjtos189 est borné si N(ritesis2) < 323, les arguments
précédents s’adaptent sans difficulté nouvelle, conduisant aux bornes supérieures

2 2 N .
Rra 3N h®]o@) | 2 . .\-B
Z 0)) <& long(iZ)eI NG + 2*(log 7)
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et

2,.2 hi ;
ZR(l)((QaO),n) < 57_—477 z Z | (1)"7(1) +22(logz)~B
n N({)eZ (1)
pour tout B > 0.
Considérons & présent les ensembles C™M)(m, (n,0), 1) lorsque n > 2, définis par ((5.17).

On a la majoration

> Ri (Ai,cO(m, (n,0),i)

< > > > S(A,it1pr - pn,C7 (N (p1)))

JLTTE N(e)<e! ™4 (N (py),..., N(pn))eAlt (n)
P~ (N(t1))>z" J

Agl)(n) = {(pl,...,pn) T <pp <o <K< pp < 2T,

— e 1
po-pp < 2T < prooopn <2377 (py,. .., pn) satisfait (E]( )(n))}

et (E](l)(n)) désigne une inégalité de la forme :

+£

-1
2T <pr <2 pyep, = gHTHOETT)

preepy = g tTHOETTY

Y

_ —1
= 2?20 ou py <pip < atpy.

P11 Pn
On traite la contribution des inégalités

_ x1+T+O(fT71) et 3/2—7—&-0(57’71)

P11 Pn P1"Pn=2
en utilisant les lemmes [6.4] et [6.5] En estimant la contribution des idéaux i, t1 et to
satisfaisant N (itjvg) = Yxo(éfl), avec Y = 23/2%7 ou 2277, on observe en effet que

Z |h(i)] Z S(A,ir1re,C (27))

N(i)eZ P~ (N(rir2))>z"

N(itltg):Ymo(sTil)

_smia? > (@) ()

)—B
log = '

<& + xQ(log x

N(i)ez N (i)

Supposons n > 3. Pour les ensembles A;l)(n) restants, au moins I’'un des p; n’apparait
pas dans la définition de Ej(n), disons p,,. Observant que

3 3 S(A,iv1pr---pn,C™ (N (p1)))

N(e)<z' ™ (N(py),...,N(pn)) €A (n)
P~ (N(t1))>z" J

<<7'_1 Z Z S(A,it1p1 ~--pn,1,C_(xT)),
N(t1)<zl =471 T <N(p1)<-<N(pn-1)
P=(N(r1))>z" (N(p1)ye--sN(pn—1),1) satisfait (EJ(U(n))
N(p1-pn_1)<ztt7
on déduit, en utilisant les lemmes [6.4] et I’estimation
> OIS Y R (A5, (m, (n,0),1)
N()eT m nz3
hilo

ot o)

N@)ez N()

+ 2%(log z) 5.
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Si n = 2, argument précédent échoue uniquement pour l'inégalité p; < ps < przt.
Le cas échéant, il apparait que z'/2 < p; < x3/477/2 ce qui permet de majorer cette
contribution par

S ) S(Aipip2.C(a7))

N(ez 1/2<N(P1)<N(P2)<N(P1)9E£<&?%

1P’ 3 [h(V)]o (i)

2 -B
1 .
log x N(i) +a”(log )

<&

N(i)ez

Par des arguments similaires, les estimations (|7.7)) et ([7.8)) permettent de majorer la
contribution des termes Ro (.A, i,cM(m, (n,0), i) par

S DO D > S(A,itips - pn,C(z7))

N()eZ N(t1)<a' =471 n>227 <N (p2)<--<N(pn)
P=(N(r1))>2" N(p2---pn)<a!t7

2 .
<&r® i Z a(i)’h%)) + 2%(log z)~ 5.
N({)eZ

Achevons la démonstration du lemme en étudiant la contribution Rs (.A, i,cM(m, (n,0), i)
issue de l'inégalité

P~(s) < P (rp) < P (s)zt.

Si n > 3, on majore ce terme d’erreur par

S Y > S(A,it1pp1---pn, C~ (N(p)))

N(i)ez N(r1)<zl=471 27 <N(p1)< <N (pn) N(p1)<N(p)<N (p1)z8
P=(N(x1))>z™ N(p1-pn1)<a'*7

S YNLCINEDY 2 S(Asterppy - pa2, €7 (aT))
N(G)eT N(e1)<z'=471 27 <N(p1)<+<N(pn—2)
P=(N(x1))>a™ N(p1)<N(p)<N(p1)zt
N(pp1--pn—2)<al*t™

o2 5 (Wl

_B'
N({i)eZ (l)

+ 2% (log )

Lorsque n = 2, on a P~ (s) < 2*/* et la contribution de tels idéaux est inférieure &

< Z > > > S(A,ivipp1,C (N (p1)))

N()eZ N(t1)<z1*471 2T <N(p1)<zl/2 N(p1)<N(p)<N(p1)zt
P_(N(tl))>$7—
+ Z 1 | Z Z S(Aa ipplac_('xT))
N()ez TV/2< N (p1)<a3/4 N(p1)<N(p)<N(p1)at
e’ hW)le@) | o B
<gr Tt Y e 4 P (log ) TP
log x N@ez N(i)

O

Au vu du lemme précédent, il convient de montrer que la quantité M%a(i)g (B 1,C9(m, n, 1))

constitue une bonne approximation de S (.A, i, (m,n, 1)) Estimer S (B, i,CO(m,n, 1))
se ramene a étudier les idéaux py - - - P, +n, tels que le ny+mno-uplet (N(p1), ..., N(Pni4ny))
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appartienne a ’ensemble

ni+nz
G(?,t) = {? e RMTM2 . g € [:L‘“ig,:v(”#l)g{ pour 1 < i< ny+ng et H r; < t}
i=1
Pour considérer de tels idéaux, Heath-Brown obtient dans [HBO01] la généralisation sui-
vante du théoreme des idéaux premiers.

Lemme 7.2 ([HBO1], Lemma 4.10). Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en t > 1,
r>2,1<n<1t et ¥ e N satisfaisant T < v;€ pour j € {1,...,n}, on ait

(7.9) Z H log N(p;) = w(t) + O (t exp (—c\/log :cT))
(N(P1),--sN () EG(T 1) i=1
ot w(t) = w(V,t) désigne la mesure de G(U,t).

Le comportement analytique de la fonction w définie dans le lemme a été étudié
dans le paragraphe 8 de [HBO1].

Lemme 7.3 (Formules (8.3) et (8.4) de [HBO1]). Pourt >0, h>0etn>2, ona

|w'(t + h) —w'(t)| < —(log x)" 2

NE

et
0 <w(t) < (Eloga)" L.
De plus, si n = 1, alors la dérivée a droite w'(v1,t) est la fonction caractéristique de

lintervalle {m”lf, GRS {

En reproduisant l’argument développé dans le paragraphe 10 de [HBOI1], on peut
utiliser le lemme H pour obtenir une estimation de S (B,i, C(m,n, 1))

Lemme 7.4. Soit i € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, (N1,Naz) e N(n), i € T et
vo = 0, on a ’estimation

G (B,i,c(")(m,n,i)) _ ‘W 3 ) (i,R(")(m,ﬁ,vo), 7)‘

m,n Feu(S@ (n,0))
(7.10)
<<7720(N1,]Y2).I'3
E2N (i)
o, pour tout sous-ensemble R C N2,
(7.11)
. . b(tl,tg,R) / C(Nl,N2)$3
2LRY) =D m—m — Y\ T NGuw) )
e U] Ung 07 Uny (§ log @)™ A2 N (v ) 1%2

Démonstration. Compte tenu des définitions ([7.1)), (7.3) et (7.4), il suffit de montrer que,
pour tout n > 1, T € N™ tel que v; # v; si i # j et tout ensemble R(m) tel que

R(m) C {(r1,72) : Q(r1) = w(r1) = m1, Qre) = w(ra) = mg et P~ (rirg) > 2"},

on a

(7.12) 37 IS(B,i, R(m), ¥) — (N1, Na)an

m

(i, R(m), ) n?c(Ny, No)a?
< ;
N({i)vy - vy,
ol

S(B,i,R(m), 7)== > b(t1,va, R(m))dn(s, V),

itjroseBB
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log N(p1)---log N(pn) C e L . vi€ (vi+1)E
oy = { PR 0 M € e

et
. . b(tl,tQ,R(m)) / C(Nl,Ng)x?’
(i, R(m), ¥) = \:12;2 V1 vp(Elog 2)" N (t1t2) ( N (it1to) )

Une fois cette estimation établie, la majoration ([7.10|) se déduira directement de I'inéga-
lité

n\ 2
1 1 1
T3 > Y o m @S (Zm( 2 v) ) <

n FeSO (nw) V1 Una U Ung n veE 1

A la suite de [[HBO01], Section 10], observons tout d’abord que

—~

7.14)
SB,i,R(m), 7)) =Y b1, v2, R(m)) 3 ﬁIOgN(Pz‘).
=1

.. n
/U]. Un(g log x) I”l£<N(p1)<$(v1+l)§

T1,v2
x”nng(pn)<x(Un+l>§

¢(Nq,Ng)z3 ¢(N1,Ng)z3
TNty <NPrp) <SERtTE - ()

Le lemme [7.2] permet d’estimer la somme intérieure, ainsi égale &

(7.15)

w <C(N1,N2):L’3(1 + T])) Cw (C(Nl,NQ)JI3> L0 <C(N1,N2):L’3 exp (—CW)) '

N(itltz) N(itltg) N(itltg)

Supposons que n # 1. Le théoréme des accroissements formules et le lemme [7.3] en-
trainent

(7.16)
C(Nl,NQ)JZ3(1 +?7) c(Nl,NQ):U3 C(Nl,NQ)??X3 , C(Nl,NQ)CUg
w - —w , = - w -
N(itirg) N(ityva) N(itirg) N(ityra)
+0 (n(¢log a?)’”))
ce qui implique ([7.12)).
Dans le cas n = 1, la dérivée a droite w’ étant la fonction caractéristique de [x”ls g1 t1E [,
il s’ensuit que l'estimation ([7.16) est valide sauf éventuellement lorsque % <
xv¢ < %i()lm avec v = v1 ou vy + 1. Pour estimer la contribution de ces derniers
idéaux, il suffit d’observer que, d’apres le théoréme on a
b(ry,ta, R(m e -
Z (t1,v2, R( ))<< Z : <<7760‘rl'
Np,No)a3—vE N(tth) N1 No)a3—vE N(J)
N (rre2) =SR2 (140 () N(j)=FLR2— (14+0(n))



FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3 43

En raison du phénomene de parité, 'argument de la preuve précédente ne permet pas
d’estimer l'analogue de ([7.14) avec A, a savoir

> ﬁ log N (p;)-

w”lféN(p1)<x(”1 +1)¢ =1

Ivnng(pn)<x(Un+1>§
ipr--pnritz€A

En vue de lever cette obstruction et de contourner partiellement la dépendance en n
dans la somme précédente, introduisons, en nous inspirant des notations (5.10), (5.11)
t (5.12) de [HBMO2], les quantités

S, (,4, i,c<i>(m,n,i)) = Y & (A,i,R@‘)(m, 7,v0))
T eSO (n,u))
ou
ge (A7 i? R(i)(maﬁav())) = Z b (tth,R(i)(m,?,’Uo)) €n (ﬁaﬁ)
itrose A
avec

(7.17)  en (5,7) = w'(N(s)) > M}dj)lOg(xT/Q)
e R (I TO L NG))

N()<z™/2

Compte tenu de la définition de w et du lemme 7.3 E’ on peut observer que ey, (s, 7)

dn, (s, 7) sont
(7.18)

< 7K(s)logz  si0< l‘g%j;(j) - (v§1) doro o g v(?) < ny + ng,

=0 sinon.

Dans le lemme suivant, nous estimons asymptotiquement la quantité §e (.A, i,c® (m,n, 1)) .
Les estimations de Type I combinées & la formule de Perron permettent de la relier a
S (B, i,c® (m,n, 1)) en suivant 'argument développé au paragraphe 10 de [HBOI].

Lemme 7.5. Soiti € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, (N1, N2) € N(n) et vy > 1,
on a l'estimation

Z Z S, (AlC (m,n,i))
N({)eZ
TN (i) <z(vo+DE

—0 772x2;—[(1) Z by (i,R(i) (m, ¥, v), 7) < n%x2(log x)°
() T eSO (n,v))

ot X1, R, V) est défini par :

Démonstration. Dans Pesprit de la preuve du lemme 3.9 de [HBO1] et compte tenu du
3
lemme commengons par remplacer w'(N(s182)) par w’ (%) Sing+mng > 2,
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on utilise successivement le lemme I'inégalité de Holder et le lemme [2.1] de sorte que

b(--- , , [ (N1, N 3 ‘ 27/2
Z (flog(x)”)ﬁn? w' (N(s182)) —w <(]\71(1t152))>‘ Z px (j) log (N(j))

1,e1,2,81,82 jls152
ityres160€A N(j)<xT/2

1
n4 N
L -5 E TK(])
2
13 loga:jeA

1 1/40
i 200
<« H#A39/40 ( E K (m + m%) )

2
5 logzv 1<ny,ne<2x
11
< 15 2*(logz)°.
c(Nl,Ng)x3
N (ityra)

1
est vraie excepté pour les idéaux qui satisfont N(ivite) = (N1, Na)z37%¢(1 4+ O(n1))
pour v = vy ou v; + 1. Par suite, en utilisant le lemme [3:4] on peut majorer le terme
d’erreur ainsi engendré par

<& Y 1k(s) > K (v)

i,5 SN 3—wv 1
Nyer N(lt)—C(NlJ\ggZA £(1+0(n1))

Considérons & présent le cas ny + ny = 1. La formule w/(N(s152)) = v’ (

44/45

1/45
<¢! > #A; ( >k (n+neV?) 135)

N()<a?="/2 Isn e <
1
N(j)=c(N1,N2)z* "¢ (1+0(n1))

<<77%SC2 (log x)°.

Définissons

D (. T v
1 (i’R(i)(m,?vo)) =2 0 b<tl’t2’R . ¥ 0)> w’ (C(Nth)xg)

T Uy U7(111)'U§2) .. ’U7(122) (é‘ 10g x)n1+n2 N(itltg)
) xT/Q
X Z HK (])#Antzij log W .

N()<z/2

Dans la mesure ot N(itjtzj) < 2277/2, le lemme combiné a l'estimation a(tjte) =
1+0 ( L ) entrainent, pour tout B > 0, I'inégalité

TxT

> Y% (LR (m, W w))

N()ez m

6772x2 . i a(ij) ; xT/Q
R ("R( /(m, 7, v0), 7> N(j)%ng N(U)MK(J) o <N(j>>

(7.19)
2

(1), (2) (2) (

x
1)
...'Unl'Ul ...'Un2

logz) 5.

<
P
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Il s’agit & présent d’étudier la somme sur j. Ecrivons
I 7/2 /2
a(ij . § i,m) T
(7.20) Z N((j;'uK(J) log (N(])) Z (m)
N()<z™/? m<a:7'/2
ou £(i,-) est la fonction multiplicative définie par
(7.21) =Y <())
N(j)=p*

lorsque «(i) # 0.
En reprenant un & un les arguments de Heath-Brown conduisant a [[HBO1], (10.4)],
on observe, en appliquant la formule de Perron & la série de Dirichlet Cg(i .)(s) engendrée

par g(i, -), que 'on a

2 N(EBMK(]) log (]i(i) = W%—gg(i) +0 (exp (—cW)) :

N()<z™/?

O

L’estimation du terme d’erreur qui apparait avec le remplacement de d,, (s, 7) par
en (5, 7) a constitué le tour de force majeur des travaux de Heath-Brown (voir a ce
sujet les paragraphes 8, 9 et 11 & 13 de [HBO1]). De telles estimations de sommes, dites
de Type II, se révelent étre I'ingrédient nécessaire pour s’affranchir du phénomene de
parité.

Lemme 7.6. Soit B > 0. Uniformément pour h : J(K) — C bornée par 1 et b :
TJEK?Z = [-1,1], 222 a4 <V<ai 7 et £, ona
Syi= > h(i)b(r1,r2) (dn (5, V) — en (5, 7)) < 2*(logz) P
i,5,01,t2€ T (K)
ityros€ A

V<N(s)<2V
ot la constante implicite dépend du zéro de Siegel.
Démonstration. La preuve étant calquée sur les arguments développés dans [HBO1] et
[HBMO04], nous nous contentons ici de souligner les différences. Introduisons I’ensemble
des idéaux primitifs, a savoir

P :={j € J(K): pOk tj pour tout premier p}

et observons que A C P.
En vue de s’affranchir de la condition de coprimalité dans la définition de A, écrivons,
a l'aide du principe d’inclusion-exclusion, la relation

Sv =Y ulm)Sy(m)

m=1
ou
= 3 h(@b(rr) D da (s, V) —en (s, V)
ityto€P s€P
V<N(s)<2V
ityras€A(m)
et

A(m) = {n1 +nsV2: (n1,n2) € C(N1, Na),m|(ny,ma) }
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Soit M > 1 un parametre qui sera explicité plus tard. Au vu de ([7.18)), du lemme
et de la borne sur b et h, on estime la contribution des entiers m > M en s’inspirant de
la majoration (11.2) de [HBO1] par

(7.22)

S r@b(rr,v) D dn (s, 7)| < logz Y &G < i;(loga:)c.

m>M |itito€P sEP m>M]eA )
V<N(s)<2V
itjras€A(m)
Une estimation similaire est valide pour la contribution des ey, (s, 7)

Pour traiter les entiers m < M, on suit essentiellement la démarche développée dans
la preuve du lemme 3.10 de [HBO1]. Soit Y < z7/3 un paramétre qui sera explicité en fin
de preuve. A la suite de Heath-Brown, on introduit un systéme de générateurs d’idéaux
primitifs a travers la condition

N(5)1/3651/2 < 5 < N(5)1/3g(1)/2

et on note B les coordonnées de 3 dans la base {1, v/2, ¥/4}. En reprenant les arguments
des chapitres 11 et 12 de [HBOI], on obtient I'existence de Vo~ 'Y 1 < A « Vol

Y? < Z < 2Y? et d'un cube € := € x € tels que I'on ait la majoration suivante,
analogue de [[HBO1], Lemma 12.2],
(7.23) Sy(m) < 22V "2 (logz)° + 232V 12y TSN (m, Z, A, )2 (log )
SW(m, Z, A, €) = 3 S w(d)SP(m,d, D, )
De }Z 1A7YZ2A] dD<dg
avec

8(2)(m7d’D7€) = Z fn (/81’7) fn (ﬁ?vﬁ) €m,D (/81752)7
(P1),(B2)eP
pr1e€y,B26Cs
dD|B1AB2
ou

fa(B, V) = dn (BOK, F) — e (BOK, V),
€m,D (BL@) = { ! S% mDlp: (31’52) P2 (Bl’BZ) ' q1 (51,32) 1 G2 (51,32)
0 sinon,

les formes cubiques p1, p2, g1, g2 étant définies dans le chapitre 12 de [HBO1]. En reprenant
mutatis mutandis les arguments de [[HBMO04], Section 5] basés sur l'introduction de
caracteres additifs, on peut réécrire S (2)(m, d, D, €) sous la forme

1
2) —
S (m,d, D, ¢) (md Do > * T (A, by, by) S (mdD, by, 1) S (mdD, by, €5)
\e(Z/(dD)Z)
b1,b2€(Z/(mdD)Z)3
avec R
Eecmz3
(B)eP
et

NI Y EUES CIE S FURS R TRy

13574575 D mdD
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ou la sommation porte sur les n3,m, € Z/mZ et ny € Z/(dD)Z satisfaisant
H;j (ny,\ny +dDn3) =0 (mod mD).

La propriété d’orthogonalité des caracteres additifs et la majoration triviale entrainent
que

3,,,6 . _
IT (A, by, bo)| < { (dD)*m® s by + Ay =0 (mod dD),
0 sinon.

De plus, si T' (A, by, ba) # 0, alors by est déterminé de maniére unique modulo dD par la
donnée de A et de by. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors ’estimation

m3

(dD)? i= 12b 2

(mod mdD)

S@(m,d, D, ) < |S (mdD, b, &;)[*.

Afin d’appliquer une inégalité de grand crible, on réduit les phases b(mdD)~! & des
phases irréductibles bl~!, c’est-a-dire telles que (I,b1,be,b3) = 1, en suivant [[HBOI],
p. 78]. On remarque pour cela qu’une phase bl~! apparait avec un poids qui peut étre
majoré uniformément en m par

(v (1 logV
> Z dD m’ Y ()<<m5§)a:Y‘g/.

2
D>Vz—1ly-1 v2Vr-ly—!
l|mdD Iv
Au vu de la condition dD < dgy, on en déduit que

1) m xY(loga: (1)
(7.24) Sy’ (m, Z, A, €) < % max Z Z S (1,b,¢;)
I<mdyp b (mod l)

l
ou la sommation Z() porte sur les vecteurs b mod [ tels que (I,by1,b2,b3) = 1. On
peut alors reproduire étape par étape les arguments du paragraphe 13 de [HBOI1] pour
majorer la somme du membre de droite de ([7.24)). Il s’ensuit la majoration

(7.25) S (m, 2,A,€) < maV (YQ 4 Y577/ (log 2)°
ott @ := (logz)“®) avec ¢(B) > 0 une constante qui peut-étre choisie arbitrairement
grande.

En combinant les estimations (7.22)), (7.23) et (7.25) avec les choix Y = M* et M =
1/288
1

, on obtient finalement

Sy < z*(logz) L.

L’uniformité du résultat en (logz)~%2 < { < 7 ainsi que la non-effectivité de la constante
implicite sont des conséquences directes de la preuve du lemme 3.8 de [HBO1]. O

En conclusion de cette partie, on peut énoncer une borne supérieure du terme d’erreur
S(|h|) défini par (5.22]).

Proposition 7.7. Soit B > 0. Il existe une constante ¢(B) > 0 telle que, pour tout
co > ¢(B) et uniformément en x > 2, (N1,Na) e N(), y2 > 2", yh =1 ouy1 > 27, w
un complexe de module 1, h € M(w;y1,y2) et (logz)™ ™ < € < 72, on ait

S(|n|) < n*z*(logx)~ —|—ZZR(Z (m,n)

i=1 mmn

pour le choiz 1 := (logz)~%, ot les RY (m,n) sont définis par .
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Démonstration. Soit ¢; > 0. Puisqu’il y a au plus O (¢71) choix p0551bles pour chaque
v; et compte tenu de 'hypothese (logz)™" < &, les lemmes n H et [7.6| entrainent

Pexistence d’une constante co > 0 indépendante de ¢ et n telle que, pour i € {1,...,5},
oo N (4) .
(m,n,i) — ————0c(i)S(B,C" (m, n,i))
,,,Zl;l NZ c(N1, Na)z

< 22 (771?,1 + (log x)_cl) (log x).
En choisissant ¢(B) = 5(ca + B) et ¢1 = 2¢o + ¢2 + B et en utilisant la formule

S<YY Y

i=1mn N(I)EI

§(A, ¢ (m,m, i) — wa(i)ﬂg,d“(m,n,i))‘

5
+ Z Z R(i)(m n)

i=1mmn

on en déduit le résultat. U

8. APPLICATIONS DE LA METHODE

Compte tenu des résultats des paragraphes précédents, il est possible d’estimer les
différentes quantités intervenant dans la proposition ce qui conduit au résultat sui-
vant.

log x

Proposition 8.1. Soit € > 0. Uniformément en x > 2, yo > exp (W

compleze de module 1, h € M(w;1,y3) et (N1, N2) € N(n), on a

),wun

100 77 2
8.1 My(A) — — 170 ppo(B) <« — 18
(8:1) w4 c(N1, Na)z wB) < (loglog z)!~
D’autre part, si h € M(w;y1,y2) ot y1 > exp (Mll;;%), alors on a
100 n?x? log x
2 M, -—M, .
(52) WA (N1, Na)z Wl < log y1 log y1 (loglog x)!~=

Si, de plus, exp (@%) <y1 <y <& , alors on peut remplacer dans

et le terme 1/(loglog x)'~¢ par exp (—(log log x)1/2_€>.

Démonstration. Soient 7 := (loglogx)*/>~t et 7y := (loglogz)*~!. Les lemmes [6.1] ., .
et [6.7] fournissent une borne supérieure des quantités Ag(|h[), (\h| 2T, x™) et T(|h|)
qui est négligeable, compte tenu des choix de 7 et 7. En utlhsant la proposmlon@ avec
le choix & := 77, le lemme [7.1] -, ainsi que la majoration , on obtient d’autre part
I’estimation

1/2—¢

S(n]) < mn?z?.
Enfin, le lemme permet d’estimer Aq(|h]) et Aa(|h]), ce qui conduit a (3.1
L’estimation s’obtient en utilisant en lieu et place de et en notant
que O(|h|,z™,2™) = 0.

Supposons & présent que yy < x1/27¢

et posons 7 := (loglogx)*/2~1/2 et 7 := ¢/2.
Sous ces conditions, on observe que seuls interviennent les éléments de (’)S)
discussion du paragraphe [5l On a alors
190
M, — ——————— M, S(B S(h|) + O(|h], 27, 2™) + Ao (|h]) .
A) = R MonS(B) < (1) + (B a7, 3™) + Ko (1)
On en déduit le résultat en utilisant 14 encore les lemmes [6.1] et [6.3] la proposition [7.7]
avec le choix £ := (logx)™" ainsi que le lemme O

dans la
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En combinant le résultat précédent avec les ordres moyens établis dans le para-
graphe [£.2] on peut en déduire les théorémes et et le corollaire [I.2]

Preuve du théoréme L1l et du corollaire[1.3. La proposition [£.2] entraine que, uniformé-
ment en (N7, N3) € N(n) et dans le domaine (1.8]) défini par

log z 3
> — 27 ) <y<
z23, eXp((loglogx)l_E) SYS I
on a
noo 61222 ( ( log(u + 1)))
—— M, = — 1 log1 — ).
(V). No)x 15y (B) = —5—p(3u) {1+ 0 (loglogz g

En sommant sur les différents (N1, N2) € N (n) (voir la formule (2.8)), le théoréme
découle de la proposition 8.1

Pour démontrer le corollaire on peut se restreindre au domaine , le résultat
étant une conséquence de [[dIBB06], Corollary 1] lorsque u > (loglogx)'~¢ (voir la
remarque qui suit le corollaire . Considérons la convolution

2
€T T

m<logx m>log x

Le corollaire s’obtient comme conséquence du théoréme puisque l'on a, d’apres (4.27)),
la suite d’estimations

. w:p(gu) > 12<1+O<logmlog(u+1)))>

m< (logz)B m m< (logz)B log Yy
w2 log(u+1)
=—p(3 140 —=)].
6" u)< " ( logy >>
U
Preuve du théoréme[1.3. Soit h € M(w). La proposition [4.1] permet d’évaluer M, (B) :
_ h) loglog x
M (B) = ¢(Ny, No)na® (31 “’1<U( O<>)
n(B) = ¢(N1, N2)nz” (3log z) Tw) log =

Le théoreme [1.3| apparait alors comme une conséquence directe de la proposition (8.1

et de 1} dans la mesure ou I'hypothese |w — 1| > W implique I'estimation
- 1
(log )"~ < ogrogmyr=e- O
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