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Linéarisation d’une itération inversible bornée dans R*
par des fonctions de Weierstrass-Mendelbrot
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Email: guy.cirier@gmail.com

Résumé

Soit une itération de R®dans R définie par un difféomorphisme polynomial borné.
On montre que les courbes invariantes tendent vers des courbes paramétrées par des
fonctions de Weierstrass-Mendelbrot. Cela justifie les calculs d’échelle
d’autosimilarité et de dimension fractale comme le pratiquent des praticiens sur des
itérations chaotiques. On applique ces résultats au calcul différentiel.

Abstract

In this paper, we study an iteration in R defined by a diffeomorphism polynomial
bounded. Invariant curves tend to curves with parametric Weierstrass-Mandelbrot’s
functions. So, self-similarity and fractal dimension calculus are justified. We apply
these results to partial differential calculus.

Mots clefs : Itération bornée, courbes invariantes, fonctions de Weierstrass-Mendelbrot, Hénon, EDP,
Navier-Stokes.

Key words: Bounded iterations, invariant curves, Weierstrass-Mendelbrot functions, Hénon, DPE,
Navier-Stokes.

I - Introduction

Soit f une application de R%dansR?. On appelle itération la méme application fsi elle est itérée

indéfiniment : fo fo...o f= f%” . L’équation de Perron Frobenius qui caractérise les mesures
invariantes sous I’itération f , a été le point de départ de deux articles précédents : le comportement

déterministe de f prévaut dans [5]; mais, dans [6], le point de vue probabiliste differe. On

approfondit ici 1’approche déterministe en la situant dans un ensemble borné C cR? tel
que f(C)c C . Les résultats obtenus ici justifient certaines méthodes utilisées par les praticiens.
Remarque

Les points fixes f(0)=0et les v.p. associées vont jouer un rdle essentiel dans ce qui suit.

Malheureusement, 1’itération de f crée de nouveaux points invariants sous f (") Ces points forment
des cycles tels que [ (¢t) =& avec f(@)# o . Soit Fix(f(")) cet ensemble. Soit f, la collection
des itérations f, = (f,f@,...f 7. you f? = fo fPV Tout ce qui se dira dans la suite pour le

point fixe f(0) = 0 sera valable encore pour toute la collection des Fix(f,) = upFix(f(”)) )

1- Hypothese HO
Les itérations fet ' sont polynomiales bornées dans C. En f(0)=0, les valeurs propres A

de f'(0) sont non résonantes : 1# A" pour tout n € Z* . Les v.p. A > lappartiennent a R* —Q* .
Si les v.p. réelles|l| >1 sont négatives, quitte 2 itérer 2 fois f, a(A’t)= f o f(a(t)), on travaillera

donc toujours avec 1 >1eR"™.

2- Résultats connus et admis lorsque f est un C - difféomorphisme dans R | k >1



Sous ces conditions, méme si f est seulement un C*- difféomorphisme avec k =1, Steinberg [10] a
construit, d fonctions de linéarisation C" : @, o f(a)=A,0,(a), {=1,..,dau voisinage de 0.

Sous les mémes conditions, on peut écrire I’équation fonctionnelle a(At) = f(a(t)),t € R?et 1’on
obtient d fonctions invariantes a(t): a,(At)= f,(a(t) (=1,..,d , souvent appelées séparatrices.
Dans les deux cas, les applications ¢p et @ sont construites localement avec des séries. En outre, on a
"unicité de @ et de @ pour une matrice jacobienne unité en 0 .

On construit d’abord a(t)avec les séries de Steinberg définies au voisinage du point fixe 0.

Soit p>0 le rayon de convergence de a(f). Puis, en choisissant £: t| < p, < p, on prolonge

a(A’t) e C pour Vp € Z par itérations successives, donc pour V¢ € R?. Cette solution unique sera
trés utile ici sous réserve de d paramétres fixés.
Comme les coordonnées de ¢ de f P relatives  aux |l| < 1tendent vers 0 quand p —> oo, on ne

s’intéresse ici qu'aux g v.p. A€ R™

Soit E I’équation a(Af) = f(a(t))|A>1,t e RY.

|/’L| >1 .On leur associe t € R? .

3- Remarques

Notons que, si ’on part d’un point arbitrairea, € C, et que ’on itere indéfiniment ce point,
I’ensemble ainsi obtenu, appelé parfois orbite, ne vérifiera pas forcément E sauf si a, = a(t,,t',) . En
ce cas, l'itération vérifie asymptotiquement par continuité I’équation E Mais on peut avoir pour
chaque cycle de Fix(f,), des courbes et méme des mesures invariantes: on a un « millefeuille » de

solutions dont la complexité est bien connue. Enfin, si 1’unicité du point fixe 0 dansC n’est pas
acquise, et en particulier s’il n’est pas bien isolé, on peut encore rencontrer des difficultés qui ne sont
pas étudiées ici. Les solutions trouvées sont locales.

4- Le probleme étudié
On cherche ici la représentation de I’unique solution de E (les courbes invariantes correspondant
a A > 1) dans I’espace des fonctions auto similaires presque périodiques (A.S.P.P.).

II- Fonctions de Bohr presque périodiques dans un Banach [1] et application aux itérations

Soit P.P. I’ensemble des fonctions presque périodiques bornées dans R? . Soit alt),teR?,qg<d.

1- Définition de Bochner (rappel [4],[3])

Une fonction a(t) € P.P. au sens de Bohr si et seulement si ’ensemble des fonctions translatées par
tout ¢ {a(t +c¢)te Rq} est relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme.

On dispose alors d’un arsenal de résultats proches de ceux des séries de Fourier[1]. Le théoréme 1 est

démontré dans des espaces de Banach. Il est utilisé ici dans R?. On gardera la notation complexe
e'™"  alors que I’on sous—entend la partie réelle Re(e') . Ne pas s’étonner de P@)= Ezzlckeiu"t eR?

2- Théoréme 1 (rappel de I’approximation de Bohr [1])
Soit un polynome trigonométrique : P,(£) = Zi_c.e™ € R? on (¢, e R, u, € R?) et u,t le produit

scalaire. Si a(t) € P.P., il existe une suite de P, (t) tels que pour tout € >0 : sup”a(t) -P (t)” <E.
teR?
Si e(1t) = lim 1 IJT a(tye ™ dt est  vecteur  coefficient  de Fourier-Bohr, alors
T—oo (2T)‘i -T
A(a)= {‘u eR,c(u) # 0} est au plus dénombrable. a(t) est uniformément continue et développable

en série de Fourier :a(t)~ X c(u)e* . Cette représentation est unique.
HeA



La convergence a lieu en moyenne quadratique et I’on a l’égalité de Perceval.

Il revient au méme d’étudier la relative compacité soit avec (f+ ¢),t , soit (£c),t avec dans R? .

3-Théoréme 2

Sous HO, {a(t),t € Rq} eta(ct) pour tout ¢ sont relativement compacts et a(t) € P.P.

Soit A, = {(a(/l” t); t|| <p,sP<N } Son adhérenceg est fermée et contenue dans C borné, donc

compacte. Donc I’image de a(t)est relativement compacte. « Translatons » ¢ par ¢ : ct de sorte que

a(ct)e C. Soitnassez grand pour que c¢=0oA"avec o <let|oe| <|t| < p,. ct=0uA".

Comme f est inversible, " a(ct) = a(ct) avec|06t| <p, qui redonne A, d’adhérence A . Donc
a(t)e PP..

4- Corollaire 1

Sous HO, les coordonnées du graphe de a(t)dans R® sont approximées uniformément par un

paramétrage presque périodique en t € R? .
II- Représentation de la solution de I’équation E : a(Af) = f(a(t)),t € R? dans AS.P.P.

Définition de ’auto similarité
Soit AS.P.P.I’ensemble des fonctions auto similaires presque périodiques bornées dans C < R*:
w(At)=r"'w(t) o r <lpourlespp. Aet te R?.

Cet ensemble contient les fonctions de Weierstrass-Mandelbrot (WM) [9] wit)=2,_, rf(1 - ei'lkt) ,

1- Lemme de linéarisation 1
Sous HO, les presque périodes (p.p.) W€ A solutions possibles de I'équation E sont de la forme

muA*| keZ,meN.

Si I’on suppose de plus que la solution appartient @ AS.P.P. : a(At)=r""a(t) alors la solution est

une série de fonctions WM q- dimensionnelles :
a(t)=X%, _c(m)w(mt)

Quand on itére indéfiniment f, si a,(t)= 7)), a_(t)=lim a,(t)€AS. est vecteur propre
p—eo
de f'(0) au point fixe a, =0 :
a_ (At)=f'0)a. (1))

mais, il faut noter que a_(t) n’est pas solution de E.

- La formule de Taylor en dimensiond pour f est: f(a)=X'_"f"(0)a" /n!.

En remplacant dans les mondmes apar a(f) € P.P., 1’équation E implique sur les p.p. u 1’égalité
X, (mu'- A)=0 ou les m;sont des entiers plus petits que le degrén, de f. Comme f est
inversible, les p.p sont U'= ,uolk| k € Z ou des multiples entiers de U, . Par ailleurs, puisque f est
polynomiale de degré n,au plus, 1’égalité sur les p.p. ne contient que n,+1 termes et
s’écrit ijj;tj —mA* =0.Si Aest irrationnel, cela est en général impossible avec des m'j tous

entiers positifs, sauf si I’exposant j=k et si¥m; =m. Donc, la solution p.p. a(t)de E s’écrit
. k )= . . VRS s . .
alt)=a,+3, _ (Z,.,c(mA)e™ "), ot mA't = X/=9m,At, . En raison de la continuité 2 I’origine

avec a(0)=0,on obtient a(t) = ZmeN(Ekezc(m/lk)(l _ eim’lkt)) ‘



Supposons de plus a(¢) auto similaire : a(Af)=r"'a(t).. Autrement dit :

a(At) = ZmEN(EkeZc(m)Lk (1 - eikat)) = r_lzmeN (Zkezc(mlk - €imlkt)) .

% e ez ((m | DA YA =) = 1718y (B e(mAT (1= ")

L'uniforme ~convergence permet d’écrire:  ¢(mA™)=r"'¢(mA") dont la solution est:

c(mA*) = c(m)r*.D’ou, le développement de a(f) en séries de fonctions WM.

- Maintenant, on ne cherche pas le comportement de a(¢) , mais celui asymptotique quand p — oo de

a,(t)= fP(a() : a_(t)=lim a,(t).Ici, a(t) est seulement auto similaire. On n’utilise pas le fait
p—e

que a(t)est presque périodique. E s’écrit : a(Af) = r'a(t).= f(a(t)),t e R?.

Si ap(t)zf(”)(a(t)): alt)/r’,on a: a(At)=a(t)/r= r”flap(t)z f(r’a,(t)). Par continuité,

quand p—>oo, r” —0et I'on a: 0= f(0). Le développement d’ordre 1 de f donne ensuite
! . -1 !

fl@)~ f'@a. 1l vient r""a, )~ f'(0)"a,(t) Quand p—>co,r’ —0. Commea, () reste

borné : ap(lt) ~ f'(0)a,(1).

2- Remarques:
- Lorsque I’on remplace a(t)par a_(t)dans E, on constate qu’il y a un reste qu’il va falloir éliminer.

- Lorsqu’il y a plusieurs v.p. A supérieures a I’unité, donc plusieurs r <1, il faut prendre 1, = minr,,
exprimer les r,=r1| a<1, puis remplacer chaque coordonnée dea_,(A"t) par
a (A" =rla_(O)=r"a
modifier la méthode.

- On présente donc la construction comme s’il n’y avait qu’une seule v.p A >1, donc, un seul r <1.
- On va tirer parti de la fonction a_(t), en observant que les fonctions invariantes sont

(t), ce qui complique le procédé d’identification sans pour autant

oof

asymptotiquement tangentes aux vecteurs propres en 0 et que a_(t) représente ces asymptotes.

Supposons que 1’on ait trouvé une solutiona_ () = lim a,(t)e AS.P.P.. Comment construire la
p—e

solution générale a(t) € AS.P.P. vérifiant E.

Si €=r",on pose a priori a,(1"t)=r"a,(t)=¢€"a,(t)avec a,(t)=a_(t)eta(A"t)=2Ze"a (¢).
On procédera de proche en proche. Si ce processus d’identification converge, le reste est
asymptotiquement nul.

3- Lemme de récurrence
Sous HO, la solution de E : a(t)=2a, (t) € AS.P.P. est obtenue avec une suite finie de relations de
récurrences linéaires de la forme :

' = fO)a ()= g, (f, AQ)+ f*(0)a,(®) /1 k! si 2<k<n,,

(r" = f'O)a (&)= g,(f . A®) si n,+1<k<ng,

oun g.(f,A@)= Zzzgflf"(O)An’k(t) et oit A, (1) est un polynome en (a,(t)a,(t)..a,_ (1)) tel que
An,k (Ay) = gkAn,k ®

Avec € = r? ,I’équation E s’écrit a(A""'t) = f(a(A"t)=r"'(Z\_Ve"a, (1)) = F(Z,-'e"a, (1)) .
Ordonnons f(Ze"ak (t)) selon les puissances de € :f(Z,’ﬁjf'e"ak )= Z::V”Oekgk(,a(t)) avec N fini
puisque f est un polyndme. On identifie terme & terme les coefficients de E: La récurrence commence

avec (r”' - f'0))a,(t)=0 ou a_(t)=a,(t)appartenant a AS.P.P. On obtient aisément



(r' - f'©O)a, (&)= f"(0)q, (1)* / 2! qui vérifie la récurrence. Et ainsi de suite. On observe que les 8
sont des polynomes en (@, ()a,(t)...a,_ (1)) tels que A, ,(AD) = SkAn’ () . Le degré de f étant n, ,
le processus d’identification s’arréte pour N = n,, .

Ainsi, la connaissance de @, () = a_(¢) correspondanta A > 1 détermine completement de a(¥).

11 suffit de chercher maintenanta_(¢) € A.S.P.P.C’est I’objet du théoréme suivant.

Notations

1
@ry

[. jTT a_(t)e ™ dt

Soit ¢( L) le coefficient de Fourier de a_(f) : c¢(i) = }im
—oo

4 - Théoréme de linéarisation 3

Sous HO, pour appartenir & AS.P.P., a_(t) doit vérifier a_(t)= Eﬁ:i’w(f(t[ )c, ou :

- ¢, est vecteur propre de f'(0)c = Ac pour la valeur propre A, > 1,

- w,(t), est la fonction de WM unidimensionnelle: w,(t) = Ekr,,k 1- e )ou r[l = /’Lf .

-Si g=f" etsi gapourvp. A, >1,alors ;" = A",

Soit a(t)=X%, _c(m)w(mt) au voisinage de ’origine.a(f) = a_(t) est asymptotiquement vecteur
propre de f'(Q)pourlav.p. A >1 et vérifie X _.c(m)w(mAt) = f'(0)Z,  c(m)w(mt)) . Donc,
DI {w(m/lt) - f'(O)w(mt)} ¢(m) =0 .11 faut trouver une solution : w(mAt)c = f'(0)w(mt)c

Par transformation de Fourier Fﬂ , les coefficients vérifient a priori pour chaque fonction

trigonométrique PRl c(,ll/l)/|l| = f'(0)c()et en posant ¢(()=cr’,on a: f(O)c=Ac et
r = 4|2 ot A= TI=94,.

On a :am(t):Eﬁ:j’w(,(t()c(, . Donc pour chaque c¢,: amg(t):c(,wé/(t(,):ckan(‘(l—eiziz'qlfk'f). La

continuité uniforme quand ¢, — 0 , est vérifiée a_, — 0 ,pour V¢, =0| i# (.

Soit une autre coordonnée ¢, de a_,(¢) qui devient l,”tl , les autres t; = 0|] #1,0. a_,(t)s écrit :

a_,(t, A1) =¢,(Z ot (=™ )™ Y= e P (S, A= ey = ka1, 1 AP 1) = a(1,,1,)
Donc a_,(t,,t,) est invariant par rapport a ¢, pour VI # ¢ . Donc la transformation de Fourier ne peut
étre que relative 2 la seule coordonnée ¢, : w,(t,)et 1, = A .

Si g=f" etsi gapourvp. A, >1,fapourvp. A,””,donclapp.de festd,'”.Si rest relatif

a f,rlestrelatifa g.Larécurrence c(uA,")/ A" = Ae(u) de g implique r,”A;""" = A,.

Il s’agit maintenant de calculer la dimension D de chaque coordonnée de la solution asymptotique.
La formule de la dimension (par la méthode des boites) pour WM (D =2 + 10g|r0| / 10g|2,| ,) donne :

5- Corollaire 2

Sous les hypothéses précédentes, si A>1, D=0 et si A<-1, D=1,25. Si g=f(”) et si
Mg)>1,D=2-1/p-1/p°.

Si A>1,alors ¥ =A° et D=0, 0n ne peut avoir que des points. SiA <0 ,en itérant 2 fois f ,on
considere g=fof. Sig a pour vp. A>1, alors 7= ANA =2 Donc
D=2+logA ™" /logA=2-0,75¢et D=1,25.

6- Remarques



- Si lzpeie avecO=2krm/ p, en itérant f, A7 =p” >1, on retrouve les conditions de la
démonstration et la dimension est D=2—(p+1)/ p°. Ce faisant, on a une situation semblable a
celle des cycles d’ordre p . En ce cas, g = f(”)laisse fixe chaque point du cycle. On peut attacher a
chaque point du cycle des courbes invariantes comme précédemment. La solution trouvée est cyclique.
- Plus généralement, si les v.p. sont complexes, A= peie, on approxime @ avec Dirichlet par
0~2kr/p.

- On peut remplacer les fonctions polynomiales f par des fonctions analytiques (Favard[7]) sans

changer les résultas: si I’application est un difféomorphisme C”, a l'intérieur d’un disque de
convergence ||a||< p,, [est approximée uniformément par un polyndme. Par suite, le rayon de
convergence de la série a(f) de Steinberg étant p , il suffit de prendre? suffisamment petit pour que
||a(t)|| <p, et ||t|| < ppour conserver 1I’ensemble des résultats sous réserve de la convergence des

identifications.

7- Conséquences

On a une justification mathématique des constats et des méthodes utilisées par les praticiens :

- Comme la fonction p.p. tend asymptotiquement vers une fonction de WM, le constat de 1’auto
similarité est justifié, avec les méthodes de dimension fractales. L’auto corrélation s’applique aussi.

- La sensibilité aux conditions initiales ne joue pas sur la forme de la courbe. Il semble les chercheurs
aient été perturbés par la « périodicité multiplicative » et ont attribué un peu rapidement ce désordre
apparent aux conditions initiales. Le « vrai » désordre est dli aux fonctions de WM.

- En fait, on peut approximer comme I’on veut la forme générale de la courbe par des techniques
mathématiques usuelles sans pouvoir situer exactement un point 2 un moment donné sur sa trajectoire.
Ainsi, la dimension fractale est liée a I’invariance d’échelle r . Il convient d’approfondir le cas ol
A > 1 n’est pas unique. Quelle est alors la dimension fractale du paramétrage?

8 — Exemple : cas de Hénon borné
L’itération est définie par (a,,b,)=7va+b+h(a),Ba) o y=A+A' etf=—AL" avec |l| >1 et
|l'| <1. Sa courbe invariante se parametre  aveca(r) = (a(Ar),a(t)) vérifiant:

a(At)=1ya(t)+ Ba(t / L)+ h(a(t)) . Si Aest négatif, en 2 itérations, on se retrouve dans le cas

positif. Mais, la récurrence a étudier est alors celle de I’itération répétée deux fois et I’on a des cycles
d’ordre 2 au lieu de points fixes et I’on est dans la situation fractale. On a :
(a,,b,)=y(ya+b+h(a)+ B(ya+b+h(a)+h(ya+b+h(a)),B(ya+b+ h(a))

La v.p. plus grande que 1 est alors A>. Mais on peut avoir des racines complexes ou des cas de
résonance. Notons que si on A > 1, on a une distribution ponctuelle.

Nota: Dans de [Ditération classique d’Hénon, on a h(a)=-0a’avec o =1,4 etf=0,3
avecy =—20 *0,6313=-1,7678. Les v.p. réelles au point fixe 0 sont A =—1,9237 et A'=0,1559.
La courbe (a,b) = (a(tA),a(t)) définie par le paramétrage a(A’t)=a(t)/r = w, (t)/r connu est:
soit (1—rPB)a(td)=ya(t)+h(a(t)), soit (1—rPB)a(t)/r="ya(tA)+h(a(tL)). Cette dernitre

formule génere une infinité de branches dont on peut en contrdler les approximations.

II1- Application aux équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles

On considere les équations de la forme da /dx = F(a) . Les inconnues forment un vecteur a € RY.
Le vecteur x = (p,t) € R"est la variable et s’interpréte comme la position p = (PyseDi_y) € R
etle temps? € R’ . F(a) est une matrice (k,d) de polyndmes en @ € R?dans R? .

Si 1<k <d, plusieurs coordonnées de a sont fonction des mémes variables. Le cas k = 1 est celui

d’une EDO avec pour la variable # € R". La référence sur la question reste Arnold[Z]. On



privilégie ici k = d . On traduit d’abord cette équation différentielle en termes d’itération.

1-Définition et notations
Onprendici k=d .On appelle itération  différentielle I’application f(a,0) de
RY dans R, définie  par a, = f(a,6)=a+6F(a) ,6€ A=R" n{§,2620}.

On relie § 2 x parlarelation 6 =x/n, neN,x e R?.On posera xF = xF;i=1,.d.

2- Lemme sur les points fixes et quasi cycles de f(a,d)
SiF(@)=0, aest point fixe de f(a,0) et ne dépend pas ded € A . Tous les O distincts sont
potentiellement cycliques pour f(a,o),.

Cherchons les cycles d’ordre 2 de f(a,0) : @, = f(¢,,0) et @, = f(c,,0). Donc:

o, =0a,+0F(a,)=a,+0F(a,)+0F(a,). Ce qui donne: 0= F(e,)+ F(a,). De méme, un

k

cycle d’ordre k vérifie: 0= E?;F (¢;). Encore faut-il pouvoir construire une itération qui ne se

réduise pas a I’identité.

On écrit I’itération dans la base des vecteurs propres de F'(0)au point fixe ot = 0 , de sorte que si p,
est valeur propre de F'(0),ona: A, =14+0,p,=1+x,0,/n et F'(0) est diagonale. De maniére

explicite, I’itération s’écrit : a,, = (1+ x,p, / n)a,, + (x, / N)Z"2F™ (0)a” | m!

m=2

3- Hypotheésel

Sous HO, pour tout § = x | n<8,, f(a,0) applique un ensemble borné C de R dans lui-méme. On a
g<dvp. p>0 quirend A>1,toutes les d — q autres p, sont négatives.

On choisit n assez grand pour que Sup|50pl.| <E.

Au voisinage d’un point fixe 0, pour toutd < §, suffisamment petit, f(a,0)est inversible, donc un

C~ difféomorphisme. On peut appliquer la théorie précédente pour tout 0 <0 < §, , autour de 0 .

4- Proposition 1
Sous HI, l’itération différentielle admet une solution asymptotique presque périodique quandn — oo .
Pour x fixé et les g vp. A=l+xp/n>1, la solution asymptotique s’écrit

a.(u)=X"%a,(u,) avec:
a,(u,) = (2p,x,)" (1= e w,(u,)e,
-ou ¢, est vecteur propre de XF'(0)pourlav.p. p,x,.Donc, pour {=1,..,q :

-ou w,(u,) = X,.e " (1—exp(ie™"u,)) est la fonction de WM.

Remarque
Le lemme de récurrence permet alors de reconstruire la solution locale. La dimension fractale du
paramétrage provient des points fixes qui créent des cycles ou de v.p. complexes.

On construit au voisinage d’un point fixe 0 € C 1’équation des fonctions invariantes:

a(Au) = f(a(u),0)=a(u)+0F (a(u)).

On a ¢ v.p. plus grandes que 1: A, =1+ p,x,/n>1, toutes les autres A, <1. Quand p —> oo,
toutes les coordonnées de u tendent vers O sauf celles relatives aux A >1que I’on notera encore u .
On a alors une représentation de f(a(u),0) par des fonctions de A.S.P.P. On ne s’intéresse ici qu’a

la solution du théoréme 3 , donc aux coefficients ¢(it) en posant A, =1+ p,x, /navec A, >1 :

cA Y A=A+ (x I n)F'(0)c(AY))



Onpose: c(U)=(r)cet1/Ar—1= px/n,c’estadirel/r, = A; . On obtient
¢ est vecteur propre de xF''(0)pourlav.p. px.
a(u) s’écrit alors avec les mémes arguments de continuité: a(u) = cazkrk(l - exp(ilku)) .
Posonsk=k'n+s,s=1,..n—1,k'e’Z ,avec aa=1/net v=s/n.Sin—> o, on a pour chaque
a,(u)correspondant a chaque vecteur propre :
A — exp(px(k'+v))et r* — exp—2px(k'+v)

. , , 1 , .
()1 —e*y=X,.(1/n)cZ'Zle?" (1 - exp(ie”™ " u)) — cZ,. jo e 2P (1 — exp(ie”™ ™ u))dv

Itérons la relation différentielle np, fois, u devient (1+ px/n)™u— ue™, donc,
exp(ie”™*u) devient exp(ie”“ " u)ou p, est arbitrairement grand et v devient négligeable
devant p, (p, +ve(p,,p, +1)):

1 . o _ _ 2 oxk' . '
J‘O o 2Px(k+Y) eXp(iem(k +v+p0)u)dv — (2px) 1(1 e 2px>e 2 pxk exp(lepx(k +p0)u) )

On peut alors identifier k'+ p,a k .

5- Solution asymptotique quand ¢ — oo
Il est naturel de chercher la solution asymptotique de ces équations quand ¢ —> ocalors que les
variables de positiong restent bornées. Notons toutefois que l’on peut faire tendref — oo de

différentes manieres avec 7 ,de sorte que I’on peut avoir différents résultats non étudiés ici.

Comme on fait jouer un rdle dissymétrique a f et a g, on note alors a,=a, +(t/n)F,(a)et
a,,=a,+(q/n)F,(a). Les coefficients de Fourier-Bohr ¢(l)= (r)‘c relatifs a la pp.u=A"
s’écrivent en projection sur 1’axe des? :

ptec =tF'0)c, .

Pour cette v.p.,si g/t —> 0, en posant ¢ = (Ct’cq) ,C, est arbitraire et €, = 0.

Cherchons un vecteur propre b a distance finie ¢ +b pour une v.p. @ avec b, =0 .On va avoir :
oO(c+b)=xF'(0)(c+b)

Projetons ensuite 1’équation sur le sous-espace des ¢ :

@b, = qoF,(0,)/ da, c, + qdF,(0,)/ da, b,

Si b(t)est une solution particuliere de @b, = anq(Ot) /0a, ¢, + anq(Ot)/aaq b, etsib(q) est
vecteur propre de anq / aaq pour la vp. @ : @b, = anq(Ot)/ aaq b, indépendante de 7, alors
b=>b(q)+b(t)

6- Remarques

- Si on a une seule variable, on a une EDO. Les résultats restent globalement les mémes.

- Il semble que la solution trouvée soit locale. En particulier, si 1’on a plusieurs points fixes dans C,
on a observé par des méthodes probabilistes, des passages d’un bassin de domination a 1’autre. Reste a
étudier le délicat probleme des quasi cycles dans ces équations.

- L’équation de Navier Stokes se met facilement sous la forme da / ot = F(a) [6] . On a initialement
n+linconnues (u,p) avec autant de variables (x,f)que d’équations différentielles. Notons
ou, /ox=b,, i=1,..n Au, =X"_0’u, /ox; =X"_0b,/0x;, ¢=(x,t)d,=0dp/0dx;. On rajoute
ainsi autant d’équations que de variables, :

du/ot+X'_ub,=VvL_0b,/0x,—d + f(c)

X ou;/0x; =0, Odu/dx=b, i=1,.,n, c=(xt)

Si les forces extérieures f; sont C~ (sans doute, peut-on améliorer nos hypothéses) et si 1’itération

l

différentielle est bornée dans I’espace, alors la solution sera presque périodique comme le veut la



proposition précédente. S’il est difficile de trouver des solutions périodiques, comme dans le
probléme[8] , en revanche, les fonctions presque périodiques résolvent la question. L’attracteur de
Lorenz en est la preuve évidente. Les f; méritent d’étre précisés dans 1’énoncé du probleme.

- On peut traiter les itérations avec décalage : u,(x +logA) = F(u(x +T)) : en posant T =log(7),
x=log(t/7) eta(t)=wuclog(t)),ona a,(At/t)= F(a(t) et ’on remplace lav.p. A par (A7).
On peut traiter ainsi les EDO et EDP avec décalage sans plus de difficulté.
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En guise de conclusion

Il s’agit ici d’une analyse rapide des itérations inversibles qui s’avere étre un domaine délicat. Apres
vérification par des spécialistes, elle peut ouvrir aux théoriciens et aux praticiens de nouvelles
perspectives.

Les itérations avec de multiples inverses ont été étudiées précédemment [6] dans un contexte

probabiliste aboutissent a d’autres conclusions. Ces méthodes ont été appliquées aux itérations
inversibles sans étre slir de la convergence vers leurs solutions.

Inversement, si le nombre m d’inverses est fini, on considérer que 1’on tire chaque branche inverse au
hasard avec une probabilité 1/m. Les fonctions de WM se prétent bien a cette randomisation. Le
rapprochement de ces divers résultats reste essentiel.

Dr’ailleurs, dans I’espace des fonctions de WM ot I’on travaille ici, I’écart est faible avec les processus
stochastiques. Si cette théorie présentée dans un cadre simple est confirmée, il ne fait pas de doute que
des généralisations vont étre avancées. Il est alors permis de conjecturer que méme les courbes
définies géométriquement sont représentables par des fonctions de WM.

Dans ce bref essai, on s’est attaché a démontrer les questions qui paraissaient essentielles, sans
pouvoir les confronter a d’autres idées. Toutes les remarques et observations, pourvu qu’elles ne
soient pas trop difficiles, seront donc les bienvenues.



