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QUELQUES REMARQUES À PROPOS D’UN

THÉORÈME DE CHECCOLI

par

Hugues Bauchère

Résumé. — Dans sa thèse (cf. [Che10]), S. Checcoli montre, entre
autres résultats, que si K est un corps de nombres et si L/K est une
extension galoisienne infinie de groupe de Galois G d’exposant fini, alors
les degrés locaux sur L sont uniformément bornés en toutes les places
de K. Dans cette article nous rassemblons deux remarques à propos
de la généralisation du résultat de S. Checcoli aux corps de fonctions
de caractéristique positive. D’une part nous montrons un analogue de
son théorème dans ce cadre, sous l’hypothèse que l’exposant du groupe
de Galois soit premier à p. D’autre part, nous montrons à l’aide d’un
exemple que cette hypothèse est en fait nécessaire.

Abstract (Some Remarks About a Checcoli Theorem)
In his thesis (cf. [Che10]), S. Checcoli shows that, among other re-

sults, if K is a number field and if L/K is an infinite Galois extension
with Galois group G of finite exponent, then L has uniformly bounded
local degrees at every prime of K. In this article we gather two remarks
about the generalisation of S. Checcoli’s result to function fields of po-
sitive characteristic. We first show an analogue of her theorem 2.2.2 in
this context, under the hypothesis that the Galois group exponent is
prime to p. Using an example, we then show that this hypothesis is in
fact necesary.
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Introduction

Soient K un corps global (1) et L/K une extension galoisienne infinie.
On dit que l’extension L/K a ses degrés locaux uniformément bornés en
toutes (resp. en presque toutes (2)) les places de K s’il existe un entier
d0 ∈ N tel que pour toutes (resp. presque toutes) les places v de K, on
a [Lw : Kv] ≤ d0 pour toute place w|v de L.

Dans sa thèse S. Checcoli démontre entre autres résultats le théorème
suivant (cf. th. 2.2.2 de [Che10]):

Théorème 1. — Soit K un corps de nombres et L/K une extension

galoisienne infinie. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

1. l’extension L/K a ses degrés locaux uniformément bornés en toutes

les places de K;

2. l’extension L/K a ses degrés locaux uniformément bornés en presque

toutes les places de K;

3. le groupe de Galois de l’extension L/K est d’exposant fini.

Ensuite S. Checcoli et P. Dèbes (cf. [CD13]) ont généralisé ce résultat
à certaines classes de corps de fonctions.

Une question naturelle est donc de savoir si ce résultat est encore
vrai dans le cadre des corps de fonctions en caractéristique positive.
Nous montrons ici un analogue du théorème 1 en supposant de plus
que l’exposant est premier à la caractéristique. Cette hypothèse n’est
utile que dans la démonstration de l’implication 3 =⇒ 1. Nous donnons
ensuite un exemple illustrant la nécessité de cette hypothèse.

1. Analogue du théorème 1 en caractéristique positive

Nous reprenons la preuve du théorème 1 en lui apportant les modi-
fications nécessaires dans notre cadre: celui d’une extension finie K de
k := Fq(T ). Nous commençons par rappeler la définition suivante.

1. i.e. un corps de nombres ou une extension finie de Fq(T ).
2. i.e. en toutes sauf un nombre fini.
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Définition 1.1. — Soit G un groupe. On dit que G est un groupe mé-

tacyclique s’il existe un sous-groupe normal H de G tel que H et G/H

soient cycliques.

Remarque 1.2. — Si G est un groupe fini métacyclique d’exposant b,
alors G est d’ordre un diviseur de b2.

Nous pouvons maintenant énoncer un analogue en caractéristique po-
sitive du théorème 1.

Théorème 1.3. — Soient K/k une extension finie et L/K une exten-

sion galoisienne infinie. Si les degrés locaux de l’extension L/K sont

uniformément bornés en presque toutes les places de K, alors Gal(L/K)

est d’exposant fini.

Réciproquement, si Gal(L/K) est d’exposant fini premier à la caracté-

ristique de K, alors les degrés locaux de l’extension L/K sont uniformé-

ment bornés en toutes les places de K.

Démonstration. — Supposons que presque toutes les places de K aient
leurs degrés locaux sur L bornés par d0 ∈ N. Soit S l’ensemble des
places de K dont le degré local sur L n’est par borné par d0. Alors,
par hypothèse, S est un ensemble fini. Soient E/K une extension ga-
loisienne finie incluse dans L et σ ∈ Gal(E/K). D’après le théorème de
densité de Tchebotarev (cf. th. 9.13A de [Ros02]), il existe une place
finie p ∈ MK \ S non ramifiée sur E telle que σ appartient à la classe
de conjugaison d’Artin de p dans Gal(E/K) (rappelons que d’après le
corollaire 3.5.5 de [Sti09], comme l’extension E/K est séparable finie,
presque toutes les places de K sont non ramifiées dans E). Ainsi, si q
est une place de E au-dessus de p, il existe un conjugué η ∈ Gal(E/K)

de σ qui engendre le groupe de décomposition de q sur p qui est cyclique
(d’après le théorème 3.8.2 de [Sti09]) et isomorphe à Gal(Eq/Kp), où
Eq et Kp sont respectivement les complétés des corps E et K en q et p.
Or, par hypothèse, #(Gal(Eq/Kp)) ≤ d0, ainsi σd0! = ηdo! = id et donc
Gal(E/K) est d’exposant borné par d0!. Comme Gal(L/K) est la limite
projective de la famille {Gal(E/K)}E indexée par les extensions galoi-
siennes finies de K contenues dans L, le groupe Gal(L/K) est d’exposant
borné par d0!.
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Réciproquement, supposons que Gal(L/K) soit d’exposant fini b ∈ N

premier à p, la caractéristique de K. Écrivons L comme une réunion
croissante d’extensions galoisiennes finies Lj/K de groupe de Galois Gj .
Soit w une place de L, pour chaque j on note vj l’unique place de Lj en-
dessous de w et Lj,vj le complété de Lj en la place vj . De même, on note v
l’unique place de K en-dessous de w et Kv le complété de K en la place v.
On rappelle que pour tout j, le quotient du groupe de décomposition par
le groupe d’inertie de vj sur v est isomorphe au groupe de Galois des
corps résiduels et qu’il est donc cyclique (engendré par le Frobenius).
On rappelle également que le groupe Gal(Lj,vj/Kv) est isomorphe au
groupe de décomposition de vj sur v qui est un sous-groupe de Gj . Donc
Gal(Lj,vj/Kv) est d’exposant un diviseur de b. De plus, comme b est
premier à p, il ne peut y avoir de ramification sauvage. Il y a donc deux
cas possibles pour l’extension Lj,vj/Kv:

1. si l’extension Lj,vj/Kv est non ramifiée, alors, Gal(Lj,vj/Kv) est cy-
clique d’ordre un diviseur de b;

2. si l’extension Lj,vj/Kv est modérément ramifiée, alors d’après la pro-
position 3.8.5 de [Sti09], le groupe d’inertie de vj sur v est cyclique,
tout comme le quotient du groupe de décomposition par le groupe
d’inertie, ainsi Gal(Lj,vj/Kv) est métacyclique et donc d’ordre un
diviseur de b2.

Pour tout j, le degré de l’extension Lj,vj/Kv est donc un diviseur de b2.
On obtient donc le résultat souhaité par passage à la limite projective.

2. Un contre-exemple en caractéristique positive

Dans le théorème 1.3, on a vu que si Gal(L/K) est d’exposant fini
premier à la caractéristique de K, alors les degrés locaux de l’extension
L/K sont uniformément bornés en toutes les places de K. Dans cette
partie nous allons donner un contre-exemple dans le cas où l’exposant du
groupe Gal(L/K) est divisible par p. Soit P l’ensemble des polynômes
irréductibles et unitaires de Fq[T ]. Alors l’ensemble P ∪

{

1
T

}

est en
bijection avec l’ensemble Mk des places de k := Fq(T ). Si a ∈ P ∪

{

1
T

}

,
on note va : k −→ Z ∪ {∞} la valuation associée à a et kva le complété
de k en va. Si E est une extension finie de k et si w est une place de E
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qui prolonge va, on normalise (exceptionnellement ici) w par la formule
w(α) = va(α) pour tout α ∈ k. On a donc:

w(E) =
1

e
Z ∪ {∞},

où e := e(w/va) est l’indice de ramification de w sur va.

Lemme 2.1. — Soient a ∈ P ∪
{

1
T

}

et i ∈ N \ pN. On pose:

Pa,i(X) := Xp −X − a−i.

Soit θa,i ∈ k une racine de Pa,i. On a les propriétés suivantes:

1. toutes les racines de Pa,i sont de la forme θa,i + ζ avec ζ ∈ Fp;

2. w(θa,i) = − i
p
/∈ Z pour toute place w|va de k(θa,i);

3. le polynôme Pa,i est irréductible sur k;

4. l’extension k(θa,i)/k est totalement ramifiée au-dessus de a;

5. l’extension k(θa,i)/k est cyclique de degré p;

6. w(θa,i) = 0 pour tout b ∈ P∪
{

1
T

}

\{a} et toute place w|vb de k(θa,i);

7. l’extension k(θa,i)/k est non ramifiée au-dessus de toutes les places

de k différentes de a.

Démonstration. — La propriété 1 est évidente. Vérifions la propriété 2.
Soit w|va une place de k(θa,i). On a:

w
(

θpa,i − θa,i
)

= va
(

a−i
)

= −i

et
w
(

θpa,i − θa,i
)

≥ min{pw(θa,i), w(θa,i)},

ainsi w(θa,i) < 0, donc la dernière inégalité est en fait une égalité et on
en déduit que w(θa,i) = − i

p
. Or p ∤ i donc w(θa,i) /∈ Z d’où la propriété

2.
Maintenant, on a w(θa,i) = − i

p
∈ 1

e
Z, où e := e(w/va) est l’indice de

ramification de w sur va. On en déduit donc que p|e. Or, le polynôme Pa,i

étant de degré p, l’extension k(θa,i)/k est au plus de degré p. Donc e = p.
Les propriétés 3 à 5 s’en déduisent naturellement. Il ne nous reste donc
plus qu’à montrer les propriétés 6 et 7.

w
(

θpa,i − θa,i
)

= vb
(

a−i
)

= 0

et
w
(

θpa,i − θa,i
)

≥ min{pw(θa,i), w(θa,i)},
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ainsi w(θa,i) = 0 et donc l’extension k(θa,i)/k est non ramifiée au-dessus
de b.

Dorénavant, pour alléger les notations, pour tous a, b ∈ P ∪
{

1
T

}

et
tout i ∈ N \ pN, nous noterons encore va une extension arbitraire de va
à k(θb,i). Ainsi, nous aurons toujours:

va(θb,i) =

{

− i
p
/∈ Z si b = a

0 si b 6= a
.

Nous allons maintenant construire une p-extension abélienne élémen-
taire (3) dont le degré local est infini au-dessus d’une place quelconque a

de k. Pour cela, nous aurons besoin de montrer que certaines extensions
sont linéairement disjointes (cf. §2.5 de [FJ08] pour ce qui concerne ces
dernières):

Lemme 2.2. — Soit a ∈ P ∪
{

1
T

}

. Alors, l’ensemble:

Λa,va :=
{

kva(θa,i)
∣

∣ i ∈ N \ pN
}

forme une famille d’extensions linéairement disjointes sur kva.

Démonstration. — L’élément a de P ∪
{

1
T

}

étant fixé, on simplifie les
notations en posant v := va et θi := θa,i pour tout i ∈ N \ pN.

Il faut montrer que toute sous-famille finie de Λa,v est linéairement
disjointe sur kv. Supposons par l’absurde qu’il existe une sous-famille
finie

{

kv(θij )
∣

∣ j ∈ {1, . . . , n}
}

de Λa,v de cardinal n ≥ 2 qui ne soit pas
linéairement disjointe sur kv. Sans perte de généralité, on peut supposer
que n est minimal. L’extension kv(θin)/kv étant galoisienne, on a:

kv(θin) ∩ kv(θi1 , . . . , θin−1
) 6= kv. (1)

En effet, si ce n’était pas le cas les extensions kv(θin) et kv(θi1 , . . . , θin−1
)

seraient linéairement disjointes sur kv (cf. remarque suivant le corol-
laire 2.5.2 de [FJ08]), et donc aussi les extensions kv(θi1), . . . , kv(θin), ce
qui contredit le choix de n. Comme l’extension kv(θin)/kv est de degré p

premier, on déduit de (1) que:

θin ∈ kv(θi1 , . . . , θin−1
) = kv(θi1 , . . . , θin−2

)(θin−1
). (2)

3. i.e. une extension dont le groupe de Galois est isomorphe à un produit de Z/pZ.
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Il existe alors α0, . . . , αp−1 ∈ kv(θi1 , . . . , θin−2
) non tous nuls tels que:

θin = α0 + α1 θin−1
+ · · ·+ αp−1 θ

p−1
in−1

.

Or θpin = θin + a−in et:
(

α0 + α1 θin−1
+ · · ·+ αp−1 θ

p−1
in−1

)p

= αp
0 + αp

1

(

θin−1
+ a−in−1

)

+ · · ·+ αp
p−1

(

θin−1
+ a−in−1

)p−1
.

D’où

a−in + α0 + α1 θin−1
+ · · ·+ αp−1 θ

p−1
in−1

= αp
0 + αp

1

(

θin−1
+ a−in−1

)

+ · · ·+ αp
p−1

(

θin−1
+ a−in−1

)p−1
.

Comme les éléments 1, θin−1
, . . . , θp−1

in−1
sont k(θi1 , . . . , θin−2

)-linéairement
indépendants, les coefficients des puissances de θin−1

sont égaux dans
l’égalité précédente. Ainsi, en comparant les coefficients des monômes
en θp−1

in−1
, on obtient:

αp−1 = αp
p−1,

d’où on déduit αp−1 ∈ Fp. En comparant les coefficients des monômes
en θp−2

in−1
, on obtient:

αp−2 = αp
p−2 + αp

p−1 (p− 1) a−in−1

= αp
p−2 − αp−1 a

−in−1 .

Ainsi,
αp
p−2 − αp−2 − αp−1 a

−in−1 = 0.

On a donc deux possibilités: soit αp−1 = 0 et αp−2 ∈ Fp, soit αp−1 6= 0

et αp−2 = αp−1 θin−1
+ ζ avec ζ ∈ Fp. Or, par minimalité de n, on a

θin−1
/∈ kv(θi1 , . . . , θin−2

), donc αp−1 = 0 et αp−2 ∈ Fp. De la même façon,
on montre de proche en proche que αp−1 = · · · = α2 = 0 et α1 ∈ Fp. Il
ne reste donc plus qu’à comparer les termes constants, i.e. :

α0 + a−in = αp
0 + αp

1 a
−in−1 = αp

0 + α1 a
−in−1 .

D’où
αp
0 − α0 − a−in + α1 a

−in−1 = 0.

Deux cas s’offrent à nous:

1. α1 = 0 et α0 = θin + ζ avec ζ ∈ Fp;
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2. α1 6= 0 et α0 = θin − α1 θin−1
+ ζ avec ζ ∈ Fp.

Dans le premier cas, on obtient:

θin ∈ kv(α0) ⊆ kv(θi1 , . . . , θin−2
).

Donc les extensions kv(θi1),. . . ,kv(θin−2
) et kv(θin) ne sont pas linéaire-

ment disjointes, ce qui contredit la minimalité de n. Supposons que nous
soyons dans le deuxième cas. Alors, il existe βn−1 ∈ kv(θi1 , . . . , θin−2

) et
λn−1 ∈ Fp tels que:

θin = βn−1 + λn−1 θin−1

(il suffit de poser βn−1 := α0 − ζ et λn−1 := α1). En reprenant le rai-
sonnement précédent et en remplaçant pour tout j ∈ {1, . . . , n − 2} la
relation (2) par:

θin ∈ kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1
)(θij ),

on montre que pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1}, il existe λj ∈ Fp

et βj ∈ kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1
) tels que:

θin = βj + λj θij .

De plus, pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1} on a:

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1

= βj − λ1 θi1 − · · · − λj−1 θij−1
− λj+1 θij+1

− · · · − λn−1 θin−1
,

d’où

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1
∈ kv(θi1 , . . . , θij−1

, θij+1
, . . . , θin−1

),

et donc

θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1
∈

⋂

1≤j≤n−1

kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1
).

Or les corps
{

kv(θij )
∣

∣ j ∈ {1, . . . , n− 1}
}

étant linéairement disjoints (à
nouveau par minimalité de n), on a:

⋂

1≤j≤n−1

kv(θi1 , . . . , θij−1
, θij+1

, . . . , θin−1
) = kv.

Ainsi, il existe β ∈ kv tel que:

θin = β + λ1 θi1 + · · ·+ λn−1 θin−1
.
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On en déduit que:

v(β) = v(θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1
). (3)

Or v(θij ) = −
ij

p
/∈ Z pour tout j ∈ {1, . . . , n} d’après le lemme 2.1 et les

entiers ij sont deux à deux distincts, d’où:

v(θin − λ1 θi1 − · · · − λn−1 θin−1
) = min

1≤j≤n
{v(θij )} = −

1

p
max
1≤j≤n

{ij} /∈ Z.

Donc v(β) /∈ Z ce qui contredit le fait que β ∈ kv.

Remarque 2.3. — Dans le lemme 2.2 nous n’avons fait varier que
i ∈ N \ pN. Dans le cas global, on peut aussi faire varier a ∈ P ∪

{

1
T

}

.
Plus précisément, on peut montrer que l’ensemble:

Λ :=

{

k(θa,i)
∣

∣ a ∈ P ∪

{

1

T

}

, i ∈ N \ pN

}

forme une famille d’extensions linéairement disjointes sur k. La démons-
tration est identique à celle du lemme 2.2, à la différence qu’on considère
une sous-famille finie

{

k(θaj ,ij )
∣

∣ j ∈ {1, . . . , n}
}

de Λ de cardinal n ≥ 2

qui ne soit pas linéairement disjointe sur k, avec n supposé minimal. On
montre alors (cf. égalité (3)) qu’il existe β ∈ k tel qu’on ait:

θan,in = β + λ1 θa1,i1 + · · ·+ λn−1 θan−1,in−1
.

On en déduit que:

van(β) = van(θan,in − λ1 θa1,i1 − · · · − λn−1 θan−1,in−1
).

Or, d’après le lemme 2.1, pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a:

van(θaj ,ij ) =

{

−
ij

p
/∈ Z si aj = an

0 si aj 6= an
.

De plus, si aj = al = an, alors ij 6= il. Donc:

van(θan,in − λ1 θa1,i1 − · · ·−λn−1 θan−1,in−1
)

= min
1≤j≤n

{van(θaj ,ij)}

= −
1

p
max

{

ij
∣

∣ j ∈ {1, . . . , n}, aj = an
}

/∈ Z.

Donc van(β) /∈ Z ce qui contredit le fait que β ∈ k. L’ensemble Λ forme
donc bien une famille d’extensions linéairement disjointes sur k.
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La proposition suivante nous donne un premier contre-exemple d’extension
galoisienne infinie d’exposant fini ayant une place dont tous les degrés lo-
caux sont infinis.

Proposition 2.4. — Soient a ∈ P∪
{

1
T

}

et La le compositum des corps

de la famille

Λa :=
{

k(θa,i)
∣

∣ i ∈ N \ pN
}

.

Si w est une place de La, on note La,w le complété de La en w. Alors,

l’extension La est une p-extension abélienne de k telle que pour toute

place w|va de La, l’extension La,w/kva est une p-extension abélienne in-

finie.

Démonstration. — Le fait que l’ensemble Λa forme une famille d’extensions
linéairement disjointes de k et que pour toute place w|va, l’extension
La,w/kva soit infinie découle directement du lemme 2.2. De plus, les
extensions k(θa,i)/k étant abéliennes de groupe de Galois isomorphe à
Z/pZ, on en déduit que l’extension La est une p-extension abélienne
de k.

Remarque 2.5. — Pour tout b ∈ P∪
{

1
T

}

\{a} et toute place w|vb de La,
on a [La,w : kvb] ≤ p. En effet, les extensions k(θa,i)/k étant de degré p et
non ramifiées au-dessus de b d’après le lemme 2.1, l’extension La/k est
abélienne, d’exposant p et non ramifiée au-dessus de b. Il en est donc de
même des complétés. Ainsi l’extension La,w est une p-extension abélienne
de kvb qui est non ramifiée au-dessus de b. Or les extensions non ramifiées
d’un corps local sont cycliques (cf. prop. p. 113 de [FV93]) ce qui n’est
pas le cas de l’extension La,w/kvb dès que [La,w : kvb ] > p puisque son
groupe de Galois est isomorphe à un produit de Z/pZ.

Nous sommes maintenant en mesure de donner le contre-exemple an-
noncé:

Théorème 2.6. — Soit L le compositum des corps de la famille Λ de la

remarque 2.3. Alors, L est une p-extension abélienne de k dont les degrés

locaux sur L sont infinis au-dessus de toutes les places de k.

Démonstration. — Comme L est un compositum d’extensions de degré p,
c’est clairement une p-extension abélienne de k. Le fait que tous les
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degrés locaux sur L soient infinis au-dessus des places de k provient de
la proposition 2.4. En effet, si a ∈ P ∪

{

1
T

}

, alors La ⊂ L.

Nous terminons cette partie en donnant un exemple d’une extension
galoisienne infinie de k dont le groupe de Galois est d’exposant divisible
par la caractéristique de k et dont néanmoins les degrés locaux sont
uniformément bornés.

Proposition 2.7. — Soient i ∈ N \ pN et Li le compositum des corps

de la famille

Λi :=

{

k(θa,i)
∣

∣ a ∈ P ∪

{

1

T

}}

.

Alors, Li est une p-extension abélienne infinie de k dont les degrés locaux

sont uniformément bornés par p2.

Démonstration. — L’extension Li/k étant une sous-extension de l’extension
L/k (cf. th. 2.6), c’est une p-extension abélienne infinie de k. Soient
a ∈ P ∪

{

1
T

}

et Li\a le compositum des corps de la famille Λi\a :=
{

k(θb,i)
∣

∣ b ∈ P ∪
{

1
T

}

\ {a}
}

. Alors Li est le compositum de k(θa,i) et de
Li\a. Soit w|va une place de Li, on note encore w la restriction de w à
Li\a. L’extension k(θa,i)/k étant totalement ramifiée au-dessus de a, on a
[kva(θa,i) : kva ] = p. D’autre part, l’extension Li\a/k est une p-extension
abélienne infinie qui est non ramifiée au-dessus de a. Or les extensions
non ramifiées d’un corps local sont cycliques (cf. prop. p. 113 de [FV93])
ce qui n’est pas le cas de l’extension Li\a,w/kva dès que

[

Li\a,w : kva
]

> p.
On obtient donc:

[Li,w : kva ] ≤
[

Li\a,w : kva
]

[kva(θa,i) : kva ] ≤ p2.

D’où le résultat annoncé.
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