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MINORATION DE LA HAUTEUR CANONIQUE

POUR LES MODULES DE DRINFELD À

MULTIPLICATIONS COMPLEXES

par

Hugues Bauchère

Résumé. — Soient K une extension finie de Fq(T ), L/K une extension
galoisienne de groupe de Galois G et E le sous-corps de L fixé par le
centre de G. On suppose qu’il existe une place finie v de K telle que les
degrés locaux de E/K au-dessus de v soient bornés. Soit φ un module de
Drinfeld à multiplications complexes. On donne une minoration effective
de la hauteur canonique associée à φ sur L privé des points de torsion
de φ. Dans le cadre des corps de nombres, ce problème a été résolu par
F. Amoroso, S. David et U. Zannier dans [ADZ11].

Abstract (Lower Bound for the Canonical Height for Drinfeld
Modules with Complex Multiplication)

Let K be a finite extension of Fq(T ), let L/K be a Galois extension
with Galois group G and let E be the subfield of L fixed by the center
of G. Assume that there exists a finite place v of K such that the
local degrees of E/K above v are bounded. Let φ be a Drinfeld module
with complex multiplication. We give an effective lower bound for the
canonical height of φ on L outside the torsion points of φ. In the number
field case, this problem was solved by F. Amoroso, S. David and U.
Zannier in [ADZ11].
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Introduction

Soient A := Fq[T ] l’anneau des polynômes en l’indéterminée T et à
coefficients dans le corps fini Fq, k son corps des fractions et k̄ une clôture
algébrique de k.

Soit φ un A-module de Drinfeld défini sur k et de rang r. Dans
[Den92], L. Denis définit la hauteur canonique ĥφ : k −→ R+ asso-
ciée à un A-module de Drinfeld φ. Il montre que cette hauteur s’annule
uniquement sur les points de torsion de φ.

Soit L/k une extension de k. Par analogie avec la terminologie utilisée
dans [BZ01], on dira que L a la propriété (B,φ) s’il existe une constante
strictement positive qui minore ĥφ sur L privé des points de torsion de φ.

S. David et A. Pacheco ont montré dans [DP08] que pour tout module
de Drinfeld φ, si K/k est une extension finie, alors la clôture abélienne
de K avait la propriété (B,φ). Dans cet article nous généralisons, dans
le cadre des modules de Drinfeld à multiplications complexes, ce résultat
(on renvoie au §1 pour les définitions précises des notions utilisées).

Théorème 1. — Soit φ un A-module de Drinfeld défini sur k et à mul-
tiplications complexes. Soient K/k une extension finie et L/K une ex-
tension galoisienne (finie ou infinie) de groupe de Galois G. Soient H
un sous-groupe du centre de G et E ⊆ L le sous-corps fixé par H. Soit
d0 > 0 un entier. On suppose qu’il existe une place finie v de K telle que
pour toute place w de E au-dessus de v, on ait [Ew : Kv] ≤ d0. Alors L
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a la propriété (B,φ). Plus précisément, il existe une constante c0 > 0
qui ne dépend que de φ telle que pour tout α ∈ L non de torsion pour φ,
on ait:

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k].

On illustre la tour d’extensions que nous venons de décrire par le dia-
gramme suivant:

L

E
<Z(G)

K

G

❚❖
✤
♦ ❥

k

Notons que lorsque l’extension L/K est finie, alors L a la propriété
(B,φ) d’après le théorème de Northcott (cf. théorème 1.8, point 4).

Le théorème 1 est donc surtout intéressant lorsque l’extension galoi-
sienne L/K est infinie.

Remarquons que ce théorème est l’analogue pour les modules de Drin-
feld à multiplications complexes d’un résultat obtenu par F. Amoroso,
S. David et U. Zannier dans [ADZ11] dans le cas du groupe multipli-
catif. Dans ce cadre, même pour une extension abélienne L d’un corps
de nombres K, le fait d’obtenir une minoration dépendant seulement du
degré [K : Q] n’était pas possible à l’aide des techniques de [AZ00].
Pour ce faire les auteurs ont dû modifier leur méthode (cf. [AZ10]),
notamment pour ne pas utiliser le théorème de Kronecker-Weber. Pour
ce qui est des modules de Drinfeld, la minoration obtenue dans [DP08]
n’est pas explicite. Dans le cadre de modules CM, leur méthode per-
mettrait probablement d’obtenir une minoration dépendant seulement
du degré [K : k]. Ici nous utilisons, comme dans [ADZ11], la méthode
de [AZ10], ce qui nous permet d’obtenir en particulier, dans le cadre des
modules CM, une version du théorème de [DP08] avec une constante
dépendant seulement du degré [K : k]:

Corollaire 1. — Soit φ un A-module de Drinfeld défini sur k à multi-
plications complexes. Soient K/k une extension finie et Kab la clôture
abélienne de K. Alors Kab a la propriété (B,φ). Plus précisément, il
existe une constante c0 > 0 qui ne dépend que de φ telle que pour tout
α ∈ Kab non de torsion pour φ, on ait:

ĥφ(α) ≥ q−c0 [K:k]2.
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Démonstration. — On applique le théorème 1 dans le cas L = Kab en
prenant H = G. Alors E = K, on peut ainsi prendre d0 = 1 et choisir
n’importe quelle place finie et non triviale de K. Prenons une place
finie v de K telle que deg v ≤ [K : k] (une telle place existe, il suffit par
exemple de prendre une place de K au-dessus de la place en T de k).
D’après le théorème 1, il existe une constante c0 > 0 ne dépendant que
de φ telle que pour tout α ∈ Kab non de torsion pour φ, on a:

ĥφ(α) ≥ q−c0 [K:k]2,

ce qui permet de conclure.

S’il existe une place finie v de K telle que pour toute place w de L
au-dessus de v, on ait [Lw : Kv] ≤ d0 pour un certain entier d0, alors,
en considérant le sous-groupe trivial du centre du groupe de Galois de
l’extension L/K, on obtient le corollaire suivant:

Corollaire 2. — Soit φ un A-module de Drinfeld défini sur k et à mul-
tiplications complexes. Soient K/k une extension finie et L/K une ex-
tension galoisienne de groupe de Galois G. Soit d0 > 0 un entier. S’il
existe une place finie v de K telle que pour toute place w de L au-dessus
de v, on ait [Lw : Kv] ≤ d0, alors L a la propriété (B,φ). Plus préci-
sément, il existe une constante c0 > 0 qui ne dépend que de φ telle que
pour tout α ∈ L non de torsion pour φ, on ait:

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k].

Afin de démontrer le théorème 1, nous aurons besoin de façon cruciale
d’une congruence (un “relèvement du Frobenius”, cf. proposition 1.6 ci-
après). Celle-ci n’étant disponible que pour les modules de Drinfeld de
signe normalisé (cf. §1.6 pour la définition), nous nous ramènerons au
cas de modules de Drinfeld de signe normalisé. Nous nous ramènerons
également au cas d’extensions finies. Plus précisément, nous déduirons
le théorème 1 du théorème suivant:

Théorème 2. — Soient F/k une extension CM finie, OF son anneau
d’entiers, d le degré sur Fq de l’unique place de F au-dessus de ∞ = 1

T
et ψ un OF -module de Drinfeld de signe normalisé. Soient K/k une
extension finie telle que ψ soit défini sur K et L/K une extension galoi-
sienne finie de groupe de Galois G. Soient H un sous-groupe du centre
de G et E ⊆ L le sous-corps fixé par H. Soient d1 > 0 un entier et v
une place finie de K. On suppose que pour toute place w de E au-dessus



MINORATION DE LA HAUTEUR POUR LES MODULES DE DRINFELD CM 5

de v, on ait [Ew : Kv] ≤ d1. Alors il existe deux constantes c1 > 0 et
c2 ≥ 1 qui ne dépendent que de ψ telles que pour tout α ∈ L non de
torsion pour ψ, on ait:

ĥψ(α) ≥
q−c1 deg v d21 [K:k]

c2 d
qd−1
1 [K : k]qr

.

Le plan de l’article est le suivant. Au §1, nous rassemblons les prélimi-
naires nécessaires sur les corps de fonctions en caractéristique positive,
sur les modules de Drinfeld et sur leur hauteur canonique. Au §2, on
démontre le théorème 2. Enfin, au §3, on en déduit le théorème 1.

1. Préliminaires

1.1. Notations générales. —

Soit p un nombre premier et q une puissance de p. On considère Fq le
corps fini à q éléments, A := Fq[T ] l’anneau des polynômes à coefficients
dans Fq en l’indéterminée T et k le corps des fractions de A. Soit a ∈ A,
on note degT a le degré de a en tant que polynôme en T .

Soient ∞ la place en 1
T

et k∞ := Fq
((

1
T

))
le corps des séries de Laurent

sur Fq, c’est un complété de k pour la valuation 1
T
-adique v∞ = − degT .

On fixe k̄∞ une clôture algébrique de k∞ et C∞ un complété de k̄∞ pour
la valuation v∞ que l’on a étendue naturellement à k̄∞. Ensuite, on
normalise sur C∞ la valeur absolue associée à la valuation v∞ en posant
| · |∞ := q−v∞(·). On note respectivement k̄ la fermeture algébrique de k
dans C∞ et Fq celle de Fq dans C∞.

Soit K/k une extension finie, on désigne par [K : k] le degré de cette
extension, par OK la fermeture intégrale de A dansK, parK la fermeture
algébrique de K dans C∞ et par K∞ le complété de K dans C∞ pour la
valuation v∞.

Si L est une extension galoisienne de K, on note Gal(L/K) son groupe
de Galois.

Si E est un ensemble, on note #E son cardinal.

1.2. Places et degrés. —
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Soient K une extension finie de k et MK l’ensemble des places non
triviales de K. Si v ∈ MK , on note v : K 7→ Z ∪ {∞} la valua-
tion associée et | · |v := q−v(·) la valeur absolue normalisée associée. On
note également Ov :=

{
x ∈ K

∣∣ v(x) ≥ 0
}

son anneau de valuation,
mv :=

{
x ∈ K

∣∣ v(x) > 0
}

son idéal maximal, Fv := Ov/mv son corps
résiduel et deg v := [Fv : Fq] son degré sur Fq.

Soit L une extension finie de K. Si w est une place de L au-dessus de v
(ce que l’on note w|v), on pose f(w/v) := [Fw : Fv] le degré résiduel de w
sur v et e(w/v) l’indice de ramification de w sur v, c’est-à-dire l’unique
entier tel que pour tout α ∈ K on a:

w(α) = e(w/v) v(α).

On note Kv le complété de K en la place v et Lw celui de L en w. On
appelle degré local de w sur v le degré de l’extension Lw/Kv.

Soient F/k une extension finie et R un ordre de F , i.e. un sous-anneau
de OF ayant F comme corps des fractions. Rappelons que OF est l’ordre
maximal de F (pour l’inclusion).

Pour tout idéal non nul a de R, on définit:

degR a := logq#(R/a) ,

où logq est le logarithme de base q.
On étend la définition précédente à tout élément non nul γ ∈ R en posant:

degR γ := degR(γ),

où (γ) := γR est l’idéal de R engendré par γ. En particulier, pour tout
a ∈ A \ {0}, on a:

degA a = degT a.

On notera également que si p est un idéal premier non-nul de OK et si vp
est la valuation associée à p, alors on a degOK p = deg vp.

1.3. Modules de Drinfeld. —

Soient L ⊂ C∞ une extension de k et τ l’application de Frobenius
associée à Fq (i.e. τ(x) = xq pour tout x ∈ C∞), on note L{τ} l’anneau
des polynômes de Öre sur L. Si P ∈ L{τ}, on note degτ P le degré de P
en tant que polynôme en τ et DP le coefficient du monôme en τ 0 de P .
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On peut généraliser la théorie classique des modules de Drinfeld aux
ordres d’extensions CM de k en suivant [Hay79]. Soit F/k une extension
finie de type CM, c’est-à-dire que F ne possède qu’une seule place au-
dessus de ∞. Soit R un ordre de F . On dit qu’un morphisme de Fq-
algèbres ρ : R −→ C∞{τ} est un R-module de Drinfeld si pour tout
a ∈ R, on a Dρa = a et s’il existe a ∈ R vérifiant ρa 6= a τ 0.

D’après la proposition 2.3 de [Hay79], il existe un entier r > 0 tel que
pour tout a ∈ R \ {0}, on ait: degτ ρa = r degR a. Cet entier est appelé
le rang de ρ.

Soient ρ et ̺ deux R-modules de Drinfeld. Un morphisme de ρ vers ̺
est un polynôme P ∈ C∞{τ} vérifiant Pρa = ̺aP pour tout a ∈ R. Un
morphisme non nul de ρ vers ̺ est appelé isogénie. On remarque que
si ρ et ̺ sont isogènes, alors ils ont nécessairement même rang. Un iso-

morphisme de ρ vers ̺ est une isogénie inversible, c’est donc un élément
de C∗

∞.
On note Hρ ⊂ C∞ le corps engendré sur k par les coefficients des

polynômes {ρa}a∈R de C∞{τ}. On dira que ρ est défini sur L ⊂ C∞ si
Hρ ⊂ L, i.e. ρ : R −→ L{τ}.

Notons t := [F : k]. Si (e1, . . . , et) est une base de R en tant que
A-module, alors Hρ est le corps engendré sur k par les coefficients des
polynômes ρT ∈ C∞{τ} et {ρei}1≤i≤t. On remarque par ailleurs que si ρ
est défini sur k, alors Hρ est une extension finie de k contenant F (car
Dρa = a, pour tout a ∈ R).

1.4. Endomorphismes d’un module de Drinfeld. —

Dorénavant par module de Drinfeld on entendra module de Drinfeld
défini sur k.

Soit φ un A-module de Drinfeld de rang r. On note End(φ) ⊂ k{τ}

l’ensemble des endomorphismes de φ sur k. L’anneau End(φ) est un A-
module de rang ≤ r (cf. cor. de la prop. 2.4. de [Dri74]) via l’action
de φ. De plus, End(φ) se plonge naturellement dans k via l’application
P 7−→ DP . Si on note R l’image de End(φ) dans k, alors d’après le
corollaire 4.7.15 de [Gos96], R est un ordre d’une extension finie F de k.
De plus cette extension est de type CM (voir la preuve du théorème
4.7.17 de [Gos96]) de degré égal au rang t de R en tant que A-module.
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L’isomorphisme de A-modules:

φ′ : R
∼

−→ End(φ) (1)

définit naturellement une structure de R-module de Drinfeld de rang r
t

qui étend celle de φ, i.e. :

∀a ∈ A, φ′
a = φa. (2)

On dit que φ est à multiplications complexes (en abrégé CM) si φ′

est de rang 1, autrement dit si End(φ) est un A-module de rang r (car
alors t = r).

1.5. Points de torsion et idéaux. —

Soient F/k une extension finie de type CM, R un ordre de F , φ′ un
R-module de Drinfeld de rang r′ et Hφ′ le corps des coefficients de φ′ (cf.
§1.3).

Soit a ∈ R \ {0}. Un point de a-torsion de φ′ est un élément δ ∈ k tel
que φ′

a(δ) = 0. On note φ′[a] l’ensemble des points de a-torsion.
De façon générale, si a est un idéal non nul de R, un point de a-torsion

de φ′ est un élément δ ∈ k tel que φ′
a(δ) = 0 pour tout a ∈ a. On

note φ′[a] l’ensemble des points de a-torsion, c’est un R-module via φ′.
On note également φ′[a∞] := ∪i≥0φ

′[ai].
Si L ⊆ k est une extension de k, on note φ′(L)tors l’ensemble des points

de torsion de φ′ dans L.
Soit δ ∈ k un point de torsion de φ′. On appelle ordre de δ l’idéal

Iφ′(δ) :=
{
a ∈ R

∣∣φ′
a(δ) = 0

}
, c’est le plus grand idéal annulateur de δ

via l’action de φ′. On remarque immédiatement que δ est d’ordre premier
à a si et seulement s’il existe un idéal non nul b de R premier à a tel que
δ ∈ φ′[b] (en effet, dans ce cas b ⊆ Iφ′(δ)).

Lorsque R = OF , le lemme suivant montre qu’on peut décomposer un
point de torsion suivant un idéal premier non nul fixé de OF .

Lemme 1.1. — Soient m un idéal premier non nul de OF et δ ∈ k un

point de torsion pour φ′. Alors, il existe δ1 ∈ Hφ′(δ) un point de torsion

pour φ′ d’ordre une puissance de m et δ2 ∈ Hφ′(δ) un point de torsion

pour φ′ d’ordre premier à m tels que δ = δ1 + δ2.
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Démonstration. — Soit a∈OF\{0} tel que φ′
a(δ)=0. Écrivons (a) = mg b

avec g ≥ 0 un entier et b un idéal de OF premier à m. Alors mg et b sont
premiers entre eux, donc mg + b = OF . Ainsi, il existe u ∈ b et v ∈ mg

tels que u+ v = 1. D’où

δ = φ′
1(δ) = φ′

u(δ) + φ′
v(δ).

Posons δ1 := φ′
u(δ) et δ2 := φ′

v(δ). On va vérifier que δ1 ∈ φ′[m∞] et
δ2 ∈ φ′[b]. Soit m un élément de mg. On a mu ∈ mg b = (a), il existe
donc c ∈ OF tel que mu = a c. On en déduit

φ′
m(δ1) = φ′

mu(δ) = φ′
a c(δ) = φ′

c (φ
′
a(δ)) = 0.

Ceci étant vrai pour tout m ∈ mg, on a bien δ1 ∈ φ′[mg] comme annoncé.
Un raisonnement analogue montre que δ2 ∈ φ′[b]. Le lemme est donc
démontré.

1.6. Théorie de Hayes. —

Nous rassemblons dans ce paragraphe des résultats dus à Hayes qui
seront essentiels pour la suite et nous démontrons une congruence qui est
un point clef de la preuve du théorème principal.

Soient F/k une extension finie de type CM et R un ordre de F . On
note ∞′ l’unique place de F au-dessus de ∞ et d := deg∞′ son degré.
Soient F∞′ le corps résiduel de ∞′ (qui est donc isomorphe à Fqd), v∞′

l’unique extension de v∞ à F et F∞′ le complété de F pour v∞′.
Soit ρ un R-module de Drinfeld et a un idéal non nul de R. On note ρa

le générateur unitaire de l’idéal à gauche de k{τ} engendré par la famille
{ρa}a∈a. D’après le §3 de [Hay79], il existe alors un unique R-module
de Drinfeld ̺ tel que pour tout a ∈ A, on ait:

ρa ρa = ̺a ρa.

On notera a ∗ ρ le R-module ̺, en suivant [Hay79].
De plus, si on note End(a) l’ensemble des éléments a ∈ OF tels que

aa ⊆ a, alors, d’après la proposition 3.2 de [Hay79], ̺ est en fait un
End(a)-module de Drinfeld.

Nous utiliserons exclusivement le cas particulier suivant pour étendre
à l’ordre maximal l’anneau des scalaires de nos modules de Drinfeld CM.
Soit C :=

{
a ∈ OF

∣∣ aOF ⊂ R
}

le conducteur de R (i.e. le plus grand
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idéal de OF contenu dans R). On a alors End(C) = OF et d’après ce qui
précède, on obtient:

Proposition 1.2. — Soit ρ un R-module de Drinfeld. Notons C le con-

ducteur de R et ϕ = C ∗ ρ. Alors ρ est isogène à ϕ via ρC et on a

End(ϕ) = OF .

Soit π ∈ F une uniformisante de v∞′ (i.e. v∞′(π) = 1). On a alors
F∞′ = F∞′((π)). Tout élément α ∈ F ∗

∞′ peut donc s’écrire:

α =
∑

i≥j

ci π
i

où j := v∞′(α) et ci ∈ F∞′ pour tout entier i ≥ j. En posant sgn(α) := cj
on définit alors, suivant la terminologie de Hayes, une fonction signe

sur F∞′ (i.e. un morphisme de groupe F ∗
∞′ −→ F∗

∞′ dont la restriction
à F∗

∞′ est l’identité).
Soit maintenant ψ un OF -module de Drinfeld de rang 1. Pour tout

a ∈ OF , on note µψ(a) ∈ k le coefficient dominant de ψa, c’est-à-dire
le coefficient du monôme de plus haut degré de ψa ∈ k{τ}. Pour tous
a ∈ OF et b ∈ OF on a:

µψ(ab) = µψ(a)µψ(b)
q
degOF

a

. (3)

D’après le §6 de [Hay79], l’application x 7−→ µψ(x) s’étend en une
application

µψ : F∞′ −→ C∞

x 7−→ µψ(x)

.

Définition 1.3. — Soit ψ un OF -module de Drinfeld de rang 1. On dit
que ψ est de signe normalisé s’il existe σ ∈ Gal(F∞′/Fq) tel que:

µψ = σ ◦ sgn .

En particulier, si ψ est de signe normalisé, alors pour tout a ∈ OF \{0},
on a:

µψ(a) ∈ F∗
∞′ ≃ F∗

qd, (4)

car F est de type CM.
D’après le théorème 12.3 de [Hay92], tout OF -module de Drinfeld ϕ

de rang 1 est isomorphe à un module de Drinfeld de signe normalisé.
Plus précisément:
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Proposition 1.4. — Soient ϕ un OF -module de Drinfeld de rang 1 et

z ∈ k une racine du polynôme:

Xqd−1 − µϕ
(
π−1

)
.

Alors le OF -module de Drinfeld ψ := z ϕ z−1 est de signe normalisé.

Démonstration. — Voir le théorème 12.3 de [Hay92].

Soient ψ un OF -module de Drinfeld de signe normalisé et Hψ son corps
des coefficients (cf. §1.3). Comme µψ(a) ∈ F∞′ pour tout a ∈ OF , d’après
la proposition 11.3 de [Hay92], ψ est défini sur OHψ .

Par ailleurs, d’après le §14 de [Hay92], le corps Hψ est indépendant
du OF -module de Drinfeld de signe normalisé, on le note H+

F . De plus,
l’extension H+

F /F est abélienne, finie (cf. prop. 14.1 de [Hay92]) et
non ramifiée au-dessus de toutes les places finies de F (cf. Th. 14.4 de
[Hay92]).

On peut donc associer à tout idéal premier non nul m de OF son
symbole d’Artin, c’est-à-dire l’unique automorphisme σm ∈ Gal(H+

F /F )

vérifiant:
∀γ ∈ OH+

F
, σm(γ) ≡ γq

degOF
m

mod n

où n est un idéal premier de OH+
F

au-dessus de m. Soient a un idéal

non nul de OF et a = me1
1 · · ·m

ej
j sa décomposition en produit d’idéaux

premiers de OF . On étend la définition du symbole d’Artin à tout idéal
non nul a de OF en posant:

σa = σe1m1
· · ·σ

ej
mj .

SoitH+
F (ψ[a]) le corps engendré surH+

F par les points de a-torsion de ψ.
Alors, d’après la proposition 7.5.4 de [Gos96], l’extension H+

F (ψ[a])/F

est abélienne et non ramifiée au-dessus de tout idéal premier de OF qui
ne divise pas a. Dans le cas des idéaux premier de OF nous avons le
résultat complémentaire suivant (cf. prop. 7.5.18 de [Gos96]):

Proposition 1.5. — Soient m un idéal premier non nul de OF et i > 0

un entier. Alors, l’extension H+
F (ψ[m

i])/H+
F est totalement ramifiée en

tout premier de OH+
F

au-dessus de m.
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Soient λ ∈ k un point de a-torsion, b un idéal non nul de OF premier
à a et σb ∈ Gal

(
H+
F (ψ[a])/F

)
le symbole d’Artin de b. Alors, toujours

d’après la proposition 7.5.4 de [Gos96], on a:

σb(λ) = ψb(λ). (5)

De plus, d’après le corollaire 7.5.6 de [Gos96], on a:

Gal
(
H+
F (ψ[a])/H

+
F

)
≃ (OF/a)

× . (6)

Soient m un idéal premier non nul de OF et n un idéal premier non
nul de OH+

F
au-dessus de m (i.e. m = n ∩ OF ). D’après le corollaire 5.9

de [Hay92], pour tout entier i ≥ 1 on a:

ψmi ≡ τ i degOF m mod n (7)

(rappelons que ψmi désigne le générateur unitaire de l’idéal à gauche
de k{τ} engendré par la famille {ψa}a∈mi).

Nous voudrions maintenant pouvoir nous servir de cette congruence
pour obtenir des minorations utiles par la suite. Le problème avec cette
congruence est que ψmi n’est pas, en général, un endomorphisme de ψ.
Pour que ψmi soit un endomorphisme de ψ il faut et il suffit qu’il existe
m ∈ OF tel que ψm = ψmi . Il suffit donc que l’idéal mi soit principal
et que l’un de ses générateurs m ∈ OF vérifie µψ(m) = 1 (puisque si
mi = (m), on a ψm = µψ(m)ψmi).

L’idée est donc de considérer une puissance suffisamment grande de
l’idéal m. Pour cela, On note h le nombre de classes de OF et d := deg∞′

le degré de la place ∞′. Alors mh est un idéal principal. On fixe m ∈ OF

un générateur de mh. Pour tout entier i > 0, on a d’après (3) p. 10:

µψ(m
i) = µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(i−1) degOF
m

.

Or µψ(m) ∈ F×
qd

car ψ est de signe normalisé (cf. (4) p. 10). Donc si
j et j′ représentent respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de i par d, alors:

µψ(m)q
idegOF

m

= µψ(m)q
(jd+j′) degOF

m

= µψ(m)q
j′ degOF

m

.

Ainsi,

µψ(m
i d) =

(
µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(d−1) degOF
m
)i

.
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En prenant i = qd − 1, on obtient:

µψ(m
d(qd−1)) =

(
µψ(m)1+q

degOF
m
+···+q

(d−1) degOF
m
)qd−1

= 1.

Nous considérerons plus loin la situation où K/H+
F et L/K sont deux

extensions finies, p est un idéal premier de OK au-dessus de m et q un
idéal premier de OL au-dessus de p. Posons

ν := d(qd − 1) degOL q/ degOF m

(c’est un entier car OL/q est une extension finie du corps fini OF/m).
Alors, d’après la congruence (7) p. 12 et la discussion ci-dessus, on a:

ψmν = ψmhν ≡ τ h d(q
d−1) degOL

q mod p.

Cela montre:

Proposition 1.6. — Soient F/k une extension CM finie, ∞′ l’unique

place de F au-dessus ∞, d le degré sur Fq de la place ∞′, h le nombre

de classes de OF et ψ un OF -module de Drinfeld de signe normalisé.

Soient m un idéal premier non nul de OF , m ∈ OF un générateur de

l’idéal principal mh, K/H+
F et L/K deux extensions finies, p un idéal

premier de OK au-dessus de m et q un idéal premier de OL au-dessus

de p. On pose:

ν := d (qd − 1) degOL q/ degOF m.

Alors on a:

ψmν = ψmh ν ≡ τ h d (q
d−1) degOL

q mod p. (8)

1.7. Hauteurs. —

Soient α ∈ k et K une extension finie de k contenant α. La hauteur

logarithmique et absolue de Weil de α, notée h(α), est définie par:

h(α) :=
1

[K : k]

∑

v∈MK

deg v logqmax{1, |α|v}.

Cette définition ne dépend pas de l’extension finie K choisie. Rappelons
que la hauteur de Weil est une fonction positive qui ne s’annule qu’en zéro
et les racines de l’unité et qu’elle est invariante par conjugaison (i.e. pour
tout α ∈ k et tout conjugué β ∈ k de α sur k, on a h(β) = h(α)). Par
ailleurs, elle vérifie la propriété de Northcott : pour tous réels D > 0 et
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c > 0, il n’existe qu’un nombre fini de points α ∈ k tels que [k(α) : k] ≤ D

et h(α) ≤ c.
De plus, pour tous α, β ∈ k et pour tout n ∈ Z, on a:

• h(α + β) ≤ h(α) + h(β);
• h(αβ) ≤ h(α) + h(β);
• h(αn) = |n| h(α) où | · | est la valeur absolue usuelle sur R.

L. Denis (cf. [Den92]) a associé à tout A-module de Drinfeld une
hauteur canonique. La construction de L. Denis se généralise sans aucune
difficulté aux R-modules de Drinfeld définis sur k, où R est un ordre d’une
extension CM finie de k. On se contente donc d’en rappeler sa définition:

Définition 1.7. — Soient F/k une extension CM finie, R un ordre de
F et φ′ un R-module de Drinfeld de rang r′ défini sur k. On appelle
hauteur canonique de φ′ la fonction ĥφ′ : k −→ R+ définie par:

ĥφ′(α) := lim
i→∞

h
(
φ′
ai(α)

)

qi r′ degR a

où a ∈ R \ Fq.

Cette définition ne dépend pas de l’élément a choisi (th. 1 de [Den92]).
Comme dans le cas classique, la hauteur canonique satisfait les bonnes

propriétés suivantes:

Théorème 1.8. — Soient F/k une extension CM finie, R un ordre de F

et φ′ un R-module de Drinfeld de rang r′ défini sur k. Alors la hauteur

canonique ĥφ′ de φ′ vérifie les propriétés suivantes:

1. Pour tout a ∈ R et tout α ∈ k, on a:

ĥφ′(φ
′
a(α)) = qr

′ degR a ĥφ′(α);

2. Il existe une constante réelle γ(φ′) ≥ 1 telle que pour tout α ∈ k,

on a: ∣∣∣ĥφ′(α)− h(α)
∣∣∣ ≤ γ(φ′);

3. La fonction ĥφ′ est l’unique fonction définie sur k vérifiant à la fois

la propriété 1 pour un certain a ∈ R \ Fq et la propriété 2;

4. La fonction ĥφ′ vérifie la propriété de Northcott.
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5. Soit α ∈ k, alors ĥφ′(α) = 0 si et seulement si α est un point de

torsion de φ′;

6. Pour tous α ∈ k et δ ∈ φ′
(
k
)
tors

, on a:

ĥφ′(α+ δ) = ĥφ′(α);

7. Pour tous α, β ∈ k, on a:

ĥφ′(α + β) ≤ ĥφ′(α) + ĥφ′(β).

Soient F/k une extension CM finie, R un ordre de F , φ′ un R-module
de Drinfeld de rang r′ défini sur k et φ la restriction de φ′ à A (cf. égalité
(2) p. 8). Nous allons maintenant montrer que les hauteurs canoniques
relatives à φ et φ′ coïncident.

Proposition 1.9. — Pour tout α ∈ k̄, on a ĥφ(α) = ĥφ′(α).

Démonstration. — Soit t le rang de R en tant que A-module. D’après
le §1.4, φ est de rang r = r′ t et pour tout a ∈ A, on a degR a = t degA a.
Soit a ∈ A tel que a ∈ R \ Fq. Alors pour tout α ∈ k̄ on a:

ĥφ′(α) = lim
n→+∞

h(φ′
an(α))

qnr′ degR a
= lim

n→+∞

h(φan(α))

qnr′tdegA a

= lim
n→+∞

h(φan(α))

qnr degA a
= ĥφ(α).

Par abus de notation on pourra encore noter ĥφ la hauteur normalisée
du R-module de Drinfeld φ′.

On vient de voir que la hauteur canonique est invariante par extension
des scalaires du module de Drinfeld. On va maintenant montrer par le
biais de la proposition suivante, qui est une généralisation de la proposi-
tion 2 de [Poo95], que l’on peut relier les hauteurs canoniques associées
à deux modules de Drinfeld isogènes.

Proposition 1.10. — Soientρet̺ deux R-modules de Drinfeld de rang r

définis sur k̄ isogènes via P ∈ k̄{τ} ( i.e. P ρ = ̺P ). Alors, pour tout

α ∈ k̄, on a:

qdegτ P ĥρ(α) = ĥ̺(P (α)) .
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Démonstration. — D’après la propriété fonctorielle de la hauteur (cf. th.
B.2.5 de [HS00]), il existe une constante c(P ) > 0 ne dépendant que du
polynôme P telle que pour tout α ∈ k̄, on a:

∣∣h(P (α))− qdegτ P h(α)
∣∣ ≤ c(P ).

Ainsi, pour tout a ∈ R \ Fq et tout entier i > 0, on a:
∣∣∣∣
h(P (ρai(α)))

qi r degR a
−
qdegτ P h(ρai(α))

qi r degR a

∣∣∣∣ ≤
c(P )

qi r degR a
.

Or P (ρai(α)) = ̺ai(P (α)), d’où:
∣∣∣∣
h(̺ai(P (α)))

qi r degR a
−
qdegτ P h(ρai(α))

qi r degR a

∣∣∣∣ ≤
c(P )

qi r degR a
.

On obtient donc le résultat souhaité en faisant tendre i vers l’infini.

2. Démonstration du théorème 2

Le but de cette partie est de démontrer le théorème 2. Pour ce faire,
nous commencerons par montrer dans le §2.1 des inégalités ultramé-
triques faisant intervenir un module de Drinfeld de signe normalisé, ce
qui nous permettra, grâce à la formule du produit, d’en déduire au §2.2
des minorations conditionnelles de la hauteur canonique. À l’aide d’un
argument reposant entre autres sur le principe des tiroirs (cf. 2.3), nous
nous affranchirons dans le §2.4 de ces contraintes.

À partir de maintenant et jusqu’au §2.2, on fixe F/k une extension CM
finie, ψ un OF -module de Drinfeld de signe normalisé, K/k une extension
finie sur laquelle ψ est défini et L/K une extension galoisienne finie de
groupe de Galois G. Soient H un sous-groupe du centre de G et E ⊆ L

le sous-corps fixé par H . On se donne encore d1 > 0 un entier et v une
place finie non triviale de K telle que pour toute place w|v de E, on ait
[Ew : Kv] ≤ d1. on note p l’idéal premier de OK associé à la place v,
m := p ∩ OF l’idéal premier de OF en-dessous de p et on fixe q un idéal
premier de OE au-dessus de p (i.e. p = q ∩ OK). Soient h le nombre
de classes de OF , m ∈ OF un générateur de l’idéal principal mh et d le
degré sur Fq de l’unique place de F au-dessus de ∞. On pose:

ν := d (qd − 1) degOE q/ degOF m; (9)
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n := h d (qd − 1) degOE q; (10)

et

s := h d (qd − 1). (11)

2.1. Inégalités métriques. —

On établit ici quelques inégalités ultramétriques utiles pour la suite.

Lemme 2.1. — Soit M une extension finie de K. Alors, pour tout

α∈M et toute place finie w de M , on a:

max{1, |ψmν (α)|w} = max
{
1, |α|q

n

w

}
.

Démonstration. — Soit α ∈ M . Comme ψ est de signe normalisé, ses
coefficients sont entiers (cf. §1.6). De plus, ψmν est un polynôme unitaire
de degré n d’après la proposition 1.6 (relation (8)). Il existe donc des
éléments a0, . . . , an−1 ∈ OK tels que:

ψmν (α) = a0 α + · · ·+ an−1 α
qn−1

+ αq
n

.

De plus, comme pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1} le coefficient ai est entier,
pour toute place finie w de M , on a |ai|w ≤ 1. Ainsi, il y a deux cas
possibles:

1. Si |α|w > 1, alors pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, on a:∣∣∣ai αq
i
∣∣∣
w
≤ |α|q

i

w < |α|q
n

w ,

d’où
|ψmν (α)|w = |α|q

n

w > 1

et donc

max{1, |ψmν (α)|w} = |α|q
n

w = max
{
1, |α|q

n

w

}
.

2. Si |α|w ≤ 1, alors:
|ψmν (α)|w ≤ 1

et donc

max{1, |ψmν (α)|w} = 1 = max
{
1, |α|q

n

w

}
.
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Lemme 2.2. — Soit M une extension finie de K. Alors, pour tout

α∈M et toute place w|v de M , on a:
∣∣ψmν (α)− αq

n∣∣
w
≤ q−e(w/v) max{1, |α|w}

qn−1

.

Démonstration. — Soient a0, . . . , an−1 les coefficients de ψmν , i.e. :

ψmν = a0 τ
0 + · · ·+ an−1 τ

n−1 + τn.

Soient α ∈ M et w une place de M au-dessus de v, alors, d’après
l’inégalité ultramétrique, on a:

∣∣ψmν (α)− αq
n∣∣
w
≤ max

0≤i≤n−1

{
|ai|w |α|

qi

w

}
.

Or, d’après la congruence (8) de la proposition 1.6, on a:

ψmν ≡ τn mod p.

Ainsi pour tout i ∈ {0, . . . , n − 1}, on a ai ∈ p, d’où |ai|w ≤ q−e(w/v) ce
qui permet de conclure.

Le lemme suivant, basé sur le théorème d’approximation forte, nous
permettra de nous ramener dans les preuves au cas des entiers.

Lemme 2.3. — Soit M une extension finie de k. Soit w une place finie

de M . Alors, pour tout α ∈ M non nul, il existe β ∈ OM tel que

αβ ∈ OM , et |β|w = max{1, |α|w}
−1.

Démonstration. — Soit S l’ensemble des places finies de M (i.e. des
places ω de M telles que ω ∤ ∞). Soit Σ0 :=

{
ω ∈ S

∣∣ |α|ω > 1
}

(c’est
un ensemble fini car α n’a qu’un nombre fini de pôles). Soit Σ := Σ0 ∪

{w}. Alors, d’après le théorème d’approximation forte (cf. th. 1.6.5 de
[Sti09]), il existe β ∈M tel que |β|ω = max{1, |α|ω}

−1 pour toute ω ∈ Σ

et |β|ω ≤ 1 pour toute ω ∈ S \Σ. Ainsi β et αβ sont bien dans OM .

Proposition 2.4. — Supposons que l’extension L/E soit non ramifiée

au-dessus de q. Soit σq le symbole d’Artin associé à q. Alors, pour toute

place non triviale w de L et tout α ∈ L, on a:
∣∣ψmν (α)− σsq(α)

∣∣
w
≤ C(w) max{1, |ψmν (α)|w} max

{
1, |σsq(α)|w

}

où C(w) = q−1 si w|v et C(w) = 1 sinon.
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Démonstration. — Soit w une place non triviale de L. Si w ∤ v, l’inégalité
découle directement de l’inégalité ultramétrique. On suppose donc que w|v.
Pour tout γ ∈ OL, on a:

σq(γ) ≡ γq
degOE

q

mod qOL

et donc
σsq(γ) ≡ γq

s degOE
q

≡ γq
n

mod qOL (12)

car n = s degOE q (cf. notations (10) et (11) p. 16). Si maintenant q′

est un autre idéal de OE au-dessus de p, alors q′ est non ramifié dans L
et degOE q

′ = degOE q (car L/K et E/K sont galoisiennes). On a donc
encore la congruence (12) avec q′ au lieu de q. Mais σq et σq′ , sont des
éléments de H conjugués dans G et H est dans Z(G), donc σq = σq′ .
Ceci montre que pour tout γ ∈ OL, on a:

∣∣γqn − σsq(γ)
∣∣
w
≤ q−1.

Soit α ∈ L, alors d’après le lemme 2.3, il existe β ∈ OL tel que αβ ∈ OL

et |β|w = max{1, |α|w}
−1. Ainsi:

∣∣αqn−σsq(α)
∣∣
w

= |β|−q
n

w

∣∣(αβ)qn − σsq(αβ) +
(
σsq(β)− βq

n)
σsq(α)

∣∣
w

≤ |β|−q
n

w max
{∣∣(αβ)qn − σsq(αβ)

∣∣
w
,
∣∣(σsq(β)− βq

n)
σsq(α)

∣∣
w

}

≤ max{1, |α|w}
qn q−1 max

{
1,
∣∣σsp(α)

∣∣
w

}

≤
lem. 2.1

q−1 max{1, |ψmν (α)|w} max
{
1,
∣∣σsq(α)

∣∣
w

}
.

D’autre part,
∣∣ψmν (α)− αq

n∣∣
w

≤
lem. 2.2

q−e(w/v) max{1, |α|w}
qn−1

≤
lem. 2.1

q−1 max{1, |ψmν (α)|w} .

Le résultat découle maintenant directement de l’utilisation de l’inégalité
ultramétrique.

La proposition suivante est l’analogue de la proposition 2.3 de [AZ10],
la démonstration étant quasi identique, on ne la fait pas.
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Proposition 2.5. — Supposons que l’extension L/E soit ramifiée au-

dessus de q. Alors l’ensemble

Hq :=
{
σ ∈ Gal(L/E)

∣∣∀γ ∈ OL, σ(γ)
q
degOE

q

≡ γq
degOE

q

mod qOL

}

est un sous-groupe non trivial du groupe d’inertie de q sur L.

La proposition 2.4 établit une inégalité ultramétrique pour les exten-
sions non ramifiées, une inégalité similaire dans le cas ramifié fait l’objet
de la proposition suivante.

Proposition 2.6. — On suppose que l’extension L/E est ramifiée au-

dessus de q. Soient η ∈ Hq tel que η 6= id et eq(L/E) l’indice de ra-

mification de q sur L. Alors, pour toute place w de L et tout α ∈ L,

on a:
∣∣ψmν (α)− ψmν (η(α))

∣∣
w

≤ C(w) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (η(α))|w}

où C(w) = q−eq(L/E) si w|v et C(w) = 1 sinon.

Démonstration. — Soit w une place de L. Si w ∤ v, l’inégalité découle di-
rectement de l’inégalité ultramétrique. On suppose donc que w|v. Soit q′

un idéal premier de OE au-dessus de p. Alors Hq et Hq′ sont dans H et
sont conjugués dans G. Or H est dans Z(G), donc Hq = Hq′ . De plus,
degOE q = degOE q′ et eq(L/E) = eq′(L/E). En posant:

n := h d (qd − 1) degOE q,

on a donc:
η(γ)q

n

≡ γq
n

mod q′OL.

Ainsi, pour tout γ ∈ OL, on a:
∣∣γqn − η(γ)q

n∣∣
w
≤ q−eq(L/E).
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Soit α ∈ L. Alors d’après le lemme 2.3, il existe β ∈ OL tel que αβ ∈ OL

et |β|w = max{1, |α|w}
−1, ainsi:

∣∣αqn−η(α)qn
∣∣
w

= |β|−q
n

w

∣∣(αβ)qn − η(αβ)q
n

+
(
η(β)q

n

− βq
n)
η(α)q

n∣∣
w

≤ |β|−q
n

w max
{∣∣(αβ)qn − η(αβ)q

n∣∣ ,
∣∣(η(β)qn − βq

n)
η(α)q

n∣∣
w

}

≤ max{1, |α|v}
qn q−eq(L/K) max{1, |η(α)|w}

qn

≤
lem. 2.1

q−eq(L/K) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (η(α))|w} .

D’autre part,
∣∣ψmν (α)− αq

n∣∣
w

≤
lem. 2.2

q−e(w/v) max{1, |α|w}
qn−1

≤
lem. 2.1

q−eq(L/E) max{1, |ψmν (α)|w} .

Le résultat découle maintenant directement de l’utilisation de l’inégalité
ultramétrique.

Le lemme suivant, que l’on couplera aux deux lemmes précédents par la
suite, permet d’obtenir des majorations suffisamment fines en composant
par ψmν , ce qui sera très utile pour obtenir les minorations de hauteur
souhaitées (cf. prop. 2.8 et 2.9).

Lemme 2.7 (d’accélération). — Soient w une place de L au-dessus

de v et α, β ∈ L. On suppose qu’il existe un entier c > 0 tel que:

|α− β|w ≤ q−c eq(L/E) max{1, |α|w} max{1, |β|w}.

Alors, pour tout entier naturel l, on a:

|ψmνl(α− β)|w ≤ q−(c+l) eq(L/E) max{1, |ψmνl(α)|w} max{1, |ψmνl(β)|w} .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur l. Pour l = 0 le ré-
sultat est immédiat. Montrons le cas l = 1. Soient a0, . . . , an ∈ k les
coefficients de ψmν , i.e.:

ψmν = a0 τ
0 + · · ·+ an τ

n,

avec a0 = mν et an = 1. D’après la congruence (8) p. 13, on a:

ψmν = ψmhν ≡ τn mod p.
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Ainsi, pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, on a |ai|w ≤ q−e(w/v). Or,

|ψmν (α− β)|w ≤ max
0≤i≤n

{
|ai|w |α− β|q

i

w

}
.

Il y a donc deux cas possibles:

1. Si |α− β|w ≥ 1, alors:
∣∣ψmν (α−β)

∣∣
w

≤ |α− β|q
n

w

≤ q−c eq(L/E) qn max{1, |α|w}
qn max{1, |β|w}

qn

≤
lem.2.1

q−(c+1) eq(L/E) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (β)|w} ;

2. Si |α− β|w < 1, alors:
∣∣ψmν (α−β)

∣∣
w

≤ q−e(w/v) |α− β|w

≤ q−e(w/v) q−c eq(L/E) max{1, |α|w} max{1, |β|w}

≤ q−(c+1) eq(L/E) max{1, |α|w}
qn max{1, |β|w}

qn

=
lem.2.1

q−(c+1) eq(L/E) max{1, |ψmν (α)|w} max{1, |ψmν (β)|w} .

Supposons maintenant l > 1. Alors

ψmνl(α− β) = ψmν ψmν(l−1)(α− β).

Or, par l’hypothèse de récurrence, on a:

|ψmν(l−1)(α− β)|w

≤ q−(c+l−1) eq(L/E)max{1, |ψmν(l−1)(α)|w}max{1, |ψmν(l−1)(β)|w} .

Il ne reste donc plus qu’à substituer ψmν(l−1)(α) à α et ψmν(l−1)(β) à β,
ainsi qu’à faire agir ψmν sur ψmν(l−1)(α)− ψmν(l−1)(β) et à utiliser ce que
l’on a montré dans le cas l = 1.

2.2. Minorations de la hauteur canonique. —

Dans tout ce paragraphe on utilise les notations fixées au début de
cette partie (cf. p. 16). Elles feront implicitement partie des conditions
de tous les énoncés de ce paragraphe. Notons aussi:

c3 := 3 h d (qd − 1) γ(ψ),
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où γ(ψ) est le réel défini dans le théorème 1.8, point 2.
La proposition suivante fournit une minoration de la hauteur norma-

lisée dans le cas où l’extension L/E n’est pas ramifiée au-dessus de q.

Proposition 2.8. — On suppose que l’extension L/E est non ramifiée

au-dessus de q, alors pour tout α ∈ L qui n’est pas de torsion pour ψ,

on a:

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
.

Démonstration. — Soit α ∈ L non de torsion pour ψ. Commençons par
montrer que pour tout σ ∈ Gal(L/E) et pour tout l ∈ N, on a:

ψmν(l+1)(α) 6= ψmνl(σ(α)) .

En effet, si ψmν (ψmνl(α)) = σ(ψmνl(α)), alors pour tout entier j ≥ 1,
on a:

ψjmν (ψmνl(α)) = σj(ψmνl(α))

car ψmν et σ commutent. Soit o(σ) l’ordre de σ dans Gal(L/K), alors:

0 = ψ
o(σ)
mν (ψmνl(α))− ψmνl(α) = ψmν(l+1)o(σ)−mνl(α).

Donc α est un point de torsion pour ψ, ce qui contredit l’hypothèse faite
sur α. En particulier, en notant σp le symbole d’Artin associé à p, on
obtient:

ψmνl
(
ψmν (α)− σsp(α)

)
6= 0.

On peut donc appliquer la formule du produit (cf. th. 3 du §3 du chap.
XII de [Art67]):

0 =
∑

w∈ML

degw logq
∣∣ψmνl

(
ψmν (α)− σsp(α)

)∣∣
w

.

Ainsi, en appliquant la proposition 2.4 et le lemme 2.7 avec

l := (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]− 1,

on obtient:

0 ≤
∑

w|v

degw (−(l + 1)) +
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(α)|w}

+
∑

w∈ML

degw logqmax
{
1,
∣∣ψmνl

(
σsp(α)

)∣∣
w

}
. (13)
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Or, pour toute place u|v de E, on a:
∑

w|u

degw = [L : E] deg u = [L : E] degOE q

car l’extension L/E est non ramifiée et l’extension L/K est galoisienne.
De plus,

∑

u|v

(l + 1) [L : E] deg u

= (2 γ(ψ) [K : k] + 1)
∑

u|v

[Eq : Kp] [L : E] degOE q

≥ (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [L : K] degOK p.

En divisant les membres de l’inégalité (13) par [L : k], on obtient:

0 ≤ −
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
+ h(ψmν(l+1)(α)) + h

(
ψmνl

(
σsp(α)

))
,

d’où
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + ĥψ(ψmν(l+1)(α)) + ĥψ(ψmνl(α))

car pour tout α ∈ k̄, on a
∣∣∣h(α)− ĥψ(α)

∣∣∣ ≤ γ(ψ), et la hauteur de Weil

est invariante sous l’action du groupe de Galois. Ainsi:

(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + 2 qn (l+1) ĥψ(α),

d’où
1

[K : k]
≤ 2 qn (l+1) ĥψ(α).

D’autre part,

n (l + 1) = h d (qd − 1) degOE q (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]

≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) [Eq : Kp] degOE q [K : k]

≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) deg v d21 [K : k].

Ce qui termine la preuve.

Le résultat qui suit donne une minoration de la hauteur normalisée
dans le cas ramifié et utilise la notation Hq définie dans la proposition 2.5.
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Proposition 2.9. — On suppose que l’extension L/E est ramifiée au-

dessus de q. Soit η ∈ Hq tel que η 6= id. Alors, pour tout α ∈ L tel que

α− η(α) /∈ ψ [m∞], on a:

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
.

Démonstration. — Cette preuve est similaire à celle de la proposition 2.8
à la différence qu’on utilise la proposition 2.6 à la place de la proposition
2.4. Soit α ∈ L tel que α− η(α) /∈ ψ[m∞]. Alors, en posant:

l := (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [Eq : Kp]− 1,

on a:
ψmν(l+1)(α)− ψmν(l+1)(η(α)) 6= 0.

On peut donc appliquer la formule du produit (cf. th. 3 du §3 du chap.
XII de [Art67]), i.e. :

0 =
∑

w∈ML

degw logq |ψmν(l+1)(α)− ψmν(l+1)(η(α))|w .

Ainsi, en appliquant la proposition 2.6 et le lemme 2.7, on obtient:

0 ≤
∑

w|v

degw (−(l + 1) eq(L/E))

+
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(α)|w}

+
∑

w∈ML

degw logqmax{1, |ψmν(l+1)(η(α))|w} . (14)

Comme dans la preuve de la proposition 2.8, on a:
∑

w|v

(l + 1) degw eq(L/E) =
∑

u|v

(l + 1)[L : E] deg u

≥ (2 γ(ψ) [K : k] + 1) [L : K] degOK p.

Donc, en divisant les membres de l’inégalité (14) par [L : k], on obtient:

0≤−
(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
+ h(ψmν(l+1)(α)) + h(ψmν(l+1)(η(α))) ,
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d’où

(2 γ(ψ) [K : k] + 1) degOK p

[K : k]
≤ 2 γ(ψ) + 2 ĥψ(ψmν(l+1)(α))

= 2 γ(ψ) + 2 qn (l+1) ĥψ(α).

Ainsi, on obtient:
1

[K : k]
≤ 2 qn (l+1) ĥψ(α),

ce qui achève la preuve car

n (l + 1) ≤ 3 h d (qd − 1) γ(ψ) deg v d21 [K : k].

Nous pouvons regrouper les deux propositions précédentes en un seul
théorème qui fournit une minoration conditionnelle de la hauteur norma-
lisée.

Théorème 2.10 (de minoration conditionnelle)

Soient F/k une extension CM finie et ψ un OF -module de Drinfeld de

signe normalisé. Soient K/k une extension finie telle que ψ soit défini

sur K, L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois G, H

un sous-groupe du centre de G et E ⊆ L le sous-corps fixé par H. Soient

d1 > 0 un entier et v une place finie de K. On suppose que pour toute

place w|v de E, on ait [Ew : Kv] ≤ d1. Soient p l’idéal premier de OK

associé à la place v et m := p ∩ OF l’idéal premier de OF en-dessous

de p. Soit α ∈ L non de torsion pour ψ. On suppose que:

∀η ∈ Gal(L/E), η(α)− α /∈ ψ[m∞] \ {0}. (15)

Alors:

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
.

Démonstration. — Soit α /∈ ψ(L)tors un élément de L qui vérifie la condi-
tion (15). Soit I le groupe de Galois de L/E(α). Comme H := Gal(L/E)

est un sous-groupe du centre de G, H est abélien et est un sous-groupe
normal de G. De même, comme I est un sous-groupe de H , I est abé-
lien et est un sous-groupe normal de G. Ainsi, H/I est un sous-groupe
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normal de G/I et:
(G/I)

/
(H/I) ≃ G/H .

De plus, comme H est inclus dans le centre de G, par passage au quotient
H/I est un sous-groupe du centre de G/I. Or G/I ≃ Gal(E(α)/K)

et H/I ≃ Gal(E(α)/E). On peut donc supposer que L := E(α) ce
qu’on fera désormais. On illustre la tour d’extensions que nous venons
de décrire par le diagramme suivant:

L

E(α)

I

E

H/I

H<Z(G)

q
③
☞
✤
✷

❉
▼

K

G/I

❊
✾

✤
✆G

◗
❖

▲
●

✹
✤
✡

✇
r

♦
♠

Soit q un idéal premier de OE au-dessus de p.

1. Supposons que l’extension E(α)/E soit non ramifiée en q, alors,
d’après la proposition 2.8, on a:

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
.

2. Supposons maintenant que l’extension E(α)/E soit ramifiée en q.
Soit η ∈ Hq \ {id} (on rappelle que Hq est non trivial d’après la
proposition 2.5). Comme E = L(α), on a η(α) − α 6= 0. Alors
d’après la condition (15), on a η(α)− α /∈ ψ[m∞]. On peut donc
appliquer la proposition 2.9, d’où:

ĥψ(α) ≥
q−c3 deg v d21 [K:k]

2 [K : k]
.

On obtient ainsi le résultat annoncé.

2.3. Principe des tiroirs dans (OF/m)×. —

Le but de ce paragraphe est d’établir la proposition 2.13 qui nous
permettra au §2.4 d’achever la preuve du théorème 2.

Soient F/k une extension finie de degré r, OF la fermeture intégrale
de A dans F , n un idéal non nul et principal de OF pour lequel on fixe
un générateur m ∈ OF . Soient R0 un système de représentants de OF/n
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et e > 0 un entier. Pour tout a ∈ OF , on note ā l’image canonique de a
dans OF/n

e.
Le lemme suivant permet de construire un système explicite de repré-

sentants de OF/n
e à partir du système R0 de représentants de OF/n.

Lemme 2.11. — L’ensemble R :=

{
e−1∑

i=0

λim
i
∣∣λi ∈ R0

}
est un système

de représentants de OF/n
e.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que:

#(R0)
e = #(OF/n)

e = qe degOF n = qdegOF ne = #(OF/n
e) .

Il suffit donc de montrer que les éléments de R sont deux-à-deux distincts
modulo ne. Soient λ0, . . . , λe−1, µ0, . . . , µe−1 ∈ R0. Montrons donc que
si:

e−1∑

i=0

λim
i ≡

e−1∑

i=0

µim
i mod ne,

alors, pour tout i ∈ {0, . . . , e − 1}, on a λi = µi. En effet, pour tout
j ∈ {1, . . . , e− 1}, on a:

e−1∑

i=0

λim
i ≡

e−1∑

i=0

µim
i mod nj ⇐⇒

j−1∑

i=0

λim
i ≡

j−1∑

i=0

µim
i mod nj .

On en déduit successivement λ0 = µ0, λ1 = µ1, . . . , λe−1 = µe−1.

Soit N le nombre d’éléments de OF de degré (en OF ) < 2 (qui est fini
d’après le lemme 5.6 de [Hay79]). La proposition suivante, qui repose
sur le principe des tiroirs, est un des ingrédients clefs qui nous permettra
d’éliminer l’hypothèse technique (15) p. 26.

Proposition 2.12. — Soient B > 1 un entier et H un sous-groupe de

(OF/n
e)× d’indice < B. On suppose que e ≥ logq(2NB). Alors, il existe

deux éléments a et b de OF tels que ā ∈ H, b̄ ∈ H et:

2 < qdegOF (b−a) < 2NB qdm

où dm := maxλ∈R0{degOF λ}.
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Démonstration. — D’après le lemme 2.11, l’ensemble:

R :=

{
e−1∑

i=0

λim
i
∣∣∣λi ∈ R0

}

est un système de représentants des classes d’équivalence de OF/n
e.

Posons:

c :=

⌈
logq(2NB)

degOF n

⌉
.

Soit

Γ :=

{
e−1∑

i=c

λim
i
∣∣λi ∈ R0

}
.

Pour tout α ∈ Γ, définissons

Iα :=

{
c−1∑

i=0

λim
i + α

∣∣λi ∈ R0

}
.

Ainsi, R est la réunion disjointe de tous les Iα pour α parcourant Γ. Soit

Λ :=
{
a ∈ OF

∣∣ ā ∈ H
}

.

Alors, H est en bijection avec Λ∩R qui est la réunion disjointe des Λ∩Iα
pour α ∈ Γ. Supposons que pour tout α ∈ Γ, on ait #(Λ ∩ Iα) ≤ N .
Alors:

#H = #(Λ ∩ R) =
∑

α∈Γ

#(Λ ∩ Iα) ≤ N #Γ.

Or, #Γ = q(e−c) degOF n (car e ≥ logq(2NB) ≥ c), d’où:

#H ≤ N q(e−c) degOF n = N
#(OF/n

e)

#(OF/nc)
.

Ainsi,

B >
[
(OF/n

e)× : H
]
=

#((OF/n
e)×)

#(H)

≥
#(OF/n

c)

N

#((OF/n
e)×)

#(OF/ne)
≥

1

2

#(OF/n
c)

N

car, d’après la proposition 1.6 de [Ros02], on a:

#
(
(OF/n

e)×
)
= #(OF/n)

e

(
1−

1

#(OF/n)

)
≥

1

2
#(OF/n

e) .
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On obtient donc 2N B > qcdegOF n, ce qui contredit le choix de c. Il
existe alors α ∈ Γ tel que #(Λ ∩ Iα) ≥ N + 1. On peut donc trouver a
et b distincts dans Λ∩ Iα tels que degOF (b−a) ≥ 2. En effet, si a est fixé
dans Λ ∩ Iα, le cardinal de l’ensemble

{
b− a

∣∣ b ∈ Λ ∩ Iα
}

est supérieur
ou égal à N + 1. Or, il n’y a que N éléments de OF de degré ≤ 1. Donc
il existe bien b ∈ Λ ∩ Iα tel que degOF (b − a) ≥ 2. Et comme a, b ∈ Iα,
on a également:

degOF (b− a) ≤ (c− 1) degOF n+ dm.

On suppose de plus que l’extension F/k est CM. Soient ϕ un OF -
module de Drinfeld de rang r, F̃ := F ∩ Fq le corps des constantes de
F , ς := logq#F̃ (i.e. F̃ = Fqς ) et h le nombre de classes de OF . Soient
∞′ l’unique place de F au-dessus de ∞ et d := deg∞′ le degré de ∞′

sur Fq. Soit m un idéal premier non nul de OF , alors mh est un idéal
principal dont on note m un générateur. La proposition suivante est
un raffinement du résultat précédent (on rappelle que la notation µϕ est
définie au §1.6).

Proposition 2.13. — Soient B > 1 un entier et H un sous-groupe de

(OF/m
he)× d’indice < B. On suppose que e ≥ logq(2B q

ς (d+1)). Alors,

il existe deux éléments a et b de OF tels que ā ∈ H, b̄ ∈ H, degOF a =

degOF b, µϕ(a) = µϕ(b) et:

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm

où dm := maxλ∈R0{degOF λ}.

Démonstration. — D’après la proposition 1.4.9 de [Sti09], le nombre N
d’éléments de OF de degré < 2 vérifie N ≤ qς (d+1).

D’après la proposition 2.12, il existe a′ et b′ dans OF tels que a′ ∈ H ,
b′ ∈ H et:

2 < qdegOF (b′−a′) < 2B qς (d+1)+dm .

Soit λ ∈ OF de degré suffisamment grand, i.e. :

degOF λ > max
{
degOF a

′, degOF b
′
}

.



MINORATION DE LA HAUTEUR POUR LES MODULES DE DRINFELD CM 31

Posons a = a′ + λme et b = b′ + λme, alors ā ∈ H , b̄ ∈ H ,

degOF b = degOF a = degOF λ+ e degOF m

et
degOF (b− a) = degOF (b

′ − a′) < degOF a,

d’où
degτ ϕa = r degOF a > r degOF (b− a) = degτ ϕb−a.

Or ϕb−a = ϕb − ϕa, donc µϕ(a) = µϕ(b).

Le lemme suivant établit une majoration de la constante dm qui
apparaît dans la proposition 2.13 en fonction d’une base fixée du A-
module OF .

Lemme 2.14. — Soit (e1, . . . , er) une base de OF en tant que A-mo-

dule. Il existe un système de représentants R0 de OF/m
h tel que:

dm := max
λ∈R0

{degOF λ} ≤ dOF + h r degOF m

où dOF := max1≤i≤r{degOF ei}.

Démonstration. — Soit m0 ∈ A le générateur unitaire de l’idéal premier
de A en-dessous de m (i.e. (m0) = A ∩ m). Comme m0 ∈ m, on a
mh

0 ∈ mh, donc OF/(m
h
0OF ) se surjecte sur OF/m

h. Ainsi, tout système
de représentants de OF/(m

h
0OF ) contient un système de représentants de

OF/m
h. Or, l’ensemble

{
a ∈ A

∣∣ degA a < degAm
h
0

}
est un système de

représentants de A/(mh
0). Donc l’ensemble R0 des éléments λ ∈ OF tel

que λ = a1 e1 + · · ·+ ar er avec les ai ∈ A de degré < degAm
h
0 forme un

système de représentants de OF/(m
h
0OF ). De plus, pour tout a ∈ A, on

a degOF a = r degA a car:

OF/(aOF ) ≃ (A/(a))r .
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Ainsi, pour tout λ ∈ R0, on a:

degOF λ = degOF (a1 e1 + · · ·+ ar er)≤ max
1≤i≤r

{degOF ai ei}

≤ max
1≤i≤r

{degOF ei}+ max
1≤i≤r

{degOF ai}

≤ dOF + r max
1≤i≤r

{degA ai}

≤ dOF + r degAm
h
0

≤ dOF + h r degAm0.

Or, degAm0 ≤ degOF m (car OF/m est une extension finie de A/(m0)),
ce qui achève la preuve.

2.4. Démonstration du théorème 2. —

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 2.

Démonstration du théorème 2. — Rappelons que comme ψ est de signe
normalisé son corps des coefficients estH+

F (cf. §1.6). DoncK ⊃ H+
F ⊃ F .

Conformément aux notations de la page 16, notons p l’idéal de OK as-
socié à la place v et q un idéal premier de OE au-dessus de p. On pose
m := p ∩OF , F̃ := F ∩Fq et ς := logq#F̃ . Soient h le nombre de classes
de OF et m un générateur de l’idéal principal mh. Fixons (e1, . . . , er) une
base de OF en tant que A-module et R0 un système de représentants de
OF/m

h tel que:

dm := max
λ∈R0

{degOF λ} ≤ dOF + h r degOF m

où dOF := max1≤i≤r{degOF ei} (un tel système de représentants existe
d’après le lemme 2.14). Soit α ∈ L non de torsion pour ψ. Soit i un
entier suffisamment grand, i.e. tel que:

L ∩H+
F (ψ[m

∞]) = L ∩H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
(16)

et
ν i ≥ logq

(
4 d1 [K : H+

F ] q
ς (d+1)

)
.

Alors, en posant:
H1 := Gal

(
E
(
ψ
[
mhνi

])
/E

)
,

on a
H1 ≃ Gal

(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/E ∩H+

F

(
ψ
[
mhνi

]))
.
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On peut donc voir H1 comme un sous-groupe de Gal
(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F

)
.

Posons:
G1 := Gal

(
H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F

)
.

On illustre la tour d’extensions que nous venons de décrire par le dia-
gramme suivant:

E
(
ψ
[
mhνi

])

H1♦♦♦
♦♦♦

♦ ❚❚❚❚
❚❚

E H+
F

(
ψ
[
mhνi

])

E ∩H+
F (ψ[m

∞])

PPPPPPP ✐✐✐✐✐✐

H+
F

G1❫ ❞ ❦
s

⑧
✡

✑

D’après la proposition 1.5, l’extension H+
F

(
ψ
[
mhνi

])
/H+

F est totalement
ramifiée en tout premier de H+

F au-dessus de m, ainsi:
[
E ∩H+

F

(
ψ
[
mhνi

])
: H+

F

]
≤ eq

(
E/H+

F

)
≤ d1 [K : H+

F ].

D’autre part, d’après l’isomorphisme (6) p. 12, on a:

G1 ≃
(
OF/m

hνi
)×

.

On peut donc voir H1 comme un sous-groupe de
(
OF/m

hνi
)×

et lui ap-
pliquer la proposition 2.13 avec B := d1 [K : H+

F ] + 1. Ainsi, en no-
tant pour tout a ∈ OF , ā l’image canonique de a dans OF/m

hνi, on
obtient qu’il existe deux éléments a et b de OF tels que ā ∈ H1, b̄ ∈ H1,
degOF a = degOF b, µψ(a) = µψ(b) et:

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm .

De plus, d’après l’égalité (5) p. 12, en notant σa ∈ H1 et σb ∈ H1 les
symboles d’Artin associés, respectivement, aux idéaux (a) et (b) de OF ,
pour tout λ ∈ ψ

[
mhνi

]
, on a:

µψ(a) σa(λ) = ψa(λ) (17)

et
µψ(b) σb(λ) = ψb(λ). (18)

Soient σ̃a et σ̃b des prolongements respectifs de σa et σb à L
(
ψ
[
mhνi

])
.

Ainsi σ̃a et σ̃b sont des éléments de Gal
(
L
(
ψ
[
mhνi

])
/E

)
. On pose:

β := (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)qd−1(α) ∈ L. (19)
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On a:

ĥψ(β) = ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)− ψ
(b−a)qd−1(α)

)

≤ ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)
+ ĥψ

(
ψ(b−a)qd−1(α)

)
.

Or,
(
µψ(b) σ̃b−µψ(a) σ̃a

)qd−1
(α)

=

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
µψ(a)

j µψ(b)
qd−1−j σ̃q

d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

=
µψ(a)=µψ(b)

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
µψ(a)

qd−1 σ̃q
d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

=

qd−1∑

j=0

(−1)j
(
qd − 1

j

)
σ̃q

d−1−j
b ◦ σ̃ja(α)

car µψ(a) ∈ F∗
qd

d’après la relation (4) p. 10. Comme pour tout x ∈ k et

tout ζ ∈ F∗
q on a (1) ĥψ(ζ x) = ĥψ(x), on en déduit:

ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)
≤ qd ĥψ(α). (20)

Par ailleurs,

ĥψ

(
ψ(b−a)qd−1(α)

)
= q(q

d−1) degOF
(b−a) ĥψ(α). (21)

En regroupant les relations ci-dessus, on obtient:

ĥψ(β) ≤
(
qd + q(q

d−1) degOF
(b−a)

)
ĥψ(α) ≤ 2

(
qdegOF (b−a)

)qd−1

ĥψ(α).

Or, par choix de a et b, on a:

2 < qdegOF (b−a) < 2B qς (d+1)+dm ,

1. En effet, on a: ĥψ(ζ x) = ĥψ(ψζ(x)) = qdegOF
ζ ĥψ(x) = ĥψ(x).

On pourrait aussi remarquer que
(
qd−1

j

)
= (−1)j dans Fq, car

(
qd−1

0

)
= 1 et:

(
qd−1

j

)
+
(
qd−1

j+1

)
=

(
qd

j+1

)
≡ 0 mod p.
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avec B = d1 [K : H+
F ] + 1, ainsi:

ĥψ(β) ≤ 2
(
2 (d1 [K : H+

F ] + 1) qς (d+1)+dm
)qd−1

ĥψ(α)

≤ 2
(
4 d1 [K : k] qς (d+1)+dm

)qd−1
ĥψ(α).

Supposons dans un premier temps que les hypothèses du théorème 2.10
(avec α remplacé par β) soient vérifiées. D’après ce théorème on a alors:

ĥψ(β) ≥
(
2 [K : k] q3 h d (q

d−1) γ(ψ) degOK
p d21 [K:k]

)−1

et donc:

ĥψ(α) ≥
(
4 (4 d1)

qd−1 [K : k]q
d

q(q
d−1)(3 h d γ(ψ) d21 degOK

p [K:k]+ς (d+1)+dm)
)−1

.

Or,

dm ≤ dOF + h r degOF m ≤ 2 max{1, dOF } h r degOF m

≤ 2 max{1, dOF } h r degOK p.

D’où

3 h d γ(ψ) d21 degOK p [K : k] + ς (d+ 1) + dm

≤3 h d γ(ψ) d21 degOK p [K : k] + 4 max{1, dOF } h r ς degOK p

≤h degOK p
(
3 d γ(ψ) d21 [K : k] + 4 r ς max{1, dOF }

)

≤7 h r ς max{1, dOF } γ(ψ) d
2
1 degOK p [K : k].

Ainsi,

ĥψ(α) ≥
(
4 (4 d1)

qd−1 [K : k]q
d

q7 h r ς (q
d−1) max{1,dOF } γ(ψ) d21 degOK p [K:k]

)−1

,

ce qui nous donne le résultat énoncé en posant:

c1 := 7 h r ς (qd − 1) max{1, dOF } γ(ψ),

et c2 := 4q
d

. Il est clair que les constantes c1 et c2 sont positives et ne
dépendent que de ψ. Plus précisément, elles ne dépendent que de h, dOF ,
r, d et γ(ψ). Or γ(ψ) ne dépend que de ψ et h, dOF , r et d ne dépendent
que de l’anneau OF , donc de ψ car OF est l’anneau des endomorphismes
de ψ.
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Il ne reste donc plus qu’à vérifier que β n’est pas un point de torsion
pour ψ et que β vérifie la condition (15) du théorème 2.10: pour tout
η ∈ Gal(L/E), on a η(β) − β /∈ ψ[m∞] \ {0}. Supposons par l’absurde
que β soit un point de torsion pour ψ. Dans ce cas, on a d’après la
définition (19) p. 33 de β et les relations (20) et (21) p. 34:

q(q
d−1) degOF

(b−a) ĥψ(α) = ĥψ

(
ψ(b−a)qd−1(α)

)

= ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)
)
≤ qd ĥψ(α).

Or, qdegOF (b−a) > 2 et 2q
d−1 ≥ qd donc ĥψ(α) = 0, ce qui contredit le

fait que α ne soit pas un point de torsion pour ψ. Montrons maintenant
que β vérifie la condition (15) du théorème 2.10. Pour cela supposons par
l’absurde qu’il existe η ∈ Gal(L/E) tel que θ := η(β)− β ∈ L ∩ ψ[m∞] \ {0}.
Alors, en posant δ := η(α)− α ∈ L, on a d’après la définition (19) p. 33
de β et en utilisant le fait que Gal(L/E) est abélien:

θ = η(β)− β = η
(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (α)− ψ
(b−a)qd−1(α)

)

− (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ(b−a)qd−1(α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (η(α))− ψ(b−a)qd−1(η(α))

− (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (α)− ψ

(b−a)qd−1(α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (η(α)− α)

−ψ
(b−a)qd−1(η(α)− α)

= (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (δ)− ψ

(b−a)qd−1(δ).

Comme θ est un point de torsion pour ψ, on a d’après les relations (20)
et (21) p. 34 (avec α remplacé par δ):

q(q
d−1) degOF

(b−a) ĥψ(δ) = ĥψ

(
ψ
(b−a)qd−1(δ)

)

= ĥψ

(
(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (δ)
)

≤ qd ĥψ(δ).

Donc δ est un point de torsion pour ψ car qdegOF (b−a) > 2, et 2q
d−1 ≥ qd.

D’après le lemme 1.1, il existe δ1 ∈ L et δ2 ∈ L deux points de torsion



MINORATION DE LA HAUTEUR POUR LES MODULES DE DRINFELD CM 37

de ψ tels que δ = δ1 + δ2 avec δ1 d’ordre une puissance de m et δ2
d’ordre premier à m. Remarquons que δ1 ∈ ψ

[
mhνi

]
par choix de i (cf.

relation (16)). Ainsi, en utilisant les relations (17) et (18) p. 33, on
obtient:

(µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)
qd−1 (δ1)− ψ(b−a)qd−1(δ1) = 0.

Donc
θ = (µψ(b) σ̃b − µψ(a) σ̃a)

qd−1 (δ2)− ψ
(b−a)qd−1(δ2).

Puisque δ2 est d’ordre premier à m, on en déduit que θ est également
d’ordre premier à m. Il existe donc un idéal non nul b de OF premier à
m tel que θ ∈ ψ[b]. D’autre part, θ est d’ordre une puissance de m par
hypothèse. Il existe donc un entier j > 0 tel que θ ∈ ψ[mj ]. Mais les
idéaux b et m étant premiers entre eux, il en est de même de b et mj .
Ainsi, il existe u ∈ b et v ∈ mj tels que u + v = 1. Or, ψu(θ) = 0 car
θ ∈ ψ[b] et ψv(θ) = 0 car θ ∈ ψ[mj ]. D’où

θ = ψ1(θ) = ψu(θ) + ψv(θ) = 0.

Ce qui contredit l’hypothèse suivant laquelle θ 6= 0. Donc β vérifie bien la
condition (15) du théorème 2.10, ce qui achève la preuve du théorème.

3. Démonstration du théorème 1

Dans ce paragraphe nous montrons le résultat principal.

Démonstration du théorème 1. — Notons r le rang de φ, R l’image de
End(φ) dans k via l’isomorphisme (1) p. 7, F le corps des fractions de
R. On a vu au §1.4 que F est une extension CM de k de degré r et que
R est un ordre de F . On a également vu qu’on pouvait naturelement
munir φ d’une structure de R-module de rang 1.

Soient φ′ le R-module de Drinfeld étendu de φ (cf. égalité (2) p. 8) et
C le conducteur de R. D’après le §1.6, le R-module de Drinfeld ϕ′ = C∗φ′

est isogène à φ′ via φ′
C et tel que End(ϕ′) = OF . Le R-module ϕ′ peut

donc s’étendre en un OF -module ϕ de rang 1. Soient ∞′ l’unique place
de F au-dessus de la place ∞, d le degré sur Fq de la place ∞′, π ∈ F une
uniformisante de ∞′ et z ∈ k une racine du polynôme Xqd−1 − µϕ(π

−1).
Alors, d’après la proposition 1.4, le OF -module de Drinfeld ψ := z ϕ z−1
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est de signe normalisé. De plus, comme ψ = z ϕ z−1 et ϕ′ := C ∗ φ′, le
corps Fφ(z) est un corps de définition de ψ. D’après la proposition 1.9,
pour tout α ∈ k, on a:

ĥφ(α) = ĥφ′(α) et ĥϕ′(α) = ĥϕ(α).

D’autre part, d’après la proposition 1.10, pour tout α ∈ k, on a:

qdegR C ĥφ′(α) = ĥϕ′(φ′
C(α))

et
ĥϕ(α) = ĥψ(z α)

car degτ φ
′
C = degR C et degτ z = 0 (puisque z ∈ k

∗
). Ainsi

qdegR C ĥφ(α) = ĥψ(z φ
′
C(α)) . (22)

Nous allons appliquer le théorème 2 à ψ et au point β = z φ′
C(α), ce

qui nous donnera une minoration de ĥφ(α).
Remarquons tout d’abord qu’on peut supposer que K contient Fφ(z).

En effet, en posant K1:=K Fφ(z) et L1 := LFφ(z), l’extension L1/K1

est galoisienne. Soient G1 := Gal(L1/K1) et E1 := L
Z(G1)
1 . On vérifie

aisément que si E0 := E Fφ(z), alors Gal(L1/E0) est un sous-groupe
de Z(G1), donc E1 ⊂ E0. On illustre la tour d’extensions que nous
venons de décrire par le diagramme suivant:

L1

L

④④④

E0

E

Z(G)>
⑤⑤⑤
E1

Z(G1)

�
✡
✕

✤
✮

✹
❃

K1

G1

❥ ❦ ❧
♥

r
①
☎

✤
✿

❋
▲

P
❘❙❚❯

K

④④④

G

▲
■

❉
❃

✳

✤
✏

�
③
✉
r

De plus, si v1 est une place deK1 au-dessus de v, alors pour toute place w1

de E1 au-dessus de v1, on a [(E1)w1 : (K1)v1 ] ≤ d0. En effet:

[(E1)w1 : (K1)v1 ] ≤ [(E0)w0 : (K1)v1 ] ≤ [Ew : Kv] ≤ d0,



MINORATION DE LA HAUTEUR POUR LES MODULES DE DRINFELD CM 39

où w0 est une place de E0 au-dessus de w1 et w est la restriction de w0 à E.
Ainsi, s’il existe une constante c′0>0 telle que pour tout α ∈ L1\φ(L1)tors,
on ait:

ĥφ(α) ≥ q−c
′
0 deg v1 d20 [K1:k],

alors, en posant c0 := c′0 [Fφ(z) : k]
2, pour tout α ∈ L \ φ(L)tors, on a:

ĥφ(α) ≥ q−c0 deg v d20 [K:k]

car
deg v1 ≤ [Fφ(z) : k] deg v

et
[K1 : K] ≤ [Fφ(z) : k] [K : k].

Donc, quitte à remplacer (K,L) par (K1, L1), on peut supposer que
Fφ(z) ⊂ K, ce qu’on fera désormais.

Soit L′/K une extension galoisienne finie telle que L′ ⊂ L et no-
tons G′ := Gal(L′/K) son groupe de Galois. Soit E ′ := L′ ∩ E. Alors,
l’extension L′/E ′ est galoisienne et Gal(L′/E ′) est un sous-groupe de
Z(G′). De plus, pour toute place w|v de E ′, on a [E ′

w : Kv] ≤ d0. Soit
β ∈ L′ qui n’est pas un point de torsion de ψ. Alors, d’après le théorème
2, il existe deux constantes c1 > 0 et c2 ≥ 1 qui ne dépendent que de ψ
(et donc que de φ) telles que:

ĥψ(β) ≥
q−c1 deg v d20 [K:k]

c2 d
qd−1
0 [K : k]qd

.

Or, d’après la preuve du théorème 2, on a:

c1 := 7 h r ς (qd − 1) max{1, dOF } γ(ψ)

et c2 := 4q
d

. En majorant grossièrement, on obtient:

c2 d
qd−1
0 [K : k]q

d

≤ q2 q
d

q(q
d−1) d0 qq

d [K:k] ≤ q4 q
d d0 [K:k].

On en déduit:

ĥψ(β) ≥ q−11 h r ς qd max{1,dOF } γ(ψ) deg v d20 [K:k].

Soit α ∈ L \ φ(L)tors. En substituant β par z φ′
C(α) dans l’inégalité

précédente et en utilisant l’égalité (22) p. 38, on obtient:

ĥφ(α) =
ĥψ(z φ

′
C(α))

qdegR C
≥ q−11 h r ς qd max{1,dOF } γ(ψ) max{1,degR C} deg v d20 [K:k].
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D’où le résultat souhaité en posant:

c′0 := 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C}.

Remarque 3.1. — Il est possible d’expliciter la constante c0 du théo-
rème précédent. En effet, en reprenant la preuve du théorème 1, on
obtient:

c0 = 11 h r ς qd max{1, dOF } γ(ψ) max{1, degR C} [Fφ(z) : k]
2.

En particulier, dans le cas du module de Carlitz (i.e. le A-module de
Drinfeld C de rang 1 défini sur k par CT = T τ 0 + τ), on obtient que
pour toute extension finie K/k et pour tout α ∈ Kab \ C(Kab)tors, on a:

ĥC(α) ≥ q−11 q γ(C) [K:k]2.

Remarque 3.2. — Comme corollaire à leur théorème (cf. cor. 1.3 de
[ADZ11]), F. Amoroso, S. David et U. Zannier montrent qu’une ex-
tension galoisienne infinie de groupe de Galois d’exposant fini a la pro-
priété (B). En effet, dans sa thèse (cf. [Che10]), S. Checcoli montre que
si K est un corps de nombres et si L/K est une extension galoisienne in-
finie de groupe de Galois G d’exposant fini, alors les degrés locaux sur L
sont uniformément bornés en toutes les places de K. Ensuite S. Checcoli
et P. Dèbes (cf. [CD13]) ont généralisé ce résultat à certaines classes de
corps de fonctions. Une question naturelle est donc de savoir si ce résul-
tat est encore vrai dans le cadre des corps de fonctions en caractéristique
positive. Cette question fera l’objet d’un prochain article.
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