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❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s s❡❡♠ t♦ ❜❡ t✇♦ r❛❞✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢
♣❤②s✐❝s✳ ❲❤✐❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✢✉✐❞s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ✐♠♠❡♠♦r✐❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ♦♠♥✐♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡✱
❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s r❡♠❛✐♥ q✉✐t❡ ❛❜str❛❝t ♦❜❥❡❝ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s
s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s✮ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤
❜r✐❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✉s✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳
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✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ r❡❛❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ❣r❛✈✐t②
✐s s♦✉r❝❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❛tt❡r ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦r
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✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r q✉❛♥t✐③✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ ❣r❛✈✐t②✱ ♦r ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲r❡♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ t❤❡♦r② ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✺❪ ❢♦r
❛ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✮✱ ✐❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡
r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧❝♦✉♥t❡rt❡r♠s✧✳ ❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜② ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♥t❡rt❡r♠s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❖✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢
s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❣r❛✈✐t② ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ✐s t❤✉s s♦ ❢❛r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧②
❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♦✉r ❜❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✉♥t✐❧
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❡♠❡r❣❡s✳ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❢r❡❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡
✏❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✑ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✿ ❛t ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ✜❡❧❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❛♥❞
♦♥❡ ♠✉st s❡❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❤✐❧❡ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✐s ♥♦t ❯❱ ❝♦♠♣❧❡t❡✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ ✭♦r ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② t♦ ❜❡
✉♥❞❡rst♦♦❞✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ✭♦r r❛t❤❡r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✮ ✐s✳ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ t❤✉s
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ ✇❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❝♦✉❧❞
❜r✐♥❣ ❢♦r ❛♥❛❧♦❣♦✉s s②st❡♠s✳ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❍❛✇❦✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❬✶✵✱ ✷❪ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥✮✿ ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❛tt❡r ✜❡❧❞s✱ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❡♠✐t ❛ t❤❡r♠❛❧
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡✐r ♠❛ss✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s ❣r❛✈✐t②
r❡♠❛✐♥s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❛tt❡r ✜❡❧❞s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✱ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❛t ❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s
r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭6.4 10−8K ❢♦r ❛ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❙✉♥✱ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❈♦s♠✐❝ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ 2.7K✮ ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t ✐❢ ❛ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✇❡r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❲✳ ●✳ ❯♥r✉❤ ❬✶✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❍❛✇❦✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥ tr❛♥s♦♥✐❝ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✢♦✇s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧
✢✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② ❛s s❝❛❧❛r ✇❛✈❡s ✐♥ ❛ ❝✉r✈❡❞
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡tr✐❝

ds2 =
ρ0
c

(

(

c2 − v20
)

dτ 2 − cdr2

c2 − v20
− r2

(

dθ2 + sin2 θ dφ2
)

)

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ ρ0 ✐s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t②✱ v0 ✐ts r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✳ ❚❤❛t ✐s✱
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡✲❧❡♥❣t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❞✉❝❡ t♦ ❛ ♠❛ss❧❡ss ❑❧❡✐♥✲
●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✭✶✮✳ ■❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v0 ❝r♦ss❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛t r = r0
✇✐t❤ −v0 > c ❢♦r r < r0✱ t❤❡♥ ✭✶✮ ✐s t❤❡ ❙❝❤✇❛rs❝❤✐❧❞ ♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r✲❤♦r✐③♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢
❛ ♥❡✉tr❛❧✱ ♥♦♥✲r♦t❛t✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❢♦r r ≈ r0✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❍❛✇❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
♦❝❝✉r ❥✉st ❛s ✐♥ ♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
s❤♦rt✲❞✐st❛♥❝❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ t❡st❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ ✇❤✐t❡ ❤♦❧❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s ♠❛②
♥♦t ❡①✐st ✐♥ ◆❛t✉r❡✿ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ♥♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❤✐t❡ ❤♦❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐t❡ ❤♦❧❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s r❛t❤❡r s✉❜t❧❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
s②♠♠❡tr②✿ ❛ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❬✸✱ ✶✷✱ ✶✼❪✱ ❣r♦✇s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✢♦✇ ♥❡❛r t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❬✼✱
✹❪✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ s❛t✉r❛t❡ ✐s ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
s✉❝❤ s♣❛t✐❛❧❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞s ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s

✷



❬✶❪ ❛♥❞ t❤❡✐r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ❢♦r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛✇❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❍❛✇❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐t❡ ❤♦❧❡s ✐♥ ❬✶✸✱ ✶✼❪✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❜❡tt❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡❝❡ss❛r② ♦r✴❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✉❜❣r♦✉♣s✱ ✇❤❛t
♠❛❦❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣❤❛s❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ s❛t✉r❛t❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ q✉❛s✐✲
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❤❛s ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏r♦t♦♥✲♠❛①♦♥✑ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✢♦✇s
❛❜♦✈❡ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ s✉♣❡r✢✉✐❞
❍❡❧✐✉♠ ■❱ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❡r❡ ♥❡✈❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s❤♦✇ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡
♦r ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♥t✐ ❞❡✲❙✐tt❡r s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❙✉❝❤ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❬✽✱ ✾✱ ✺❪✳

❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❣❛s ♦❢ ❜♦s♦♥s ✭✉s✉❛❧❧② ❛t♦♠s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥
❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✻❪✮ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ q✉❛s✐✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜♥❡s t❤❡ ❣❛s ✐♥ t✇♦
❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t tr❛♥s✈❡rs❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳✶ ▼♦st ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✳

■♥ ❛❧❧ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
✢✉❝t✉❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛r❡ ♥♦t
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❚❤✐s r❡♣♦rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡s ✐♥ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✇✐t❤ ❛ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❡❡
✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❧✐❦❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐♥ ✺
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss ✐t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s
✐s ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ♥❡✇ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛
r❡❛❧✐st✐❝ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❝♦♥t❛✐♥s
s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ♦♥ ❍❛✇❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳

✶❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
▲❛♥❞❛✉ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❣❛✐♥st ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡
❡♥tr♦♣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❢❡❝t ❣r♦✇s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ s✐③❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡♠❛✐♥s ✜♥✐t❡✱ s♦ t❤❛t
❞❡❢❡❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦✉r❡❞ ❛t ❛♥② ✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ tr❛♣♣❡❞ ❣❛s ❬✶✹❪✳

✸



✷ ❯♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❈♦♥❞❡♥s❛t❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✢♦✇✳ ■t ✐s ♠♦r❡
♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✧s✉♣❡rs♦❧✐❞✧ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✇❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ st✐❝❦ t♦ ✧✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✧✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r st✉❞② ❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐ts ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✱ ✶✶❪✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡t❛✐❧
t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ✐t
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜rst st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❛t ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ ♦♥ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦✬s ❛♥❛❧②s✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✜①❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ✢♦✇
✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜st st❡♣ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ st✉❞②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦❢t❡♥
t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❢♦r ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s ❡q✉❛❧❧② t♦ ♦t❤❡r s②st❡♠s
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✶❪✱ ♦♥
✇❤✐❝❤ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞✱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s✉♣❡r✢✉✐❞ ❍❡❧✐✉♠ ■❱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

✷✳✶ Pr❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧s

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✶✱ ✶✶❪ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛rt✐❝❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t✳

■♥ ❬✶❪✱ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❇♦s❡ ❣❛s✱ ✐❡ ❛ ❣❛s ♦❢ ❜♦s♦♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧
❡♥♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ✇♦r❦ ❛t
③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✢♦✇s ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x✳ ❚❤❡② ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❣❛s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ❤❛s ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡
✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✐s ❧✐♥❡❛r ❢♦r s♠❛❧❧ ♠♦♠❡♥t❛ ❛♥❞ ❤❛s ❛♥ ✐♥✢❡①✐♦♥
♣♦✐♥t ❛t ❛ ✜♥✐t❡ k✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❬✶✶❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ tr✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜✉t ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t
♥❡❡❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❞♦✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❣♦ t♦ t❤❡ ✧❧❛❜♦r❛t♦r②✧
❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② v✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
✇❤✐❧❡ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡s ❛s✿

ω′ = ω + vk ✭✷✮

✭❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ✐s ✐♥ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥✳✮ ■❢ v ❛♥❞ k ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s✱
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t✐❧t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ k ❛①✐s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♣♣❡❛r
✐❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t② vL ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✮✳
❚❤❡ ✜rst ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r t♦ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r kc✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡
♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡str♦② ✐ts ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❧✐❦❡ s✉♣❡r✢✉✐❞✐t②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❛r❣✉♠❡♥t✿ ❛ st❛❜❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✭♦r s✉♣❡r✢✉✐❞ ✐♥ ❬✶✶❪✮ ❝♦✉❧❞
❡①✐st ♦♥❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P✐t❛❡✈s❦✐✐✱ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦✱ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡
✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥❞❡♥s❡❞✴s✉♣❡r✢✉✐❞ ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t t♦♦ ♠✉❝❤ ❛❜♦✈❡ vL✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ψ ✭♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❞❡♥s❛t❡✑✮ ✐s t❤❡♥ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ s♦ t❤❛t ✐ts sq✉❛r❡ ♠♦❞✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ❤❛s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✏✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✑✳ ❯♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲❡❢t✿ ❚②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❜❧✉❡✳ ω = ck ❛♥❞ ω = vLk✱ ✇❤❡r❡ c ❛♥❞ vL ❛r❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♣✉r♣❧❡ ❛♥❞ ❜r♦✇♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥
❛ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❤❛s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② −1.05vL✳ ❲❛✈❡✲✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ k ≈ 0.7 ❛♥❞ k ≈ 1.1✳

✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❡♥t✐r❡❧② ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♠♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ kc✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡
✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t t♦ s❛② ❛❜♦✉t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡t ✉s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✱ ✶✶❪
❛♥❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❡② r❛✐s❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♠❛tt❡r✱
✐s t♦ tr❡❛t ψ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥ q✉❛♥t✐③❡ ♦♥❧② t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞
❛ ♣✉r❡❧② q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝t ✇✐t❤ ♥♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❙♦ ✇❤② ❞♦ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✜❡❧❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧②
♥♦t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✜❡❧❞ ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✮❄ ❛♥❞ ✇❤② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡❄

❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❧♦♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❤♦rt✱ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②st❡♠ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧❧
❛t♦♠s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ψk ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs a†k ❛♥❞ ak s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✿

[ak, ak′ ] = 0 ✭✸✮
[

ak, a
†
k′

]

= δk,k′ ✭✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② ❛ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ |0〉 ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ak✬s✱ ♣❧✉s ❛❧❧ t❤❡
st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ |0〉 ❜② ❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤
✇❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡
❤❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦r ✭✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
♣✐❝t✉r❡✮

ψ(~r) =
∑

k

ψk(~r) ak. ✭✺✮

✺



■❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ψ s❛t✐s✜❡s✿
[

ψ(~r), ψ(~r′)
]

= 0, ✭✻✮
[

ψ(~r), ψ(~r′)†
]

= ~δ(3)(~r − ~r′). ✭✼✮

❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❣♦ t♦ t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♣✐❝t✉r❡ ❛s ✉s✉❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❡q✉❛❧✲t✐♠❡
❝♦♠♠✉t❛t♦rs✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❛r❡
✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✈❡r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱
❝♦♠♠✉t❛t♦rs ❣✐✈❡ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ψ ❝❛♥ ❜❡
tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❲❤❛t P✐t❛❡✈s❦✐✐ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♥❞ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❞♦ s❡❡♠ ❛t ✜rst s✐❣❤t
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❞♦♥✬t ❧♦♦❦ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥sät③❡ ❛r❡
❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❤♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ❛r❡ P✐t❛❡✈s❦✐✐✬s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ❇❛②♠❄
❆♥❞ ✇❤② ❞♦❡s ❤✐s s✐♠♣❧❡r ❛♥s❛t③ ✇♦r❦❄ ❲❡ ♥♦✇ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❲❡
s❤❛❧❧ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❢♦r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✭t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✮ ❛r❡
s✐♠♣❧② r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♣s ♦♥❡
❛♥s❛t③ ♦♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ tr✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥
✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r ♠♦♠❡♥t❛ ❝❧♦s❡ t♦ kc✱ t❤❡ t✇♦ ❢✉❧❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭❜✉t ✇❡ str❡ss t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢❛r ❢r♦♠ kc✮✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦♠❡♥t❛
❝❧♦s❡ t♦ kc ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s ❛♥❞ t✉r♥s t❤❡ ✭r❛t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❬✶❪ t♦ t❤❡ ✭♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✮ ❝❛s❡ ♦❢ ❬✶✶❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛
s✐♠♣❧❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❦✐♣ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦♠❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✐♥ ♦♥❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
t♦ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

▲❡t ✉s st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❬✶❪✱ ♠❛②❜❡ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✿

H =

∫

dx
~
2

2m
∂xψ

† ∂xψ +
1

2

∫

dx dy g(x− y)ψ(x)†ψ(y)†ψ(x)ψ(y) ✭✽✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r♦ss✲P✐t❡❛✈s❦✐✐ ❡q✉❛t✐♦♥✿

i~∂tψ(x, t) = − ~
2

2m
∂x

2ψ(x, t) + V (x, t)ψ(x, t) +

∫

dyg(x, y)ψ(y, t)ψ(y, t)†ψ(x, t) ✭✾✮

■♥ ✭✽✮✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ k ♦✈❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ǫ0(k) =

√

~2k4

4m2
+
n0

m
g̃(k)k2, ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❛♥❞ n0 t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ✇❛♥t ✐t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ g✳ ❯♥❧❡ss
❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ k2 ✐♥ ❋♦✉r✐❡r
s♣❛❝❡✿

g̃(k) ≡
∫

dx eikx g(x) = α− βk2 + γk4 ✭✶✶✮

✻



✇✐t❤ α, β, γ > 0✳
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② v = q/m ♣❧✉s s♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ψ = ψ0 + ψ̂✱ ✇❤❡r❡ ψ0 ✐s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ♣❛rt✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ q✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✜rst ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢r❛♠❡ q = 0✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ψ0 ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❜❡r

√
n0 ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛s

ψ̃(k, t) ≡
∫

dx ψ̂(x, t)eikx ✭✶✷✮

t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ψ̂ ✐s

HQ =

∫

dk

2π

[(

~
2k2

2m
+ n0g̃(k)

)

ψ̃(k, t)†ψ̃(k, t) +
1

2
n0g̃(k)

(

ψ̃(k, t)ψ̃(−k, t) + ψ̃(k, t)†ψ̃(−k, t)†
)

]

.

✭✶✸✮

❲❡ ♠✉st ♥♦✇ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ ✐t✳ ▲❡t

φ̃(k) = A(k)ψ̃(k) + B(−k)ψ̃(−k)†. ✭✶✹✮

❆ss✉♠✐♥❣ (A(k), B(k)) ∈ R
2✱ A(k) = A(−k) ❛♥❞ B(k) = B(−k)✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡s

t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ♣r♦✈✐❞❡❞

A(k) =
α

2

(

√

~2k2

2m
+

√

~2k2

2m
+ g̃(k)2n0

)

✭✶✺✮

B(k) =
α

2

(

−
√

~2k2

2m
+

√

~2k2

2m
+ g̃(k)2n0

)

✭✶✻✮

❢♦r s♦♠❡ α ∈ R✳ ❚❤❡♥ A2 − B2 = α2ǫ0(k)✱ s♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t
s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ψ̃ ❞♦❡s✮ ❢♦r α = 1√

ǫ0(k)
✳ ❆♥❞ t❤❡♥

HQ =

∫

dk

2π
ǫ0(k) φ̃(k)

†φ̃(k) =

∫

dx φ(x)†ǫ0(p̂)φ(x), ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ φ̃✳ ■t ✐s ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✳ ■❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠♦✈❡s ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ∂t′ = ∂t − v∂x ❛♥❞
∂x′ = ∂x✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❤✐❧❡

HQ,lab = HQ,fluid +

∫

dx φ†vp̂φ =

∫

dx φ† (ǫ0(p̂) + vp̂)φ. ✭✶✽✮

◆♦t❡ t❤❛t φ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✳
❆❢t❡r ❛ ❢❡✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ s❡♥❞s

t❤❡ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮ ✐♥ ❬✶❪✮✿

ψu(t, x) = eiqxξ
[

cosh
η

2
e−ikcx − sinh

η

2
eikcx

]

✭✶✾✮

t♦ t❤❛t ♦❢ P✐t❛❡✈s❦✐✐ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ✐♥ ❬✶✶❪✮✿

φu(t
′, x′) = ξe−ikcx′

. ✭✷✵✮

✼



■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ❛ s✉❜s❝r✐♣t u st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✱
✐❡ ✇❤❛t ✇❡ ♠✉st ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs ❝❧♦s❡ t♦
kc✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❢♦r v s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ vL ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡s k ❛♥❞ k ± kc
♦r k ± 2kc ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ♦r❞❡r ξ√

n0

✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s ✐♥ ✭✾✮✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✱ t❤❡✐r
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r δp

kc
✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ [kc − δp, kc + δp]✳

❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬✶✶❪✮✱ ❝✉❜✐❝ t❡r♠s ✈❛♥✐s❤ ❛❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r x✳
❯s✐♥❣ t❤❛t A ❛♥❞ B ❛r❡ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ k ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ kc✱ t❤❡ q✉❛rt✐❝
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛❢t❡r ❛♥ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✿

H4 ≈
1

2ǫ20

[

n2
0

2
g̃(kc)

2g̃(2kc) +

(

~
2k2c
2m

+ n0g̃(kc)

)2

g̃(0)

]

∫

dz φ(t, z)†φ(t, z)†φ(t, z)φ(t, z). ✭✷✶✮

❲❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② P✐t❛❡✈s❦✐✐✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ✭✷✶✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t γ ✐♥ ❬✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ s✐♠♣❧❡✳ ❆❧s♦✱ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ♦♥❧② ✐❢ ξ ❛♥❞ η
❤❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s tr✉❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧
❜❡❢♦r❡

√
n0✳

❇❡❢♦r❡ ❝❧♦s✐♥❣ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t✇♦ ❢❛❝ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ψ0 + ψu ✐s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ P✐t❛❡✈s❦✐✐✬s
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✾✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜②
✇r✐t✐♥❣ ψ = ψ0 + ψ̂ ✇❤❡r❡ ψ̂ ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ψ0 ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡ δq ✐♥ t❤❡
❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r q✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ δq x ≈ π✳

✷✳✷ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙②♠♠❡tr②✲❇r❡❛❦✐♥❣ P❤❛s❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ✐t t♦
✜♥❞ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❬✶✶❪ t♦ ❣❡t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ✐❞❡❛s t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

H =

∫

(

ψ† (ǫ(p̂) + ~v · p̂)ψ +
g

2
ψ†ψ†ψψ

)

ddx. ✭✷✷✮

❲❡ ✇r✐t❡✿
ψ̂ = ψ0 + ψ′, ✭✷✸✮

✇❤❡r❡

ψ0(~x) = η exp

(

i
~q · ~x
~

− iωt

)

. ✭✷✹✮

❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ✐♥ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ ❧❡t ✉s ❥✉st st❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐❢ v ✐s ❥✉st s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ vL✱ s♦
t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ❝❧♦s❡ t♦ kc✳ ✭✷✹✮ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞

~ω = ǫ(~q) + ~v · ~q + g|η|2 ✭✷✺✮

✽



❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |η| ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿ |η|2 = − ǫ(~q)+~v·~q
g

❣✐✈❡s ω = 0 ❛♥❞

ψ = ψ0✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ ψ′ ✭t❤❡② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ♦✉t ✐❢ ψ′ ❤❛s ♥♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
♠♦♠❡♥t✉♠ ~q✮ ♦r ♦❢ ♦r❞❡r ≥ 3 ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ψ′ = 0 ✇❡ ❣❡t✿

δH =

∫

ψ′† (ǫ(p̂) + ~v · p̂+ 2η2g
)

ψ′ +
g

2

(

η2 exp

(

2i
~q · ~x
~

)

(ψ′†)2 + η2 exp

(

−2i
~q · ~x
~

)

ψ′2
)

ddx

✭✷✻✮
❲❡ ♥♦✇ ✇r✐t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ψ′ ❛s✿

ψ′(t, ~x) =
∑

ν

(

uν(~x) b̂ν exp

(

−iǫνt
~

)

− vν(~x) b̂
†
ν exp

(

i
ǫνt

~

))

✭✷✼✮

✭❚❤❡ ✧s✉♠✧ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳✮ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs bν s❛t✐s❢②✿

[

b̂ν , b̂µ

]

= 0 ✭✷✽✮
[

b̂ν , b̂
†
µ

]

= δµν ✭✷✾✮

❚❤❡ ♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ uν ❛♥❞ vν ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❞♦✇♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ uν ✳ ❆❢t❡r ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞✿

ǫν =
1

2

[

ǫ0(~k)− ǫ0(2~q − ~k) + 2~v · (~k − ~q))±
(

(

ǫ0(~k)− ǫ0(2~q − ~k) + 2~v · (~k − ~q)
)2

−

4
(

(ǫ0(~q) + ~v · ~q)2 −
(

ǫ0(2~q − ~k) + ~v · (2~q − ~k)− 2(ǫ0(~q) + ~v · ~q)
)(

ǫ0(~k) + ~v · ~k − 2(ǫ0(~q) + ~v · ~q)
)))1/2

]

✭✸✵✮

❋♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t v → vL✱ ✇❡ ♠✉st ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✧✰✧ s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❣✐✈❡s t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ 2~q − ~k✱ ✐❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✈ ♠♦❞❡ ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r 2~q − ~k ✭❛s
✉s✉❛❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② s✐♥❝❡ ✈ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦r♠✮✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐♥ ❬✶✶❪ ✐s

r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐❢ ✇❡ s❡t ~q = kc~ex ❛♥❞ ~k ≈ kc~ex✳
❋✐❣✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♥❡✇ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ g̃ ♦❢ g ✐s ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ k2✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ ✭✸✵✮ t♦ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✿ ✐t ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ s♣❡❝tr✉♠ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡✳ ■❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r kc ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❡ ✜♥❞ ✐t ✐s
st❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✿

vL < v < vL + kc ǫ
′′
0(kc ~ex) ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ ~ex ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❛s
♥❡✈❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✭❜✉t st✐❧❧ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✇❡ ❞✐❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✮✱ st❛❜❧❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❡①✐st ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (~q ·~ex, η)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡✱
t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✷✷✮ ❡①✐st t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❧❛♥❡
♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ st❛❜❧❡✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ r♦t♦♥ ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ✉❧t✐♠❛t❡❧② r❡❛❝❤✐♥❣ ③❡r♦✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ s❡♥❞ vL t♦

✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛t❡ ✭♣✉r♣❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮
❢♦r vL = 1✱ c = 2✱ kc = 1✱ v = −1 ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ v = 1.1 ✭t♦♣ r✐❣❤t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✮ ❛♥❞ q = 1 ✭t♦♣✮✱
q = 1.1 ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ♦r q = 0.9 ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ s♣❡❝tr❛ st✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣②
♠♦❞❡s✱ t❤❡r❡❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (~q ·~ex, v− vL) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❡①✐sts ✭❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❝✉r✈❡✮
❛♥❞ ✐s st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✶✮ ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✳✮ ❢♦r kc = 1✱ c = 2.0 ❛♥❞ vL = 2.0✳
❋♦r g̃ ✇❡ t❛❦❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ k2✿ g̃(k) = α − βk2 + γk4✱ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❤♦s❡♥ t♦
❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s ♦❢ c✱ vL ❛♥❞ kc✳

✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❉♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (~q · ~ex, η) ❢♦r c = 2.0 ❛♥❞ vL = 1.0 ✭t♦♣ ❧❡❢t✮✱ vL = 1.5
✭t♦♣ r✐❣❤t✮✱ vL = 1.9 ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❛♥❞ vL = 1.99 ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✳ ❙t❛❜❧❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s✳ ◆♦t❡ t❤❡ ✧❦✐♥❦✧ ✐s ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤❛r❞❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r
s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❝✉r✈❡s ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ ~q · ~ex = kc✳

✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❉♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ (~q · ~ex, η) ❢♦r kc = 1✱ c = 2.0 ❛♥❞ vL = 1.9✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡
❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜r♦✇♥ ♦♥❡
✉s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✶❪✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s k ❛♥❞ k ± kc/2✳

c ❛t ✜①❡❞ kc✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ s❤r✐♥❦s ✇❤❡♥ vL ❣♦❡s t♦ c✱ t❤❡
t✇♦ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ η = 0 ❛①✐s ✇❤❡♥ vL = c✳

■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❬✶✶❪ ❛♥❞ s❡❡ ✇❤❛t t❤❡s❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❜❡❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✶❪✳ ❲❡ ❞✐❞ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡s k ❛♥❞
k ± kc/2 ♦r k ± kc✱ ❜✉t ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❡❛s② t♦ ❞♦ ✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✷✳✸ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❲❡ ✜rst ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❜❡❢♦r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡
✇❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❧❛①❡❞✳ ❚❤✐s ♥❡✇ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ t❡st❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❡t ~ = 1✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❬✶❪ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

E =

∫

dx

(

1

2m
∂xψ

†∂xψ + (V (x)− µ)ψ(x, t)†ψ(x, t) +
1

2

∫

dyg(x, y)ψ(x, t)†ψ(y, t)†ψ(x, t)ψ(y, t)

)

✭✸✷✮

▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ E ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐✲❧✐❦❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✇✐t❤
❢r❡q✉❡♥❝② ω = µ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥s✱ µ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡② ❝❤♦♦s❡
❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

ψ(x) = eiqx
(√

ρ0 + Ue−ikcx − Veikcx
)

✭✸✸✮

❚❤❡ t❡r♠ eiqx
√
ρ0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ Ue−ikcx ✐s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ❛♥❞

Veikcx ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r

✶✷



q + kc ✈✐❛ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ q + q → (q − kc) + (q + kc)✳ ❚❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s✱
t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ❛r❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❥✉st s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡
t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❤❛✈❡ ❛ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ❝❧♦s❡ t♦ kc✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❛st✉t❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ♦❢ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t②✮
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ s✐♥❝❡✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥
❛❧❧ ❢r❛♠❡s✳ ❉♦❡s t❤✐s ♠❡❛♥ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ❖r t❤❛t
s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ♠❛❞❡ ❜r❡❛❦s ●❛❧✐❧❡❛♥✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡❄ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ✐♥❞❡❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ❣r♦✉♣✱ ✭t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿
❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ψ ❣❡ts ❛ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ●❛❧✐❧❡❛♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ❤❛s ♥♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❇r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❛♥s❛t③ ✭✸✸✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✸✮ ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ s♦ ✐t ✐s
t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❆ ♣r✐♦r✐✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳ ❲❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✏♣r❡❢❡rr❡❞✑ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r② ♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣
❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ✏❧❛❜♦r❛t♦r②✑ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦r t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛♥②t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱
❧✐❦❡ ❛ ♣✐♣❡ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❬✶❪ ✉s✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡✐r r❡s✉❧ts
❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✭✶✺✮ ✐♥ ❬✶❪✿

E = ζ2
(

ng̃ (kc) e
−η +

k2c
2m

cosh(η)− 1

m
qkc

)

+ ζ4
(

g̃ (2kc)

4
sinh2(η)− g̃ (kc) e

−η cosh(η)

)

, ✭✸✹✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ζ ✐s ✏s♠❛❧❧✑✳ ❍❡r❡ ζ ❛♥❞ η ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ U ❛♥❞ V ❜②✿

U = ζ cosh
η

2

V = ζ sinh
η

2
✭✸✺✮

❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭✸✹✮ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ξ2

✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ η ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❥✉st ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ (17) ✐♥ ❬✶❪ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s ✉s t❤❛t eη ✐s ❥✉st t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♥✐❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ η ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡ ❤♦✇ r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧
❛✛❡❝ts t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✶✮ ✐♥ ❬✶❪✳

■t s❡❡♠s s✐♠♣❧❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✜rst ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ζ✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❡❢♦r❡ ζ2 ❛♥❞ ζ4 ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ s✐❣♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r ζ = 0 ✭❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✮ ♦r ζ = ∞
✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝s
❛♥❞ ♠❛❦❡ ζ ✜♥✐t❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❡✐r s✐❣♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡
❡♥❡r❣② t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛❣❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r t❡r♠ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ E ′✳ ❲❡ t❤✉s
❛ss✉♠❡ t❤❛t✿

1

4
g̃(2kc) sinh

2η − g̃(kc)e
−ηcosh η > 0, ✭✸✻✮

✶✸



❛♥❞

k2c
2m

cosh η − kcq

m
+ g̃(kc)ne

−η < 0. ✭✸✼✮

❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ η✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ζ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s E s❛t✐s❢②✿

ζ2 = −1

2

k2
c

2m
cosh η − kcq

m
+ g̃(kc)ne

−η

1
4
g̃(2kc) sinh2η − g̃(kc)e−ηcosh η

. ✭✸✽✮

P❧✉❣❣✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t♦ ✭✸✹✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s✿

E = −1

4

(

k2
c

2m
cosh η − kcq

m
+ g̃(kc)ne

−η
)2

1
4
g̃(2kc) sinh2η − g̃(kc)e−ηcosh η

. ✭✸✾✮

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ E ′ = 4E/n2 ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t❛ s♦ t❤❛t mn = 1✳ ❲❡ ❣❡t✿

E ′ = −

(

k2
c

2
cosh η − kcq + g̃(kc)e

−η
)2

1
4
g̃(2kc) sinh2η − g̃(kc)e−ηcosh η

. ✭✹✵✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♥✐❝❡r ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ X ≡ e−η✿

E ′ = −

(

k2
c

4

(

X + 1
X

)

− kcq + g̃(kc)X
)2

1
16
g̃(2kc)

(

X − 1
X

)2 − 1
2
g̃(kc) (X2 + 1)

= −

(

k2
c

4
(X2 + 1)− kcq + g̃(kc)X

2
)2

1
16
g̃(2kc) (X2 − 1)2 − 1

2
g̃(kc)X2 (X2 + 1)

.✭✹✶✮

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐♥ ✭✹✶✮ ♠✉st ♥♦t ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ E
❣♦❡s t♦ −∞ ❛♥❞ ζ t♦ +∞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ✏✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✑ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ❜❡ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥
❛♥②♠♦r❡✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♣❧❡t❡s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ▲❡t ✉s st✉❞② t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

g̃(2kc)

8
(X2 − 1)2 − g̃(kc)X

2(X2 + 1) =

(

g̃(2kc)

8
− g̃(kc)

)

X4 −
(

g̃(2kc)

4
+ g̃(kc)

)

X2 +
g̃(2kc)

8

✭✹✷✮

❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s

∆ =

(

g̃(2kc)

4
+ g̃(kc)

)2

− g̃(2kc)

2

(

g̃(2kc)

8
− g̃(kc)

)

= g̃(kc) (g̃(kc) + g̃(2kc)) ✭✹✸✮

■❢ ❜♦t❤ g̃(kc) ❛♥❞ g̃(kc) + g̃(2kc) ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❛❧ r♦♦ts ✭✐♥ X2✮✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢

t❤❡♠ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r g̃(2kc)
4

+ g̃(kc) ≥ 0✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ✜♥❞ ❛♥② st❛❜❧❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✐❢ ❜♦t❤ g̃(kc) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❧❡ g̃(2kc) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡
♦♥❧② ✇❛② ♦✉t ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡

g̃(kc) < 0 ✭✹✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ v ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✶❪✳ ❙♦✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ♥❡✇ ♥❡❝❡ss❛r②❝♦♥❞✐t✐♦♥

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶❪ ❛♥❞ g̃(kc) < 0 ✐♥ t❤❡ β, δ ♣❧❛♥❡✳ ▲❡❢t✿
❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❬✶❪ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✭✐♥ r❡❞✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❉♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ g̃(kc) < 0 ❛♥❞
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ r❡❛❧ ✭❣r❡❡♥ str✐♣✮✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ g0 = 2.04✱
m = 1.45 ❛♥❞ ρ = 1.37✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✭✹✹✮ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡✳

❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛❜❧❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✭✹✹✮✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣ ✻✱ t❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡
t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ γ > 0 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶❪✳ ❋✐❣ ✻ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ β, δ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✿ g̃ = g0 (1− β k2 + δ k4)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡ ǫ0(kc) ∈ R ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥
❬✶❪✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭❝♦♠♣❧❡① ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✮ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧
✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✉t r❡♠❛✐♥s r❡❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭✹✹✮ ✐s ❛ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ s✐♥❝❡ ✐t ♣✉ts s❡✈❡r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❬✶❪✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✹✮ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ g̃(kc) ✭✉♣ t♦ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r✮
❛s ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏✢✉✐❞s✑ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs q ❛♥❞ q− kc✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡s kc+ q ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ❛❧♦♥❡✱ ♣❧✉s ❛ t❡r♠

δE = n0|ζ|2g̃(kc) ✭✹✺✮

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❛ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✐s st❛❜❧❡ ✐❢ g̃(kc) < 0✳
❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥

t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛①❡❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡
t♦t❛❧ ❞❡♥s✐t② n ✐s ✜①❡❞✱ s♦ t❤❛t n0 ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ U ❛♥❞ V ✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❞❡♥s✐t② n0 ✐s ❤❡❧❞
✜①❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ g̃(kc) < 0 ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❆❧s♦✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢✉① ♦❢ ❛t♦♠s ✐s ✜①❡❞
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❡ ✜♥❞ ♥♦ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✐s r❡❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ❞❡♥s✐t② n ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ζ ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r

✶✺



❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❜✉t ❛ ❧❛r❣❡r ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳ ❋r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❧❞ ✜①❡❞ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱
❜✉t ❝❤♦♦s✐♥❣ n ❛♥❞ q s❡❡♠s t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❡s✳ ■❢ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠✉st ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r✐♦r✐
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦r ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✇❡ r❡s♦rt❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
✭s❡❡ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳

✷✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❈❛s❡ ❢♦r v ≈ vL

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ g̃(kc) < 0✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r v ≈ vL✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ♠❛② ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ v ✐s
✜♥✐t❡❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ vL✳

❲❡ ✇r♦t❡ ❛ ❈ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❡①tr❡♠✐③❡✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡ ✏❛❝t✐♦♥✑ S✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
♦❢ S ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ♦♥❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ V ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡
✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ S✱ ❛♥❞ M t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐ts s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ǫ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s✿

M · ǫ = −V ✭✹✻✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ♠✉❧t✐♣❧② ǫ ❜② s♦♠❡ α < 1 t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡✳ ■t❡r❛t✐♥❣ t❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ❡✐t❤❡r ❞✐✈❡r❣❡ ♦r ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ S ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❊✉❧❡r ♦r ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞✿
✯■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✑✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧ ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐s ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛❞❞ ♠♦r❡ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①tr❡♠✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ s✉❜s❡t ♦❢
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❛♥s❛t③ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳

✯■t ❞❡❛❧s ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✭♦r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦r ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❡①tr❡♠✐③❡❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❡❛s② ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢M ❛r❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ ❜❡ ❡①tr❡♠✐③❡❞ ✐s✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ r❡s❝❛❧✐♥❣s✿

H =

∫

dx

[

(∂xψ)
∗ (∂xψ)− µψ∗ψ +

1

2
|ψ|2

(

1− β∂2x + γ∂4x
)

|ψ|2
]

✭✹✼✮

ψ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

ψ(x) = r(x)ei
∫
x

0
q(y)dy ✭✹✽✮

✶✻



✇❤❡r❡ r ❛♥❞ q ❛r❡ t✇♦ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢♦✇ Π = qr2 ❜❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s✱

t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r0 ❛❧♦♥❡✿

H =

∫

dx

[

(∂xr)
2 − µr2 +

Π2

r2
+

1

2

(

r4 − β(∂xr
2)2 + γ(∂2xr

2)2
)

]

✭✹✾✮

❙❡tt✐♥❣ Π = 0 ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛♥s❛t③ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

r2(x) = A+B cos(kx) ✭✺✵✮

✇✐t❤ A ≫ B ≥ 0✱ k > 0✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r A = µ✳ ❆❧s♦✱ B ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦
♦♥❧② ✐❢

β − 1

2µ
< 2

√
γ ✭✺✶✮

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s r❡❛❧✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✜①❡❞ ✢✉①✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ✭t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❞❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✮✱
✐t ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ♥♦ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ✜①❡❞ ❞❡♥s✐t② ✢✉① ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ✭✺✶✮✳

❖❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ g̃(kc) < 0 ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡
✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s t❤♦s❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ❇❛②♠ ❛♥❞ P❡t❤✐❝❦✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤✉s ❡①♣❛♥❞ ψ ✐♥ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✱
t❤❡ ✜rst t❡r♠s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ✐♥ ✭✸✸✮✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤r❡❡ t❡r♠s
✭s♦ t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❬✶❪✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
❧❛r❣❡✮ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❡ t❡r♠ ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r q ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r v < vL✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ✉♣ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦r v > vL ❛♥❞ g̃(kc) < 0✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇✉t ❢♦r v > vL ❛♥❞ g̃(kc) > 0✱ ♦♥❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✭♥♦t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r q✮ ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✮✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ t❡r♠s ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡♥ v
✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ vL✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ❛t ✜♥✐t❡ v − vL ❛♥❞ ■♥❤♦♠♦✲

❣❡♥❡♦✉s ❋❧♦✇✳

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ st✉❞②✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✢♦✇ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
▲❛♥❞❛✉ ❤♦r✐③♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❝r♦ss❡s t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙t✉❞② ♦❢ ❛ ✢♦✇ ✇✐t❤
❛ ▲❛♥❞❛✉ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ♦✉r ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r②

✶✼



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t❡r♠s ✐♥ ✭✸✸✮✳ ❖♥ t❤❡ ❛❜❝✐ss❛ ❛①✐s✱ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡
q − kc✱ ✷ t♦ q ❛♥❞ ✸ t♦ k + kc✳ ▲❡❢t✿ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞❡ q ❞♦♠✐♥❛t❡s ✭m = 0.5✱
α = 1✱ β = 2.2✱ γ = 1.0✱ q = 0.2✮✳ ▼✐❞❞❧❡✿ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❢♦r g̃(kc) < 0✱ ❛t ❧❡❛st
t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✭m = 0.5✱ α = 1✱ β = 2.2✱ γ = 1.0✱ q = 0.5✮✳ ❘✐❣❤t✿ ■❢
g̃(kc) > 0✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡✈❡♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t② ✭m = 0.5✱ α = 1✱ β = 1.9✱
γ = 1.0✱ q = 0.5✮✳

✜rst st❡♣ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❛t❝❤ ❜♦t❤
♥❡❛r✲❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❢❛r✲❤♦r✐③♦♥ ❡✛❡❝ts t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥
s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇ ❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t s❛t✉r❛t❡✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② n ❛♥❞ ♣❤❛s❡ θ = Arg ψ
❛s ✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✮✿

H =

∫

dx

[

~
2

2m

(

(∂x
√
n)2 + n(∂xθ)

2
)

+ (V (x)− µ)n+
1

2

(

αn2 − β(∂xn)
2 + γ(∂xn)

4
)

]

. ✭✺✷✮

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✮ ❣✐✈❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡✿

v(x) = v0 + A tanh (κx) , ✭✺✸✮

❛♥❞ ✇❡ r❡s❝❛❧❡ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ t✐♠❡ t♦ s❡t ~ = m = 1✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ q✉❛♥t✐t②
✭s✐♥❝❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡♥t❡r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t✐♠❡✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♠❛ss✮✱ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❦❡❡♣
✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●r♦ss✲P✐t❛❡✈s❦✐✐ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❜✉t t✉r♥❡❞ t♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠❛♥② ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧
♣♦✐♥ts ❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡✳

❲❡ ✜rst st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♠♣❤❛s✐s ❛s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ◆❛♠❡❧②✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛♥❞ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✺✷✮ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②
❢♦r v > vL ♦r ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✱ ✶✶❪ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✸✸✮✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥
♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r kc✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ●♦✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✱
❛❣❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω = 0✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠♦st ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡✱ ✐❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢

✶✽



✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v − vL✱ ♦r ❛ ✜♥✐t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡s✱ ✇❡ ♠✉st
t❛❦❡ t✇♦ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳

❆❞❞✐♥❣ ❛ ▲❛♥❞❛✉ ♦r s♦♥✐❝ ❤♦r✐③♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✢♦✇ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❲❤❛t❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ ❢❛r
❢r♦♠ ✐t ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠❛② s❡❡♠ ❝♦✉♥t❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✱ ✶✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✭❛s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡rs♦♥✐❝ r❡❣✐♦♥✮✱ ✐ts
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s ω → 0✱ ❛♥❞ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✏♠♦st ✉♥st❛❜❧❡✑ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛r❣❡st −ω✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
♠♦st ✉♥st❛❜❧❡ ♦♥❡✱ ♥♦ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡s✮✱ ♦r
s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❝❛♣t✉r❡s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✭s✮✳

❙✐♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✱ ✶✶❪✱ ❡❛❝❤ ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡ ❣✐✈❡s✱ ✐❢ ❛❧♦♥❡✱ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤✐s r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ k ❛♥❞ k+dk s❤♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❜② f(k) dk✱ ✇❤❡r❡ f ✐s ❛ s♠♦♦t❤
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛♥✐s❤❡s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ω < 0✳ ▲❡t k1 ❛♥❞ k2 ❜❡ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ω = 0✱ ✇✐t❤ 0 < k1 < k2✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ f ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ k1 ❛♥❞ k2✱ ❛♥❞
f(k) = 0 ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■t ❛❧s♦ s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ f ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ♠♦st
✉♥st❛❜❧❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✱ ❜✉t ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ✇❤❛t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤✐s ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s❄ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ❜② ♣❛rts t❤❛t

∫ k2

k1

dk kn exp (ikx) ✭✺✹✮

✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s ♦❢ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs k1 ❛♥❞ k2✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② x−1−n✳ ❙♦✱ t❤❡ t♦t❛❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

δψ(x) = F1(x) exp (ik1x) + F2(x) exp (ik2x) + F3(x) exp (−ik1x) + F4(x) exp (−ik2x) ✭✺✺✮

✇❤❡r❡ F1✱ F2✱ F3 ❛♥❞ F4 ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ 1/x✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡s
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✿ t✇♦ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ s❝❛tt❡r
❛♥❞ ❣❡t ♠♦♠❡♥t❛ +k✱ −k✳✷ ■♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ ✭✺✺✮ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♣❧✉s ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛s ❛t k ∈
{−k1,−k2,+k1,+k2} ❢♦r n ✭❛♥❞ ❛t s✉♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✐❢ δψ ✐s s♠❛❧❧ ❜❡❢♦r❡ ψ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛r❣✉♠❡♥t ✇♦r❦s ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇✐t❤ k1 = 0✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

f(k) = f0 (k − k1) (k2 − k) ✐❢ k ∈ [k1, k2]

f(k) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✺✻✮

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ✐t ❣✐✈❡s ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ n✱ ♥♦t ♦♥ ψ✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ✈❡r② r❡❛❧✐st✐❝✱ ❜✉t
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ k1 ❛♥❞ k2

✷❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡✲♥♦r♠ ♠♦❞❡s ♦❢ ♠♦♠❡♥t❛ ❜❡t✇❡❡♥ −k2 ❛♥❞ −k1 ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❡♥❡r❣②✱ ❛❧s♦ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳

✶✾



❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

δn(x) = f0

∫ k2

k1

dk (k − k1) (k2 − k) cos (ikx)

=−f0
∫ k2

k1

dk (k2 + k1 − 2k)
1

x
sin (kx)

= f0

[

k2 + k1 − 2k

x2
cos (kx)

]k=k2

k=k1

+ 2f0
1

x2

∫ k2

k1

dk cos (kx)

= f0

(

k1 − k2
x2

(cos (k2x) + cos (k1x)) +
2

x3
(sin (k2x)− sin (k1x))

)

✭✺✼✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r♦❧❡ ♦❢ x = 0 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣❤❛s❡s ✐♥ δψ ♦r δn ❛r❡
❡q✉❛❧ ❛t x = 0✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs k1 ❛♥❞ k2 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ f ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡ x✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞♦❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs 1/x2✱ 1/x3 ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ s❡❡ ✇❤② t❤❡② ❢❛✐❧✳ ■t ✐s tr✉❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st
✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❜✉t ✐ts ❡✛❡❝ts ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡s ❛r♦✉♥❞ ✐t✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞♦❡s ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts
✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✿ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t f ✈❛♥✐s❤❡s ♦✉ts✐❞❡ [k1, k2] ♣r❡✈❡♥ts ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ k1 ❛♥❞ k2 s✉r✈✐✈❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ k1 = 0 ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✱ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦♥✲
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k2✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ♠♦❞❡s ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜① t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❬✶✱ ✶✶❪ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❛ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❜♦t❤ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst tr② t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ♠❛②❜❡ r❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ❛
❝♦♠♣✐❧❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ tr② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡
t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇❤② t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳
❲❡ ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t✇♦ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱
t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✶✮ ❛♥❞ ✭✹✹✮✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s✱
♥♦t t❤❡ ❧♦✇❡st✲❡♥❡r❣② ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ♠❛②❜❡
❜② ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❛✈❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s
t❤❡♦r② ✐♥ ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ❛♥❞ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛ ❞❡❡♣ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ s❡❡ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞
✐ts r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❡❡♠✐♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❧✐❦❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s
s✉❜❥❡❝t ❝♦✈❡rs ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ♣❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❝♦❧❞ ❛t♦♠s t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s t♦
q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② t❤❡♦r✐❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✉s✐♥❣ ✈❡r②
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n

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❉❡♥s✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ▲❛♥❞❛✉ ❤♦r✐③♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ x✳ ■♥ ❛❜s❝✐ss❛ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ s♦ t❤❛t ✏✻✵✵✵✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ x = 100✳ ❚❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❣♦❡s ❢r♦♠ 0.46 ❛t x = 0 t♦ 0.5 ❛t x = 100✳ ❚❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.48 ❛♥❞ t❤❡
s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ 0.8✳ ❙♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❧♦s❡ t♦ x = 0 ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❜♦r❞❡r ❡✛❡❝ts✳

❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✐♠s✱ ❜✉t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧② ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥✳ ■t s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ r✐❣❤t ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ❛ t❤❡s✐s ♣r♦❥❡❝t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥s ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝ st✉❞✐❡s✳
❚❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s ❛❧s♦
❞❡s❡r✈❡ s♦♠❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❡①❤✐❜✐t ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✉♥❞❡r s❡❡♠✐♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋♦r❡♠♦st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② ❛❞✈✐s♦r ❘❡♥❛✉❞ P❛r❡♥t❛♥✐ ❢♦r
❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✱ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❝♦s♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s✳ ❍✐s ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ❡♥t❤✉s✐❛s♠✱ ❣r❡❛t
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t ✐❞❡❛s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐♠
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣❧❡❛s❛♥t ❛♥❞ r❡✇❛r❞✐♥❣✳

■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ●♦r❛ ❙❝❤❧②❛♣♥✐❦♦✈ ❢♦r ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ❞✐♣♦❧❛r ❣❛s ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ t♦♦❧s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉♥❞❡r r❡❛❧✐st✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

▼② t❤❛♥❦s ❛❧s♦ ❣♦ t♦ ❆♥t♦♥✐♥ ❈♦✉t❛♥t✱ ❘♦❜✐♥ ❩❡❣❡rs ❛♥❞ ❳❛✈✐❡r ❇✉s❝❤ ❢♦r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉s✲
s✐♦♥s✳
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✹ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

✹✳✶ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s ❚❤❡♦r② ✐♥ ✺ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❆♥t✐✲

❞❡ ❙✐tt❡r ❙♣❛❝❡

❆s ✇❡ s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤
✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ✇❡ st✉❞✐❡❞✳ ❆ ♣r❡❝✐s❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦st ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
s✉❝❤ ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✈❡r② ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✱ ✾❪✮✱ ❛♥❞ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡
❝❛s❡✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t ♥❡✇ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
♣❛✈❡s t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥② ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❞✐❞
♥♦t ❞❡✈♦t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡①t t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳

▼❛①✇❡❧❧✲❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❤❡♦r② ✐♥ ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞ Aµ ✇✐t❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❞❡♥s✐t②✿

L = −1

4
FIJF

IJ +
α

3!
√−g ǫ

IJKLMAIFJKFLM , ✭✺✽✮

✇❤❡r❡ FIJ = ∂IAJ − ∂JAI ✐s t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ t❡♥s♦r✱ g t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ǫIJKLM ✐s
❡q✉❛❧ t♦ −1 ✐❢ IJKLM ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ 01234✱ +1 ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ 0
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✺✽✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❡r♠✱ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥
s✉♣❡r❣r❛✈✐t② t❤❡♦r✐❡s ❬✽❪✳

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s t❤❡♦r② ✐♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✳ ❆ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✺✽✮✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ♦❢

✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ~k ❛r❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

0 < |~k| < 4αE. ✭✺✾✮

❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞✱ ✇✐t❤ ♦r
✇✐t❤♦✉t t❤❡ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡st ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡✱ ✐s

km = 2αE. ✭✻✵✮

■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✜①❡❞ k ✐s ❢♦✉♥❞✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
t♦ ♦✉r ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ k ❡①❝❡♣t ❢♦r k = 0✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st✲
❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✇✐t❤ FIJ = 0✿ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✏♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✑
❥✉st ❝❛♥❝❡❧s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❤❡r❡✮ ✐s
❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝❛s❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✜①✐♥❣ t❤❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞
t♦ ❛ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡
❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✉♥st❛❜❧❡✳

❚❤✐s ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐♥ ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞
t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ µ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦
❤♦❧❡✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤✐s

✷✷



✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ♦r t♦ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ E ✐s st✐❧❧ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡
✈❡❧♦❝✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ✐ts ❤♦r✐③♦♥✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❡✐t❤❡r vL ♦r c✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐s
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❣♦✐♥❣ t♦ ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ♦♥❡ ✜♥❞s ❛ ♠♦❞❡ ♦❢ ♠❛ss m ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

m2 < −1

4
✭✻✶✮

❢♦r ❛ ✉♥✐t r❛❞✐✉s ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ m2 < 0 ✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✳ ❙♦✱
♠♦❞❡s ✇✐t❤ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦rs ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛ss ❬✾❪ ❛r❡ ♥♦t ✉♥st❛❜❧❡✳
❚❤✐s ✐s ❥✉st ✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇✐t❤ ❛ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❛ ❞❡❡♣ ❛♥❛❧♦❣② ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s✿

▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡↔ ♥♦ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥

❆♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡↔ ②❡s r♦t♦♥✲♠❛①♦♥

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ E↔ v − vL ✭❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r✮ ♦r v − c ✭▼✐♥❦♦✇s❦✐✮

❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❆♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r✲❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡t ❛ s②♠♠❡tr②✲
❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✇❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽❪✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ❣♦❡s t♦
③❡r♦ ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✈❛♥✐s❤❡s✮✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✐s st❛❜❧❡ ❛t ❛♥②
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❛♥❛❧♦❣② ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ ❛ ❢❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✐♥ ❛s②♠♣t♦t✲
✐❝❛❧❧② ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❤❡r♥✲❙✐♠♦♥s t❡r♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①tr❡♠❛❧ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛
s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr②✮ ✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♥t✐✲❞❡ ❙✐tt❡r s♣❛❝❡✳ ■♥ ❬✾❪ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr②✲❜r❡❛❦✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❤❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r✱ ❥✉st ❛s ✐♥ ❬✶✶✱ ✶❪ ❢♦r t❤❡
❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝❛s❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♦♥❡ ✐s t❡♠♣t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐❢ ♦✉r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ✐♥ ❛
♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳

✹✳✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉✐♣♦❧❛r ●❛s

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ r✐❣❤t
r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ s❤♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛
♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■t ♠✐❣❤t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ t❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡
♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳

❲❡ s❤❛❧❧ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
❤❛r♠♦♥✐❝ tr❛♣ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❧❡t ✉s ❝❛❧❧ t❤❡♠ x ❛♥❞ y✮ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ z✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✉♥✐❢♦r♠ ❣❛s❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦♥❧② s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❤❡r❡✮ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t

✷✸



✜♥✐t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡♥tr♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s
N ✱ ❞♦♠✐♥❛t❡ ♦✈❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♦♥❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛❞❞❡❞ ❬✶✹❪✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❛❝t✉❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥♦t t❤❡ ♣r✐♠❛r②
❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ ✇❡ ✇♦r❦ ❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦ t❤❛t
t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❉❡s♣✐t❡ t❤✐s r❛t❤❡r ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ r♦t♦♥✲♠❛①♦♥ str✉❝t✉r❡
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✳

▲❡t ω ❜❡ t❤❡ tr❛♣♣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s x✱ y✱ ❛♥❞ ωz t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ z
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ω ≫ ωz✱ ❛♥❞ ω ≫ kBT ✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✿

ψ(~r) = ψ0(x)ψ0(y)φ(z), ✭✻✷✮

✇❤❡r❡ ψ0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♦❢ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❙✐♥❝❡
✈✐rt✉❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✏♦♥❧② q✉❛♥t✐③❡
t❤❡ ③✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✑✱ ✐❡ ✇❡ ✇r✐t❡

ψ(~r) =
mω

π~
exp

(

−mωρ
2

2~

)

φ(z) ✭✻✸✮

✇❤❡r❡ ρ = x2 + y2 ❛♥❞ φ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞✿

φ(z) =
∑

k

φk(z) a
(z)
k . ✭✻✹✮

❍❡r❡ φk ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦❢
❢r❡q✉❡♥❝② ωz ✇✐t❤ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs a

(z)
k ✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Ĥ =

∫

d3r
~
2

2m
~∇ψ† · ~∇ψ + Ĥint, ✭✻✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥint =
1

2

∫

d3r d3r′ V (~r − ~r′)ψ†(~r)ψ†(~r′)ψ(~r)ψ(~r′). ✭✻✻✮

g ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r x ❛♥❞ y ❣✐✈❡s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
t✇♦✲❜♦❞② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤♦s❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s

g̃(k) =
1

2

mω

π~

∫

d2ρ dz exp

(

−mω
~

~ρ2

2

)

V (~ρ+ z~ez) cos (kz) , ✭✻✼✮

✇❤❡r❡ ~ez ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ z ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ~ρ ✐s ✐♥ t❤❡ (x, y) ♣❧❛♥❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛t♦♠s
✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❛ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ t❡r♠✱ ♣❧✉s s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t
t♦ g̃✱ g0✳ ■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ~d ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡
(Oz) ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✾✮✱ V ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠✿

V (~ρ, z) =
d2

(ρ2 + z2)3/2
− 3d2ρ2

(ρ2 + z2)5/2
✭✻✽✮

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝②❧✐♥❞r✐✲
❝❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r 2e =

√

~/(mω)✳ ❚❤❡ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭❣r❡❡♥ ❛rr♦✇s✮✱
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

❆❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✱ ✇❡ ❣❡t✿

g̃(k)− g0 ≈ k2d2 log

(

ke

α

)

✭✻✾✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦r❞❡r ✶ ❛♥❞ e =
√

~

mω
✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✜♥❞

α = k e exp

(

− 1

k2 e2

∫ ∞

0

ydy

∫ +∞

−∞
dx exp

(

−y
2

2

)

cos (k e x)− 1

(y2 + x2)3/2

)

✭✼✵✮

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t k e→ 0✱ α ≈ 1.746✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r k e≪ 1✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ k ❢♦r k ≈ 0✱ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡

✐♥✢❡①✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ k2 ✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ k ❧✐♠✐t✱ s♦ t❤❛t ♦✉r ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡s✳
❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✹✮ t❛❦❡s ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ ✈❡❧♦❝✐t② vL✱ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ c ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r kc✿

vL
c

≤
√

1 +
1

2 log
(

ekc
α

) ✭✼✶✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♠♣♦s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❜❡ r❡❛❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ✭✼✶✮ s✐♥❝❡ vL ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

1 ≤ g0
2e2

α2d2
exp

(

~
2

2mρ0d2
+ 1

)

< 1 +
~
2

2mρ0d2
✭✼✷✮

✹✳✸ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ ▲❛♥❞❛✉ ❍♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❍❛✇❦✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥

❍❡r❡ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❍❛✇❦✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❍❘✮ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡
s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❍❘ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❢❡❡❞s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♠♦❞❡s

✷✺



❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✏r❡♥♦r♠❛❧✐s❡❞✑ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❍❘ st♦♣s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇
✇❤② ❍❘ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ✐t ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② v ❣♦❡s ❢r♦♠ v− < vL ❛t x → −∞ t♦ v+ s✉❝❤
t❤❛t c > v+ > vL ❛t x → +∞✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
φ✳

■♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ φ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s✿

φ =

∫ +∞

−∞
dk
[

ak φk + a†k ϕ
∗
k

]

✭✼✸✮

✇❤❡r❡ ak ❛♥❞ a†k ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡ k✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ φk✱ ϕk

❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs s❛t✐s❢②✿

[ak, ak′ ] =
[

a†k, a
†
k′

]

= 0
[

ak, a
†
k′

]

= δ(k − k′) ✭✼✹✮

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭✼✸✮ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ k ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥②♠♦r❡✱ ✐❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s
✐♥ eikx ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❇✉t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞
❛♥❞ ✭✼✸✮ ♠✉st ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ω✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ❧❡t ✉s ❞♦ t❤✐s ❢♦r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡♠❛r❦✱ ✐t ♣r♦❝❡❡❞s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ω✳ ■❢ v < vL✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ♠♦❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡
✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

φ(t, x) =

∫ ∞

0

dω
[

e−iωtφ̂ω(x) + eiωtϕ̂ω(x)
†
]

, ✭✼✺✮

✇❤❡r❡ φ̂ω ❛♥❞ ϕ̂ω ❝♦♥t❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✶✮✳
❋♦r v < vL✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

φ̂ω(x) = auωφ
u
ω(x) + avωφ

v
ω(x)

ϕ̂ω(x) = auωϕ
u
ω(x) + avωϕ

v
ω(x), ✭✼✻✮

✇❤❡r❡ u st❛♥❞s ❢♦r ❛ ❧❡❢t✲♠♦✈✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛♥❞ v ❢♦r ❛ r✐❣❤t✲♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡✳ ❲❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [ω1, ω2] ❛♥❞ ♦♥❧② t✇♦ ♦✉ts✐❞❡ ✐t ✸✳
●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❇❡t✇❡❡♥ ω1 ❛♥❞ ω2✱ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇
♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
♠♦❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

φ̂ω(x) = auωφ
u
ω(x) + avωφ

v
ω(x) +

(

av−ω,1

)† (
ϕv
−ω,1(x)

)∗
+
(

av−ω,2

)† (
ϕv
−ω,2(x)

)∗

ϕ̂ω(x) = auωϕ
u
ω(x) + avωϕ

v
ω(x) +

(

av−ω,1

)† (
φv
−ω,1(x)

)∗
+
(

av−ω,2

)† (
φv
−ω,2(x)

)∗
✭✼✼✮

✸❋♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡s ✶✵✱✶✶✱✶✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❢♦r s♦♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ω✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡♠ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

✷✻



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢r❛♠❡ Ω ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡s ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞♦ts✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ k✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ✭❣r❡❡♥ ❞♦t✮ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
♦♥❡ ✭r❡❞ ❞♦t✮✱ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡ ✐s ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t k✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙❛♠❡ ❛s ❋✐❣✳ ✶✵ ❛t ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡
u ❛♥❞ v ♣♦s✐t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❞♦ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐✈❡✲❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✭②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ r❡❞ ❞♦ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢
❝♦♥st❛♥t ω✳ ❆ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦t ✇✐t❤ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ ♦♥❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞♦t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❢♦r v > vL✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞
❢r❛♠❡ Ω ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r k✳ ❚❤❡ ♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
❢r❡q✉❡♥❝② ω ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
−ω ✭❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ω ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜❧✉❡ ❞♦ts✳ ❘❡❞ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ ♠♦❞❡s✱ ❛❜s❡♥t
✇❤❡♥ v < vL✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♥❡✇ ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ φω ❛♥❞ ϕω ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✉s❡❞ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐s
❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ (φ, ϕ)✳

❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡s❡ t✇♦ ♣✐❝t✉r❡s❄ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ▲❛♥❞❛✉ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❛s❦ ❤♦✇ ♠❛♥②
❣❧♦❜❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡✹ ♠♦❞❡s ❡①✐st✳ ❆ss✉♠❡ ❢♦r ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥ k ❛t ✜①❡❞ ω ✐s
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ d ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ d = 6✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ✐t ❤❛s n1 r❡❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ v ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ n2

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✭✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ n1 = 2 ❛♥❞ n2 = 4✮✳ ❲❡ ❛s❦ ❤♦✇ ♠❛♥② ♠♦❞❡s ❛r❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❛❦❡s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦♦ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x2 = 0✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ r❡❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n1 ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ✇❛✈❡✲✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛s x→ −∞✱ ❛♥❞
d − n1 ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡① r♦♦t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❣✐✈❡s d−n1

2
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛♥❞ d−n1

2
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ♦♥❡s ❛t x → −∞✳ ❙♦✱

d+n1

2
♠♦❞❡s ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛t x → −∞ ✭♥♦t❡ t❤❛t d − n1 ✐s ♥❡❝❡ssr✐❧② ❡✈❡♥✮✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡r❡ ❛r❡ d−n2

2
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❣r♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡s ❛t x → +∞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ d−n2

2
✱ ❛

♣r✐♦r✐ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❛s x → +∞✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ♠♦❞❡s ✐s n1+n2

2
✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ✸ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞

✹▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ✇❛✈❡✲♣❛❝❦❡ts✳
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0.75 0.80 0.85 0.90

-0.02

0.02

0.04

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛t❡ ✭♣✉r♣❧❡ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
tr✉❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r v > vL ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ ✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s
t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❣♦ ✉♣ ❜② ❥✉st t❤❡ r✐❣❤t ❛♠♦✉♥t t♦ ❡r❛s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❍❘✳

♠♦❞❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡

φ̂ω(x) = auωφ
u
ω(x) + avωφ

v
ω(x) +

(

av−ω

)† (
ϕv
−ω(x)

)∗

ϕ̂ω(x) = auωϕ
u
ω(x) + avωϕ

v
ω(x) +

(

av−ω

)† (
φv
−ω(x)

)∗
✭✼✽✮

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠✿

H =

∫

R−[ω1,ω2]

dω ~ω
(

au†ω a
u
ω + av†ω a

v
ω

)

+

∫

[ω1,ω2]

dω ~ω
(

au†ω a
u
ω + av†ω a

v
ω − av†−ωa

v
−ω

)

. ✭✼✾✮

❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❧♦♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❤♦rt✱ ❍❛✇❦✐♥❣ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✲ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣②
♠♦❞❡s ❛r❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❝r❡❛t❡❞ ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✲ ❛♥❞ ♦✉t✲♠♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲
✈❛❝✉✉♠✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥t❛✐♥s ♦✉t✲❡①❝✐t❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡s❡ ♠♦❞❡s t♦ ❡①✐st✱ ❛♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❧② t❤❡ r❛♥❣❡ [ω1, ω2] ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❍❘✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❧❡❛❞s t♦ ❍❘ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ v+ > c✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❛♥❞❛✉ ❤♦r✐③♦♥s ✐s t❤❛t ω1 = 0
✐❢ v+ > c✳

❚❤✐s ✇❛s ❢♦r t❤❡ ✏❢❛❧s❡ ✈❛❝✉✉♠✑ ✇✐t❤♦✉t ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✲❡♥❡r❣② ♠♦❞❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✸✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❍❘ ❝❛♥
♥♦t ♦❝❝✉r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✏❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✑ ❢♦r v > vL ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ t❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✈❡r② r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ✐s t❤❛t ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥s ❜② ❥✉st t❤❡ r✐❣❤t ❛♠♦✉♥t t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❢r❛♠❡✱
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♦✉r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❆s ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❤②s✐❝s✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♥❡✉tr❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ●✳ ❇❛②♠ ❛♥❞ ❈✳ ❏✳ P❡t❤✐❝❦✳ ▲❛♥❞❛✉ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❜♦s❡ ❣❛s❡s✳ P❤②s✳
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