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La reconstruction d’un champ de pression et/ou de vitesse par la rétro-propagation de mesures microphoniques
est un probleme délicat a résoudre puisqu’il est sujet a de nombreuses sources d’erreurs. La résolution du
probléme inverse en acoustique réside dans la bonne utilisation de I’information et des incertitudes disponibles.
Une modélisation probabiliste du probleme semble donc pertinente afin de prendre en compte ces connaissances
a priori. Dans ce cadre, les données mesurées et les inconnues du probleéme sont modélisées par des densités de
probabilité. Ainsi, les erreurs expérimentales peuvent étre représentées par une densité gaussienne. De plus, en
connaissant la densité de probabilité a posteriori du parametre de régularisation, 1’erreur liée a la régularisation
peut étre quantifiée. Finalement, les erreurs de modele sont les plus difficiles a caractériser. L’approche proposée
ici suppose que les erreurs de modele sont incluses dans les valeurs singulieres de I’opérateur de propagation. Cette
communication traite particulierement des erreurs de modele. Un algorithme d’espérance-maximisation (EM)
est proposé et ’erreur de modele est introduite comme une variable manquante au probleéme. Des résultats de
simulations sont présentés et des estimations de 1’erreur de modele et de sa variance sont calculés.

1 Introduction

Dans de nombreuses applications des techniques
d’imagerie acoustique, I’approximation de la propagation
des ondes en champ libre est trés forte et induit des erreurs
de reconstruction parfois trés importantes. Les méthodes
d’imagerie classiques peuvent étre améliorées en prenant
en compte un modele de propagation mesuré [1] ou calculé
par des méthodes numériques (par méthode des éléments
de frontieres [2, 3] ou méthode de tir de rayons phasés
[4]). La prise en compte d’un modele plus fidele a la
réalité implique un cofit de temps de calcul ou de temps
d’expérimentation non-négligeable, et il serait intéressant
de connaitre la part de responsabilité des erreurs de modele
sur 'erreur de reconstruction totale. Trois types d’erreurs
ont été répertoriés lors de la résolution de problemes
inverses : les erreurs commises sur I’estimation du parametre
de régularisation, sur la mesure microphonique (bruit de
mesure) et sur ’approximation du modele de propagation
(erreurs de modele).

La variabilité de chaque densité de probabilité peut étre
propagée dans le but d’estimer un intervalle de confiance
sur les quantités acoustiques reconstruites. L’acceés a un
intervalle de confiance sur I’estimation de la puissance
acoustique d’une source pourrait €tre une information
pertinente pour I’ingénieur. Des travaux récents ont permis
d’étudier la propagation des erreurs expérimentales [5] et
des erreurs liées au processus de régularisation [6]. L’ objet
de cette communication est d’introduire dans le formalisme
une variable représentant I’erreur de modele effectuée.
L’approche bayésienne semble pertinente pour prendre
en compte l’incertitude liée a 1’estimation du modele de
propagation, comme montré par des études récentes réalisées
dans le domaine du traitement de 1’image [7, 8].

2 Probléeme direct

Le probleme direct consiste a exprimer au niveau du plan
de mesure I'Y, constitué d’une antenne de M microphones, le
champ acoustique p(r4,) résultant d’une étendue de sources
de débit q(r) rayonnant sur une surface I'*. Ce probleme
s’écrit de la facon suivante :

p(ry) = f gxs;rHq(®)dr’ + b, , m=1,... M, (1)
r.&

avec g(re;r®) la fonction de propagation supposée connue
liant la pression mesurée a la pression pariétale au niveau du

plan de reconstruction et b,, le bruit de mesure associé a la
m'“™ mesure de pression.

Les débits de la source peuvent étre décomposés sur une
base spatiale :

P
qr) = ) ad(r), @)

k=1
ou les coefficients c; dépendent des mesures microphoniques
et @, les k fonctions de base spatiales, indépendantes des
mesures, et supposées connues et optimales (se référer a [9]).
Sous forme matricielle, le probleme direct devient alors :

p(r’) = Hq(r’) + b, 3)

avec H la matrice de propagation, p(r®) le vecteur contenant
le champ de pression mesuré par les M microphones,
et b le vecteur contenant le bruit de mesure sur chaque
microphone. L’opérateur de propagation est décomposé en
valeurs singuliéres :

H = USV”, “)

avec S une matrice diagonale contenant les M valeurs
singulieres et U et V les matrices singulieres issues de la
décomposition de la matrice de propagation. Ces matrices
singulieres possedent des propriétés d’orthogonalité :

vfu=uu" =1, viv=vvi=], (3)

avec I la matrice identité. Les valeurs singulieres réelles
apparaissent dans un ordre croissant : s; > s, > ... > sy > 0.

Le champ de pression au niveau de 1’antenne peut alors
s’écrire :
p(r') = USV/q(r"). 6)
Puisque U™' = U¥, 1a projection des pressions mesurées sur
les fonctions de base permettent d’introduire y :

y = U"Q " Pp) (7

avec Q;l/ 2 une matrice de structure connue telle que sa
trace soit égale a M. Les coeflicients de cette matrice sont des
coeflicients de corrélation qui définissent la nature du bruit.
En utilisant I’Eq. (6), la projection des pressions mesurées
devient :

ye = UMUS VP q(r') 8)
N——
C

Ainsi, pour chaque fonction de base k, le probleme direct
peut s’écrire :



Yk = SkCk + Vi, )

avec v = UX Q;l/ b la projection du bruit de mesure sur les
fonctions de base.

3 Modélisation de I’erreur de modele

3.1 Prise en compte des erreurs de modele
dans le probleme direct

En prenant en compte une erreur sur 1’estimation du
modele de propagation, ce probléme direct devient :

i = (85 + Asp)cr + V. (10)

Les erreurs de modele sont délicates a prendre en compte
puisqu’elles sont intrinsequement inconnues. Elles peuvent
provenir d’une erreur de modélisation de la température,
de ’estimation des coefficients d’absorption des matériaux,
des phénomenes ondulatoires non pris en compte, etc. Dans
le cas général, les matrices U, V et la matrice diagonale
des valeurs singulieres S devraient étre considérées comme
stochastiques. Dans ce cas, identifier les densités de
probabilité de chaque hyperparametre s’avererait long et
délicat.

L’approche proposée ici considere 1’approximation d’une
invariance des matrices de base U et V, et donc que les
incertitudes liées au modele sont entierement absorbées par
les valeurs singulieres. Il semble alors pertinent d’insérer une
variabilité sur les valeurs singulieres pour ainsi modéliser
une erreur sur le modele utilisé [10]. Estimer I’erreur
de modele revient a estimer le coefficient directeur de la
fonction linéaire de 1I’équation (10) schématisée en figure 1.

.

Solution

mtﬁ : er[ll : max
o™ e c c
Figure 1 — Interprétation du probleéme direct comme une
fonction affine

3.2 Comportement des valeurs singulieres vis-
a-vis des erreurs de modele

Des simulations ont été réalisées afin d’étudier la
variabilit¢ des valeurs singulieres vis-a-vis d’erreurs
insérées dans le modele. Il s’agit d’une source monopolaire,
rayonnant vers une antenne plane irréguliere, comme
schématisé en figure 2. Une réflexion sur le sol est modélisée

simplement selon un modele de source-image. La fonction
de propagation s’écrit alors :

eikrd Vd k( )
r‘:rl) = 1+ R—=¢"VrTd 11
g(r,;r,) dnrg ( . (11)
avec rg = |r9, — r;| la distance directe entre un point de calcul
et un point de mesure, r, la distance du chemin des ondes
réfléchie sur le sol d’un point de calcul a un point de mesure,
et R le coeflicient de réflexion de la paroi.

FiGure 2 — Géométrie du probleme

Une erreur de modele a été volontairement insérée sur
I’estimation de la célérité des ondes acoustiques, ou en
ajoutant une réflexion des ondes sur une paroi rigide. Le
propagateur est ensuite décomposé en valeurs singulieres.
Pour différentes erreurs de modele, ces valeurs singulieres
sont calculées. Leur dispersion est estimée, et une relation
entre leur dispersion et les valeurs singulieres non bruitées
est recherchée.

La figure 3 montre une certaine linéarité entre les valeurs
singulieres non-bruitées et les valeurs singulieres calculées
en insérant une erreur de modele sur I’estimation de la
célérité ou du coeflicient de réflexion :

fk = Csk, (12)

avec §; les valeurs singulieres bruitées et C le coefficient
directeur de la fonction linéaire liant les valeurs singulieres
exactes et bruitées.

s, 5
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Ficure 3 — Influence des erreurs de modele sur les valeurs
singulieres

Cette observation a son importance, puisqu’elle permet
de simplifier le probléme en posant une unique inconnue au
lieu de M inconnues.



4 Approche bayésienne pour la
résolution du probleme inverse

La regle de Bayes est utilisée pour estimer la densité de
probabilité a posteriori [9] :

[ely] = eltel, (13)
[y]

ou la notation [X] désigne la densité de probabilité d’une
variable aléatoire X et [X|Y] sa densité de probabilité
conditonnée aux observations Y. Le terme [y|c] est la
fonction de vraisemblance, c’est-a-dire la probabilité
d’observer les mesures sachant le champ de sources, le
terme [c] désigne la densité de probabilité a priori avant que
les mesures ne soient effectuées, et finalement, [y] représente
I’évidence exprimant la probabilité d’observer les données
moyennées sur tout ’espace des réalisations possibles des
parametres.

4.1 Modélisation des densités de probabilité
4.1.1 Modele de source

La distribution a priori permet de prendre en compte
les connaissances que D’expérimentateur posséde sur
le probleme étudié. L’hypothése principale est que
les sources rayonnent comme des bruits blancs d’une
puissance acoustique o%. La densité de probabilité a priori de
I’inconnue c; est modélisée comme étant une loi gaussienne :

1 c|?
[cla®] = N.(0,0?) = v Tl (—'%) (14)

Des a priori sur la nature de la source peuvent étre ici pris
en compte [11] (corrélation de sources, a priori spatial,
stationnarité).

4.1.2 Modeéele de bruit de mesure

Les erreurs expérimentales liées au bruit de mesure
peuvent étre modélisées par une densité de probabilité
gaussienne, et ce pour plusieurs raisons :

e Les erreurs expérimentales peuvent provenir de
plusieurs origines, et cette superposition d’erreurs
converge vers une loi gaussienne d’apres le théoreme
central limite [12] ;

e Le choix d’une loi gaussienne est le choix qui
implique le plus de dispersion pour la modélisation
des fluctuations aléatoires.

Sa densité de probabilité peut alors s’écrire comme une
distribution normale centrée complexe N,(0, ﬁZQb) avec ,82
la puissance moyenne du bruit. La projection du bruit de
mesure sur les fonctions de base est :

2

8’1 = NeO. B Q) = —gexp |~

avec |Q[, désignant le déterminant de la matrice €, et la
notation |[vllg, = o, ly.

4.1.3 Modéele du bruit de modele

Pour une configuration physique et géométrique donnée
et stationnaire, la variable As; peut étre définie comme étant
une variable qui ne dépend pas du bloc temporel étudié. Cette
caractéristique doit étre utilisée pour pouvoir I’identifier
du bruit total. La deuxiéme caractéristique utilisée est la
linéarité observée en section 3.2 entre les valeurs singulieres
exactes et bruitées. L hyperparamétre y? est introduit comme
I’inverse du coefficient directeur C définit en Eq. 12. La loi
de probabilité de la variable As; n’est pas connue, mais nous
supposons qu’elle est de nature gaussienne pour des raisons
de simplicit¢ en terme de formalisme mathématique. Sa
moyenne et sa variance sont, elles, inconnues et elles seront
a déterminer par la suite.

4.2 Résolution du probleme inverse sans
prendre en compte I’erreur de modele
Dans le but d’estimer les coefficients des fonctions de

base ¢, la technique employée est de maximiser la probabilité
a posteriori donnée par la formule de Bayes en Eq. (13) :

Ji = Argmax{[c,a”,Blyl} (16)
Argmin{—In[c, &%, Blyl}. (17)

N

Dans le but de trouver une expression des coefficients a
reconstruire, la dérivée de cette fonction cofit par rapport a ¢
est annulée :

oJy
— =0, 18
e (18)
d’ou : S
T Y 19)
avec > = 5_2 représentant le parametre de régularisation.

4.3 Algorithme Espérance-Maximisation

L’erreur de modele est définie comme une variable
manquante qui simplifierait le probleme : si I’erreur de
modele était connue, le probleme inverse deviendrait
classique. La particularit¢ de 1’algorithme EM est donc
d’introduire la variable manquante comme étant une variable
connue du probleme. La deuxieme étape est de maximiser la
densité de probabilité a posteriori [c|y], marginalisée sur la
variable manquante.

La maximisation de la densité de probabilité a posteriori
de I’équation (13) est rendue délicate par la prise en compte
des erreurs de modele. Une facon de simplifier le probleme
est de définir la variable représentant les erreurs de modele
comme une variable manquante pour chaque élément £ :

In([ylcellex])

In (fb’kmsk’)’k]d[Ask]) + In[c](20)

[\

fl”[YklASk,yk]d[ASkb’k] + In[ci{21)
Eagy {InlcilAsg, yil} + In[ci ). (22)

L’algorithme EM permet, de facon itérative, d’estimer la
solution en suivant ces deux étapes :

1. Espérance :

Ji(cr, ™y =E

T T Asklye

m{InfcilAs, yil} + Inler]. - (23)



2. Maximisation :

" = Arg maxJ(cy, ™). (24)

Ck

Appliqué a notre probleme, 1’algorithme EM est résumé
ci-dessous. Il est & noter que les hyperparametres a?, S
et > sont supposés connus ici. Ils seront estimés de fagon
automatique en partie 5.

Algorithme

1. Initialisation de la solution sans prendre en compte
I’erreur de modele :
Sk

=0l = Y. (25)

si + 12
2. Etape d’espérance
Jiler, ™y = =By = (s + Asperll® +a2llell> (26)

Dans I’équation 26, estimer 1’espérance de I’erreur de

modele :
SR {C;[:,»l]*(yki - SkC,[:,-l])}
E{Asi} = I I, B @7
EL:IICM |+ ;gg
Estimer aussi la variance de I’erreur de modele :
ﬁZ
Var{As} = > (28)
Ionlp o B
=1 le 17+ s
3. Etape de maximisation :
A1 (cr, ™
et 7 (29)
Oci
Estimer :
(n+1] _ si + B{Asi} A 30
% T T EAsIE+ Varidsg 2 GV

L’Eq. (27) montre que D’espérance de I’erreur de
modele est le résultat d’une opération de corrélation entre
les sources estimées et le modele (au numérateur) et
normalisé par un terme faisant intervenir un nouveau rapport
d’hyperparametres. Par ailleurs, la variance de I’erreur de
modele est fournie par une expression analytique et cette
quantité décroit comme 1’inverse du nombre [ de blocs
temporels.

5 Réglage des hyperparametres

La premicre étape de D’algorithme est d’estimer la
solution régularisée sans prendre en compte I’erreur de
modele. Durant cette premiere étape d’initialisation de la
solution, le parametre de régularisation est aussi calculé. Ce
parametre est estimé en calculant la densité de probabilité a
posteriori [6] :

-1

2 <Iy|2> R 2 o
[17°ly] o § 5 | |(Sl< +7) | . 3D
Sp+tm k=1

k=

L’estimateur MAP du parametre de régularisation est alors
donné par la minimisation de la fonction cofit J; :

Thuap = Argmin(Jo(n*)) (32)
avec
o 2 2 2 2
Jz=;ln(sk+n )+(M+ Y)Ina , (33)
et

M 2
1 Iyl
at=—% (br) : (34)
La puissance du bruit peut aussi étre déduite :
B =a* xnt (35)

La détermination du troisiéme hyperparamétre y> pose
la question de l’identifiabilité de I’erreur de modele de
I’erreur de mesure. Il faut alors supposer y*> connu pour
pouvoir identifier le probléme. La stratégie adoptée est
de calculer I’évidence [yla?,%, v?, E{As;}] pour plusieurs
valeurs de y?. L’algorithme EM est alors répété plusieurs
fois pour différentes valeurs de y%>. A 1’issue de chaque
processus itératif, une estimation de I’évidence est réalisée.
Un exemple de fonction cofit de 1’évidence est proposé en
figure 4. L’hyperparametre optimal est celui qui minimise
I’évidence :

7% = Argmin(J3(¥*)), (36)
avec
LOA) = -]yl ElAs) | (37)
2 M il
o ( O i si+E{Ask}["Z"ﬂ"]+n2)
aMa2M|Q, | H/ﬁl (Si + E{Ask}["=”ff"]772)
1e3
1e2
=< et
1e0
Te-l5 5 0 20
2
v

Ficure 4 — Tracé d’un exemple de fonction colit permettant
de déterminer I’hyperparametre optimal représentant le bruit
de modele

6 Simulations numériques

Afin de valider 1’approche proposée, des simulations
numériques ont été réalisées. Trois types d’erreurs de
modele ont été modélisés : une erreur synthétique appliquée
directement sur les valeurs singuliéres, une erreur appliquée
sur la célérité des ondes acoustiques, et enfin une erreur
appliquée sur la réflexion des ondes sur une paroi. La

configuration étudiée est similaire a celle présentée en
section 3.2.



6.1 Indicateurs utilisés

Pour plusieurs tirages aléatoires des bruits de mesure
et de modele, et pour plusieurs niveaux de bruit, 1’erreur
quadratique moyenne de reconstruction de la source est
calculée.
oM E{%13i - ¢iP}

¢ E{%ilail*}
La référence g; est fournie par la rétropropagation du champ
de pression rayonné calculé sans ajout d’erreur de mesure ou
de modele. L’indice i représente I’indice des blocs temporels
pris en compte, I’espérance est prise sur le nombre de tirages
effectués.

Par ailleurs, le biais et la variance de l’erreur de
reconstruction sont aussi calculés, respectivement :

E (% [B{g) - qi)
E{>; |f]i|2} |

(38)

biais = 39
E{¥,1G: - E{g) P}
E{Xilgi}

variance =

(40)

6.2 Erreur commise sur les valeurs singulieres

Tout d’abord, une erreur aléatoire a été appliquée
sur les valeurs singulieres. Les matrices singulieres sont
inchangées : seules les valeurs singulieres sont perturbées
par un bruit gaussien. L’erreur quadratique moyenne, le
biais et la variance sont calculés pour différentes puissances
de bruit de mesure et de modele. La figure 5 présente ces
trois indicateurs avec et sans prise en compte de 1’erreur de
modele calculé par 1’algorithme EM présenté ci-dessus.

EQM
1
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025

30 25 20 15 10 5 0

Biais
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Var
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Ficure 5 — Erreur quadratique moyenne (en haut), biais (au
milieu) et variance (en bas) des solutions en ne prenant pas
en compte les erreurs de modele (a gauche) et en les prenant
en compte (2 droite) pour différents niveaux de bruit de
mesure et de modele

40
30 25 20 15 10 5 0O
SNR modele (dB)

40
30 25

20 15 10 5
SNR modele (dB)

Cette figure montre que la prise en compte de I’erreur
de modele améliore considérablement les résultats de
reconstruction. Ce cas de simulation valide 1’approche dans
I’hypothese de I’invariance des matrices singulieres vis-a-vis
des erreurs de modele.

6.3 Erreur commise sur D’estimation de la
célérité
Une erreur sur I’estimation de la célérité est ici insérée

volontairement lors du calcul du propagateur de 1I’équation
3. Les résultats de calcul des indicateurs sont représentés en

figure 6. Il apparait que le biais est faiblement corrigé par
la prise en compte des erreurs de modele. Par ailleurs, la
variance est tres fortement réduite, ce qui traduit une stabilité
accrue de la solution.

340 330

340 330
" P— 0 1e
D20 011
e 007
o
% 30 0.035
40 °
340 330 320 310 340 330 320 310
Célérité (m.s-1) Céleérité (m.s-1)

FiGure 6 — Erreur quadratique moyenne (en haut), biais (au
milieu) et variance (en bas) des solutions en ne prenant pas
en compte les erreurs de modele (a gauche) et en les prenant
en compte (2 droite) pour différents niveaux de bruit de
mesure et de modele

6.4 Erreur commise sur D’estimation d’une
réflexion

Finalement, une erreur sur I’estimation du coefficient
de réflexion a été introduite. L’erreur quadratique moyenne
de reconstruction, ainsi que le biais et la variance sont
présentés en figure 7. La prise en compte des erreurs de
modele sur les valeurs singulieres n’influence pas 1’erreur de
reconstruction du champ source. L’algorithme EM ne permet
donc pas d’améliorer les résultats mais fourni néanmoins
I’information sur la variance de 1l’erreur de modele sur
I’estimation des valeurs singulieres.

10 EQM
20 075
30 0.25
40
0 02 04 06 08
10 Biss

20 061
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30 0.035
0

40
04 06 1
Erreur sur le coefficient de reflexion

0.4

0. . . 1
Erreur sur le coefficient de reflexion

Ficure 7 — Erreur quadratique moyenne (en haut), biais (au
milieu) et variance (en bas) des solutions en ne prenant pas
en compte les erreurs de modele (a gauche) et en les prenant
en compte (2 droite) pour différents niveaux de bruit de
mesure et de modele

6.5 Discussion

L’hypothése de I’invariabilité des matrices singulieres
semble forte dans le cas pratique d’une erreur de modele
commise sur la célérité des ondes ou sur I’approximation
du coefficient de réflexion. La figure 8 montre les fonctions
de base dans le cas avec et sans erreur commise sur le
coefficient de réflexion. Ces fonctions de base semblent tres
différentes les une des autres avec ou sans erreur de modele,



ce qui expliquerait le fait que les résultats de reconstruction
ne sont pas améliorés avec 1’utilisation de 1’algorithme EM.
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FIGURE 8 — 4 premieres matrices singulieres V calculées avec
un coefficient de réflexion de R = 0.4 (a gauche) et R = 0 (2
droite), renseignées avec une amplitude modale normalisée

Finalement, la variance sur 1’estimation des valeurs
singulieres est une information fournie par 1’algorithme
EM. Cette variance ne traduit pas entierement 1’incertitude
sur D'erreur de modele, puisqu’elle traduit uniquement
I’incertitude associée a 1’estimation des valeurs singulieres.
Cette incertitude peut ensuite é&tre propagée jusqu’a
I’estimation des quantités acoustiques d’intérét.

7 Conclusion

Un formalisme bayésien du probleme inverse en
imagerie acoustique a été utilisé pour introduire une
variable représentant les erreurs de modele. Une hypothese
d’invariabilité des matrices singulieres de 1’opérateur de
propagation a été considérée. L’ application d’un algorithme
EM a été proposée et des estimations de 1’espérance
de l’erreur de modele ainsi que de sa variance ont été
calculées. Dans un cas simple ou les valeurs singulieres sont
bruitées numériquement, I’algorithme s’est montré efficace
et 'erreur quadratique moyenne de reconstruction a été
fortement réduite. Pour des cas plus réalistes ou I’erreur de
modele est appliquée sur I’estimation de la célérité des ondes
ou sur le coefficient de réflexion d’une paroi, I’hypothese
d’invariabilité des matrices singulieres s’est révélée trop
sévere pour améliorer les résultats de reconstruction.
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