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❚❤❡ α✲❚❤❡♦r②
❋r♦♠ ❚❛❝❤②♦♥✐❝ t♦ ❇r❛❞②♦♥✐❝ ❯♥✐✈❡rs❡

◆❡✇ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝❡♥❛r✐♦s

❱✐♥❝❡♥③♦ ▼❛✐❡❧❧❛

❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❛♣❧❡s ❋❡❞❡r✐❝♦ ■■

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ✈✐❛ ❈✐♥t✐❛ ✻✱ ✽✵✶✷✻ ◆❛♣❧❡s✱ ■t❛❧②

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❜♦♦❦ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤✐s t❤❡♦r② ✇❛s ❜♦r♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤

t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛②✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t✇♦ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♦♥❡

t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♦t❤❡r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②

s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣✉ts ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♠❛ss✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡

❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✲

✐③❡ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ s✉❝❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛❞♠✐ts s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡

t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ ✐t ✉♥st❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦s✲

s✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤❡ ❤♦t ❇✐❣✲❇❛♥❣ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥t

✕ s❛✐❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✕ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ t♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥✲

❡r❣② ♦♥❡ ✭❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✮✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❛❝❤②♦♥✐❝ t♦ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ✐♥ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ s♦ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t

t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜♦t❤ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ ♦♥❧② ♦♥❡

♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s t❤❡♦r② ❢♦❧❧♦✇s ♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❇✐❣✲❇❛♥❣✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞

α✲❚❤❡♦r②✱ i.e. t❤❡ ✏❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡♦r②✳✑ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ♠❛② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ s❡❛✱ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣

r✐s❡ t♦ ✏s✲♠❛tt❡r✑ ❛♥❞ ✏♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✱✑ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❡①♣❡❝ts ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✑

♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✱ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡

✭❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t✇♦ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ t♦♦✱ ❜② ✇❤✐❝❤

♥❡✇ ✐❞❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ❛ ●❯❚✱ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❣❛♥t ✇❛②✳

■



❈♦♥t❡♥ts

Pr❡❢❛❝❡ ■❱

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✖ ❚❤❡ ❚❛❝❤②♦♥✐❝ ❲♦r❧❞ ✶

✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷
✶✳✸ ❚❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✶✳✹ ❋♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷ ❚❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ●❡♥❡s✐s ❛♥❞ ◆❡✇ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡s ✷✸

✷✳✶ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s LM1 ❛♥❞ LM2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✷ ❋r♦♠ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✭■❊P✮ t♦ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✭❘❊P✮ ✉♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✸ ◗✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✷✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✺ ▲♦r❡♥t③ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ▲❡❢t✲ ❛♥❞ ❘✐❣❤t✲❍❛♥❞❡❞ P❛rt✐❝❧❡s ✺✺

✸✳✶ ❲❡②❧ t❤❡♦r② r❡✈✐s✐t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✷ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✈✐❛ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊①t❡r♥❛❧ ●❛✉❣❡ ❋✐❡❧❞s ✽✶

✹✳✶ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✿ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✷ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✸ ❋r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛♥❞ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✺ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s ✶✵✾

✺✳✶ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✷ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✿ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻ ▼✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s α✲❚❤❡♦r② ✶✸✵

✻✳✶ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❛♥❞ ♠❛ss ❣❛♣✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠
♣r✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✷ ❙♣✐♥s✱ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✼ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚✇❡♥t✐❡t❤ ❈❡♥t✉r② P❤②s✐❝s ✶✸✺

✼✳✶ α✲❚❤❡♦r②✱ ●r❛♥❞ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣
❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✿ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✷ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✼✳✸ ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ α✲❚❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧❧② ✶✺✷

✽✳✶ P❛r❛❞♦①❡s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✽✳✷ ■s t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛ P♦♣♣❡r✐❛♥ ♠♦❞❡❧❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

■■
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Pr❡❢❛❝❡

❚❤❡ t❤❡♦r② ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✈❡r s❡✈❡♥ ②❡❛rs ♦❢ s♦❧✐t❛r② st✉❞② ✐♥ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛♥ ❛❜r✐❞❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❤✐❝❤ t♦♦❦ ♠❡ ♥❡❛r❧② t❤r❡❡ ②❡❛rs ♦❢ ❡✈❡r② ❞❛② ✉♥✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❥♦❜ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✇r✐tt❡♥ ✉♣✳
❚❤❡ s❛❝r✐✜❝❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ✇✐❞❡✲r❛♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✇♦r❦ ✐s t♦t❛❧❧② r❡♣❛✐❞ ❜②
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ♦♣❡♥ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛❜❧❡ t♦ ❧❡t ❡✈♦❧✈❡
t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✮✳ ❆s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ❤❛✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ✐t t❤❡ ❤✉♠❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s②st❡♠
✇✐t❤ ♠♦st ❡❧❡✈❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ❤❛s ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t ♣r❡✈❡♥t❡❞ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t
❛ ❢✉❧❧ t❤❡♦r②✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❛t
❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❝❛♥ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛❝❝♦✉♥t
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛❜♦✉t ❛r❜✐tr❛r② ♦♥❡s✳ ❆❧❧ t❤❛t ❤❛s ❣✐✈❡♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛ s♣❛s♠♦❞✐❝
s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❛rr✐❡❞ ✉s❡❢✉❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❆ r✐❜ ♦❢
t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ❧✐❢❡ t♦ ❛ ♥❡✇ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ②❡t✳ ❆♥♦t❤❡r ❣r❡❛t ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
str♦♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❧❛s❤♦✇✲❲❡✐♥❜❡r❣✲❙❛❧❛♠
s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(2) ⊗ U(1)✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛s② ❛♠♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❡❡♠s str❛♥❣❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥✐✜❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ str♦♥❣ ♦♥❡
✐s ♥♦t s♦✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭♣♦st ❇✐❣✲❇❛♥❣✮
t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ✇✐❞❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤✱ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✱ st✐❧❧ ✉♥s♦❧✈❡❞✱ ✐♥❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❞❛② ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧❛✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥✐❢② t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛✇ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ❝❛s❡ ❢♦r ❝❛s❡✱ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡
q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❢r❡❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② st❛rr✐♥❣ ♦❢ ❡♥♦r♠♦✉s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ tr✐✉♠♣❤s✱ ❤❛s st✐❧❧
♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ r❡s♦❧✈❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✽✵s t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ▼♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s ♣❧❛❣✉❡❞ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s ✐ss✉❡s✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥♥♦t st❛♥❞ ♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛❝❦✐♥❣ ♠❛ss ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ st✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✐❢ ♥♦t t❤r♦✉❣❤
s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❉❛r❦ ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✱ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡❞✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱
t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s ✐s tr✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♦r ❙✉♣❡rstr✐♥❣ t❤❡♦r② t♦♦✱
s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts ❛r❡ ❝♦♥✈✐♥❝❡❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞ ❈♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧
♣r♦❜❧❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥♥❡❝t ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦ ✐♥ ❛♥
❡❧❡❣❛♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢ ❛s t❤❛t t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ❝♦r♣✉s ♦❢ t❤✐s ❜♦♦❦ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ♥❡✇ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞

t❤❡♦r②✱ t❤❛t✱ t❛❦✐♥❣ ❧✐❢❡ ❜② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✕ ♥❛♠❡❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✕ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡

■❱



✉♥✐✈❡rs❡ ✭t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✮ ✕ ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ✕ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✮✱
✐s ❝❛❧❧❡❞ α✲❚❤❡♦r②✱ i.e. t❤❡ ✏❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡♦r②✳✑ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✶ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✐t✳ ■t ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ s✉❝❤
❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t② ❛♥❞ ❤✐s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② r❛t❤❡r t❤❛♥ s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ s♣❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞②
♦❢ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t❛❝❤②♦♥✐❝ t❤❡♦r✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐t ✐s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❛ ❜✐❣
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✕ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❣❡t
s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss
❛r❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✭1

2
✱ ✵✮ ❛♥❞ ✭✵✱ 1

2
✮ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣✱ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢

❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❛t ❝♦♠♠♦♥❧② ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥③❡r♦
♠❛ss❡s✱ ❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛❜♦✉t ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ♣r❡s❝r✐❜❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✹
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s r✐s❡ ✭♦♥❧② ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r✐❣❤t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❜♦t❤ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✲
✐❡❞✮ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♣❧❛❝❡ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡
st✉❞✐❡❞ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠♦st
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛
❢✉t✉r❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧t✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝❛rr② t♦ ❡①t❡♥❞ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✳✑ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥❝✉r t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏s✲♠❛tt❡r✑ ❛♥❞ ✏♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✱✑ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ♥❡✇
t♦♦❧s ❢♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛❝❦✐♥❣ ♠❛ss ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✐t ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ t♦ ♣✉t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡ ✏♠❛ss ❣❛♣✑ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❧✐❦❡ t❤❡ tr✉❡ ❧✐❛❜❧❡ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❣❧✉♦♥
♠❛ss✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢r♦♠ ❤✐❞❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛
s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ t✐❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡s❡
❧❛st t♦ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❤✐❣❤
s♣✐♥ ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t♦ s❡❧❡❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛ s❡t ♦❢ s♣✐♥s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡
s♦♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞✱ ❢r♦♠ ❤♦❧✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛s t❤❡ α✲❚❤❡♦r② s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t α✲❚❤❡♦r②✱
✇✐t❤ t❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❛♥ts t♦ r❡s♦❧✈❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✱
❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ▲❛st❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②
✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ●❯❚ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r②✱ i.e. t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞
❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙✉♣❡r✲
s②♠♠❡tr②✱ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ✐t ❢♦r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ❡❧❡❣❛♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❙tr✐♥❣
t❤❡♦r②✱ t✇♦ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇
✐♠♣✉❧s❡ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ♦❢ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❦✐♥❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥q✉✐r❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✇❤♦❧❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s ✕ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥❝②
♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✕ ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✲

❱



✐❝s ♣❛r❛❞♦①❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❧s✐✜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ✕ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑❛r❧ P♦♣♣❡r ✕ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❤❡♦r②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
α✲❚❤❡♦r②✱ ✉♥❧✐❦❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♦r ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r② ✭◗❋❚✮✱ ✐s ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ✐t ✐s ❛
✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✳✑ ❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■t ✐s t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢✿ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr② ✭♦r ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr②✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐❧❧ ❝♦♥❝✉r t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✱✑ ✇❤♦s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ❢♦r
q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ ❛ t❤❡♦r② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs t♦ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡st♦r❡✱ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥
❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② s❡❡♠s t♦ s❛t✐s❢② s✉❝❤ ❛ ✇✐s❤✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❜♦♦❦ ✇❛♥ts t♦ ❧❛② t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱

s♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡rts t♦ ❞❡❡♣❡♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐t ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ❛♥❞
❛s♣✐r❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥✐✜❡❞ ❜②✳✶

❱✐♥❝❡♥③♦ ▼❛✐❡❧❧❛

✶❚❤✐s ❜♦♦❦ ✐s ✐♥ ❝♦♣②r✐❣❤t✳ ■♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ✇❤♦❧❡
♦r ✐♥ ♣❛rt✱ ❜② ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤✐s ❝♦♣②r✐❣❤t ♥♦t✐❝❡ ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❝♦♣✐❡s✳ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳
❝©✷✵✶✹ ❱✐♥❝❡♥③♦ ▼❛✐❡❧❧❛
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✖ ❚❤❡ ❚❛❝❤②♦♥✐❝ ❲♦r❧❞

❚❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥✱ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡
t❤❡♦r✐❡s✱ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❝❛❧❛r✱ s♣✐♥♦r✐❛❧ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛ ✉♥✐✜❡❞ t❤❡♦r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡✈✐s❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ t❤❡♦r②✱ ❜✉t
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r♦✉♣✐♥❣ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛②✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❛s ❜♦r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡♦r② ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❙✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧❧ ❛t ♦♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♣✐♥ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐t s❡❡♠s ❝♦rr❡❝t
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛❧❧❡❞ ✏t❛❝❤②♦♥s✱✑ ✉s✐♥❣ t❤❡♠ ♥♦t ❛❣❛✐♥ ❢♦r ♠❡t❛♣❤②s✐❝❛❧ ♦r s❝✐❡♥❝❡ ✜❝t✐♦♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥❡❡❞❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱
✇✐t❤♦✉t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡✳

✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s

❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s
✭✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✮

LDirac = ψ̄ (iγµ∂µ −m)ψ ✭✶✮

LK−G = ∂µφ
∗∂µφ−m2φ∗φ, ✭✷✮

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦r❡ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ t❤❡
❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✱ t❤❡② ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s✿ t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣ s♣✐♥ s = 1/2 ❛♥❞ s = 0✳
❚❤✐s ✐s ❛♥ ♦❧❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ◗❋❚✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ♠❛❦❡s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s✳
❚❤✐s ❛♥♦♠❛❧② ❜❡❝♦♠❡s st✐❧❧ ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s ❜② t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss ✕ t❤❡
❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ✕ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✷

LY−M = − 1

2g2
Tr(F̃µνF̃

µν). ✭✸✮

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❞✐s♣❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ✐s ♥♦t ✉♥❞❡rst♦♦❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐t❛r② ✇❛② ❛♥❞ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s ❣r✐♣♣❡❞ ❢♦r ❛

✷F̃µν ≡ (∂µÃν − ∂νÃµ) + ig[Ãµ, Ãν ]✳

✶



❧♦♥❣ t✐♠❡ t❤❡ t❤❡♦r✐sts✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ t❤❡♦r② ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s
❜♦r♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ t❤❛t ♥♦t✐❝❡❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢
❛ ✉♥✐t❛r② ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❊tt♦r❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ✇❤♦✱ ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss✱ tr✐❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ [1, 2, 3]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♠❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ ✐♥
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞r❡❛♠ t♦ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐t❛r② ✇❛② ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t❧❡ss✱ ❜✉t ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ s♦ ❧♦♥❣ ✇❛♥t❡❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❙❛✐♥t ●r❛❛❧ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♣❤②s✐❝s✳ ❚❤❡ s✉♣❡r❣r❛✈✐t② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✉s❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤
s♣✐♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❘❛r✐t❛✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ♦♥❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊✐♥st❡✐♥
✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ s = 3/2 [4]✳ ❲❤❛t ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
t❤❡♦r② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡
❜✐rt❤ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜r✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥❝✉r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜❡tt❡r✱ ❛♥❞
♠❛②❜❡ t♦ r❡s♦❧✈❡✱ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r ❛♥❞ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞
t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❙t❛♥❞❛r❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ [5, 6, 7]✳

✶✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✱ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞✿

✶✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ s♣✐♥✱ ✐t ✇❛s r❡❛❧❧②
❜♦r♥ ❛s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥ ✐ts ❣❡♥❡s✐s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❢❡r❡♥❝❡
♥❡✐t❤❡r ③❡r♦ s♣✐♥ ♥♦r ♦t❤❡r s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ✭✐♥t❡❣❡r ♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✮✳

✷✳ ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❜♦r♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✱ ❛t t❤❡ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤
❛r❜✐tr❛r② ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳

✸✳ ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str❛♥❣❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✿ H ≈ cαipi+βmc
2 ✭✇✐t❤ i ∈ ④✶✱✷✱✸⑥✮✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳✸

✹✳ ■♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s αi ❛♥❞ β ✭❡♥❝❧♦s❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥t♦ ♠❛tr✐❝❡s γµ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐r❡❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❚❤❡ ✐ss✉❡s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹ t❡❧❧ ✉s t❤❛t ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❛❦❡♥ s✐♥❣✉❧❛r❧② ♦r ✐♥ ❝♦✉♣❧❡s✱
❝❛♥♥♦t r❡❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ♣❛rts ♦❢ t❤❡♠ ♦r ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥t s②st❡♠s✳
❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s✱ t❤❡♥✱ ❛ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❛♥② s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✱ ✐♥t❡❣❡r
♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ s✉❝❤ ❛ s✉♣❡r✲❡q✉❛t✐♦♥❄ ▲❡t ✉s ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥

✸■t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss❡rt ✐t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t (p2c2 +m2c4)
1/2

✱ t❤❛t
st✐❧❧ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♣r❡s❡♥❝❡✳

✷



✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ✐t
s❡❡♠s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦♥❡✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❋♦r

♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ [8, 9, 10]

{
1

2m

[
~σ · (~p− ❡

c
~A)
]2

+ ❡ϕ

}
ψ(~x, t) = i~

∂ψ

∂t
, ✭✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ~σ ❛r❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❜❡❝♦♠❡s

(~σ · ~p)2
2m

ψ(~x, t) = i~
∂ψ

∂t
, ✭✺✮

t❤❛t✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ~s✱ ❣✐✈❡s ✭❢♦r ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ♦♣❡r❛t❡
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ~σ → ~s/~✮ ✹

(~s · ~p)2
2~2m

ψ(~x, t) = i~
∂ψ

∂t
. ✭✻✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✮ ✐s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ ~s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱
❢♦r s = 0 ✕ ❜❡✐♥❣ ~s = (0, 0, 0) ✕ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛
❝❛s❡ ✇❡ s✐♠♣❧② ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ(~x, t) = Aψ(~x)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s = 0 ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ st❛t✐♦♥❛r② ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✱ t♦ ✇r✐t❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡

r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❆❜♦✉t t❤❛t✱ ♥♦t✐❝❡ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡

Hψ(~x, t) = i~
∂ψ

∂t
, ✭✼✮

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞②✳ ◆♦✇ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛s H ❤❛s t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ (~s · ~p)2✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ tr②✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ s✐♥❝❡ ♦✉r H ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢♦r♠✱ t❤✐s s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✱ i.e. ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣r♦❞✉❝t
❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

✹❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ~s ❤❛s ❧✐❦❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ LieSU(2) ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳

✸



H ∝ sµp
µ, ✭✽✮

✇❤❡r❡ pµ ✐s t❤❡ ❢♦✉r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✺

pµ = (mc, ~p). ✭✾✮

❲❤❛t ✐s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ❄ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❛❦❡ ❥✉st t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ~s ❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✐ts t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛rt✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② s0✱ ♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts ✉s t♦ ❧❡❛✈❡
✐t ❛s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❢♦r♠ ❧❛t❡r ♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✻

sµ = (s0, ~s). ✭✶✵✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✱ ♥❛♠❡❧② ✇✐t❤ s
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ✇❡ ❧✐❦❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s♣✐♥✱ ❜✉t ✐ts
♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ~ ✉♥✐ts✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❜② ~✱ i.e. ✇❡
♣❧❛❝❡

δ̃ ≡ 1

~
s0 ✭✶✶✮

~ε ≡ 1

~
~s, ✭✶✷✮

❜② ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r

sµ ≡ (δ̃, ~ε) ⇒ sµ = (δ̃,−~ε), ✭✶✸✮

t❤❛t✱ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛tr✐① ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(2s+ 1)× (2s+ 1)✳ ❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ s❛✐❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

H ∝ sµp
µ = s0p

0 + sip
i = δ̃mc+ ~ε · ~p. ✭✶✹✮

✺❖❢ ❝♦✉rs❡ pµ = (mc,−~p)✳
✻■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r sµ✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❛♠♠❛ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❜✉t

t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ (6) ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✳

✹



❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✹✮ ❤❛s ♥♦t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❝❛♥ ♣✉t t❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❛ r✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❢❛s❤✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏❡♥❡r❣② ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r✑

Eµ ≡ cpµ = (mc2, ~pc), ✭✶✺✮

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✇r✐t❡ ✼

H = sµE
µ = csµp

µ = δ̃mc2 + ~ε · ~pc. ✭✶✻✮

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

δ̃ → β ✭✶✼✮

~ε→ ~α, ✭✶✽✮

✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♥❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❛ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤✐❧❡
❉✐r❛❝ ✇r♦t❡ ❛❞ ❤♦❝ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② (p2c2 +m2c4)

1/2 ✱ s✉❝❤
❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❛s ❜♦r♥ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❧✐❦❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❢♦r ❛ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠
♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ t❤❡ ❉✐r❛❝
♠❛tr✐❝❡s ~α ❛♥❞ β✱ ❜✉t ♦♥❧② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❢r❡❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✱ s✉❝❤ ❛s s♣✐♥ ❢♦✉r✲
✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✏❢♦✉r✲❡♥❡r❣②✑ ✭i.e. ❢♦✉r✲♠♦♠❡♥t✉♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② c✮✱ s✐♠♣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♣✐st❡♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ■t
✐s

sµE
µψ(~x, t) = i~

∂ψ

∂t
(~x, t), ✭✶✾✮

❛♥❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

(δ̃mc2 + ~ε · ~pc)ψ(~x, t) = i~
∂ψ

∂t
(~x, t). ✭✷✵✮

◆♦✇✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t

✼❙✉❝❤ ❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧s♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡q✉❛t✐♦♥✱ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❢r❡❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭♦r ❜❡tt❡r t❤❡ s♣✐♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✮✳

✺



pi → −i~ ∂

∂xi
, ✭✷✶✮

✇❡ ❤❛✈❡

i~
∂ψ

∂t
(~x, t) = −i~c~ε · ~∇ψ +mc2δ̃ψ. ✭✷✷✮

❚❤❡ ✭✷✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✮ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜♦s♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❧
t❤❡ ✭✷✷✮ ✏Mα ❡q✉❛t✐♦♥✑ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✳
■t ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✇❤❛t ❛♠❛③✐♥❣ r❡s✉❧t ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ q✉✐❝❦❧② ♦❜s❡r✈❡s

s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ✐♥ ❢♦r♠✱ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♥❡

i~
∂ψ

∂t
(~x, t) = −i~c~α · ~∇ψ +mc2βψ. ✭✷✸✮

▲❡t ✉s ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

• ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❤❛s
♥♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

• ❚❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ~α ❛♥❞ β✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

• ❚❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡♥ sµ✱ ❧❡ss ~✱ ❥✉st r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ st✉❞②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s
♦❢ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

• ❚❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t♦♦✳

❲❡ ♣r♦♠♣t❧② s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♥❡ ❛♥❞
✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

~α⇔ ~ε ✭✷✹✮

β ⇔ δ̃ ✭✷✺✮

❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❤✉❣❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡Mα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s δ̃ ❛♥❞ ~ε ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ β ❛♥❞ ~α✳
❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♥❞ ✐t ✐s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥

♠❛tr✐① δ̃✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ s✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐①❄ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡r

✻



t❤✐♥❣ ❣❡tt✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♦♥❡✱ t❤✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
δ̃✳ ❲❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✇❡ t❛❦❡❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡

i~
∂ψ

∂t
(~x, t) =

(~s · ~p)2
2~2m

ψ(~x, t), ✭✷✻✮

❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡Mα ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ✐t ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✇❛♥ts t♦
r❡♣❧❛❝❡ ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②
✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ✭i.e. t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦♥❡✮✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❧❡❢t ✇✐t❤ ✉s❄ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♠✉st ❣♦ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♥ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ ✐s ✇r✐tt❡♥ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ H t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡♥❡r❣② E = (p2c2 +m2c4)

1/2✳ ❇✉t
t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s❝❛❧❛r ❢♦r♠ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♠❛tr✐① ♦♥❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s = 0 ♦♥❧②✱
❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(2)✱ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❝❛❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✇❛② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ δ̃ ✐s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥
✐♥ s = 0 ✇✐t❤ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❞♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ Mα

♠✉st ❤❛✈❡ ❢♦r s = 0 ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ sµ ✇✐t❤ pµ ❛♥❞ s♦✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ❢♦r s = 0 ♦♥❡ ❤❛s ~s = (0, 0, 0)✱
✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧✐③❡ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ s = 0 ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s❛✈❡❞ ✭✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♠✉st ❜❡ ♥✉❧❧ ❢♦r
s = 0✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t sµEµ✮✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ Mα ♦♥❡ ✐s

( 1

c2
∂2

∂t2
+
m2c2

~2

)
ψ(~x, t) = 0, ✭✷✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✲❛①✐s✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t✱ t❤❡
Mα ❡q✉❛t✐♦♥

i~
∂ψ

∂t
= −i~c~ε · ~∇ψ +mc2δ̃ψ, ✭✷✽✮

♥♦t ❜❡✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s ✇✐s❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞
t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ✇r✐t✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡

Aψ(~x, t) = Bψ(~x, t), ✭✷✾✮

✇✐t❤ A✱ B ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✐t t♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r

✼



A2ψ(~x, t) = B2ψ(~x, t), ✭✸✵✮

❜✉t ❛❧s♦ ✽

|A|2ψ(~x, t) = |B|2ψ(~x, t), ✭✸✶✮

❜✉t ❛❧s♦

(A− B)2ψ(~x, t) = 0, ✭✸✷✮

❜✉t ❛❧s♦ ✾

|A− B|2ψ(~x, t) = 0. ✭✸✸✮

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✭✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛♥❞ ♥♦t✮ ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ✐ts sq✉❛r❡ ✭♦r ❜❡tt❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡
❜② ✐t✮ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ ✐t ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ❜✉t ✐t ❛❞✈✐s❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝✐st s♦ t❤❛t ❤❡ ♦r s❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛s t❤❡ ◆❛t✉r❡ ✇❛♥ts t♦ sq✉❛r❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦r ❜❡tt❡r✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦r❡
s✉✐t❛❜❧❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❑❧❡✐♥
❛♥❞ ●♦r❞♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡✐r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐t ❤❛❞ t♦ ❜❡

A2ψ(~x, t) = B2ψ(~x, t), ✭✸✹✮

✇✐t❤

A = i~
∂

∂t
, B = (p2c2 +m2c4)1/2. ✭✸✺✮

❙✐♥❝❡ t❤❡② ✇❛♥t❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

(A− B)2ψ(~x, t) = 0, |A− B|2ψ(~x, t) = 0 ✭✸✻✮

✽|A| ≡ (A†A)1/2✱ |B| ≡ (B†B)1/2✳
✾|A−B| ≡ [(A−B)†(A−B)]1/2✳

✽



✇❡r❡ r✐❣❤t❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠✐str✉st❡❞ t❤✐s ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②✮✳ ❇✉t ✇❤❛t r❡s✉❧t t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠ |A|2ψ = |B|2ψ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ✉s❡❞❄ ■♥ t❤❡✐r ❝❛s❡✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡❞
♦♣❡r❛t♦r p ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r r♦♦t✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ s✐♠♣❧② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

A†

︷ ︸︸ ︷(
− i~ ∂

∂t

)
A︷ ︸︸ ︷(

i~
∂

∂t

)
ψ = (p†pc2 +m2c4)ψ, ✭✸✼✮

❜② ✇❤✐❝❤✱ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t

~p→ −i~~∇, ✭✸✽✮

t♦ ✇r✐t❡

~2
∂2

∂t2
ψ = (c2~2∇2 +m2c4)ψ ⇒

( 1

c2
∂2

∂t2
−∇2 − m2c2

~2

)
ψ(~x, t) = 0, ✭✸✾✮

✇❤♦s❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s

(
∂µ∂

µ − m2c2

~2

)
ψ(~x, t) = 0. ✭✹✵✮

❲❡ s❡❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥st❛♥t t❡r♠✳ ❲❤❛t ✐s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥❄ ▲❡❛✈✐♥❣ ♦✉t ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ t❤✉s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r s✉s♣❡♥s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♥❡ ❛♥❞ ✇❡ ♠❛❦❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡s

A†Aψ(~x, t) = B†Bψ(~x, t), ✭✹✶✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ t❛❦❡

A = i~
∂

∂t
, B = −i~c~ε · ~∇+mc2δ̃. ✭✹✷✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❢♦r s = 0✱ ♠✉st ❜❡
r❡❞✉❝❡❞✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡

( 1

c2
∂2

∂t2
+
m2c2

~2

)
ψ(~x, t) = 0, ✭✹✸✮

✾



❜✉t r❛t❤❡r

( 1

c2
∂2

∂t2
− m2c2

~2

)
ψ(~x, t) = 0 ⇔

(
− ~2

∂2

∂t2
+m2c4

)
ψ(~x, t) = 0. ✭✹✹✮

❋r♦♠ ✭✹✶✮ ❛♥❞ ✭✹✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t

[
− ~2

∂2

∂t2
+ ~2c2εiεk∂i∂k − i~mc3(δ̃†εi − εiδ̃)∂i +m2c4δ̃†δ̃

]
ψ(~x, t) = 0, ✭✹✺✮

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❛✐s✐♥❣ ♦❢
♦♥❡ ♦r❞❡r ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ◆♦✇ ✇❡ s❡❡ ✐❢ ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ̃✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❥✉st ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✭✹✹✮✱ ❢♦r s = 0✱ ❡①✐sts✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r s = 0✱ t❤❡
Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐s q✉✐❝❦❧② ✇r✐tt❡♥ ✶✵

[
− ~2

∂2

∂t2
+m2c4δ̃∗0 δ̃0

]
ψ(~x, t) = 0, ✭✹✻✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ δ̃0✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♠❛tr✐① δ̃ ❢♦r s = 0✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♠✉st ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r✳ ❈❛♥ ❛ ✈❛❧✉❡
♦❢ δ̃0 ❡①✐st t❤❛t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✭✹✻✮ t♦ ✭✹✹✮❄ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r
δ̃0 = +i ❛♥❞ δ̃0 = −i✱ i.e. ✇❤❡♥ δ̃0 ❤❛s t✇♦ ✈❛❧✉❡s✳✶✶ ❙✐♥❝❡

δ̃∗0 = −δ̃0, δ̃20 = −1, ✭✹✼✮

✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✶✷

δ̃† = −δ̃, δ̃2 = −1s. ✭✹✽✮

❙✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ −i ❛♥❞ +i✱ ♥❛♠❡❧② ✶✸

✶✵❍❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ s = 0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦✉t✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❞❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♦♥❡✳

✶✶◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦♦✱ i.e. ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢
δ̃0 ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ δ̃0 = ±1✮ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✭✹✻✮ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ ❥✉st ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✭✹✹✮ ♦♥❡✱ ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ~s = (0, 0, 0) ❢♦r s = 0✳

✶✷❚❤❡ s✉❜✐♥❞❡① s ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ s♣✐♥ ✐♥❞❡①✳
✶✸❘❡❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ✕ ❢♦r t❤❡ ✭✹✻✮ ✕ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ δ̃0 = ±1 t♦♦✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ δ̃∗0 = δ̃0✱ δ̃

2
0 = 1 ❛♥❞ s♦

δ̃† = δ̃✱ δ̃2 = 1s✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ +1 ❛♥❞ −1 ✭♦r ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮✳ ❇✉t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡ 21✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝❛r❞❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✏♣❛rt✐❝❧❡ ♥❛t✉r❡✑ ❢♦r t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳

✶✵



❢♦r s = 1
2

(
−i 0
0 i

)
✭✹✾✮

❢♦r s = 1



−i 0 0
0 i 0
0 0 −i


 ✭✺✵✮

❢♦r s = 3
2




−i 0 0 0
0 i 0 0
0 0 −i 0
0 0 0 i


 ✭✺✶✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ❡t❝ . . . . . . ❡t❝ . . . . . .

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r δ̃ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❛t❡ t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ~ε ❤❡r♠✐t✐❛♥✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡r♠✐t✐❛♥ t♦♦✳ ❚❤❡ ❢❛❝t δ̃ ✐s ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛❦❡s ♥♦
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✶✹

δ̃ ≡ iδ, ✭✺✷✮

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r δ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ δ̃✳ ■❢ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✽✮ ❛♥❞ ✭✹✺✮ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ δ̃ = iδ✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✶✺

~
∂ψ

∂t
= −~c~ε · ~∇ψ +mc2δψ ✭✺✸✮

[
− ~2

∂2

∂t2
+ ~2c2εiεk∂i∂k − ~mc3(εiδ + δεi)∂i +m2c41s

]
ψ(~x, t) = 0, ✭✺✹✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✇r✐tt❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❤❡r♠✐t✐❛♥
♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❡ s❡❡ ♥♦✇ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r δ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣

✶✹◆❛t✉r❛❧❧②✱ δ† = δ✱ δ2 = 1s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ ♦♥❡ ❤❛s (δ)sm,m′ = (−1)s−mδm,m′ ∀s ∈ N/2− {0}✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♠✉st
♥♦t ♠✐① ✉♣ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞❡❧t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r ♠❛tr✐❝❡s✳

✶✺δ✱ ✉♥❧✐❦❡ δ̃✱ r❡❛❧✐③❡s ❛♥ ✉♥✐t❛r② ❛♥❞ ❤❡r♠✐t✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✶



❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ +1 ❛♥❞ −1✳ ❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✸✮ ❛♥❞ ✭✺✹✮
❛♥❞ t❤❡✐r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t❤❡♦r✐❡s ✈❡r② ✇❡❧❧✱ ✇❡ ♠✉st ♦❜s❡r✈❡ t✇♦ t❤✐♥❣s✳ ❋✐rst❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡✱ ❢♦r s = 0✱ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

(
− ~2

∂2

∂t2
+m2c4

)
ψ(~x, t) = 0. ✭✺✺✮

■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ❛s δ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ −1 ❛♥❞
+1 ✭❢♦r δ0 ✇❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❛❦❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ±1 ❛❧✇❛②s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳✶✻ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤ ♦❜✈✐♦✉s s②♠❜♦❧✐❝ ♠❡❛♥✐♥❣✱ δ±1 ❛s t❤❡ ✜rst
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ δ∓1 ❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✱ ❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ❜✉t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ♦♥✱
t❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1✱
❜② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐t s✐♠♣❧② ✇✐t❤ δ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤✐♥❣ t♦ r❡♠❛r❦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ s✱ ✐♥ t❤❡✐r ✐♥s✐❞❡
✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛ (2s + 1)✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ψ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐①
❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s r✐❣❤t t♦ ❛❞❞ ❛ s✉❜✐♥❞❡① s t♦ ψ✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ♣❧❛❝❡ ψs ✐♥
♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝♦rr❡❝t❧② ♠✉st ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✶✼

~
∂ψs
∂t

= −~c~ε · ~∇ψs + µc2δψs ✭✺✻✮

~2
∂2ψs
∂t2

= ~2c2εiεk
∂2ψs
∂xi∂xk

− ~µc3(εiδ + δεi)
∂ψs
∂xi

+ µ2c4ψs. ✭✺✼✮

❲❡ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
✜rst ♦r❞❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✶✽

∂(ψ†sψs)

∂t
= −~∇ · (cψ†s~εψs) +

2µc2

~
ψ†sδψs, ✭✺✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ ✇❡ ♣✉t

{
ρ(~x, t) ≡ ψ†sψs ≡ |ψs|2
~j(~x, t) ≡ cψ†s~εψs,

✭✺✾✮

✶✻■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (δ)sm,m′ = (−1)s−m±1δm,m′ ∀s ∈ N/2−{0}✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

δ̃ ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ i ❛♥❞ −i✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✹✽✮✳

✶✼❘❡♥❛♠❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛ss m ✐♥ µ ❢♦r r❡❛s♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✳
✶✽❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✭✺✽✮✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✭✺✻✮✳

✶✷



✇❡ ❣❡t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 2µc2

~
(ψ†sδψs), ✭✻✵✮

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❧② ✭µ = 0✮✳ ❚❤❡ ✭✻✵✮ ✐s ❛ tr✉❡ tr❛❣❡❞②
❢♦r t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ❛s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ρ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t
❛s ❛ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ρ ✐s ❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② t❤❛t ❛❧s♦ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♠✉st s❛❞❧② ❛❞♠✐t t❤❛t t❤❡Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳
◆♦✇ ✇❡ s❡❡ ✐❢ ❛t ❧❡❛st t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛❞♠✐ts ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥
s❤♦✇ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ t♦♦

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = µc3

~

[
∂ψ†s
∂xi

(εiδ + δεi)ψs − ψ†s(εiδ + δεi)
∂ψs
∂xi

]
, ✭✻✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞




ρ(~x, t) ≡ (ψ†sψ̇s − ψ̇†sψs)
~j(~x, t) ≡ c2

(
∂ψ†

s

∂xk
εk~εψs − ψ†s~εεk ∂ψs

∂xk

)
.

✭✻✷✮

❆❧s♦ t❤❡ ✭✻✶✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛ss❧❡ss r❡❣✐♠❡ ♦♥❧② ✭µ = 0✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ Mα

❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t
r❛t❤❡r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✇♦r❦ ✐♥ ❛ str❛♥❣❡ ✇❛②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝♦✈❡r s♦♠❡ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡
❝✉r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦
t❤✐s✱ ❧❡t ✉s s❡t ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t (v ≪ c)✱ t❤❛♥❦s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② ✭✐❢ v ≪ c ✇✐❧❧ ❜❡ cpi ≪ mc2✱ c2pipk ≪ m2c4✮

~
∂ψs
∂t

= µc2δψs ✭✻✸✮

~2
∂2ψs
∂t2

= µ2c4ψs . ✭✻✹✮

❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✶✾

ψs(~x, t) = ei(
~k·~x−ωt)us(k), ✭✻✺✮

✶✾◆❛t✉r❛❧❧②✱ us(k) ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✳

✶✸



✇❡ ❤❛✈❡✱ ✇✐t❤ s ✈❛r②✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr❛✿

✶✳ ❋✐rst ❖r❞❡r Mα ❊q✉❛t✐♦♥

❢♦r s = 0 E = ±iµc2 ⇒ Es=0
1 = iµc2, Es=0

2 = −iµc2.
✭✻✻✮

❢♦r s = 1
2

(
E 0
0 E

)
=

(
iµc2 0
0 −iµc2

)
⇒ E

s=1/2
1 = iµc2, E

s=1/2
2 = −iµc2.

✭✻✼✮

❢♦r s = 1




E 0 0
0 E 0
0 0 E


 =




iµc2 0 0
0 −iµc2 0
0 0 iµc2


⇒ Es=1

1 = iµc2, Es=1
2 = −iµc2, Es=1

3 = iµc2.

✭✻✽✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ❡t❝ . . . . . . ❡t❝ . . . . . .

✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r Mα ❊q✉❛t✐♦♥

❢♦r s = 0 E2 = −µ2c4 ⇒ Es=0
1 = iµc2, Es=0

2 = −iµc2.
✭✻✾✮

❢♦r s = 1
2

(
E2 0
0 E2

)
=

(
−µ2c4 0

0 −µ2c4

)
❛♥❞ s♦

✶✹



E
s=1/2
1 = iµc2, E

s=1/2
2 = −iµc2, Es=1/2

3 = iµc2, E
s=1/2
4 = −iµc2. ✭✼✵✮

❢♦r s = 1




E2 0 0
0 E2 0
0 0 E2


 =



−µ2c4 0 0

0 −µ2c4 0
0 0 −µ2c4


 ❛♥❞ s♦

Es=1
1 = iµc2, Es=1

2 = −iµc2, Es=1
3 = iµc2, Es=1

4 = −iµc2, Es=1
5 = iµc2, Es=1

6 = −iµc2. ✭✼✶✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ❡t❝ . . . . . . ❡t❝ . . . . . .

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥✱ t♦ t❤❡ ✜rst ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❛❧
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♠❛ss ♦♥❡s✱ i.e. ✐t ❛❧✇❛②s ❞❡s❝r✐❜❡s t❛❝❤②♦♥s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❛❧✐③❡
t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❛❝❤②♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ❡♥❡r❣②✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐t
❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ t❛❝❤②♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r s = 0 ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✱ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r s ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐s r❡❝♦r❞❡❞✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ❡♥❡r❣②
♦♥❡s✳✷✵ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr②✱ ❢♦r
❡✈❡r② s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ ❡♥❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ 2s+1
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ 2s+ 1 ♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳✷✶

✷✵❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ∓1 ✐s ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳

✷✶❆❧❧ t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❤♦s❡ ✐♥ ✭✹✻✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ δ̃0 = ±i✳ ■❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ δ̃0 = δ0 = ±1 ❛♥❞ s♦ δ̃† = δ† = δ✱
δ̃2 = δ2 = 1s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

i~
∂ψs

∂t
= −i~c~ε · ~∇ψs + µc2δψs

~2
∂2ψs

∂t2
= ~2c2εiεk

∂2ψs

∂xi∂xk
− i~µc3(δεi − εiδ)

∂ψs

∂xi
+ µ2c4ψs.

❆s ✐t s✐♠♣❧② t♦ ♣r♦✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡s ❜r❛❞②♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❛❝❤②♦♥s ❛♥❞

s♦ t❤❡ ✏♣❛rt✐❝❧❡ ♥❛t✉r❡✑ ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞✳

✶✺



❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ✇❡ ❛s❦ ♦✉rs❡❧✈❡s ✐s ✇❤❛t ♣❤②s✐❝❛❧ ✉s❡❢✉❧♥❡ss t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✇❛s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣✳ ▼✉st ✇❡ ❧❡❛✈❡
t❤✐s ❞r❡❛♠✱ ♦r t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈✐♥❣ ♣r❡❝✐♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❄
❚❤✐♥❦✐♥❣ t❤✐s ✐s t❤❡ ❥✉st r♦❛❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥② ❧♦❣✐❝❛❧✲❞❡❞✉❝t✐✈❡ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♠♦r❡
❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜② tr②✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t❤❡ st❛❣❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
s❤♦✇ ✉s✳

✶✳✸ ❚❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡

❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❡♠❡r❣❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡♠ ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ str❛♥❣❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② t❡❧❧s ✉s t❤✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❝♦♥❡✮✱ t❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
❝❛❧❧❡❞ t❛❝❤②♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛st❡r✲t❤❛♥✲❧✐❣❤t ❛♥❞ ✇❤♦s❡ s♣❡❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡r✐♦r t♦ c✳ ❇✉t t❤✐s ✈✐s✐♦♥ ✐s ✐♥ ❞✐r❡❝t
❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✻✮ ❛♥❞
✭✺✼✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ i.e. ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s♣❡❡❞s ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ c✳ ❆♥❞ t❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t❧② ❛♥ ❛❜✉s❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣❡❡❞ ♠✉st
❜❡ c✳ ❚❤✐s ❜r✐♥❣s t♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦①✑ ✭❚P✮

❚P✿ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡rMα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐❢ ♣✉t ✐♥ t❤❡ v ≪ c ❧✐♠✐t✱ ❞❡s❝r✐❜❡ t❛❝❤②♦♥s✱

♥❛♠❡❧② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ v > c✳ ❇✉t t❤✐s ❜r❡❛❦s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣

v ≪ c ♦♥❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡♠ ♥❛t✉r❛❧❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❛❝❤②♦♥s✳

❚❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦① r❡❛❝❤❡s ✇❤❛t ✐♥ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ s♣❡❛❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏✈✐❝✐♦✉s ❝✐r❝❧❡✳✑ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦①❄ ■t ✐s t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✭❙❘✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥
♥♦t❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✈✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✇♦r❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ❜r❛❞②♦♥ ✇✐t❤ ✭r❡❛❧✮ ♠❛ss m ✐s

EB =
mc2

(1− v2

c2
)1/2

,

✇❤❡r❡ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✐♠♣♦s❡ v < c ❢♦r EB ∈ R✳ ■❢ v > c✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✷✷

mc2

∓i(v2
c2
− 1)1/2

. ✭✼✷✮

✷✷◆❛t✉r❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s s✐❣♥ ♦♥❧②✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
s✐❣♥✳

✶✻



❖♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

m→ ∓iµ ✭✼✸✮

❛ r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ET =
µc2

(v
2

c2
− 1)1/2

, ✭✼✹✮

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ t❛❝❤②♦♥ ✇✐t❤ ✭r❡❛❧✮ ♠❛ss µ✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡
t❛❝❤②♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ v > c ❛♥❞ E2 > 0 ✭r❡❛❧ ❡♥❡r❣②✮✳ ■t ✐s ❛❣❛✐♥st ♦✉r r❡s✉❧ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦① ✭❚P✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❚P s✉❣❣❡sts ✉s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ t❛❝❤②♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧✇❛②s ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❙❘✳ ■♥ ❢❛❝t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✸

ET =
µc2

(v
2

c2
− 1)1/2

,

❛♥❞ s✉♣♣♦s✐♥❣ ♥♦✇ v < c✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ET =
µc2

∓i(1− v2

c2
)1/2

,

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ❜② ±i✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

ET =
±iµc2

(1− v2

c2
)1/2

, ✭✼✺✮

i.e.✱ s✐♥❝❡ µ ∈ R✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ET ♠✉st ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ s♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❢r♦♠ E2 < 0✱ ♦♥ t❤✐s ✈✐❡✇✳ ❚❤✐s tr❛✐t ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ❚P✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦✇ t❤❡
t❛❝❤②♦♥s ❛r❡ ♥♦t s❡❡♥ ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s♣❡❡❞ v ✭✐♥ ♠♦❞✉❧❡✮ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c✱
❜✉t s✐♠♣❧② ❛s ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✳ ■t ♠✉st ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✺✮
❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

µ→ ∓im,
✷✸■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ EB t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ m→ ∓iµ✱ t❤❡ ✭✼✹✮ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ v > c ❢♦r ❛ t❛❝❤②♦♥✳ ❙♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞ t❤❡ ET ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ t❛❝❤②♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts s♣❡❡❞ ✈❛❧✉❡✳

✶✼



✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ✐♥t♦ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

EB =
mc2

(1− v2

c2
)1/2

.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

m→ ±iµ ✭✼✻✮

❛❧❧♦✇s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ✐♥✈❡rs❡

µ→ ∓im ✭✼✼✮

❧❡ts ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠
❛ ❜r❛❞②♦♥ ✇✐t❤ ♠❛ss m ✐♥t♦ ❛ t❛❝❤②♦♥ ✇✐t❤ ♠❛ss µ s✐♠♣❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t i✳
❊✐t❤❡r ✇❛②✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦① ❝❛♥ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢

t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❛❝❤②♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❚P ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❛ ♥❡✇ ✈✐s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t♦t❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐❣❤t s♣❡❡❞✱✷✹ s✐♥❝❡
✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t❛❝❤②♦♥s r❡❛❧❧② ❛r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ v < c ❛♥❞ E2 < 0✳
❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ r❡✈✐❡✇ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝

♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ v < c ❛♥❞ E2 < 0 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥② ♠♦r❡ t❛❝❤②♦♥✱ ❜✉t ✏✐❡♣✑ ✭❛❝r♦♥②♠
❢♦r ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈✐♥❣ v < c ❛♥❞ E2 > 0 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝❛❧❧❡❞ ✏r❡♣✑ ✭❛❝r♦♥②♠ ❢♦r r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡✮✳ ■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ✏■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✱✑ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ✏❘❊P
✉♥✐✈❡rs❡✳✑
❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ s❛✇✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❛ ❞✉❛❧ ✇❛② ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

t❛❝❤②♦♥s ❡①✐sts✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❛♥❞ v > c✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❛♥❞ v < c✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝❛s❡ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ r❡s✉❧t
❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡rMα ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r v ≪ c ❛♥❞ ✐t s✉❣❣❡sts ✉s ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ t❤❛t r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ❡❛r❧✐❡r ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c ✐s ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❧✐♠✐t✱ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛
✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ c✱ ❜✉t ♦♥❡ ❣♦❡s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢r♦♠ ♦✉r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r②
✉♥✐t✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥✱ t❤✐s ✈✐s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❙❘ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❧❡❣❛♥t❧② r❡s♦❧✈❡
t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦①✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✻✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮✳

✷✹❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦✈❡rt❛❦❡♥✱
✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s♣❡❡❞ ❢❛st❡r✲t❤❛♥✲❧✐❣❤t ✇❛s ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❧❛t❡ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s [11]✳
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✶✳✹ ❋♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❞❡♥s✐t✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✭✺✻✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❲❡ st❛rt ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

~
∂ψs
∂t

= −~c~ε · ~∇ψs + µc2δψs ⇔
∂ψs
∂t

= −c~ε · ~∇ψs +
µc2

~
δψs, ✭✼✽✮

❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② ✐ts ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜② δ/c

δ

c

∂ψs
∂t

= −δ~ε · ~∇ψs +
µc

~
δ2ψs ⇒

(
δ

∂

∂(ct)
+ δ~ε · ~∇

)
ψs =

µc

~
ψs ⇔

(
δ∂0 + δεi∂i

)
ψs =

µc

~
ψs. ✭✼✾✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✭♠❛tr✐①✮ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r

χµ ≡ (δ, δ~ε), ✭✽✵✮

♦♥❡ q✉✐❝❦❧② s❡❡s t❤❡ ✭✼✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

χµ∂µψs =
µc

~
ψs, ✭✽✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

(
χµ∂µ −

µc

~
1s

)
ψs(x) = 0. ✭✽✷✮

❚❤❡ ✭✽✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥

~2
∂2ψs
∂t2

= ~2c2εiεk
∂2ψs
∂xi∂xk

− ~µc3(εiδ + δεi)
∂ψs
∂xi

+ µ2c4ψs. ✭✽✸✮

◆♦✇ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ❛♥❞ s♦ ✇❡ r❛✐s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✳✷✺▼❛❦✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ✭✽✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✷✺❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ~A ❛♥❞ ~B ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ R3 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ~A · ~B ≡ AiBi✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ~A · ~B ≡ AiBi ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs Aµ ❛♥❞ Bµ✱
✇❤❡r❡ i ∈ {1, 2, 3} ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
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❡①♣r❡ss✐♦♥s

[
−~21s

∂2

∂t2
+ ~2c2εiεk∇i∇k − ~µc3(εiδ + δεi)∇i + µ2c41s

]
ψs(~x, t) = 0⇒

[
−δ

2

c2
∂2

∂t2
+ εiεk∇i∇k − µc

~
(εiδ + δεi)∇i +

µ2c2

~2
1s

]
ψs(~x, t) = 0⇒

[
−δ

2

c2
∂2

∂t2
+ εiεk∇i∇k − 1

~
(εiδ + δεi)p0∇i +

µ2c2

~2
1s

]
ψs(~x, t) = 0⇒

[
δ2

c2
∂2

∂t2
− εiεk∇i∇k +

1

~
(εiδ + δεi)p0∇i − µ2c2

~2
1s

]
ψs(~x, t) = 0⇒

[
δ2

c2
∂2

∂t2
− εiεk∇i∇k + i(εiδ + δεi)∂0∇i − µ2c2

~2
1s

]
ψs(~x, t) = 0⇒

[
δ2∂0∂0 − εiεk∂i∂k + i(εiδ + δεi)∂0∂i −

µ2c2

~2
1s

]
ψs(~x, t) = 0,

✭✽✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✷✻

∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,−~∇

)
, p0 = µc, p0 → i

~

c

∂

∂t
= i~∂0. ✭✽✺✮

◆♦✇✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✭♠❛tr✐①✮ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r

ξµ ≡ (δ, i~ε), ✭✽✻✮

t❤❡ ✭✽✹✮ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥

[
(ξµ)2∂µ∂µ +

∑

µ>ν

µ 6=ν

(ξµξν + ξνξµ)∂µ∂ν −
µ2c2

~2
1s

]
ψs(x) = 0, ✭✽✼✮

t❤❛t✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

(
ξµξν∂µ∂ν −

µ2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0. ✭✽✽✮

✷✻■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜❥❡❝t❡❞ t❤❛t✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ t❛❝❤②♦♥s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ r✐❣❤t r❡❧❛t✐♦♥ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
p0 = iµc ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ✐s ✇r♦♥❣✳ ❇✉t ✉❧t✐♠❛t❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ♠✉st ❛❧s♦
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ (p0)tachyon = i

cE
bradyon → −~

c
∂
∂t ✐s ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ s♦ ♦✉r r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

✷✵



❚❤❡ ✭✽✽✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡rMα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✭✺✻✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

(
χµ∂µ −

µc

~
1s

)
ψs(x) = 0 ✭✽✾✮

(
ξµξν∂µ∂ν −

µ2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0. ✭✾✵✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✇✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ✭✐❡♣s✮ ♦r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
♦❧❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t❛❝❤②♦♥s✳ ▲❡t ✉s ♥♦t✐❝❡ χµ ❛♥❞ ξµ s❛t✐s❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✷✼

χ†µ = χ0χµχ0, (χµ)† = χ0χµχ0, ξ†µ = ξµ, (ξνξµ)
† = ξµξν . ✭✾✶✮

◆♦✇ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿

• ❚❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡t❤❡r ✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ♦r ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡✱
❛r❡ ♥♦t t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❛❝❤②♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❛❝❤②♦♥s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❛❝❤②♦♥s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s✳

• ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♥❡ ✭❛❧✇❛②s
✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠✮✱ ♦♥❧② ✐❢ ✇❡ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ ♥♦t r✐s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
t✐♠❡ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉❡st t♦ t❛❦❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✹✷✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r
s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡rMα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢♦r♠ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✲
t✐♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♦♥❡ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ∂µ✳✷✽

❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t t❡❧❧s ✉s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✾✮ ❛♥❞ ✭✾✵✮ ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ✏t❛❝❤②♦♥s✑ ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ s❛② t❤❡ ✏✐❡♣s✑✮ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡
❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞♦ t❤❡♥ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❝t
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐❡♣s❄ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❜♦t❤ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛♥❞ s❡❡✐♥❣ ✇❤❛t ♦❢ t❤❡
t✇♦ ✐s ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✐♥❝❡ ❛ t❛❝❤②♦♥ ♣❤②s✐❝s ❞♦❡s ♥♦t
❡①✐st✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ st✉❞② ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t t❡❧❧s ✉s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst
♦r❞❡rMα ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ξµ✱ i.e. ✇❤② t❤❡ ✭✽✾✮
❛♥❞ ✭✾✵✮ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛s❦ ❛❜♦✉t ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱

✷✼◆♦t❡ t❤❛t χµ ❛♥❞ ξµ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r s = 0 ♦♥❧②✳
✷✽❚❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♦♥❡ ❢♦r s = 0

♦♥❧②✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ χµ ❛♥❞ ξµ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✷✶



s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ r❡♣s ❜✉t ✐❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✾✮ ❛♥❞
✭✾✵✮ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
s♣✐♥✳
◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ r❡✈✐❡✇✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❤❛r❛❝✲

t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✾✮ ❛♥❞ ✭✾✵✮✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡

ψ†sχ
0 ≡ ψ̄s, ✭✾✷✮

✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ✭✽✾✮ ❛♥❞ ✭✾✵✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s

LM1 = ψ̄sχ
µ∂µψs −

µc

~
ψ̄sψs ✭✾✸✮

LM2 = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs) +
µ2c2

~2
ψ†sψs. ✭✾✹✮

❋♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② LM1 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐ts ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❧❡ LM2 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ■❊P ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t✱ t❤r♦✉❣❤
LM1 ❛♥❞ LM2✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s ❜② ✇❤✐❝❤ st✉❞②✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♠♦✉♥ts✱
s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❡t❝✳ ■t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♥♦t ❜❡✐♥❣ t❛❝❤②♦♥s ✭♦r ❜❡tt❡r ✐❡♣s✮ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ r❡❛❧
❡♥❡r❣②✱ ♥❛♠❡❧② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✱ s✉❝❤ st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✐❢
✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✇♦r❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✳ ❲❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞②✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤r♦✉❣❤
LM1 ❛♥❞ LM2✱ ✐s t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐t
❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ♣✉t ✉s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭❘❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮✳✷✾

✷✾■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦s❡ A2ψ = B2ψ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ Mα ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱
♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❧② ✭s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ♦✉t ✐♥ t❤❡
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡r ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛ ♦♥ t❤❡ ❣r❡❛t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✷✷



✷ ❚❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ●❡♥❡s✐s ❛♥❞ ◆❡✇ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r

❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡s

❍❛✈✐♥❣ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ♥♦✇ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ t❤✐s ❛❞♠✐ts
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❙❙❇✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❙❇ ♦♥ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s LM1 ❛♥❞ LM2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r st✉❞② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❧❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✉s t♦ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝
✉♥✐✈❡rs❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ ✐t✮✱ t❤❡r❡ ✇❛s
❛ ❣r❡❛t ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜r♦✉❣❤t t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ ❝♦♥❞❡♥s❡ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❤❛✈❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♣✉ts ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t♦ ♠❡❛♥ t❤❛t r❡❛❧❧② t❤✐s ❧❛st ♦♥❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❛s r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❛❝❤②♦♥✐❝ t♦ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥❝✉rs t♦
tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡s✱ i.e. ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠
st❛t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t♦ s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♦✉r
✉♥✐✈❡rs❡ ✭❘❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ▲❛st❧②✱ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr❡❛t t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ▲♦r❡♥t③ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳

✷✳✶ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s LM1 ❛♥❞ LM2

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ t❤❡♦r②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✭✾✸✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ❙❙❇ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ φ4✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ✸✵

−λ|φ|4, ✭✾✺✮

❛♥❞ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❙❙❇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LM1✱ ✇❡ ♠✉st ♣✉t
✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ s = 0 ❛♥❞ ❛❞❞ ✐♥ LM1 t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ −λ(ψ̄s=0ψs=0)

2✱ i.e.

LSSB
M1 = ψ̄s=0χ

µ
s=0∂µψs=0 −

µc

~
ψ̄s=0ψs=0 − λ(ψ̄s=0ψs=0)

2, ✭✾✻✮

❛♥❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❜♦t❤ r✐❣❤t✮ ✸✶

✸✵■♥ t❤✐s ❝❛s❡ λ ∈ R✳
✸✶❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♣✉t ψs=0 = ψ ❛♥❞ ψ∗

s=0 = ψ∗✳

✷✸



L
SSB,1
M1 =

1

c
ψ∗
∂ψ

∂t
+
µc

~
ψ∗ψ − λ(ψ∗ψ)2 ✭✾✼✮

L
SSB,2
M2 =

1

c
ψ∗
∂ψ

∂t
− µc

~
ψ∗ψ − λ(ψ∗ψ)2. ✭✾✽✮

❆s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❙❙❇ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭✾✼✮ ❛♥❞ ✭✾✽✮✳ ❚❤❡② ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❜②




V1(ψ

∗ψ) = λ(ψ∗ψ)2 − µc
~
ψ∗ψ

V2(ψ
∗ψ) = λ(ψ∗ψ)2 + µc

~
ψ∗ψ.

✭✾✾✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡✐r s✐❣♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✭✾✼✮ ❛♥❞ ✭✾✽✮ ♠✉st ❜❡
❜♦t❤ r✐❣❤t✳ ▼❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❡ s②st❡♠ ❛❞♠✐ts ❙❙❇✱ i.e. t❤❡ t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥
0 ❛♥❞ t✇♦ r❡❧❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠s ✐♥ µc/2~λ ❛♥❞ −µc/2~λ✳ ❆s t❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞❡r ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭−λ|φ|4 ✰ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞✮✱ ✐t ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s µ > 0 ❛♥❞ µ < 0✱ s✐♥❝❡ ❙❙❇ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❛♥❞ t❤✐s t❡❧❧s
✉s t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠ s✉r❡❧② ❛❞♠✐ts ❙❙❇ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❛♥ ✏✉♥st❛❜❧❡ s②st❡♠✳✑ ❋♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r❡r
♣❤②s✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V
✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ V = λ|ψ|4∓ µc

~
|ψ|2✮ ✐♥ t❤❡ V − |ψ|2 ♣❧❛♥ ❞r❛✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✶✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V (|ψ|2)

s❤♦✇s ❛ ❞❡♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ✉♥st❛❜❧❡✳ ❆s ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s❡❡♥✱ t❤✐s
❞❡♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✳✸✷ ■♥
❢❛❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤

−µ2c4 = E2
T ✭✶✵✵✮

t❤❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ✏t❛❝❤②♦♥✐❝✑ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✈❛r②✐♥❣ µ✮✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ V (|ψ|2)
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ 0 ❛♥❞ −µ2c2/4~2λ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ❤❛✈❡

0 = −(µ = 0)2c4

4~2c2λ
=

(E2
T )0

4~2c2λ
; − µ

2c2

4~2λ
= − µ2c4

4~2c2λ
=

E2
T

4~2c2λ
, ✭✶✵✶✮

i.e. t❤❡ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ V (|ψ|2)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦❝❝✉rs ❢♦r t❤♦s❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t

V (|ψ|2) ∝ E2
T . ✭✶✵✷✮

✸✷■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s t❤❡ r❡st ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ✏t❛❝❤②♦♥✳✑

✷✹



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ LSSB
M1 s❤♦✇s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠ t♦ ✏s♦♠❜r❡r♦✱✑ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ s②st❡♠s✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❙❙❇ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✐s ✐♥t♦ ❛ st❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✳ ●♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥t♦ ❛ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ③❡r♦ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤✐s ✈✐s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞
t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙❙❇ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ♦♥❧②✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❛ ✏✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✑ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ i.e. ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ tr② ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ❙❙❇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

LM2 = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs) +
µ2c2

~2
ψ†sψs. ✭✶✵✸✮

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❙❙❇ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠✉st ♣✉t ✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ s = 0
❛♥❞ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤✉s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ t❡r♠ −λ(ψ∗ψ)2✳ ▼❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

LSSB
M2 = (∂µψ

∗)ξµξν(∂νψ) +
µ2c2

~2
(ψ∗ψ)− λ(ψ∗ψ)2, ✭✶✵✹✮

❜② ✇❤✐❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s✱ ✇❡ ❣❡t

✷✺



LSSB
M2 =

1

c2
∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
+
µ2c2

~2
(ψ∗ψ)− λ(ψ∗ψ)2. ✭✶✵✺✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✭✾✻✮✱ t❤❡ ✭✶✵✺✮ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦t❡♥t✐❛❧

V (ψ∗ψ) = −µ
2c2

~2
(ψ∗ψ) + λ(ψ∗ψ)2. ✭✶✵✻✮

❇② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s

✶✳ µ2 > 0✿
❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ 0 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ µ2c2/2~2λ ❛♥❞ s♦ ✐t s❤♦✇s ❙❙❇✳

✷✳ µ2 < 0✿
❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ µ2c2/2~2λ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ 0 ❛♥❞ s♦ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❙❙❇✳

■❢ ✇❡ tr❛❝❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✶✵✻✮ ✐♥t♦ V (|ψ|)− |ψ| ♣❧❛♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ ✜❣✳ ✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ LSSB
M2 ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ µ2 > 0✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞♠✐ts s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❙❙❇✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✭✶✵✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✐♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧

✷✻



[
E2
T , 0
]
, ✭✶✵✼✮

t❤❛t ✐s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✭✏t❛❝❤②♦♥✐❝✑ ❡♥❡r❣✐❡s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥st✐✲
t✉t✐♥❣ ✐t✳ ❙♦✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ♦✉r t❤❡♦r② ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠♦✉s r❡s✉❧t✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥❡❣❛t✐✈❡
sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝❛✉s❡s ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❇② t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡❧②
♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ 0 ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡♣r❡ss✐♦♥✮✱ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠
♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s

E2
T → E2

B, ✭✶✵✽✮

✇❤❡r❡ ✇✐t❤ E2
B ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❜r❛❞②♦♥s

✭t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝❛❧❧❡❞ r❡♣s✮✳ ❙❛②✐♥❣ µ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝
t❛❝❤②♦♥ ❛♥❞ m t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❜r❛❞②♦♥✱✸✸ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✸✹

−µ2c4 → m2c4, ✭✶✵✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

−µ2 → m2, ✭✶✶✵✮

i.e.✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✸✺

±iµ→ ±m, ✭✶✶✶✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✸✻

iµ→ m, ✭✶✶✷✮

t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✸✸❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ ❡❛r❧✐❡r s❛✐❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥ ✇✐t❤ t❛❝❤②♦♥ ❛ s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❜r❛❞②♦♥ ❛ s✉❜✲❧✉♠✐♥❛❧

♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭✐❡♣✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭r❡♣✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ✐s t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ s♣❡❡❞s ❧♦✇❡r ♦r ❧✐❦❡ c ✇✐t❤✐♥ ♦✉r t❤❡♦r②✳

✸✹❖❢ ❝♦✉rs❡ µ,m ∈ R✳
✸✺❚❤❡ + s✐❣♥ ✐s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ − s✐❣♥ ✐s ❢♦r ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✳
✸✻■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

✷✼



µ→ −im. ✭✶✶✸✮

❚❤❡ ✭✶✶✸✮ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ♦✉r s②st❡♠s ✭t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSSB
M1

❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSSB
M2 ✮ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ st❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❙❙❇✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱

s✉❝❤ ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ♣r♦✈✐s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s❡r✈❡s ♦♥❧② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥
✐t ♣❧❛❝❡s ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✉t ✐ts❡❧❢
✐♥ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s❤✐❢t ✐♥ ❛ st❛t❡ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦
❢♦r t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LM1 ❛♥❞ LM2✱ t❤❡ ❙❙❇ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛♥❞ ✇✐t❤
❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ♠❛t❡r✐❛❧✐③❡s ♠❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛ss❧❡ss ✜❡❧❞s✱ t❤✉s ❛s
t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r❡s❝r✐❜❡s [41, 42]✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✭❣❛✉❣❡✮ ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr② ❛
❧♦❝❛❧ ♦♥❡✱ i.e. ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✏♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✑ ✐♥ LSSB

M1 ❛♥❞ LSSB
M2 ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ●♦❧❞st♦♥❡

✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡✱ t❤✉s ❛r✐s✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ●❧❛s❤♦✇✲❲❡✐♥❜❡r❣✲❙❛❧❛♠ ❡❧❡❝tr♦✇❡❛❦ t❤❡♦r②✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ✜❡❧❞s s✐❣♥❄
■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s
❜❡❢♦r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✈❛❝✉✉♠✮ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤
✜❡❧❞s ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ s②♠♠❡tr② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✮✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❛s❦ ♦✉rs❡❧✈❡s t✇♦ q✉❡st✐♦♥s

• ❉♦❡s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ✜❡❧❞s✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛
st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✈❛❝✉✉♠✮ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❞❡♣❡♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ ♣❛ss❛❣❡ ❛t ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡
❡♥❡r❣② ❢♦r ♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡s❄

• ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ LM1 ❛♥❞ LM2 ✇❤❡♥ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
µ→ −im❄

■❢✱ ❛s s✉♣♣♦s❡❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❛♥s✇❡r✿ ✏✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭♥❛♠❡❧② ❜r❛❞②♦♥s ♦r r❡♣s✮✱✑ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❙❙❇ ❛♥❞ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❡①✐sts✱ i.e. t❤❡ ❙❙❇ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❧✐❦❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛s t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣✱ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❙❙❇✮ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ✭s = 0✮ ♦♥❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ✭❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✮
st❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✳

✷✳✷ ❋r♦♠ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✭■❊P✮ t♦ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✭❘❊P✮ ✉♥✐✈❡rs❡

■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ → −im ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝
✉♥✐✈❡rs❡✱ i.e. ✐♥t♦ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r Mα ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✸✼

✸✼❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛❝❤②♦♥✐❝ t❤❡♦r②✿ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣❡t✐❝
st❛t❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✳

✷✽



(
χµ∂µ −

µc

~
1s

)
ψs(x) = 0 ✭✶✶✹✮

(
ξµξν∂µ∂ν −

µ2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0, ✭✶✶✺✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✽

(i~χµ∂µ −mc1s)ψs(x) = 0 ✭✶✶✻✮

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0, ✭✶✶✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦t❡

• ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✻✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ✸✾

ψs(x)→ ψs=3/2(x)

χµ → γµ

1s → 1s=3/2.

• ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✼✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

ψs(x)→ ψs=0(x)

ξµξν∂µ∂ν → ∂µ∂
µ ≡ �

1s → 1.

✸✽❙✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r s = 0✱ ❜❡❝♦♠❡

(
i~
∂

∂t
∓mc2

)
ψs=0(x) = 0

(
∂2

∂t2
+
m2c4

~2

)
ψs=0(x) = 0,

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❜♦t❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ δ0 = ±1✳
✸✾◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ψ(x) ❛♥❞ ❛ (4 × 4) ✉♥✐t ♠❛tr✐① 1✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t

♦❢ t✇♦ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s♣✐♥ 1/2 t♦♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr❡❛t t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✷✾



❲✐t❤ t❤❡ ♣r♦♠✐s❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✶✼✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❜②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥

ψs(x) = e−ik·xus(x), ✭✶✶✽✮

❛♥❞ ♣✉tt✐♥❣ ✉s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ ✭✶✶✻✮✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

E1s = mc2δ, ✭✶✶✾✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠

❢♦r s = 0 E = ±mc2 ⇒ Es=0
1 = mc2, Es=0

2 = −mc2.
✭✶✷✵✮

❢♦r s = 1
2

(
E 0
0 E

)
=

(
mc2 0
0 −mc2

)
⇒ E

s=1/2
1 = mc2, E

s=1/2
2 = −mc2.

✭✶✷✶✮

❢♦r s = 1




E 0 0
0 E 0
0 0 E


 =




mc2 0 0
0 −mc2 0
0 0 mc2


⇒ Es=1

1 = mc2, Es=1
2 = −mc2, Es=1

3 = mc2.

✭✶✷✷✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ mc2 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ δ±1.

■♥st❡❛❞✱ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ∓1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❢♦r s = 0 Es=0
1 = −mc2, Es=0

2 = mc2.
✭✶✷✸✮

✸✵



❢♦r s = 1
2

E
s=1/2
1 = −mc2, Es=1/2

2 = mc2.
✭✶✷✹✮

❢♦r s = 1 Es=1
1 = −mc2, Es=1

2 = mc2, Es=1
3 = −mc2.

✭✶✷✺✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ mc2 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ δ∓1.

❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr✐♥❣ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✼✮ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✹✵

E2
1s = m2c41s, ✭✶✷✻✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠

❢♦r s = 0 mc2,−mc2.
✭✶✷✼✮

❢♦r s = 1
2

mc2,−mc2,mc2,−mc2.
✭✶✷✽✮

✹✵■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1 ♦r δ∓1✳

✸✶



❢♦r s = 1 mc2,−mc2,mc2,−mc2,mc2,−mc2.
✭✶✷✾✮

. . . . . . . . . . . . (2s+ 1) s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ (2s+ 1) s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②.

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✶✶✹✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im ❞❡s❝r✐❜❡s ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ✭♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♦♥❧②✱ i.e. ❞❡s❝r✐❜❡s
❜r❛❞②♦♥s ✭♦r r❡♣s✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s ✇✐t❤ s = 0 ❛♥❞ s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r
❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ s ✐♥t❡❣❡r ❛r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1 ♦r δ∓1✳ ■♥st❡❛❞✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✶✶✺✮✱ ❛❧✇❛②s t❤❛♥❦s t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im✱ ✐t ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❜r❛❞②♦♥s
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✭✶✶✻✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✶✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✶✺✮✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ → −im✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♦✉r
✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠✉st ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ µ→ −im ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❛②✱ ❜✉t ✐t ✐s ❣✉s❤❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
t❛❝❤②♦♥✐❝ s②st❡♠ ❡❛r❧✐❡r t♦ t❤❡ ❙❙❇ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ r❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛❣❡s✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❝✐t❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LM1 ❛♥❞ LM2✳
❲❡❧❧✱ ❛s ✇❡ ❥✉st ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s t❤❛t ✇❡ ❣❡t t❤❡♦r✐❡s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡♥✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ♠❛ss t❡r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✶✺✮ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
✭✈❛❝✉✉♠✮ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss t❡r♠✱ ❧❡❛❞s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣②✳ ■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s✉❜s✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❙❙❇ ❛♥❞ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐s r✐❣❤t t♦ t❤✐♥❦ t❤❡ t✇♦ ❜r❛❞②♦♥✐❝
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✻✮ ❛♥❞ ✭✶✶✼✮ r❡❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♦♥❡s ✭✶✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✶✺✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✭♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✳ ■❢ t❤✐s ✐s ❝♦rr❡❝t✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ✏r❡❝♦♥✈❡rs✐♦♥✑ ♦r t❤❡ ✏t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✑
[11, 12, 13]✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭■❊P✮ t♦
❛ st❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✭❘❊P✮✳ ❚❤✐s ❞r✐✈❡s ✉s t♦ ❣✉❡ss t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r ❇✐❣✲❇❛♥❣ ✭t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✮✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥② ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ✭t❛❝❤②♦♥✐❝ ♦r ■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮✳
❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tt❡r✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ✐ts❡❧❢ ❡①tr❡♠❡❧② ✉♥st❛❜❧❡✱ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❣r❡❛t ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❙❙❇ + t❛❝❤②♦♥✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ✏❇✐❣✲❇r❡❛❦✱✑ t❤❛t t♦♦❦ ✐t t♦ ❛ st❛❜❧❡

✸✷



❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦r ❘❊P
✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ❚❤❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧♦❣✐❝❛❧✲
❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡s t♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ♥♦✇ ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❛t ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡r❡❧② t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❙❙❇ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡
❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s
✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ |φ|4 ♦♥❧②✱ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s ♣r❡❞✐❝ts ❛ ❣r❡❛t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡✲
tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❇✐❣✲❇r❡❛❦✮✱ t❤❛t t♦✉❝❤❡❞ ❛❧❧ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ❜r❛❞②♦♥✐❝
♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ → −im ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥✲
❡r❣② s♦❧✉t✐♦♥s✮✳ ❆t ♣r❡s❡♥t✱ ❛ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ t❤❡ t❡r♠s t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱
❜✉t ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥str✉❝t s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❥♦✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡r
❣r♦✉♣ ♦❢ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣❤②s✐❝s ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r❝❡s ✭❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ str♦♥❣✱ ✇❡❛❦✮✱ ❣♦✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✇♦r❦ ❜❡❣✉♥ ❜②
●❧❛s❤♦✇✲❲❡✐♥❜❡r❣✲❙❛❧❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❡✈❡♥t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✳

❙♦ ❥✉st t♦ ✜♥❛❧✐③❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

µ→ −im,
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✇❤✐❝❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ s✉❜❥❡❝t t♦ ❙❙❇✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❘ t♦♦✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❚P t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②s ❢♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥s ❛♥❞ t❛❝❤②♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡s❡ ❧❛st
❤❛✈❡ s♣❡❡❞ v ✭✐♥ ♠♦❞✉❧❡✮ s♠❛❧❧❡r ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✹✶

✶✳ EB = mc2

(1− v2

c2
)1/2

❀ ET = µc2

( v
2

c2
−1)1/2

, ✐❢ vt > c✳

✷✳ EB = mc2

(1− v2

c2
)1/2

❀ ET = iµc2

(1− v2

c2
)1/2

, ✐❢ vt < c✳

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ EB✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❜r❛❞②♦♥ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ET ✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ t❛❝❤②♦♥✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

m→ iµ

❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ✹✷

µ→ −im,

❛❧❧♦✇ ✐♥ ✷ ✕ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ s♣❡❡❞ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛♥ c ✕ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠
EB t♦ ET ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ i.e. ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝
♦♥❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❧❡tt✐♥❣ ♠❡❛♥ t❤❡s❡ t✇♦
✉♥✐✈❡rs❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛r❛❞♦①✱ ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ✉s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❘✳ ❙✉❝❤ ❛
✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐❣❤t s♣❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❛❝❤②♦♥s ♥♦t ❛s
s✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣ s♣❡❡❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ c ❛♥❞ E2 < 0 ✭✐❡♣s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮ ❛♥❞
t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡ ✭❘❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮ ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s m→ iµ
❛♥❞ µ→ −im✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦ ❜② ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❙❘✱ ❤❛s ♥♦t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡
♦♥❧② ❣♦❛❧ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ ✭❛❜s♦❧✉t❡✮ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ v > c✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡
t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ❤❛s ❛ s♣❡❝✐✜❝
♣❤②s✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ t♦ t❤✐♥❦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥s ❛r❡
♥♦t ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ v > c✱ ❜✉t str♦♥❣❧② ✉♥st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣② [13, 34, 35, 41− 45]✳
❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✕ ❥♦✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❙❙❇ ✇❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r t❛❝❤②♦♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ✕ ♦✉r t❤❡♦r② ❣✐✈❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ → −im ❛ ♣r✐♠❛r②
♠❡❛♥✐♥❣✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛♥ ❛rr♦✇ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡

✹✶◆♦t❡ t❤❛t vt ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❛❝❤②♦♥✳
✹✷❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t s✉❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ s✐❣♥ ✐♥ ❙❘✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❢♦r ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡♠

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im ❛r✐s❡♥ ❢r♦♠ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
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❜r❛❞②♦♥✐❝ ♦♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❜✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ ♥♦t
tr❛♥s❢♦r♠ ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ ✜rst✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im
✭m9 iµ✮✳✹✸ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t♦ t❤❡ ❙❘ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ✐s ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♦✉r t❤❡♦r②
✐t ✐s ❛ r❡❛❧ ❡✛❡❝t✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ■t ✐s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s ✐♥st❛❜✐❧✐t② t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❧ ❡♥❡r❣② ✭❘❊P
✉♥✐✈❡rs❡✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ✉s t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❡①❝❡❡❞s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✷✳✸ ◗✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

(i~χµ∂µ −mc1s)ψs(x) = 0 ✭✶✸✵✮

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0 ✭✶✸✶✮

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣✐✈❡ ✉s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡♥❡r❣② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❛❦❡♥
✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❛t r❡st ✭❢♦r t❤✐s ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏r❡st ❢r❛♠❡✑✮✳ ❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡s ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✱ i.e. ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✳ ❲❡ ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❞❡ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✵✮ ❛♥❞
✭✶✸✶✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛❞♠✐ts s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ 0 ♦r
❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱✹✹ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❛❞♠✐ts s②♠♠❡tr✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r ❛♥② s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ✭❞❡♠♦❝r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ♦✉r ✉♥✐✲
✈❡rs❡ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛tt❡r ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✐t ✐s ♦✈❡r❛❧❧ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r✳ ❉♦❡s
❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✵✮ ❛♥❞ ✭✶✸✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡❄ ■t ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❜❡ ❛ss❡rt❡❞ s✉❝❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❥✉st ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1✱ i.e. t❤❡ ❛s②♠✲
♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❞♠✐ts
❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r❛❝t✐✲
❝❛❜❧❡✱ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♠❛❝r♦✱ s✐♠♣❧② t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r❡
❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❧② s♠❛❧❧ ✇♦r❧❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇✉t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✱ ❛♥❞ s♦
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✈❡♥ts ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✇❤❛t

✹✸■t ✐s ✇❡❧❧ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t ♦✉r t❤❡♦r②✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❙❘✱ ✜①❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ → −im t♦♦✱ i.e.
t❤❡r❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ s✐❣♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✳

✹✹❚❤❡s❡ st❛t❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡
❝❤♦♦s❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1 ♦r δ∓1✿ ♦❜✈✐♦✉s❧② s✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✉r❡✳
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❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✵✮ ❛♥❞ ✭✶✸✶✮ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❧❛t❡r st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤✐♥❣s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐s t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

(i~χµ∂µ −mc1s)ψs(x) = 0,

✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❛❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ i.e. ♠❛❦✐♥❣ ❧❡ss ♦❢
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ µ→ −im✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0

❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ µ→ −im✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡r✐✈❡s✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❝❡ss
♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭s♦ ❣♦♦❞ ❢♦r ❛♥② s✮✱ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ■♥
❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✵✮ ✭❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✭✸✶✮✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡
✐s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs A ❛♥❞ B✱ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✹✺

i~
∂ψs
∂t

+ i~cεi∂iψs = mc2δψs(~x, t) ✭✶✸✷✮

~2
∂2ψs
∂t2

= ~2c2εiεk
∂2ψs
∂xi∂xk

+ i~mc3(εiδ + δεi)
∂ψs
∂xi
−m2c4ψs(~x, t), ✭✶✸✸✮

♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✭✶✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✭✶✸✵✮✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ✭✶✸✸✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣✉t ✐♥ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✐t ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✭✶✸✶✮ ✐♥
✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s

~2
∂2ψs
∂t2

= ~2c2εiεk
∂2ψs
∂xi∂xk

− ~mc3(εiδ + δεi)
∂ψs
∂xi
−m2c4ψs(~x, t). ✭✶✸✹✮

❚❤✐s ♠❛❦❡s ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✵✮ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜✐❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣
✕ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✕ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❢✉❧❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ✭✶✸✶✮
✇✐❧❧ ❛tt❡st ♦❢ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡
❛ s✉r❡ t❡st ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ❛❢t❡r ❛ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ✐♥ ❢✉t✉r❡✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ ❛♥❞ ✇❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✭✶✸✵✮ ❛♥❞ t❤❡
✭✶✸✶✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s✳
❇❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✭✶✸✵✮ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ α✲

✹✺■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ♣❧❛❝❡ δ̃ = δ✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐❢ ✐t ✐s δ±1 ♦r δ∓1✳

✸✻



❊q✉❛t✐♦♥✑ ✭❆α❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ✭✶✸✶✮ ✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲❊q✉❛t✐♦♥✑ ✭❙α❊✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♣r❡❢❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡✱ ✇✐t❤ ψs✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ ψs✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊✳

✷✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝
α✲❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❛t ✐♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

i~
∂ψs
∂t

= −i~cεi∂iψs +mc2δψs. ✭✶✸✺✮

❚❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

−i~∂ψ
†
s

∂t
= i~c∂iψ

†
sεi +mc2ψ†sδ, ✭✶✸✻✮

✇❤❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ε†i = εi✱ δ
† = δ✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✭✶✸✺✮ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲s✐❞❡

❜② ψ†s ❛♥❞ t❤❡ ✭✶✸✻✮ t♦ r✐❣❤t✲s✐❞❡ ❜② ψs✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

i~ψ†s
∂ψs
∂t

= −i~cψ†sεi∂iψs +mc2ψ†sδψs ✭✶✸✼✮

−i~∂ψ
†
s

∂t
ψs = i~c∂iψ

†
sεiψs +mc2ψ†sδψs, ✭✶✸✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ (137)− (138)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(ψ†s
∂ψs
∂t

+
∂ψ†s
∂t
ψs) = −c(ψ†sεi∂iψs + ∂iψ

†
sεiψs), ✭✶✸✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦t❤❡r ❜✉t ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡

∂ρAα
∂t

+ ~∇ ·~jAα = 0, ✭✶✹✵✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♣❧❛❝❡❞

✸✼






ρAα(~x, t) ≡ ψ†sψs ≡ |ψs|2

~jAα(~x, t) ≡ cψ†s~εψs.
✭✶✹✶✮

■❢ ψs(~x, t) ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢②
ρAα(~x, t) ❛♥❞ ~jAα(~x, t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❆α❊✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❛t t❤❡ ρAα(~x, t) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ❥✉st
❧✐❦❡ ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ρAα(~x, t) ❛♥❞ ~jAα(~x, t) ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ψs(~x, t) ❛♥❞ t❤❡
♠❛tr✐❝❡s εi ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s αi✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✉❧t❡r✐♦r ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❆α❊ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❧✐❦❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳
❇② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

❡q✉❛t✐♦♥

∂ρSα
∂t

+ ~∇ ·~jSα = 0, ✭✶✹✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡




ρSα(~x, t) ≡ (ψ†sψ̇s − ψ̇†sψs)
~jSα(~x, t) ≡ c2

(
∂ψ†

s

∂xk
εk~εψs − ψ†s~εεk ∂ψs

∂xk

)
+ mc3

~
ψ†s (δεi + εiδ)ψs.

✭✶✹✸✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s ✕ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ρSα(~x, t) s✉❣❣❡sts ✕ t❤❛t t❤❡ ❙α❊ ❤❛s ❛ ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❙α❊ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ s✉✛❡rs ♦❢ ❛ ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②✳
❆t ✜rst s✐❣❤t✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡t ✉s ❞✐s❝❛r❞ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❆α❊✳ ❘❡❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❙α❊
❛♥❞ ❆α❊✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇♦rt❤✱ i.e.
t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ρAα(~x, t) ❛♥❞ ρSα(~x, t) ❤❛✈❡ ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❧✐❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❜✉t r❛t❤❡r
❛s ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥❧② ✐❢ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s✐♥❣❧❡✲
♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❥✉st✐✜❡❞✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱
❜② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r
❛♥② s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ ψs(~x, t) ❛♥❞ ψs(~x, t) ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ❧✐❦❡
s✐♥❣❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t✱ ♠♦r❡ ♣r♦♣❡r❧②✱ ❛s ✏✜❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳✑

✷✳✺ ▲♦r❡♥t③ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊

❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st s❛t✐s❢② ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ✐♥ ❛♥② ✐♥❡rt✐❛❧

✸✽



❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r❡q✉❡sts

• ❆ ❧❛✇ ♠✉st ❡①✐st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ψs(x) ✭♦r ψs(x)✮ ✐♥ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡
S✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ S ′ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ψ′s(x

′) ✭♦r ψ′s(x
′)✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥ S ′ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ψs(x)

✭♦r ψs(x)✮ ✐♥ S✳

• ■♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ t❤❡ ψ′s(x
′) ✭♦r ψ′s(x

′)✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞
✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② ✐♥ S ′✱ ♠✉st ❜❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ S ′ ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❆α❊ ✭♦r ❙α❊✮✱ i.e.

(
i~χ̃µ∂′µ −mc1s

)
ψ′s(x

′) = 0

[
♦r

(
ξ̃µξ̃ν∂′µ∂

′
ν +

m2c2

~2
1s

)
ψ′s(x

′) = 0

]
,

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χ̃µ ✭♦r ξ̃µ✮ ❛r❡ ♥♦t s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s
χµ ✭♦r ξµ✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ S✱ ❜✉t t❤❡② ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ i.e. ♠✉st ❜❡

(χ̃µ)† = χ̃0χ̃µχ̃0
(
♦r ξ̃†µ = ξ̃µ

)
. ✭✶✹✹✮

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊
❛r❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❡ ♠✉st s❡❛r❝❤ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✭✶✹✹✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
✭✾✶✮✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ ❛♥❞ ξµ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ x ∈M ✭✇❤❡r❡ M
✐s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱
✐❢ ♥♦t ❢♦r ❛ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ U ♦♣❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ S ❛♥❞ S ′ s♦ t❤❛t

χ̃µ = UχµU−1 = UχµU † ✭✶✹✺✮

ξ̃µ = UξµU−1 = UξµU †. ✭✶✹✻✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s χ̃µ ❛♥❞ ξ̃µ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡ts
♦❢ ♠❛tr✐❝❡s χµ ❛♥❞ ξµ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦ ✇r✐tt❡♥

(
i~χµ∂′µ −mc1s

)
ψ′s(x

′) = 0 ✭✶✹✼✮

(
ξµξν∂′µ∂

′
ν +

m2c2

~2
1s

)
ψ′s(x

′) = 0. ✭✶✹✽✮

✸✾



■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ S✱ s♦ t❤❛t ❆α❊
❛♥❞ ❙α❊ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡
❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❧❡ss t♦ r❡♣❡❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥
❛♥② ♣❤②s✐❝s t❡①t❜♦♦❦✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ✇r✐t❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r t❤❡ ✭✶✹✼✮ ❛r❡





ψ′s(x
′) = S(Λ)ψs(x)

S(Λ−1) = S−1(Λ)

Λµνχ
ν = S−1(Λ)χµS(Λ),

✭✶✹✾✮

✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✭✶✹✽✮ ❛r❡ ✹✻





ψ′s(x
′) = S̃(Λ)ψs(x)

S̃(Λ−1) = S̃−1(Λ)

ηµνΛαµΛ
β
ν = S̃−1(Λ)ηαβS̃(Λ),

✭✶✺✵✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ S(Λ) ❛♥❞ S̃(Λ)✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+✳
❋r♦♠ t❤❡ ●r♦✉♣ ❚❤❡♦r②✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ s✉❝❤ ❛ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛❝t✱ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ st✉❞②
♦❢ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✈❡s ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛
♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ L↑+ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣ SO(4)✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ L↑+ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ SO(4)✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ SO(4)
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s (l,m)✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(2)✱ ♦♥ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

LieSO(4) ∼ Lie [SU(2)⊗ SU(2)] .

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ SO(4) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹✼

Dl,m(R),

❢r♦♠ t❤❛t✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ss❡rt❡❞✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t Dl,m(R) ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(2l+1)(2m+1)✳ ❚❤❡♥❝❡✱ ✐t q✉✐❝❦❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ (0, 0) ❣✐✈❡s ❛ s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ✐♥❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1

2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
) ❣✐✈❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ (1

2
, 0)⊕(0, 1

2
)

❣✐✈❡s ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ L↑+ ❛♥❞ SO(4) ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
✇❡ ❤❛✈❡ ✹✽

✹✻❲❡ ♣❧❛❝❡ ησρ ≡ ξσξρ✳
✹✼R ∈ SO(4)✳
✹✽Λ ∈ L↑

+✳

✹✵



S(Λ) = Dl,m(R) = Dl,m(Λ) ✭✶✺✶✮

S̃(Λ) = D̃l,m(R) = D̃l,m(Λ), ✭✶✺✷✮

✇❤❡r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣❧❛❝❡❞ R ✇✐t❤ Λ ❢♦r ♦❜✈✐♦✉s r❡❛s♦♥s✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ s❛✐❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✜❡❧❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✶✹✼✮ ❛♥❞ ✭✶✹✽✮ ❛r❡

ψ′s(x
′) = S(Λ)ψs(x) = Dl,m(Λ)ψs(x) ✭✶✺✸✮

ψ′s(x
′) = S̃(Λ)ψs(x) = D̃l,m(Λ)ψs(x). ✭✶✺✹✮

❋♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t✱ Dl,m(Λ) ❛♥❞ D̃l,m(Λ) ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

(2l + 1)(2m+ 1) = 2s+ 1.

■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ S(Λ) ❛♥❞ S̃(Λ) ✐s

S(Λ) = Dl,m(Λ) = e
i
2
ωµν(Mµν)l,m ✭✶✺✺✮

S̃(Λ) = D̃l,m(Λ) = e
i
2
ωµν(Iµν)l,m , ✭✶✺✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ωµν ❛r❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ (Mµν)l,m ❛♥❞ (Iµν)l,m ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(2l + 1)(2m+ 1)✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ L↑+✳ ❚❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐s

[
(Mλτ )l,m, (Mρσ)l,m

]
= −i

[
gλσ(Mτρ)l,m + gτρ(Mλσ)l,m − gλρ(Mτσ)l,m − gτσ(Mλρ)l,m

]
✭✶✺✼✮

[
(Iµν)l,m, (Iρσ)l,m

]
= −i

[
gµσ(Iνρ)l,m + gνρ(Iµσ)l,m − gµρ(Iνσ)l,m − gνσ(Iµρ)l,m

]
. ✭✶✺✽✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs (Mµν)l,m ❛♥❞ (Iµν)l,m

❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ ❛♥❞ ξµ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

[
(Mαβ)l,m, χν

]
= −2i

(
gναχβ − gνβχα

)
✭✶✺✾✮

[
(Iµν)l,m, ηαβ

]
= −i

(
gναηµβ + gνβηαµ − gµαηνβ − gµβηαν

)
. ✭✶✻✵✮

✹✶



❚❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛s s♦♦♥ ❛s ✇r✐tt❡♥ s❛② ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs (Mµν)l,m ❛♥❞ (Iµν)l,m ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡
s♦ t❤❛t t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❛r❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

(2l + 1)(2m+ 1) = 2s+ 1,

t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs (Mµν)l,m ❛♥❞ (Iµν)l,m ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ ❛♥❞ ξµ

❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡② ♠✉st r❡s♣❡❝t t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t t♦✇❛r❞s χµ ❛♥❞ ξµ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛❧❧②

✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❛s❦ t❤❛t t❤❡② ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t✇♦ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞✱ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ S t♦ S ′✱ ❧✐❦❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥ts ✹✾

jνs = cψ̄sχ
νψs ✭✶✻✶✮

jνs = i
[
(∂µψ

†
s)ξ

µξνψs − ψ†sξνξµ(∂µψs)
]
, ✭✶✻✷✮

♦♥❡ ♠✉st ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐s

j′
µ
s = Λµν j

ν
s ✭✶✻✸✮

j′µs = Λµνj
ν
s . ✭✶✻✹✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs (Mµν)l,m ❛♥❞ (Iµν)l,m s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s

χ0
[
(Mµν)l,m

]†
χ0 = (Mµν)l,m ✭✶✻✺✮

[
(Iµν)l,m

]†
= (Iµν)l,m. ✭✶✻✻✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ L↑+✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss❡rt t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✈❛r✐❛♥t
✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✺✵

✹✾❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ✭✶✹✶✮ ❛♥❞ ✭✶✹✸✮✳
✺✵S(Λ) = e

i
2
ωµν(M

µν)l,m ✳

✹✷







ψ′s(x
′) = S(Λ)ψs(x)

S(Λ−1) = S−1(Λ)

Λµνχ
ν = S−1(Λ)χµS(Λ)

[
(Mαβ)l,m, χν

]
= −2i

(
gναχβ − gνβχα

)

χ0
[
(Mµν)l,m

]†
χ0 = (Mµν)l,m,

✭✶✻✼✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✺✶





ψ′s(x
′) = S̃(Λ)ψs(x)

S̃(Λ−1) = S̃−1(Λ)

ηµνΛαµΛ
β
ν = S̃−1(Λ)ηαβS̃(Λ)

[
(Iµν)l,m, ηαβ

]
= −i

(
gναηµβ + gνβηαµ − gµαηνβ − gµβηαν

)

[
(Iµν)l,m

]†
= (Iµν)l,m.

✭✶✻✽✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✭❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r
t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✮✱ ❜✉t ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+✳

✷✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

(i~χµ∂µ −mc1s)ψs(x) = 0 ✭✶✻✾✮

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0. ✭✶✼✵✮

❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ✺✷

e−ik·xus(k), ✭✶✼✶✮

✺✶S̃(Λ) = e
i
2
ωµν(I

µν)l,m ✱ ησρ ≡ ξσξρ✳
✺✷kµ ≡ (ωc ,

~k)✳

✹✸



✇❤❡r❡ us(k) ✐s ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ k ♦♥❧②✳ ❇✉t ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦

eik·xvs(k), ✭✶✼✷✮

✇❤✐❝❤✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ✭✶✻✾✮ ❛♥❞ t♦ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✶✼✶✮ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✵✮✳✺✸ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❛t t❤❡ t✇♦
✭♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡

e−ik·xus(k) ❛♥❞ e
ik·xvs(k). ✭✶✼✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ♦♥❡ ♠✉st r❡♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡♠
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✼✸✮✳ ▼❛❦✐♥❣ ✐t ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❆α❊✱ ✇❡ ❣❡t




(~χµkµ −mc1s) us(k) = 0

(~χµkµ +mc1s) vs(k) = 0
✭✶✼✹✮

❛♥❞✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣✉t ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ✏r❡st ❢r❛♠❡✑




(~χµkµ −mc1s) us(ωc ,~0) = 0

(~χµkµ +mc1s) vs(
ω
c
,~0) = 0,

✭✶✼✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝ts✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❜② c ❛♥❞ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t
E = mc2 ❛♥❞ χ0 = δ±1✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥




δ±1us(

ω
c
,~0) = 1sus(

ω
c
,~0)

δ±1vs(
ω
c
,~0) = −1svs(ωc ,~0).

✭✶✼✻✮

◆♦✇ ✇❡ ♠✉st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s ✺✹

u0

(ω
c
,~0
)
= 1, v0

(ω
c
,~0
)
= 1 ❢♦r s = 0 ✭✶✼✼✮

✺✸❘❡❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡s ✭✶✼✶✮ ❛♥❞ ✭✶✼✷✮ ❛❧❧♦✇ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ±1 t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ∓1 ❛♥❞
✈✐❝❡✲✈❡rs❛ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✾✮✳

✺✹❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ♦❢ s = 0 ❛♥❞ s = 1/2✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛
st❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ∓1 t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ us s♦❧✉t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ vs
s♦❧✉t✐♦♥s✳

✹✹



u
(1)
1/2

(ω
c
,~0
)
=

(
1
0

)
, v

(1)
1/2

(ω
c
,~0
)
=

(
0
1

)
❢♦r s = 1

2
✭✶✼✽✮

u
(1)
1

(ω
c
,~0
)
=




1
0
0


 , u

(2)
1

(ω
c
,~0
)
=




0
0
1


 , v

(1)
1

(ω
c
,~0
)
=




0
1
0


 ❢♦r s = 1 ✭✶✼✾✮

♦❢ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐❞❡♥t✐❢② st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛ st❛t❡ ✇✐t❤
♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳

u
(1)
3/2

(ω
c
,~0
)
=




1
0
0
0


 , u

(2)
3/2

(ω
c
,~0
)
=




0
0
1
0




v
(1)
3/2

(ω
c
,~0
)
=




0
1
0
0


 , v

(2)
3/2

(ω
c
,~0
)
=




0
0
0
1


 ❢♦r s = 3

2
✭✶✽✵✮

♦❢ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ ✐❞❡♥t✐❢② st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡s ✐❞❡♥t✐❢②
st❛t❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ❡t❝ . . . . . . ❡t❝ . . . . . . . . . . . . . . . . . .

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ us(k) ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ vs(k) ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤♦s❡
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ❥✉st s❡❡♥✱ ✐t ❡♠❡r❣❡s t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s✱
❢♦r s = 0✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱
(2s + 1)/2 s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ (2s + 1)/2 s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r
s ✐♥t❡❣❡r✱ (s + 1) s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ s s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✭❢♦r δ∓1 t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✇✐t❤ s s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ (s + 1) s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s ❡①✐st✐♥❣✱ ❢♦r s ✐♥t❡❣❡r✱ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❆α❊✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡
♦♥❡ ❤❛s

❢♦r s = 0 :




ψ

(+)
s=0(x

0,~0) = e−iEt/~

ψ
(−)
s=0(x

0,~0) = eiEt/~
✭✶✽✶✮

✹✺



❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r :





ψ
(α)
s,+(x

0,~0) = e−iEt/~u
(α)
s

(
ω
c
,~0
)

ψ
(α)
s,−(x

0,~0) = eiEt/~v
(α)
s

(
ω
c
,~0
) ✭✶✽✷✮

✇✐t❤ α ∈ K̃ =
{
1, . . . , 2s+1

2

}
✳

❢♦r s ✐♥t❡❣❡r :





ψ
(α)
s,+(x

0,~0) = e−iEt/~u
(α)
s

(
ω
c
,~0
)

ψ
(β)
s,−(x

0,~0) = eiEt/~v
(β)
s

(
ω
c
,~0
) ✭✶✽✸✮

✇✐t❤ α ∈M = {1, . . . , s+ 1} ❛♥❞ β ∈ N = {1, . . . , s}✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡
❆α❊ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✺✺





u
(γ)
s (k) = S(Λ)u

(γ)
s

(
ω
c
,~0
)

v
(δ)
s (k) = S(Λ)v

(δ)
s

(
ω
c
,~0
)
,

✭✶✽✹✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s ✺✻




ψ

(γ)
s,+(x) = e−ik·xu

(γ)
s (k)

ψ
(δ)
s,−(x) = eik·xv

(δ)
s (k).

✭✶✽✺✮

■t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✏♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥s✑

❢♦r s = 0 :





ψ̄
(+)
s=0(x)ψ

(+)
s=0(x) = 1

ψ̄
(−)
s=0(x)ψ

(−)
s=0(x) = −1

ψ̄
(+)
s=0(x)ψ

(−)
s=0(x) = 0 = ψ̄

(−)
s=0(x)ψ

(+)
s=0(x)

✭✶✽✻✮

✺✺S(Λ) ∈ L↑
+✳

✺✻◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s γ, δ r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡ts ❜❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✹✻



❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r :





ψ̄
(α)
s,+(x)ψ

(β)
s,+(x) = δαβ

ψ̄
(α)
s,−(x)ψ

(β)
s,−(x) = −δαβ

ψ̄
(α)
s,+(x)ψ

(β)
s,−(x) = 0 = ψ̄

(α)
s,−(x)ψ

(β)
s,+(x)

✭✶✽✼✮

✇❤❡r❡ α, β ∈ K̃ =
{
1, . . . , 2s+1

2

}
✳

❢♦r s ✐♥t❡❣❡r :





ψ̄
(α)
s,+(x)ψ

(β)
s,+(x) = δαβ

ψ̄
(γ)
s,−(x)ψ

(ε)
s,−(x) = −δγε

ψ̄
(α)
s,+(x)ψ

(γ)
s,−(x) = 0 = ψ̄

(ε)
s,−(x)ψ

(β)
s,+(x)

✭✶✽✽✮

✇❤❡r❡ α, β ∈M = {1, . . . , s+ 1} ❛♥❞ γ, ε ∈ N = {1, . . . , s}✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❆α❊ r❡s♣❡❝t ❛❧s♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥s✑

1

2

[
ψ

(+)
s=0(x)ψ̄

(+)
s=0 −ψ

(−)
s=0(x)ψ̄

(−)
s=0

]
= 1, ❢♦r s = 0 ✭✶✽✾✮

∑

α∈M,N,K̃

[
ψ

(α)
s,+(x)ψ̄

(α)
s,+ −ψ(α)

s,−(x)ψ̄
(α)
s,−

]
= 1s, ∀s ∈ N/2− {0}. ✭✶✾✵✮

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ ❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r✮ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛✲
t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❆α❊✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐rst
♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
♦✉r ❝❛s❡✱ ❣r♦✉♣✐♥❣ ✐♥ ψ(+)

s (x) ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱
❛♥❞ ✐♥ ψ(−)

s (x) t❤♦s❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝
α✲❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

ψs(x) = ψ
(+)
s (x) +ψ(−)

s (x). ✭✶✾✶✮

✹✼



■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠✉st✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r ψ(+)
s (x) ❛♥❞ ψ(−)

s (x)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t

ψ(+)
s (x) =

1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2|λ|ω̃k
∑

α

e−ik·xbα(k)u
(α)
s (k) ✭✶✾✷✮

ψ(−)
s (x) =

1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2|λ|ω̃k
∑

β

eik·xd∗β(k)v
(β)
s (k), ✭✶✾✸✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ bα(k) ❛♥❞ d
∗
β(k)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❲❡ st✐❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ψ(+)
s (x) ❛♥❞ ψ(−)

s (x) ❛r❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥✲
t✐t✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ u(α)s (k) ❛♥❞ v

(β)
s (k) ❛r❡ s♦ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ d3k/2|λ|ω̃k ✐s ❛

▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t②✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡r✐✈❡s ❜② d4k✱ δ[λ(k2 − m2c2/~2)] ❛♥❞ θ(k0)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧
▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ✐s

ψs(x) =
1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2|λ|ω̃k

[
∑

α

e−ik·xbα(k)u
(α)
s (k) +

∑

β

eik·xd∗β(k)v
(β)
s (k)

]
, ✭✶✾✹✮

✇❤✐❝❤✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣✳

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ψ̄s(x) = ψ†s(x)χ
0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψ̄s(x) =
1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2|λ|ω̃k

[
∑

α

b∗α(k)ū
(α)
s (k)eik·x +

∑

β

dβ(k)v̄
(β)
s (k)e−ik·x

]
. ✭✶✾✺✮

▲❡t ✉s s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ♥♦✇ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛❜❡❧s s✿

❢♦r s = 0 :




ψs=0(x) =

1
(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

[
b(k)e−ik·x + d∗(k)eik·x

]

ψ
†
s=0(x) =

1
(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

[
d(k)e−ik·x + b∗(k)eik·x

]
.

✭✶✾✻✮

❚❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞❡r ❝❛♥♥♦t ❛✈♦✐❞ t♦ s❡❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✶✾✻✮ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥t♦ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♠❡❛s✉r❡✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t λ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✲s❤❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

✹✽



λk2 = λ
(mc

~

)2
. ✭✶✾✼✮

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ λ = 2π ❛♥❞ ♣✉t ♦✉rs❡❧✈❡s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✺✼

ψs=0(x) =

∫

K3

d3k

(2π)32ωk

[
b(k)e−ik·x + d∗(k)eik·x

]
✭✶✾✽✮

ψ
†
s=0(x) =

∫

K3

d3k

(2π)32ωk

[
d(k)e−ik·x + b∗(k)eik·x

]
, ✭✶✾✾✮

t❤❛t ❥✉st ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r : ✺✽





ψs(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

∑
α∈K̃

[
bα(k)u

(α)
s (k)e−ik·x + d∗α(k)v

(α)
s (k)eik·x

]

ψ̄s(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

∑
α∈K̃

[
dα(k)v̄

(α)
s (k)e−ik·x + b∗α(k)ū

(α)
s (k)eik·x

]
,

✭✷✵✵✮

❢♦r s ✐♥t❡❣❡r : ✺✾





ψs(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

[∑
α∈M bα(k)u

(α)
s (k)e−ik·x +

∑
β∈N d

∗
β(k)v

(β)
s (k)eik·x

]

ψ̄s(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2|λ|ω̃k

[∑
β∈N dβ(k)v̄

(β)
s (k)e−ik·x +

∑
α∈M b∗α(k)ū

(α)
s (k)eik·x

]
.

✭✷✵✶✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ψs(x) ❛♥❞ ψ̄s(x) ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❊✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤✐♥❣ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t
r❡❣❛r❞s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bα(k) ❛♥❞ dβ(k) ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s b∗α(k) ❛♥❞ d∗β(k)✳ ❲✐t❤✐♥
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♦t❤❡r ❜✉t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✭✐♥t❡❣r❛❧✮ ❋♦✉r✐❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✭✏♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s✑ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞✳✻✵ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❈❈❘ ♦r ❈❆❘✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
st✉❞✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❜♦s♦♥s ♦r ❢❡r♠✐♦♥s✿

✺✼■♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts ωk = E/c = ω̃k✳
✺✽K̃ =

{
1, . . . , 2s+1

2

}
✳

✺✾M = {1, . . . , s+ 1} ❛♥❞ N = {1, . . . , s}✳ ■❢ δ = δ∓1 t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞✳
✻✵■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ b∗α(k) ❛♥❞ d

∗
β(k)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ b†α(k) ❛♥❞ d

†
α(k)✱ ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ bα(k) ❛♥❞ dα(k)

❛r❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♥❡s✳

✹✾



❜♦s♦♥s :





[bα(k), b
†
β(k
′)] = [dα(k), d

†
β(k
′)] = 2|λ|ω̃k(2π~)2δ3(~k − ~k′)δαβ

[bα(k), bβ(k
′)] = [b†α(k), b

†
β(k
′)] = 0

[dα(k), dβ(k
′)] = [d†α(k), d

†
β(k
′)] = 0

✭✷✵✷✮

❢❡r♠✐♦♥s :





{bα(k), b†β(k′)} = {dα(k), d
†
β(k
′)} = 2|λ|ω̃k(2π~)2δ3(~k − ~k′)δαβ

{bα(k), bβ(k′)} = {b†α(k), b†β(k′)} = 0

{dα(k), dβ(k′)} = {d†α(k), d†β(k′)} = 0.

✭✷✵✸✮

❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ bα(k) ❛♥❞ dβ(k)
❧✐❦❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡
♠❛tt❡r ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❛❧t ❛❤❡❛❞✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

α✲❡q✉❛t✐♦♥

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0. ✭✷✵✹✮

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉t✐❧✐③❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ tr②✱ ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱
t♦ ❛✈♦✐❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ♠❡t✳ ❆❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❙α❊ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛♥❡✲
✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✭✶✼✸✮✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❆α❊✱ ✐❢ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✭✷✵✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s





(
ξµξνkµkν − m2c2

~2
1s

)
us(k) = 0

(
ξµξνkµkν − m2c2

~2
1s

)
vs(k) = 0,

✭✷✵✺✮

✇❤✐❝❤✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②✱ s❛② t❤❛t us(k) ❛♥❞ vs(k) ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t us(k) ❛♥❞ vs(k) ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✱ ♦♥❡
❞❡✜♥❡s

zs(k) ≡ us(k) = vs(k), ✭✷✵✻✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s

✺✵






ψ

(+)
s (x) = e−ik·xzs(k)

ψ
(−)
s (x) = eik·xzs(k).

✭✷✵✼✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ψ(+)
s (x) ❛♥❞ ψ(−)

s (x) ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❆α❊✱ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ✏♣r♦❣r❡ss✐✈❡✑ ✭tr❛✈❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ ❛♥❞ ✏r❡❣r❡ss✐✈❡✑ ✭tr❛✈❡❧✐♥❣
❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t✮ ✇❛✈❡s ♦♥❧②✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ zs(k) s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

(
ξµξνkµkν −

m2c2

~2
1s

)
zs(k) = 0. ✭✷✵✽✮

❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ zs(k)✱ ♣✉tt✐♥❣ ✉s ✕ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✕ ✐♥ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡✳
❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

(
~2ω2

1s −m2c41s
)
zs

(ω
c
,~0
)
= 0 ✭✷✵✾✮

❛♥❞✱ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t E2 = ~2ω2✱ E2 = m2c4 ✭sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r❡st ❢r❛♠❡✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
✐❞❡♥t✐t②

1szs

(ω
c
,~0
)
= 1szs

(ω
c
,~0
)
, ✭✷✶✵✮

t❤❛t ❣✐✈❡s

z0

(ω
c
,~0
)
= 1 ❢♦r s = 0 ✭✷✶✶✮

z
(1)
1/2

(ω
c
,~0
)
=

(
1
0

)
, z

(2)
1/2

(ω
c
,~0
)
=

(
0
1

)
❢♦r s = 1

2
✭✷✶✷✮

z
(1)
1

(ω
c
,~0
)
=




1
0
0


 , z

(2)
1

(ω
c
,~0
)
=




0
1
0


 , z

(3)
1

(ω
c
,~0
)
=




0
0
1


 ❢♦r s = 1 ✭✷✶✸✮

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ❡t❝ . . . . . . ❡t❝ . . . . . .

✺✶



♥❛♠❡❧② t❤❡r❡ ❛r❡ (2s + 1) ✏♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✑ zs
(
ω
c
,~0
)

❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝

α✲❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❝❧❡❛♥ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❧✐❦❡
✐t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❙α❊
sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ st❛t❡s r❡❛❞ s✉❝❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥❧②✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ♠✉st ♥♦t ✇♦rr②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❙α❊ ❞❡♠❛♥❞s ✐t✱ i.e. ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✇❤② ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ✇✐t❤✐♥ ✐ts❡❧❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤♦✉t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇❡✐♥❣ ψ†sψs ❛ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t② s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡✱ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

z†(α)s

(ω
c
,~0
)
z(β)s

(ω
c
,~0
)
, ✭✷✶✹✮

t❤❛t ❜❛♥❛❧❧② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ δαβ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✱ ✇❤❡r❡ α, β ∈ {1, ..., 2s+ 1}✳

❋♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ψ†sψs✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t

ψs(x) = e±ik·xzs(k), ✭✷✶✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s

ψ†s(x)ψs(x) = z†s(k)zs(k). ✭✷✶✻✮

❋r♦♠ t❤❡ ✭✷✶✻✮✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r ✇❡ ♥❡❡❞ zs(k) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞ ψs(x)✳ ❙✐♥❝❡ ✻✶

z(α)s (k) = S(Λ)z(α)s

(ω
c
,~0
)
, ✭✷✶✼✮

✐t ❢♦❧❧♦✇s

z†(α)s (k)z(β)s (k) = δαβ ✭✷✶✽✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

ψ†s(x)ψs(x) = δαβ, ✭✷✶✾✮

✻✶❖❢ ❝♦✉rs❡✱ S(Λ) ∈ L↑
+✳ ■t ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐t❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑

+✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❝t✐♦♥ 2.5✳

✺✷



✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦❢ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡✿ ❢♦r ❛♥②
s ∈ N/2✮ ❢♦r t❤❡ ❙α❊✳ ■t ✐s ❛❧s♦ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ tr② t❤❛t ✐s ✇♦rt❤

2s+1∑

α=1

[
ψ(α)
s (x)ψ†(α)s (x)

]
= 1s, ✭✷✷✵✮

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊✳ ❚♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇r✐t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✳ ❇❡✐♥❣ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r
✐♥t❡❣r❛❧

1

(2π~)2

∫

K4

d4k

2s+1∑

α=1

aα(k)z
(α)
s (k)e±ik·x, ✭✷✷✶✮

✇❤❡r❡ aα(k) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣✿ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛ss✲s❤❡❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ θ(k0)✱✻✷ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ a∗α(k) ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bα(k)✱✻✸ ✐t ♠❛②
❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✭✷✷✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

ψs(x) =
1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2ω̃k|λ|

2s+1∑

α=1

z(α)s (k)
[
aα(k)e

±ik·x + bα(k)e
∓ik·x

]
, ✭✷✷✷✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✭❝♦✈❛r✐❛♥t✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❛t✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❛❞❥♦✐♥t ✜❡❧❞✮

ψ†s(x) =
1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2ω̃k|λ|

2s+1∑

α=1

z†(α)s (k)
[
a∗α(k)e

∓ik·x + b∗α(k)e
±ik·x

]
. ✭✷✷✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ✇✐t❤ t❤❛t ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❆α❊✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ − + ❛♥❞✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ bα(k)✱ ✇❡ t❛❦❡ b∗α(k)✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❡①♣❡❞✐❡♥ts
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❜❡❝♦♠❡





ψs(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2ω̃k|λ|

∑2s+1
α=1 z

(α)
s (k)

[
aα(k)e

−ik·x + b∗α(k)e
ik·x
]

ψ†s(x) =
1

(2π~)2

∫
K3

d3k
2ω̃k|λ|

∑2s+1
α=1 z

†(α)
s (k)

[
a∗α(k)e

ik·x + bα(k)e
−ik·x

]
.

✭✷✷✹✮

✻✷■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❆α❊✱ ✐t ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ k0 > 0✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✳

✻✸■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t aα(−k) 6= a∗α(k)✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ✐s ♥♦t r❡❛❧✳

✺✸



❲❡ ♣r♦♠♣t❧② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❊✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ψs(x) ❤❛s ❛♥ ✉❧tr❛✲❝♦♠♣❛❝t
❢♦r♠✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐s r✐❣❤t ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ❞♦❡s ♥♦t
s✉✛❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s②♠♣t♦♠ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ψs(x) ✐s ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❜❡
❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠ ✇✐❧❧ ♥♦t
❝❡rt❛✐♥❧② ❡s❝❛♣❡ t♦ t❤❡ s❝r✉♣✉❧♦✉s r❡❛❞❡r✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ z(α)s (k) ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
st❛t❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ s✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ (2s+1)✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❢♦r s = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψs=0(x) =
1

(2π~)2

∫

K3

d3k

2ω̃k|λ|
[
a(k)e−ik·x + b∗(k)eik·x

]
, ✭✷✷✺✮

i.e. t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s = 0 ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❛s s♦♦♥ ❛s ✇r✐tt❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ = 2π + ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ψs=0(x) =

∫

K3

d3k

(2π)32ωk

[
a(k)e−ik·x + b∗(k)eik·x

]
, ✭✷✷✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❤❡r❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aα(k) ❛♥❞ bα(k)
❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡s a∗α(k) ❛♥❞ b

∗
α(k)✱ t❤❛t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭s❡❝♦♥❞ q✉❛♥✲

t✐③❛t✐♦♥✮✱ ❜❡❝♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳✻✹ ❚❤❡② ❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❜♦s♦♥s ♦r ❢❡r♠✐♦♥s

❜♦s♦♥s :





[aα(k), a
†
β(k
′)] = [bα(k), b

†
β(k
′)] = 2|λ|ω̃k(2π~)2δ3(~k − ~k′)δαβ

[aα(k), aβ(k
′)] = [a†α(k), a

†
β(k
′)] = 0

[bα(k), bβ(k
′)] = [b†α(k), b

†
β(k
′)] = 0

✭✷✷✼✮

❢❡r♠✐♦♥s :





{aα(k), a†β(k′)} = {bα(k), b
†
β(k
′)} = 2|λ|ω̃k(2π~)2δ3(~k − ~k′)δαβ

{aα(k), aβ(k′)} = {a†α(k), a†β(k′)} = 0

{bα(k), bβ(k′)} = {b†α(k), b†β(k′)} = 0.

✭✷✷✽✮

✻✹■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ a∗α(k) ❛♥❞ b
∗
α(k)✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ a†α(k) ❛♥❞ b

†
α(k)✱ ❛r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ aα(k) ❛♥❞ bα(k)

❛r❡ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♥❡s✳

✺✹



✸ ❊q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ▲❡❢t✲ ❛♥❞ ❘✐❣❤t✲❍❛♥❞❡❞ P❛rt✐❝❧❡s

❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t♦ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ t❤❡♦r② ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❡s❝❛♣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss ❛♥❞ r❡s✉❧t❛♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❲❡②❧
❛♥❞ ▼❛❥♦r❛♥❛ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ❛ ✉s❡❢✉❧ ✇❛②✳ ■t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝
t❤❡♦r② ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❲❡②❧ ❛♥❞ ▼❛❥♦r❛♥❛ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❡ ♦✉t [14, 52]✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ tr②
♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❥✉st ❢r♦♠ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞
❙α❊✱ ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞ ❤♦❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❯♥❡①♣❡❝t❡❞❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❛t❡ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞
❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠♦r❡✳

✸✳✶ ❲❡②❧ t❤❡♦r② r❡✈✐s✐t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ

❚❤❡ s♦ ❢❛r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❛♥❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭♠❛tr✐①✮ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ♦❢
s♣✐♥ sµ✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❜r❛❞②♦♥✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (δ,−εi)✱✻✺ ❡❛s✐❧② ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ❜❡✐♥❣ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1

2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
) ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ L↑+✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②

♠❛❦❡ ✐s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ m = 0✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲ ❛♥❞
r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❲❡ st❛rt✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ φR(x) ❛♥❞ φL(x)✱ t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② [48]

{
φ′R(x

′) = DRφR(x)

φ′L(x
′) = DLφL(x),

✭✷✷✾✮

✇❤❡r❡
{
DR = e

i
2
~σ·(~θ−i~φ)

DL = e
i
2
~σ·(~θ+i~φ).

✭✷✸✵✮

✻✺❘❡❛❧❧②✱ ✐t ✐s sµ ≡ (δ̃,−εi) = (iδ,−εi)✱ ❜✉t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❙♦ ✇❡ ♣❧❛❝❡ δ̃ = δ✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❤❡r♠✐t✐❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥❧②✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✺✺



❆s ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❡ ❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s γµ ❛♥❞ ♣✉tt✐♥❣ m = 0✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤❛♥❦s t♦ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s t♦♦✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ ✇✐t❤♦✉t t❤❡
❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ t❤✐s ✐s t❤❡ ❧✐♥❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡
❝♦♥str✉❝t ♥♦✇ t❤❡ t✇♦ ❜✐❧✐♥❡❛r ❝♦✈❛r✐❛♥ts

φ
†
R(▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t)φR; φ

†
L(▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t)φL, ✭✷✸✶✮

t❤❛t ♠✉st ❜❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s DR ❛♥❞ DL ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ L↑+✳
❋♦r t❤❡ ❲❡②❧ t❤❡♦r② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ φR t❤❡
s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t σµpµ ❛♥❞ ❛s ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ φL t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
σ̃µpµ✱ ✇❤❡r❡ ✻✻

σµ ≡ (12, ~σ), σ̃µ ≡ (12,−~σ). ✭✷✸✷✮

❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❲❡②❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣
s♦♠❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
✜❡❧❞s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡♥✱ ✐t s❡❡♠s ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t t♦ r❡♣❧❛❝❡ σµ ❛♥❞ σ̃µ ✇✐t❤ ❥✉st t❤❡
s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s♣✐♥ 1/2 ✭φR ❛♥❞ φL ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ♦❢ t❤✐s t②♣❡✮✱ i.e. ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs

s̃µ1/2 = (δ1/2, ~ε1/2), sµ1/2 = (δ1/2,−~ε1/2) ✭✷✸✸✮

♥❛♠❡❧②✱ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ~ε1/2 = 1/2~σ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✻✼

s̃µ1/2 =

(
δ1/2,

1

2
~σ

)
, sµ1/2 =

(
δ1/2,−

1

2
~σ

)
. ✭✷✸✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡

s̃µ1/2pµ, sµ1/2pµ ✭✷✸✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s
✻✻◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇✐t❤ s✉❜✐♥❞❡① 2 ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✳
✻✼❲❡ ❛r❡ ✐♥t♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ = δ±1✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ = δ∓1 ❣✐✈❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts✳

✺✻






φ
†
R(s̃

µ
1/2pµ)φR = φ†R

(
δ1/2p0 − 1

2
~σ · ~p

)
φR

φ
†
L(s

µ
1/2pµ)φL = φ†L

(
δ1/2p0 +

1
2
~σ · ~p

)
φL.

✭✷✸✻✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♠♣t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
✉♥❞❡r DR ❛♥❞ DL t❤❡ ✭✷✸✻✮ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

φ
′†
R(s̃

µ
1/2pµ)

′φ′R = φ†R(s̃
µ
1/2pµ)φR ✭✷✸✼✮

φ
′†
L(s

µ
1/2pµ)

′φ′L = φ†L(s
µ
1/2pµ)φL, ✭✷✸✽✮

i.e. t❤❡② ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1
2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
) ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ L↑+✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φR✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s LR ❛♥❞ LL t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✭✷✸✺✮✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣
✐♥ t❤❡♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✻✽

pµ → i∂µ, ✭✷✸✾✮

t❤❛♥❦s t♦ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s




LR ≡ φ†R(s̃µ1/2pµ)φR = iφ†R(s̃

µ
1/2∂µ)φR

LL ≡ φ†L(sµ1/2pµ)φL = iφ†L(s
µ
1/2∂µ)φL.

✭✷✹✵✮

❆s s♠♦♦t❤❧② ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ LR ❛♥❞ LL ❛r❡ ♥♦t ❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ t❛❦❡ ✻✾





LR ≡ iφ†R(s̃
µ
1/2

←→
∂µ )φR = i

2

[
φ
†
R(s̃

µ
1/2∂µ)φR − (∂µφ

†
R)s̃

µ
1/2φR

]

LL ≡ iφ†L(s
µ
1/2

←→
∂µ )φL = i

2

[
φ
†
L(s

µ
1/2∂µ)φL − (∂µφ

†
L)s

µ
1/2φL

]
,

✭✷✹✶✮

✻✽❙✉❝❤ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✿ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♣✉t ✉s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧
✉♥✐ts✳

✻✾■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡

A
←→
∂µB ≡

1

2

[
A(∂µB)− (∂µA)B

]
,

✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ A = iφ†
Rs̃

µ
1/2✱ B = φR ❛♥❞ A = iφ†

Ls
µ
1/2✱ B = φL✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✼



✇❤✐❝❤✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛s ✐t ✐s ❜❛♥❛❧ t♦ ✈❡r✐❢②✱ ❛r❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL✳ ❚❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ✜❡❧❞s ❣✐✈❡

is̃µ1/2∂µφR = 0 ✭✷✹✷✮

isµ1/2∂µφL = 0. ✭✷✹✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✱ ❛r❡

(
δ1/2∂0 +

1

2
~σ · ~∇

)
φR(~x, t) = 0 ✭✷✹✹✮

(
δ1/2∂0 −

1

2
~σ · ~∇

)
φL(~x, t) = 0. ✭✷✹✺✮

■♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ✭✷✹✷✮ ❛♥❞ ✭✷✹✸✮ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥st❡❛❞

s̃µ1/2pµφR = 0 ✭✷✹✻✮

sµ1/2pµφL = 0, ✭✷✹✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s

(
δ1/2p0 −

1

2
~σ · ~p

)
φR(~x, t) = 0 ✭✷✹✽✮

(
δ1/2p0 +

1

2
~σ · ~p

)
φL(~x, t) = 0. ✭✷✹✾✮

▼❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✹✽✮ ❛♥❞ ✭✷✹✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✼✵





1
2

(
~σ·~p
p0

)
φR(~x, t) = δ1/2φR(~x, t)

1
2

(
~σ·~p
p0

)
φL(~x, t) = −δ1/2φL(~x, t).

✭✷✺✵✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤❡❧✐❝✐t② ♦♣❡r❛t♦r✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

λs ≡
~s · ~p
p0

. ✭✷✺✶✮

✼✵◆♦t❡ t❤❛t δ1/2 = σ3✳

✺✽



■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s = 1/2✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s

λ1/2 =
~s1/2 · ~p
p0

=
1

2

(
~σ · ~p
p0

)
, ✭✷✺✷✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✺✵✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦ ✇r✐tt❡♥




λ1/2φR(~x, t) = δ1/2φR(~x, t)

λ1/2φL(~x, t) = −δ1/2φL(~x, t),
✭✷✺✸✮

i.e. φR(x) ✐s t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♦♣❡r❛t♦r λ1/2 ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ δ1/2✱ ✇❤✐❧❡ φL(x) ✐s t❤❡
❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♦♣❡r❛t♦r λ1/2 ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −δ1/2✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ss❡rt❡❞
✐s ♥♦t r✐❣♦r♦✉s✱ s✐♥❝❡ δ1/2 ✐s ♥♦t ❛ s❝❛❧❛r✱ ❜✉t ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✇❡❧❧
t❤✐♥❦✐♥❣✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐s✉s❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❲❡②❧ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❛ss❡rts t❤❛t φR ❛♥❞
φL ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ~σ · ~p/p0✱ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s 1 ❛♥❞ −1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ~σ ·~p/p0 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❲❡②❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② 1 ❛♥❞ −1✱ ❜✉t r❛t❤❡r 12 ❛♥❞ −12✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ~σ ·~p/p0 ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡♠✱ ✐s ♥♦t t❤❡ ❤❡❧✐❝✐t②✱ t❤❛t✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ~σ ✐s ♥♦t t❤❡ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r✱
❜✉t t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡
❝♦rr❡❝t ❤❡❧✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s♣✐♥ 1/2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ~σ/2 ✭✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❲❡②❧ ♦♥❡s✱ ❛r❡ ♥♦t
✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤✐s t❛❦❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❲❡②❧ ♠❡t❤♦❞
✕ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦t t♦ t❤❡ ✭♠❛tr✐①✮ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦rs σµ ❛♥❞ σ̃µ✱ ❜✉t t♦ s̃µ1/2 ❛♥❞ s

µ
1/2 ✕ ❣✐✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡

s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♠❛ss❧❡ss✮✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡r✐✈❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ♠❛ssm 6= 0✳ ❚❤❡ r♦❛❞

t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s t❤❡ s✉♠ ♦❢ LR ❛♥❞ LL ❛♥❞ ❢♦r
♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ✭✐t ✐s s❛✐❞ ✏❉✐r❛❝ ♠❛ss t❡r♠✑✿ ♥♦t❡ ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r DR, DL ⊂ L↑+✮

m(φ†RφL + φ†LφR). ✭✷✺✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

L = LR+LL−m(φ†RφL+φ
†
LφR) = i

[
φ
†
R(s̃

µ
1/2

←→
∂µ )φR + φ†L(s

µ
1/2

←→
∂µ )φL

]
−m(φ†RφL+φ

†
LφR), ✭✷✺✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL ❛r❡

✺✾



i(s̃µ1/2∂µ)φR = mφL ⇔ i

(
δ1/2∂0 +

1

2
~σ · ~∇

)
φR = mφL ✭✷✺✻✮

i(sµ1/2∂µ)φL = mφR ⇔ i

(
δ1/2∂0 −

1

2
~σ · ~∇

)
φL = mφR. ✭✷✺✼✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✺✻✮ ❛♥❞ ✭✷✺✼✮ ♠✐① r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL ✭t❤❛t ✐s ❢♦r ♥♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ✜❡❧❞s✮✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✜rst

❜② i
(
δ1/2∂0 − 1

2
~σ · ~∇

)
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜② i

(
δ1/2∂0 +

1
2
~σ · ~∇

)
✱ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞

s✐❞❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡t

[
12∂

2
0 + δ1/2(σ1∇1 + σ2∇2)∂0 −

12

2
∇2

]
φR = −m2φR ✭✷✺✽✮

[
12∂

2
0 − δ1/2(σ1∇1 + σ2∇2)∂0 −

12

2
∇2

]
φL = −m2φL. ✭✷✺✾✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✷✺✽✮ ❛♥❞ ✭✷✺✾✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ m 6= 0✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❝❤✐r❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL s❛t✐s❢② ❜♦t❤ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥
❡q✉❛t✐♦♥✱ i.e. ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡




(s̃µ1/2pµ)φR = mφL ⇔

(
δ1/2p0 − 1

2
~σ · ~p

)
φR = mφL

(sµ1/2pµ)φL = mφR ⇔
(
δ1/2p0 +

1
2
~σ · ~p

)
φL = mφR.

✭✷✻✵✮

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲
❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s





(
δ1/2p0 +

1
2
~σ · ~p

) (
δ1/2p0 − 1

2
~σ · ~p

)
φR = m

(
δ1/2p0 +

1
2
~σ · ~p

)
φL = m2φR

(
δ1/2p0 − 1

2
~σ · ~p

) (
δ1/2p0 +

1
2
~σ · ~p

)
φL = m

(
δ1/2p0 − 1

2
~σ · ~p

)
φR = m2φL,

✭✷✻✶✮

t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✱ ❛r❡





[
12p

2
0 − p0δ1/2(σ1p1 + σ2p2)− 12

2
|~p|2
]
φR = m2φR

[
12p

2
0 + p0δ1/2(σ1p1 + σ2p2)− 12

2
|~p|2
]
φL = m2φL.

✭✷✻✷✮

✻✵



✸✳✷ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✈✐❛ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊

■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✻✷✮✱ t❤✉s ❧✐❦❡ t❤❡ ✭✷✺✵✮✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r
♣❛r✐t②✱✼✶ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r✐t②✳ ■t ❛❧s♦ ♠✉st ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL✱ ✇✐t❤ m = 0 ♦r m 6= 0✱ ❡❛r❧✐❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞✱
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s s̃µ1/2pµ ❛♥❞ sµ1/2pµ
✐♥s❡rt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞s φR ❛♥❞ φL ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥❥✉❣❛t❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡
♦t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s

s̃µ1/2s̃
ν
1/2pµpν ❛♥❞ sµ1/2s

ν
1/2pµpν , ✭✷✻✸✮

t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ m = 0
♦r m 6= 0✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✱ t❤❡♥✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ r✐❣❤t ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❝❤♦♦s❡✱ i.e.
✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❛❧❧② ✇r♦♥❣ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜❛s❡❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

σµ = (12, ~σ)→ s̃µ1/2 =

(
δ1/2,

1

2
~σ

)
=

(
σ3,

1

2
~σ

)
✭✷✻✹✮

σ̃µ = (12,−~σ)→ sµ1/2 =

(
δ1/2,−

1

2
~σ

)
=

(
σ3,−

1

2
~σ

)
. ✭✷✻✺✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿

• ❆r❜✐tr❛r✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r φ†R/L✭▲♦r❡♥t③ s❝❛❧❛r✮φR/L ❧✐❦❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡
t❤❡♦r②✳

• ❆r❜✐tr❛r✐♥❡ss ✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r s̃µ1/2 ✭♦r σµ✮ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲
✈❡❝t♦r sµ1/2 ✭♦r σ̃µ✮ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞✳

❋r♦♠ t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜② ♣r♦✈✐♥❣
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ✈✐s✐❜❧❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ✜❡❧❞s✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛❞ ❤♦❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡
t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
✐♥ ✇✐❞❡ t❡r♠s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✱ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ✇❤✐❝❤✱
❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts

✼✶■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

✻✶



(iχµ∂µ −m1s)ψs(x) = 0 ✭✷✻✻✮

(
ξµξν∂µ∂ν +m2

1s

)
ψs(x) = 0. ✭✷✻✼✮

❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞♦ ✐t❄ ❍♦✇✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❝❛♥ ✇❡ ❝♦♥❢♦r♠ t❤❡ ✭✷✻✻✮ ❛♥❞ ✭✷✻✼✮ t♦ t❤❡ ✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1

2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
) ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+❄ ❲❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡

r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ♦♥❡ ♠✉st ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✭✷✻✻✮ ❛♥❞ ✭✷✻✼✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲
❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ✭✷✻✻✮ ❛♥❞ ✭✷✻✼✮ ❜♦t❤ ❛❞♠✐t ❛ ❢♦✉r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r s = 3/2✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
✜❡❧❞s ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s♣✐♥ 1/2✳ ❚❤✐s ❧❡ts ✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐t ❤❛s ♥♦t t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ ✭✷✻✻✮ ❛♥❞
✭✷✻✼✮ t♦ s = 3/2✱ ❜✉t t♦ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t✑✮ ♦❢ t✇♦ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s♣✐♥
1/2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡✜♥❡❞

ψ⊗(x) ≡ ϕ1/2 ⊗ ζ1/2 ≡
(
x̃1
x̃2

)
⊗
(
ỹ1
ỹ2

)
≡




x̃1ỹ1
x̃1ỹ2
x̃2ỹ1
x̃2ỹ2


 ≡




ψ1
R

ψ2
R

ψ1
L

ψ2
L


 ≡

(
ψR
ψL

)
✭✷✻✽✮

ψ⊗(x) ≡ ϕ1/2 ⊗ ζ1/2 ≡
(
x1
x2

)
⊗
(
y1
y2

)
≡




x1y1
x1y2
x2y1
x2y2


 ≡




ψ1
R

ψ2
R

ψ1
L

ψ2
L


 ≡

(
ψR
ψL

)
, ✭✷✻✾✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✼✷

(iχµ⊗∂µ −m14)ψ⊗(x) = 0 ✭✷✼✵✮

(
ξµ⊗ξ

ν
⊗∂µ∂ν +m2

14

)
ψ⊗(x) = 0. ✭✷✼✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗✱ t❤❛t✱
✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r s = 1/2✱ i.e.

χ0
⊗ = χ0

1/2 ⊗ χ0
1/2 =

(
δ1/2 O2

O2 −δ1/2

)
✭✷✼✷✮

✼✷■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉❜✐♥❞❡① ♦❢ 1 ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✳

✻✷



χ1
⊗ = χ1

1/2 ⊗ χ1
1/2 =

1

4

(
O2 iσ2
−iσ2 O2

)
✭✷✼✸✮

χ2
⊗ = χ2

1/2 ⊗ χ2
1/2 =

1

4

(
O2 −σ1
−σ1 O2

)
✭✷✼✹✮

χ3
⊗ = χ3

1/2 ⊗ χ3
1/2 =

1

4

(
12 O2

O2 12

)
✭✷✼✺✮

ξ0⊗ = ξ01/2 ⊗ ξ01/2 =
(

δ1/2 O2

O2 −δ1/2

)
✭✷✼✻✮

ξ1⊗ = ξ11/2 ⊗ ξ11/2 =
1

4

(
O2 −σ1
−σ1 O2

)
✭✷✼✼✮

ξ2⊗ = ξ21/2 ⊗ ξ21/2 =
1

4

(
O2 iσ2
−iσ2 O2

)
✭✷✼✽✮

ξ3⊗ = ξ31/2 ⊗ ξ31/2 =
1

4

(
−σ3 O2

O2 σ3

)
. ✭✷✼✾✮

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✭✷✼✷✮✲✭✷✼✺✮ ✐♥t♦ ✭✷✼✵✮ ❣✐✈❡s t❤❡ t✇♦
s♣✐♥♦r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s





(
iδ1/2

∂
∂t
+ 12

i
4
∂
∂z
−m12

)
ψR(~x, t) =

1
4

(
σ2

∂
∂x

+ iσ1
∂
∂y

)
ψL(~x, t)

(
iδ1/2

∂
∂t
− 12

i
4
∂
∂z

+m12

)
ψL(~x, t) =

1
4

(
σ2

∂
∂x
− iσ1 ∂

∂y

)
ψR(~x, t).

✭✷✽✵✮

✻✸



❋♦r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞♦ s♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛rt✐✜❝❡s✳ ❲✐t❤ ❛ s♠❛❧❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
✜❡❧❞s ✼✸





(
12

16
∂2

∂x2
+ 12

16
∂2

∂y2
− 12

16
∂2

∂z2
− 12

∂2

∂t2
+ iσ1σ2

8
∂2

∂x∂y
− δ1/2

2
∂2

∂t∂z
− mi

2
12

∂
∂z
− 2miδ1/2

∂
∂t
+m212

)
ψR(~x, t) = 0

(
12

16
∂2

∂x2
+ 12

16
∂2

∂y2
− 12

16
∂2

∂z2
− 12

∂2

∂t2
− iσ1σ2

8
∂2

∂x∂y
+

δ1/2
2

∂2

∂t∂z
− mi

2
12

∂
∂z

+ 2miδ1/2
∂
∂t
+m212

)
ψL(~x, t) = 0.

✭✷✽✶✮

■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t✐❝❡❞✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s ✇r✐tt❡♥
❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✳
▲❡t ✉s ❡st✐♠❛t❡ ♥♦✇ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s st❛rt✐♥❣

❢r♦♠

(
ξµ⊗ξ

ν
⊗∂µ∂ν +m2

14

)
ψ⊗(x) = 0. ✭✷✽✷✮

❆❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛tr✐❝❡s ✭✷✼✻✮✲✭✷✼✾✮ ✐♥t♦ ✭✷✽✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ♦❢
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦ t❤❡ s♣✐♥♦r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

(
12
∂2

∂t2
+

12

16

∂2

∂x2
+

12

16

∂2

∂y2
+

12

16

∂2

∂z2
− σ3

8

∂2

∂x∂y
− 12

2

∂2

∂t∂z
+ 12m

2

)
ψR(~x, t) =

1

2

(
1

4
σ1

∂2

∂y∂z
− i

4
σ2

∂2

∂x∂z
− σ1

∂2

∂t∂y
+ iσ2

∂2

∂t∂x

)
ψL(~x, t) ✭✷✽✸✮

(
12
∂2

∂t2
+

12

16

∂2

∂x2
+

12

16

∂2

∂y2
+

12

16

∂2

∂z2
+
σ3
8

∂2

∂x∂y
− 12

2

∂2

∂t∂z
+ 12m

2

)
ψL(~x, t) =

1

2

(
1

4
σ1

∂2

∂y∂z
+
i

4
σ2

∂2

∂x∂z
− σ1

∂2

∂t∂y
− iσ2

∂2

∂t∂x

)
ψR(~x, t), ✭✷✽✹✮

✇❤✐❝❤✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡❢❡❝t t♦ ♠✐① r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣
t❤❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ✭✷✽✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r♦❛❞ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❢r✉✐t❢✉❧ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ψR ❛♥❞ ψL✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥s✐❣❤t s✉❣❣❡sts ✇❡

✼✸❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✽✵✮ ❜② 1
4

(
σ2

∂
∂x − iσ1 ∂

∂y

)

❛♥❞ 1
4

(
σ2

∂
∂x + iσ1

∂
∂y

)
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✻✹



✇✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❞✐✣❝✉❧t②
t❤❛t ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✽✶✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✼✵✮✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ✇❡ ♠❛❞❡
❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠✐st❛❦❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛♥ ❡rr♦r❄
❆s ✐t ♦❢t❡♥ ❤❛♣♣❡♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ✐t s❡❡♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✉s❡❞

❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜② t❤❡ ❆α❊
❛♥❞ ❙α❊ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡✐r s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ♠✉st s❡❧❡❝t
❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ❣r❛♥ts ♦✉r ✇✐s❤✳ ❚♦ ✈❛r② r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①♣r❡ss
t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❢♦r♠✳ ❲❤♦ ❝❤❡✇s ❛ ❧✐tt❧❡ ♦♥❧② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❦♥♦✇s t❤❡
♠♦r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s✱ ✇❡ s❡❡
t❤❡ ♥♦t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛r❡✿ χ1

⊗✱ χ
2
⊗✱ ξ

1
⊗✱ ξ

2
⊗✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡✱

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♣✉t ✉s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❤❛t
♠❛tr✐① ❝❛♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡❄ ❲❡ ♥♦t❡ q✉✐❝❦❧② t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣

χ1
⊗ = ξ2⊗; χ2

⊗ = ξ1⊗, ✭✷✽✺✮

❞♦✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗ ✇✐❧❧
❜❡ ❛❧❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s✱ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✭♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s✮✱
✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✷ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1

2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s DR ❛♥❞ DL ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ L↑+✱ t❤❛♥❦s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✭♦r ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ❛❧❧♦✇s t♦
♦❜t❛✐♥

(
1

2
, 0

)
⊕
(
0,

1

2

)
✭✷✽✻✮

✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐❢ ✐ts ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ✭♦r ❡q✉❛❧❧② ✐❢ ❛❧❧
t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝
❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s (1

2
, 0) ❛♥❞ (0, 1

2
)✱ ♦♥❧② ✐❢

t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✕ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✕
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ D⊗✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

D⊗ =

(
D1 O2

O2 D2

)
, ✭✷✽✼✮

✇❤❡r❡ D1 ❛♥❞ D2 ❛r❡ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ i.e. t❤❡② ❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s 2 × 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♠❛❦✐♥❣ χ1

⊗ ♦r χ2
⊗ ✐♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✭❛♥❞ s♦ ❛❧s♦ ξ2⊗ ❛♥❞

✻✺



ξ1⊗✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s r❡❛❧❧② t❤❡ ♦♥❡ ❛❜♦✉t ❛❧❧ ♦✉r ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❇❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧
t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ χ1

⊗ ❛♥❞ χ2
⊗ ✭❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ♦♥❧② ♦♥❡✮✱

❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χ̃µ⊗ ❛♥❞ ξ̃µ⊗✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ χ1

⊗✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❣❛✐♥✱ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①✱ t❤❛t ✐t ❛❞♠✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 = −1/4 ❛♥❞ λ2 = 1/4✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②
❡q✉❛❧ t♦ ✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣ χ1

⊗✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜♥❞ t❤❡
♠❛tr✐① ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s P ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ P−1✳ ❇✉t t❤✐s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ♣❧❛❝❡s s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❋♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤❛t ❥✉st
❛ss❡rt❡❞✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1 ❛♥❞ λ2✳ ❚❤❡② ❛r❡

V−1/4 =
{
(−w, z, z, w) : z, w ∈ R

}
✭✷✽✽✮

V1/4 =
{
(w,−z, z, w) : z, w ∈ R

}
. ✭✷✽✾✮

❙✐♥❝❡ z ❛♥❞ w ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❡✈❡r② r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ∞2 ♠❛tr✐❝❡s P ❛♥❞ P−1 t❤❛t
r❡s♦❧✈❡s ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r r✐❣❤t✲
❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✭✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r✉♥ ✐♥t♦ ❛ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉ts ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ t♦ ✜♥❞ ❣♦♦❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ✉s✐♥❣ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ❛t r✐s❦✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❡①❝❡❡❞ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧②
❣r❡❛t ♦❜st❛❝❧❡❄
❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s♠❛rt♥❡ss ❛♥❞ ❜❡❛✉t② ♦❢ t❤❡ ●r♦✉♣ ❚❤❡♦r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐t✱
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ s✉❜❛❧❣❡❜r❛s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠s✳✑ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

(
1

2
, 0

)
⊕
(
0,

1

2

)
, ✭✷✾✵✮

✇❡ s❤♦✉❧❞ tr② t♦ s❤r✐♥❦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ z ❛♥❞ w ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ❛❜♦✉t

(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
❄ ❋r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇

t❤✐s ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

(
1
2
, 0
)
❛♥❞

(
0, 1

2

)
✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛✐❞ ✏s♣✐♥♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳✑ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ L↑+ ❤❛✈✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ SU(2)l ⊗ SU(2)m ♦♥❡s✱✼✹ t❤❡②
❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (l,m)✱ ✇❤❡r❡ l ❛♥❞ m ❛r❡ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤
t❤❛t l(l+1) ❛♥❞ m(m+1) ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❈❛s✐♠✐r ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛

✼✹❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t s✉❝❤ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥♦t ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ L↑
+ ≃ SO(3, 1) ✕ ✉♥❧✐❦❡ SU(2)l ⊗ SU(2)m ✕ ✐s ♥♦t ❛

❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣✳

✻✻



♦❢ SU(2)l ❛♥❞ SU(2)m✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥❝❡✱ t❤❡ LieSU(2)l⊗SU(2)m r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉✲
❛❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ A1 × A1✱✼✺ ❤❛✈✐♥❣ l ❛♥❞ m ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤ts
❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (2l + 1)× (2m+ 1)✳✼✻ ❋r♦♠ ✇❤❛t s❛✐❞✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢

(
1
2
, 0
)

✐s t❤❛t ♦❢ ✜❣✳ ✹✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
(
0, 1

2

)
✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ s✉❝❤ ❞✐❛❣r❛♠s

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ l✲❛①✐s ✇✐t❤ m✲❛①✐s ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❜❛♥❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❡❧❡❣❛♥t❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
(
1
2 , 0
)
✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
(
0, 12

)
✳

✼✺SU(2) ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✇✐t❤ A1 ✐♥t♦ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s t❤❡♦r②✳
✼✻❇② ❛♥❞ ❧❛r❣❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ l, l − 1, . . . ,−l ❛♥❞ m,m− 1, . . . ,−m✳

✻✼



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s

✜❣✉r❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✻✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
r❡s♦❧✈❡s

♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✐t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❧❛♥❡ R2✱ ✇❤♦s❡ ❛①❡s ❝❛♥ ❜❡
❝❤♦s❡♥ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ z ❛♥❞ w✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts (z, w)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❥✉st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

♦❢ ✜❣✳ ✼✱ ✇❤❡r❡

A ≡ (1/2, 0), B ≡ (0, 1/2), C ≡ (−1/2, 0), D ≡ (0,−1/2). ✭✷✾✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
(
1
2 , 0
)
⊕
(
0, 12

)
✳

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ✐♥ t❤❡ z − w ♣❧❛♥❡✿ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥(
1
2 , 0
)
⊕
(
0, 12

)
✳

❚♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ z ❛♥❞ w✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢
(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
✱

✻✽



❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s P ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s V−1/4 ❛♥❞ V1/4✱
✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✜❣✳ ✼✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t
❛ ❜❛s✐s ❢♦r s✉❝❤ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ t✇♦ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✜❣✳ ✼✱ ❛r❡

AB, BC, CD, DA, CA, DB, BD, BA, CB, DC, AD, AC. ✭✷✾✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇❡❧✈❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✭i.e. t❤❡r❡ ❛r❡ t✇❡❧✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❘❡❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t AC✱ CA✱ DB ❛♥❞
BD ❣✐✈❡ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s P ✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts ❛r❡ ♥✉❧❧ ✭❛♥❞ s♦✱ ❢♦r t❤❡♠✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ ♦✉r s②st❡♠ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s P ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ AD✱ DA✱ DC✱
CD ❛r❡ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ AB✱ BA✱ BC✱ CB ❛♥❞✱ ❢♦r
t❤✐s✱ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗ ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❋♦r
t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts

AB, BC, CB, BA. ✭✷✾✸✮

❚❤✐s ❢❛❝t✱ ❢r♦♠ ❛ ✜❣✉r❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❛♥❣❧❡ ÂBC ❜❡❢♦r❡ ❝♦✉♥t❡r✲
❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❧♦❝❦✇✐s❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✽✳✼✼

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚❤❡ ♠❛❣✐❝ ❛♥❣❧❡✿ t❤❡ t✇♦ ♦♥❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r χµ
⊗ ❛♥❞ ξµ⊗ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦✈❡r✐♥❣

ÂBC ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s✳

✼✼❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ABC ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❧♦❝❦✇✐s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡s CA ❛♥❞ AC ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✉♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s P ✳

✻✾



■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❞❡s AB✱ BC✱ CB✱ BA ❣✐✈❡✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✈❡rs❡s

P1 =
1

2

(
−iσ2 iσ2
12 12

)
, P−11 =

(
iσ2 12

−iσ2 12

)
✭✷✾✹✮

P2 =
1

2

(
−12 12

−iσ2 −iσ2

)
, P−12 =

(
−12 iσ2
12 iσ2

)
✭✷✾✺✮

P3 =
1

2

(
−σ3 σ3
σ1 σ1

)
, P−13 =

(
−σ3 σ1
σ3 σ1

)
✭✷✾✻✮

P4 =
1

2

(
−σ1 σ1
−σ3 −σ3

)
, P−14 =

(
−σ1 −σ3
σ1 −σ3

)
. ✭✷✾✼✮

❲✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ✭✷✾✻✮ ❛♥❞ ✭✷✾✼✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ✭✷✾✺✮ ❛♥❞ ✭✷✾✹✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ✭✷✾✹✮ ❛♥❞ ✭✷✾✺✮ ❣❡t t♦ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭✷✾✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✼✽

χ̃0
⊗ =

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
ξ̃0⊗ =

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
✭✷✾✽✮

χ̃1
⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
ξ̃1⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 σ3

)
✭✷✾✾✮

χ̃2
⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 σ3

)
ξ̃2⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
✭✸✵✵✮

χ̃3
⊗ =

1

4

(
12 O2

O2 12

)
ξ̃3⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 σ3

)
, ✭✸✵✶✮

✼✽■t ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ χ̃µ
⊗ ≡ P−1

i χµ
⊗Pi ❛♥❞ ξ̃µ⊗ ≡ P−1

i ξµ⊗Pi✱ ✇❤❡r❡ i ∈ {1, 2} ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡✳

✼✵



✇❤✐❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✭✷✾✺✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✼✾

χ̃0
⊗ =

(
σ3 O2

O2 σ3

)
ξ̃0⊗ =

(
σ3 O2

O2 σ3

)
✭✸✵✷✮

χ̃1
⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
ξ̃1⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 −σ3

)
✭✸✵✸✮

χ̃2
⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 −σ3

)
ξ̃2⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
✭✸✵✹✮

χ̃3
⊗ =

1

4

(
12 O2

O2 12

)
ξ̃3⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
. ✭✸✵✺✮

❆s ✐t ✐s q✉✐❝❦❧② s❡❡♥✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✾✹✮ ❛♥❞ ✭✷✾✺✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

σ3 → −σ3. ✭✸✵✻✮

❚❤✐s ✐s ♥♦t ❜❛♥❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗ ❛♥❞✱ t❤❛♥❦s t♦

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❞✐❛❣r❛♠ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ L↑+
✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✕ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s ❜② t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞
❙α❊ ✕ ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛st✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗✱
♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇♦r❦❡❞✱ ✇❛s ♥♦t t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✱ i.e. s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

(
1

2
, 0

)
⊕
(
0,

1

2

)
. ✭✸✵✼✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✼✵✮
❛♥❞ ✭✷✼✶✮✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✾✹✮✱ ✇❡
❤❛✈❡

✼✾■❢ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✷✾✹✮ ❛♥❞ ✭✷✾✺✮✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s χµ

⊗ ❛♥❞ ξµ⊗ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✼✶



(iχ̃µ⊗∂µ −m14)ψ⊗(x) =

[
i

(
χ̃0
⊗

∂

∂t
+ ~̃χ⊗ · ~∇

)
−m14

]
ψ⊗(x) = 0, ✭✸✵✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ t❤❡ s♣✐♥♦r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦ ❝♦✉♣❧❡❞ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡





i
[
12

4

(
∂
∂x
− ∂

∂z

)
+ σ3

(
∂
∂t
+ 1

4
∂
∂y

)]
ψR(~x, t) = −mψR(~x, t)

i
[
12

4

(
∂
∂x

+ ∂
∂z

)
− σ3

(
∂
∂t
− 1

4
∂
∂y

)]
ψL(~x, t) = mψL(~x, t).

✭✸✵✾✮

❲❡✱ t❤✉s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ❆α❊✳ ❙✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❲❡②❧ ♦♥❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r✱ ❜✉t
t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✸✵✾✮✱ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ m = 0✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s
❞✐st✐♥❝t ❛♥❞ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✳✽✵

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❙α❊✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ξ̃µ⊗ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✾✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(
ξ̃µ⊗ξ̃

ν
⊗∂µ∂ν +m2

14

)
ψ⊗(x) = 0, ✭✸✶✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ ♦✉t ❛❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐① s✉♠s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− 1

8

[
12

∂2

∂x∂z
− σ3

(
∂2

∂x∂y
− ∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
− ∂2

∂t∂x

)
− σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψR(~x, t) = −m2ψR(~x, t) ✭✸✶✶✮

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+

1

8

[
12

∂2

∂x∂z
+ σ3

(
∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
+

∂2

∂t∂x

)
+ σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψL(~x, t) = −m2ψL(~x, t), ✭✸✶✷✮

✽✵■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✵✾✮ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r m = 0 ♦♥❧②✳ ❋♦r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❝❛♥ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡

✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② i
[
12

4

(
∂
∂x − ∂

∂z

)
+ σ3

(
∂
∂t +

1
4

∂
∂y

)]
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜② i

[
12

4

(
∂
∂x + ∂

∂z

)
− σ3

(
∂
∂t − 1

4
∂
∂y

)]
✱ ❜♦t❤

♠❡♠❜❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✱ ❜✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r❞❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❆α❊✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✸✵✾✮✳ ■t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ✉s❡❞
t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✹✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✵✾✮✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t i✳ ❙❤❛❧❧ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡ t♦ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s❄

✼✷



✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❙α❊✳
❆s ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ st❛t❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦

♠❛ss✳ ■❢ ♦♥❡ ♣❧❛❝❡s m = 0✱ t❤❡② ❛❧✇❛②s r❡♠❛✐♥ ❞✐st✐♥❝t ❛♥❞ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✳ ❲❤❛t r❡s✉❧t
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✾✺✮ ✐s ✉s❡❞❄ ❇② ♠❛❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❆α❊ t❤❡ s❛♠❡
❧✐♥❡ ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ ✉s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s ✇r✐tt❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡





i
[
12

4

(
∂
∂x
− ∂

∂z

)
− σ3

(
∂
∂t
+ 1

4
∂
∂y

)]
ψR(~x, t) = −mψR(~x, t)

i
[
12

4

(
∂
∂x

+ ∂
∂z

)
+ σ3

(
∂
∂t
− 1

4
∂
∂y

)]
ψL(~x, t) = mψL(~x, t)

✭✸✶✸✮

❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ❙α❊✱ ✇❡ ❤❛✈❡

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− 1

8

[
12

∂2

∂x∂z
+ σ3

(
∂2

∂x∂y
− ∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
− ∂2

∂t∂x

)
+ σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψR(~x, t) = −m2ψR(~x, t) ✭✸✶✹✮

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+

1

8

[
12

∂2

∂x∂z
− σ3

(
∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
+

∂2

∂t∂x

)
− σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψL(~x, t) = −m2ψL(~x, t). ✭✸✶✺✮

❆s ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✾✹✮✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

σ3 → −σ3. ✭✸✶✻✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s s✉✛❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ s♣✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ✏✉♣✑ ♦r ✏❞♦✇♥✳✑ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✾✹✮ ❛♥❞ ✭✷✾✺✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ χ1

⊗✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❣♦tt❡♥ ❜② t❤❡ ❆α❊ ❛r❡





i
[
12

4

(
∂
∂x
− ∂

∂z

)
± σ3

(
∂
∂t
+ 1

4
∂
∂y

)]
ψR(~x, t) = −mψR(~x, t)

i
[
12

4

(
∂
∂x

+ ∂
∂z

)
∓ σ3

(
∂
∂t
− 1

4
∂
∂y

)]
ψL(~x, t) = mψL(~x, t),

✭✸✶✼✮

✼✸



✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❙α❊✱ ❛r❡

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− 1

8

[
12

∂2

∂x∂z
∓ σ3

(
∂2

∂x∂y
− ∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
− ∂2

∂t∂x

)
∓ σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψR(~x, t) = −m2ψR(~x, t) ✭✸✶✽✮

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+

1

8

[
12

∂2

∂x∂z
± σ3

(
∂2

∂x∂y
+

∂2

∂y∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
+

∂2

∂t∂x

)
± σ3

∂2

∂t∂y

]}
ψL(~x, t) = −m2ψL(~x, t). ✭✸✶✾✮

❚❤❡②✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ t❤✐r❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ✏❞♦✇♥✑ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
✜❡❧❞ ✐s ❛❧✇❛②s ✏✉♣✑ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✿ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ σ3 ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞✳ ❲❡ st✐❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡
❤❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇❡✐❣❤ts ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❛ ❣❡♥❡r✐❝
k ∈ R✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s χ̃µ⊗ ❛♥❞ ξ̃µ⊗✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❜❛♥❛❧❧② s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ✭✷✾✹✮✱
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥

P1 =
k

2

(
−iσ2 iσ2
12 12

)
, P−11 =

1

k

(
iσ2 12

−iσ2 12

)
✭✸✷✵✮

✇❤✐❝❤✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❡✐t❤❡r P−11 χµ⊗P1 ♥♦r P−11 ξµ⊗P1✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ st✉❞②✐♥❣✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✏❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧✑
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ i.e. ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ✜❣✳ ✾✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❛tr✐① χ2
⊗✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♣❛❝❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ ✇❤✐❝❤

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✈❡rs❡s✱ ❛r❡

V−1/4 =
{
(w, z, z, w) : z, w ∈ R

}
✭✸✷✶✮

V1/4 =
{
(−w,−z, z, w) : z, w ∈ R

}
, ✭✸✷✷✮

✼✹



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✏❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❡❧❧✑ ♦❢
(
1
2 , 0
)
⊕
(
0, 12

)
✳

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r χ1
⊗ ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✜❣✳ ✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P̃1 =
1

2

(
σ1 −σ1
12 12

)
, P̃−11 =

(
σ1 12

−σ1 12

)
✭✸✷✸✮

P̃2 =
1

2

(
σ3 −σ3
−iσ2 −iσ2

)
, P̃−12 =

(
σ3 iσ2
−σ3 iσ2

)
✭✸✷✹✮

P̃3 =
1

2

(
−iσ2 iσ2
σ3 σ3

)
, P̃−13 =

(
iσ2 σ3
−iσ2 σ3

)
✭✸✷✺✮

P̃4 =
1

2

(
12 −12

σ1 σ1

)
, P̃−14 =

(
12 σ1
−12 σ1

)
. ✭✸✷✻✮

✼✺



❆❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✭✸✷✺✮ ❛♥❞ ✭✸✷✻✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ✭✸✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✷✹✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧✐❦❡ χ1

⊗✱ ❛❧s♦ χ
2
⊗ ❤❛s t✇♦ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ χµ⊗ ❛♥❞ ξµ⊗✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✸✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✷✹✮✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ✭✸✷✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

χ̃0
⊗ =

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
ξ̃0⊗ =

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
✭✸✷✼✮

χ̃1
⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 σ3

)
ξ̃1⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
✭✸✷✽✮

χ̃2
⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
ξ̃2⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 σ3

)
✭✸✷✾✮

χ̃3
⊗ =

1

4

(
12 O2

O2 12

)
ξ̃3⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 σ3

)
, ✭✸✸✵✮

✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ✭✸✷✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✽✶

χ̃0
⊗ =

(
σ3 O2

O2 σ3

)
ξ̃0⊗ =

(
σ3 O2

O2 σ3

)
✭✸✸✶✮

χ̃1
⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 −σ3

)
ξ̃1⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
✭✸✸✷✮

χ̃2
⊗ =

1

4

(
−12 O2

O2 12

)
ξ̃2⊗ =

1

4

(
σ3 O2

O2 −σ3

)
✭✸✸✸✮

χ̃3
⊗ =

1

4

(
12 O2

O2 12

)
ξ̃3⊗ =

1

4

(
−σ3 O2

O2 −σ3

)
. ✭✸✸✹✮

✽✶❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✷✹✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ χµ
⊗ ❛♥❞ ξµ⊗✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r

❝❤❛r❛❝t❡rs ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

✼✻



■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✭✸✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✷✹✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

σ3 → −σ3. ✭✸✸✺✮

❘❡❛❧❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥❢r♦♥t s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ χ1
⊗✱ ✇❡ s❡❡

t❤❡② ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡✱ ✉♥❧❡ss t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s

χ̃1
⊗ → χ̃2

⊗, ξ̃1⊗ → ξ̃2⊗. ✭✸✸✻✮

❲❤❛t ❞♦ s✉❝❤ ❡①❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❡♥t❛✐❧❄
❋♦r s❡❡✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✭✷✼✵✮ ❛♥❞ ✭✷✼✶✮✱ ❥♦✐♥✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✭✸✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✷✹✮✱ ❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ χ1

⊗✳ ❇②
♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦r t❤❡ ❆α❊✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s





i
[
12

4

(
∂
∂y
− ∂

∂z

)
± σ3

(
∂
∂t
+ 1

4
∂
∂x

)]
ψR(~x, t) = −mψR(~x, t)

i
[
12

4

(
∂
∂y

+ ∂
∂z

)
∓ σ3

(
∂
∂t
− 1

4
∂
∂x

)]
ψL(~x, t) = mψL(~x, t),

✭✸✸✼✮

✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❙α❊✱ ✇❡ ❤❛✈❡

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
− 1

8

[
12

∂2

∂y∂z
∓ σ3

(
∂2

∂x∂y
− ∂2

∂x∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
− ∂2

∂t∂y

)
∓ σ3

∂2

∂t∂x

]}
ψR(~x, t) = −m2ψR(~x, t) ✭✸✸✽✮

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+

1

8

[
12

∂2

∂y∂z
± σ3

(
∂2

∂x∂y
+

∂2

∂x∂z

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂z
+

∂2

∂t∂y

)
± σ3

∂2

∂t∂x

]}
ψL(~x, t) = −m2ψL(~x, t). ✭✸✸✾✮

❆❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ m 6= 0 ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡
t❤✐r❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ✏❞♦✇♥✑ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞
✜❡❧❞ ✐s ✏✉♣✑ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❇✉t t❤❡ ♠♦st ❡✈✐❞❡♥t t❤✐♥❣ ✐s t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦
t❤❡ ✭✸✶✼✮✱ ✭✸✶✽✮ ❛♥❞ ✭✸✶✾✮✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

✼✼



x→ y. ✭✸✹✵✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐❢ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ χ1
⊗ ♦r χ2

⊗ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡ x✲❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡
y✲❛①✐s ✭♦r ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞
❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ s✉✛❡r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡
s✉❝❤ ✜❡❧❞s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳✑
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞

❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❊ ❛r❡ ✽✷





i
[
12

4

(
∂
∂xi
− ∂

∂x3

)
± σ3

(
∂
∂t
+ 1

4
∂
∂xj

)]
ψR(~x, t) = −mψR(~x, t)

i
[
12

4

(
∂
∂xi

+ ∂
∂x3

)
∓ σ3

(
∂
∂t
− 1

4
∂
∂xj

)]
ψL(~x, t) = mψL(~x, t),

✭✸✹✶✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙α❊ ❛r❡

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
− 1

8

[
12

∂2

∂xi∂x3
∓ σ3

(
∂2

∂x1∂x2
− ∂2

∂xj∂x3

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂x3
− ∂2

∂t∂xi

)
∓ σ3

∂2

∂t∂xj

]}
ψR(~x, t) = −m2ψR(~x, t) ✭✸✹✷✮

{
12
∂2

∂t2
+

12

16

(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23

)
+

1

8

[
12

∂2

∂xi∂x3
± σ3

(
∂2

∂x1∂x2
+

∂2

∂xj∂x3

)]
−

1

2

[
12

(
∂2

∂t∂x3
+

∂2

∂t∂xi

)
± σ3

∂2

∂t∂xj

]}
ψL(~x, t) = −m2ψL(~x, t), ✭✸✹✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

{
i = 1✱ j = 2 ✐❢ ✇❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ χ1

⊗

i = 2✱ j = 1 ✐❢ ✇❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ χ2
⊗.

✭✸✹✹✮

❲❡✱ t❤✉s✱ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s
❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙α❊ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆α❊✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛st

✽✷■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡ ~x ≡ (x1, x2, x3)✳

✼✽



❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥tr❛r② ❛♥❞ t❤✐s ♣❧❛❝❡s
t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱
t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧② s❡❡♥ ❧✐❦❡ ♦♥❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳
■❢ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛♥t✐✲

♥❡✉tr✐♥♦s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✶✳ ◆❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ♠❛ss m 6= 0✳✽✸

✷✳ ◆❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ♣❛r✐t②✳

✸✳ ❙✐♥❝❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✲
t✐❝❧❡s✳

✹✳ ■❢ t❤❡ t❤✐r❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ✐s ✏✉♣✑ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ♠✉st ❜❡ ✏❞♦✇♥✑
❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

✺✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❡q✉❛t✐♦♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡✱
✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ s♣❡❝✐❢② ✐❢ t❤❡ t❤✐r❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✏✉♣✑ ♦r ✏❞♦✇♥✑✿
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ s♣✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✻✳ ❊①❝❡♣t ✐❢ t❤❡ ◆❛t✉r❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s
✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t♦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ χ1

⊗ ♦r χ2
⊗✮✱ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✇ ❛ s♦rt ♦❢

♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s ✜①❡❞ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ x ✇✐t❤ t❤❡ y ❛♥❞ ✈✐❝❡✲
✈❡rs❛✳✽✹

■t ✐s ✇❡❧❧ t♦ ♥♦t✐❝❡ s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✼✵✮ ❛♥❞ ✭✷✼✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛❞ ❤♦❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❲❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦
❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✐s t❤❡ ♠♦st ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✐s ♥❡❡❞s ✉❧t❡r✐♦r
st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st♦♣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢
t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss✱ ✇✐t❤
❞✐st✐♥❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡✱ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❛r❡ ❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ✭t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞ ❛♥t✐✲
♥❡✉tr✐♥♦ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❥✉st ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❆♥❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱
❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞✱ ❤❛✈❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ✇✐t❤♦✉t
s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ♦✉r ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞✐st✐♥❝t✱ ❝♦♥t❛✐♥
♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r✐t②✱ ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t t❤❡ ❲❡②❧ ❛♥❞ ▼❛❥♦r❛♥❛ t❤❡♦r✐❡s ❞♦ ♥♦t
♣r❡❞✐❝t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡✐r
♦✇♥ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ s♦ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s [14, 98]✳ ❯♣ t✐❧❧ ♥♦✇✱ ❛❧❧ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✏❞♦✉❜❧❡✲❜❡t❛ ❞❡❝❛②✑ ❤❛✈❡ ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ s✉❝❤ ❢♦r❡❝❛sts [15]✳ ❇✉t✱ t❤❡r❡ ✐s ②❡t ❛♥♦t❤❡r
✐ss✉❡✱ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❲❡②❧ t❤❡♦r② ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ m = 0✳ ❲❤❛t ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s
✐s✿ t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❛r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ r✐❣❤t✲ ❛♥❞ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡②

✽✸❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ✏✢❛✈♦✉r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✑ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳
✽✹❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♦✉r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥✳

✼✾



❤❛✈❡ m 6= 0 t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥ts ✹✱ ✺ ❛♥❞ ✻ s❤♦✇✱ ✉❧t❡r✐♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞
❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❡st❡❞✱ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❧♦♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞
❛♥❞ ψR ✭♦r ψR✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ψL ✭♦r ψL✮ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❛♠❡
r❡s✉❧ts ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ψR ✭♦r ψR✮ ✇✐t❤ ψL ✭♦r ψL✮
t♦♦✳ ❘❡❛❧❧②✱ t❤✐s ❤❛✈❡ ♥♦t t♦ ❞❡♠♦r❛❧✐③❡ ✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥❛♠✐♥❣ ♦✉r ✜❡❧❞s ✐♥ ❛
♣r❡❝✐s❡ ✇❛②✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✹✶✮✱ ✭✸✹✷✮ ❛♥❞ ✭✸✹✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t
✉♥❞❡r ♣❛r✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤ m 6= 0✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ ✐❢ ✇❡ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ✐t✱ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♥❡✉tr✐♥♦ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✲
❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❲❡②❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ ❤❡❧✐❝✐t② ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ ❞♦ s✉❝❤ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥t♦ ▼❛❥♦r❛♥❛ t❤❡♦r②✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ♥❡✉tr✐♥♦ ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳
■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✭✷✼✵✮ ❛♥❞ ✭✷✼✶✮ t❡❧❧ ✉s t❤❛t✱ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

(
1
2
, 0
)
⊕
(
0, 1

2

)
♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+✱ ✇❡ ❣❡t ❞✐st✐♥❝t ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡

❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈❛♥ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s❄ ■s t❤❡
♥❡✉tr✐♥♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣② ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ψR ✭♦r ψR✮ ♦r t♦ t❤❛t ♦❢ ψL ✭♦r ψL✮❄
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡♠❛♥❞s ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s✳ ❲❤❛t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❧✐❡✈❡s ✉s ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ♦✉t s✐♠♣❧② ❜② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❛♥❞ s♦ t❤❡② ♦❜❥❡❝t✐✈❡❧②
❧❡t ✉s r❡✢❡❝t ❛♥❞ ✐♥✈✐t❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥q✉✐r❡✳

✽✵



✹ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❊①t❡r♥❛❧ ●❛✉❣❡ ❋✐❡❧❞s

❚❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❛s ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❜♦r♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❤❛t
✇❡ s❛✐❞✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✇ t❤❡♦r② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r✐s✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥❝✉r t♦ ✇r✐t❡
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✭α✲◗❈❉✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡
✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳

✹✳✶ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✿ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s

❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✳ ❖❢ t❤✐s t❤❡♦r②✱
t❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♠♦✉♥ts✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡s✱ ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ s✐♥❣❧❡
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢
t❤❡ ◗❋❚ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❲❤❛t ♥❛♠❡ ❞♦ ✇❡ ❣✐✈❡ t♦ t❤✐s t❤❡♦r②❄ ❙✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥❞✉❝ts t♦ ❆α❊ ♦r ❙α❊✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞

t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✭♣♦st ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ t♦ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡
✭❛❝t✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞
❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ♥❛♠❡ ✐t ✏α✲❚❤❡♦r②✱✑ i.e. t❤❡ ✏❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡♦r②✳✑ ❚❤❡ ✇r✐t❡r ❤♦♣❡s
s♦♠❡❞❛② t❤✐s t❤❡♦r②✱ ✐❢ ✈❡r✐✜❡❞✱ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞✱ t❤✉s✱
✇✐❧❧ r❡♥❞❡r ✐t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ◆❛t✉r❡✮✳ ❋r♦♠ t❤✐s
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧❧② t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼♦❞❡❧✳
❆♥♦t❤❡r t❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✉st ❡♠♣❤❛s✐③❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ✐❞❡♥t✐❢② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✑ ✭❆α❚✮ t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❊✱ ✇❤✐❧❡
✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✑ ✭❙α❚✮ t❤❛t ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❙α❊✳ ❲❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❡tt❧❡❞ ❞♦✇♥ ✐❢
❛♥❞ ✇❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡♥
✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② s✐♠♣❧② α✲❚❤❡♦r②✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝
α✲❚❤❡♦r②✑ ✇✐t❤ LAα✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✑ ✇✐t❤ LSα✳ ❲❡ ♥♦✇
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❋♦r ♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
µ → −im ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s LM1 ❛♥❞ LM2 ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡
t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r Mα

❡q✉❛t✐♦♥ ♦r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦♥❡✳ ❲❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛✈❡

✽✶



LM1
µ→−im−→ LAα = ψ̄s(x) (i~χ

µ∂µ −mc1s)ψs(x) ✭✸✹✺✮

LM2
µ→−im−→ LSα = (∂µψ

†
s)ξ

µξν(∂νψs)−
m2c2

~2
ψ†s(x)ψs(x). ✭✸✹✻✮

■t ♣r♦♠♣t❧② ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t LAα ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

LDirac = ψ̄(x) (i~γ
µ∂µ −mc)ψ(x), ✭✸✹✼✮

✇❤✐❧❡ LSα r❡♠❡♠❜❡rs t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ✽✺

LK−G = (∂µψ
†)(∂µψ)− m2c2

~2
ψ†(x)ψ(x). ✭✸✹✽✮

❚❤✐s ♠❛❦❡s ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛② ✭❛r✲
❜✐tr❛r② s♣✐♥✮✱ ✐s r❡❛❧❧② ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LAα ❛♥❞ LSα ✉♥❞❡r s♣❛❝❡✲t✐♠❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❧✐♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦r❦ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts ✭~ = c = 1✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥

LAα = ψ̄s(x) (iχ
µ∂µ −m1s)ψs(x) ✭✸✹✾✮

LSα = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs)−m2ψ†s(x)ψs(x). ✭✸✺✵✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡❣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ LAα✳ ❆❢t❡r ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

x′µ = xµ + aµ,

✐t ❜❡❝♦♠❡s ✭t❤❡ χµ ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ x✮

L′Aα = ψ̄′s(x
′)
(
iχµ∂′µ −m1s

)
ψ′s(x

′). ✭✸✺✶✮

✽✺◆♦t❡ t❤❛t

ψ(x) ≡




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


 , ψi ∈ C ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}; ψ(x) ≡




ψ1

✳✳✳
ψn


 , ψi ∈ C ∀i ∈ {1, . . . , n}.

✽✷



❙✐♥❝❡ ∂′µ = ∂µ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

L′Aα = LAα ⇒ δLAα = (L′Aα − LAα) = 0. ✭✸✺✷✮

❚❤❡♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LAα ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✽✻




jµνs = −iψ̄sχµ∂νψs

Q0
s =

∫
R3 d

3x
(
iψ†s

∂ψs

∂t

)
, Qi

s =
∫
R3 d

3x
(
iψ†s

∂ψs

∂xi

)
.

✭✸✺✸✮

❲❡ ♥♦✇ tr② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✳ ❋♦r ♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❞❡♥s✐t② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡

HAα = πs(x)ψ̇s(x)− LAα, ✭✸✺✹✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ πs(x)✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x) ❣✐✈❡♥ ❜②

πs(x) ≡
∂LAα

∂ψ̇s
. ✭✸✺✺✮

❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ HAα ❛♥❞ πs(x)✱ ✇❡ ❣❡t




HAα = iψ†s

∂ψs

∂t

πs(x) = iψ†s(x)
✭✸✺✻✮

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s




Q0
s =

∫
R3 d

3x
(
iψ†s

∂ψs

∂t

)
=
∫
R3 d

3xHAα = HAα

Qi
s =

∫
R3 d

3x
(
iψ†s∂

iψs
)
=
∫
R3 d

3x (πs∂
iψs) .

✭✸✺✼✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ Q0
s ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LAα✱ ✇❤✐❧❡ Qi

s ❛r❡ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡

✽✻❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s✱ t❤✉s ❧✐❦❡ t❤❡ t❡♥s♦r ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t✱ ❛r❡ r❡❛❧❧② s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
✜①❡❞ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t✳

✽✸



▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭i.e. ✉♥❞❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡s✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ ❢♦✉r
❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜②
t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ s ∈ N/2✮✳
❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② LSα ✉♥❞❡r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s

x′µ = xµ + aµ.

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

L′Sα = (∂′µψ
′†
s )ξ

µξν(∂′νψ
′
s)−m2ψ′†s (x

′)ψ′s(x
′), ✭✸✺✽✮

❛♥❞ ❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t





∂′µ = ∂µ
ψ′s(x

′) = ψs(x)

ψ′†s (x
′) = ψ†s(x)

✭✸✺✾✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

L′Sα = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs)−m2ψ†s(x)ψs(x), ✭✸✻✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

L′Sα = LSα ⇒ δLSα = (L′Sα − LSα) = 0. ✭✸✻✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSα ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦✱ ❢r♦♠
t❤❡ ◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s ❛♥❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥ts




jµνs = −T µν

Q0
s =

∫
R3 d

3xT 00, Qi
s =

∫
R3 d

3xT 0i,
✭✸✻✷✮

✇❤❡r❡





T µν = (∂αψ
†
s)ξ

αξµ(∂νψs) + (∂νψ†s)ξ
µξα(∂αψs)− (∂αψ

†
s)ξ

αξβ(∂βψs)g
µν +m2ψ†sψsg

µν

T 00 = (∂αψ
†
s)ξ

αξ0(∂0ψs) + (∂0ψ†s)ξ
0ξα(∂αψs)− (∂αψ

†
s)ξ

αξβ(∂βψs) +m2ψ†sψs

T 0i = (∂αψ
†
s)ξ

αξ0(∂iψs) + (∂iψ†s)ξ
0ξα(∂αψs).

✭✸✻✸✮

✽✹



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛r❣❡s✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
❞❡♥s✐t② HSα✱ ✇❤♦s❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ✐s

HSα = πψ(x)ψ̇s(x) + ψ̇†s(x)πψ†(x)− LSα, ✭✸✻✹✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ πψ(x) ❛♥❞ πψ†(x)✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x) ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψ†s(x) ❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜②




πψ(x) ≡ ∂LSα

∂ψ̇s
= (∂αψ

†
s)ξ

αξ0

πψ†(x) ≡ ∂LSα

∂ψ̇†
s
= ξ0ξα(∂αψs),

✭✸✻✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s

HSα = (∂αψ
†
s)ξ

αξ0(∂0ψs) + (∂0ψ†s)ξ
0ξα(∂αψs)− (∂αψ

†
s)ξ

αξβ(∂βψs) +m2ψ†sψs. ✭✸✻✻✮

❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✭✸✻✺✮ ❛♥❞ ✭✸✻✻✮ ✇✐t❤ Q0
s ❛♥❞ Q

i
s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦♠♣t❧② ✇r✐t❡




Q0
s =

∫
R3 d

3xHSα = HSα

Qi
s =

∫
R3 d

3x
[
πψ∂

iψs + ∂iψ†sπψ†

]
=
∫
R3 d

3xπψ∂
iψs +

∫
R3 d

3x∂iψ†sπψ† .
✭✸✻✼✮

❚❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ Q0
s ✐s ♥♦t ♦t❤❡r ❜✉t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSα✱ ✇❤✐❧❡ Qi

s

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x)
❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞ ψ†s(x) ❛♥❞ t❤✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② LSα ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛♥② s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s✲

❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡s✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ ❢♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡s✱
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② HSα ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s✲
♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞s ψs(x) ❛♥❞ ψ

†
s(x)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✷ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ Aµ(x)✳ ❖❜✲
✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚ ❜♦t❤ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ ✐s ✐♥✈❡rs❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡
✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♦r t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ✏●❛✉❣❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱✑ i.e. ♦♥ t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠

✽✺



❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ ✭❣❛✉❣❡✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛tt❡r
✜❡❧❞✱ ♠♦r❡ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ✜❡❧❞✱ ❥✉st ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ Aµ(x)✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱
t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❞❡❛❧t ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐s
♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❤❡♦r② t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t♦
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ ✏♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✑ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞✑✮✳ ❆♥❞ ✐t
✐s ❥✉st ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ st❛rt✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤✐s ✇❛② ❢r♦♠ LAα ❛♥❞ LSα✱ ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

LAα = ψ̄s(x) (iχ
µ∂µ −m1s)ψs(x), ✭✸✻✽✮

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❜❛♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ✐t✮

{
ψ′s(x) = eiθψs(x)

ψ̄′s(x) = e−iθψ̄s(x),
✭✸✻✾✮

✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② LAα t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✭∂µ → Dµ + Lcin

em = −1
4
FµνF

µν✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ✽✼

L̃Aα = ψ̄s(x) (iχ
µDµ −m1s)ψs(x)−

1

4
FµνF

µν , ✭✸✼✵✮

✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s





ψ′s(x) = eiθ(x)ψs(x)

ψ̄′s(x) = e−iθ(x)ψ̄s(x)

A′µ(x) = Aµ(x) +
1
❡
∂µθ(x).

✭✸✼✶✮

❲❡ ❤❛✈❡

L̃Aα = ψ̄s [iχ
µ(∂µ − i❡Aµ)−m1s]ψs −

1

4
FµνF

µν =

ψ̄s(iχ
µ∂µ −m1s)ψs + ❡ψ̄s(χ

µAµ)ψs −
1

4
FµνF

µν , ✭✸✼✷✮

✽✼Dµ ≡ (∂µ − i❡Aµ)✳

✽✻



✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞
❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❡✳ ❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✭✸✼✷✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✐t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r s✉❝❤ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❙✐♥❝❡ t❤✐s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥

✭✈❛r②✐♥❣ s✮ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❊❉✑ ❛♥❞ s♦ t♦ ✇r✐t❡

L
QED
Aα = ψ̄s(x) (iχ

µDµ −m1s)ψs(x)−
1

4
FµνF

µν , ✭✸✼✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ψs(x) ❛♥❞
Aµ(x)✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✽✽

(iχµD
µ −m1s)ψs(x) = 0 ✭✸✼✹✮

∂µF
µν = ❡jνs . ✭✸✼✺✮

❚❤❡ ✭✸✼✹✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x) ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ Aµ(x)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭✸✼✺✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t jνs ✳
◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✐s ❥✉st t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞

ψs(x) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LAα ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✸✻✾✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

δLAα = (L′Aα − LAα) = 0, ✭✸✼✻✮

i.e.✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t




jνs =

∂LAα

∂(∂νψs)
δ̄ψs + δ̄ψ̄s

∂LAα

∂(∂ν ψ̄s)
+ LAαδ̄x

ν

Qs(t) =
∫
R3 d

3xj0s(~x, t)
✭✸✼✼✮

❛♥❞ s✐♥❝❡





δ̄ψs = iψs(x)

δ̄ψ̄s = −iψ̄s(x)
δ̄xν = 0,

✭✸✼✽✮

✽✽jνs ≡ −(ψ̄sχ
νψs)✳

✽✼



✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

jνs = −(ψ̄sχνψs), ✭✸✼✾✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❧✐❦❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛①✇❡❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ Qs(t)✱ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥

∂ν j
ν
s = 0, ✭✸✽✵✮

✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❦❡

jνs = (ψ̄sχ
νψs), ✭✸✽✶✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❛s✐❧② ❢♦❧❧♦✇s

Qs(t) =

∫

R3

d3x(ψ̄sχ
0ψs) =

∫

R3

d3x(ψ†sψs). ✭✸✽✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LAα ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣✐✈❡s




jνs = (ψ̄sχ

νψs)

Qs(t) =
∫
R3 d

3x(ψ†sψs).
✭✸✽✸✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s





ψ′s(x) = e−iθ(x)ψs(x)

ψ̄′s(x) = eiθ(x)ψ̄s(x)

A′µ(x) = Aµ(x) +
1
❡
∂µθ(x),

✭✸✽✹✮

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LAα ✉♥❞❡r s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✱
♥❛♠❡❧②

Dµ ≡ (∂µ + i❡Aµ). ✭✸✽✺✮

✽✽



❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ✭✸✼✹✮ ❛♥❞ ✭✸✼✺✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t jνs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧✉s s✐❣♥✱ i.e.

jνs = (ψ̄sχ
νψs). ✭✸✽✻✮

❚❤✐s ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ♦❢ LAα ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s




ψ′s(x) = e−iθψs(x)

ψ̄′s(x) = eiθψ̄s(x).
✭✸✽✼✮

❲❤❛t ✇❡ s❛✇ t❡❛❝❤❡s ✉s t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② LAα✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r②✱ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛
❞✉♣❧✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t✱✽✾ t✐❡❞ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥✳
❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

Aµ(x)✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥

LSα = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs)−m2ψ†sψs, ✭✸✽✽✮

✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✇❡ ❜❛♥❛❧❧② ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ✐t✮




ψ′s(x) = eiθψs(x)

ψ′†s (x) = e−iθψ†s(x),
✭✸✽✾✮

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

L̃Sα = (Dµψs)
†ξµξν(Dνψs)−m2ψ†sψs −

1

4
FµνF

µν , ✭✸✾✵✮

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② LSα t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥

Dµ ≡ (∂µ − i❡Aµ), ✭✸✾✶✮

✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

✽✾❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✽✵✮✳

✽✾







ψ′s(x) = eiθ(x)ψs(x)

ψ′†s (x) = e−iθ(x)ψ†s(x)

A′µ(x) = Aµ(x) +
1
❡
∂µθ(x).

✭✸✾✷✮

▼❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r ✐♥ ✭✸✾✵✮ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥

L̃Sα = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs)−m2ψ†sψs + i❡Aµ(ψ
†
sξ
µξν∂νψs − ∂νψ†sξνξµψs)+

❡2AµAνψ
†
s(ξ

µξν)ψs −
1

4
FµνF

µν , ✭✸✾✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ✭✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
s♣✐♥ s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦❢ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥t ❡✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ t❡❞✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t L̃Sα ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧
❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✸✾✷✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✜❡❧❞ ψs ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ Aµ✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❊❉✳✑ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡

L
QED
Sα = (Dµψs)

†ξµξν(Dνψs)−m2ψ†sψs −
1

4
FµνF

µν , ✭✸✾✹✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ψs(x) ❛♥❞ Aµ(x)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✾✵

(ξµξνDµDν +m2
1s)ψs(x) = 0 ✭✸✾✺✮

∂µF
µν = ❡Iνs . ✭✸✾✻✮

❚❤❡ ✭✸✾✺✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs(x) ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ Aµ(x)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭✸✾✻✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t Iνs ✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ s✉❝❤ ❛ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ✐s ❥✉st t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢

L
QED
Sα ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✸✾✷✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡ ❤❛s





Ĩνs =
∂LQED

Sα

∂(∂νψs)
δ̄ψs + δ̄ψ†s

∂LQED
Sα

∂(∂νψ
†
s)
+

∂LQED
Sα

∂(∂νAµ)
δ̄Aµ + L

QED
Sα δ̄xν

Q̃s(t) =
∫
R3 d

3xĨ0s(~x, t)

✭✸✾✼✮

✾✵Iνs ≡ i
[
(Dµψs)

†ξµξνψs − ψ†
sξ

νξµ(Dµψs)
]
✳

✾✵



❛♥❞ s✐♥❝❡





δ̄ψs = iψs(x)

δ̄ψ†s = −iψ†s(x)
δ̄Aµ = 0

δ̄xν = 0,

✭✸✾✽✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

Ĩνs = i(∂µψ
†
sξ
µξνψs − ψ†sξνξµ∂µψs)− ❡Aµ(ψ

†
sξ
µξνψs + ψ†sξ

νξµψs), ✭✸✾✾✮

✇❤✐❝❤ ❥✉st ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t Iνs ✳ ❲✐t❤ ❝♦♥❝❡r♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ Q̃s(t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Ĩ0s = I0s = i(∂µψ
†
sξ
µξ0ψs − ψ†sξ0ξµ∂µψs)− ❡Aµ(ψ

†
sξ
µξ0ψs + ψ†sξ

0ξµψs), ✭✹✵✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

Q̃s(t) =

∫

R3

d3x
[
i(∂µψ

†
sξ
µξ0ψs − ψ†sξ0ξµ∂µψs)− ❡Aµ(ψ

†
sξ
µξ0ψs + ψ†sξ

0ξµψs)
]
. ✭✹✵✶✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✸✾✻✮✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❡♥♦r♠♦✉s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥❝✉rs t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❙α❚ t♦✇❛r❞s ❆α❚✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❥✉st s❛✐❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ♦❢
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② L

QED
Aα ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

✭✸✼✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② LSα ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✸✽✾✮ ✭✐t ✐s ❜❛♥❛❧ t♦ s❤♦✇ LSα ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❧❛st
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❈❛❧❧✐♥❣ j̃νs ❛♥❞ j

ν
s s✉❝❤ ❝✉rr❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❡t





j̃νs = −(ψ̄sχνψs) = jνs

jνs = i
[
(∂µψ

†
s)ξ

µξνψs − ψ†sξνξµ(∂µψs)
]
.

✭✹✵✷✮

❚❤✐s r❡s✉❧t s❛②s t❤❛t✱ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
❢♦r t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LAα ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LQED

Aα ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LSα ✉♥❞❡r
❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡✱ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LQED

Sα ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳
❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ❞✐✈❡rs✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❜❡tt❡r

✾✶



t❤❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❡ ❆α❚ ❤❛✈❡ j̃νs ❡q✉❛❧ t♦ jνs ♠❡❛♥s t❤❛t✿

✶✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ψs ❛♥❞ Aµ✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ❛t ❛❧❧✱ ❜❡✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ♦♥❧②
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t jνs ♦r j̃νs ✳

✷✳ ❚❤❡ ●❛✉❣❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡s♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② LAα✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ L

QED
Aα ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ψs

✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② LAα ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧②
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❡r♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✜❡❧❞ ψs ✐s✳

❚❤❡ ✐ss✉❡s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❛s ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t✐❝❡❞✱ ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✭❜❛♥❛❧❧②
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t Iνs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ jνs s✐♠♣❧② ❜② ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤✐s s❡❡♠s t♦ s✉❣✲
❣❡st t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LAα✳ ■t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛❧s♦ ♣❧❛❣✉❡ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❢❛❝t t❤❡s❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
♥❡✈❡r ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ❜❡✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r②✱ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ t♦♦✳ ■♥st❡❛❞✱
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r②✱ ❡①❝❡❡❞s t❤❡s❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s





ψ′s(x) = e−iθ(x)ψs(x)

ψ′†s (x) = eiθ(x)ψ†s(x)

A′µ(x) = Aµ(x) +
1
❡
∂µθ(x),

✭✹✵✸✮

❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LSα ✉♥❞❡r s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❤✉s ❞❡✜♥❡❞

Dµ ≡ (∂µ + i❡Aµ). ✭✹✵✹✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✭✸✾✺✮ ❛♥❞ ✭✸✾✻✮ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t
Iνs ✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐s

Iνs ≡ −i
[
(Dµψs)

†ξµξνψs − ψ†sξνξµ(Dµψs)
]
= i(ψ†sξ

νξµ∂µψs − ∂µψ†sξµξνψs)−
❡Aµ(ψ

†
sξ
µξνψs + ψ†sξ

νξµψs), ✭✹✵✺✮

✾✷



i.e. ❢♦r♠❛❧❧② ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❤❛✈✐♥❣ ♠✐♥✉s s✐❣♥✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧②✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣❡❞ s✐❣♥ ❛♥❞ ❛ t❡r♠
♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t❡r♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs✳ ❆t ❧❡✈❡❧ ♦❢ L

QED
Sα ✱ t❤✐s ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞

✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠ ♦❢ Aµ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ♦❢ Aµ✱
❛s ✐t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ Dµ = (∂µ + i❡Aµ) ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥

L
QED
Sα = (Dµψs)

†ξµξν(Dνψs)−m2ψ†sψs −
1

4
FµνF

µν . ✭✹✵✻✮

✹✳✸ ❋r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❛♥❞ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

❚❤❡ ✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✮✱ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝♦♥❝✉rs t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛tr✐① S ♦r
t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ α✲◗❊❉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤
❛ st✉❞② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤❛t
✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❍♦♣✐♥❣✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t
✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❛❧✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② t♦
t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r t❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ♣✉r❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ s♣✐r✐t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❧✐❦❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❛s ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳
❚❤✐s ✐♥❡①♦r❛❜❧② ❞r✐✈❡s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ✐♥ ◆❛t✉r❡ ✇❡r❡ ❜♦r♥ ❜② ❛ ❣r❡❛t
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❙❙❇ ✭❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥✮✱ ✇❤♦s❡ ❛s♣❡❝t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ●❧❛s❤♦✇✲❲❡✐♥❜❡r❣✲❙❛❧❛♠
♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡✳ ■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ st✉❞②✱ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧②✱
✇✐❧❧ ❝❛rr② t♦ ❛ r❛❞✐❝❛❧ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s
t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✱ ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ♦♥❡s ❛♥❞ s♦ ✇❡ ♠✉st ❤❛♥❞❧❡
t❤❡♠ ✇✐t❤ ❣r❡❛t ❝❛r❡✳
❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❋r♦♠ t❤❡

st✉❞② ♦❢ t❤❡ ◗❋❚✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❆α❚✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✾✶

✾✶❘❡❛❧❧② 0 ≡ 0d×1✱ ✇❤❡r❡ d ≡ (2s + 1)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉❜✐♥❞❡① s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ d ✭♦r d × 1 ❢♦r ψs✮
t♦♦✱ ❜✉t ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐t ✐♥t❛❝t ❢♦r ❛ s❧✐♠♠❡r ♥♦t❛t✐♦♥✳

✾✸



(iχµ∂µ −m1s)ψs(x) = 0. ✭✹✵✼✮

❚❤❡ ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✭✹✵✼✮ ✐s

(iχµ∂µ −m1s)Gs(x− y) = δ4d×1(x− y) ≡ δ4(x− y)1d×1, ✭✹✵✽✮

✇❤❡r❡✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡❞

1d×1 ≡




1
✳✳✳
1
✳✳✳


 . ✭✹✵✾✮

❋♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✽✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ Gs(x − y)
❛♥❞ δ4(x− y)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡




Gs(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)G̃s(p)d
4p

δ4(x− y) = 1
(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)d4p.
✭✹✶✵✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡♠✱ ♦✉r ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s

(iχµ∂µ −m1s)

[
1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)G̃s(p)d
4p

]
=

1

(2π)4

[∫

P4

e−ip·(x−y)d4p

]
1d×1 ✭✹✶✶✮

❛♥❞ s✐♥❝❡

iχµ∂µe
−ip·(x−y) = χµpµe

−ip·(x−y), ✭✹✶✷✮

✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ✇r✐t❡

1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)
[
(χµpµ −m1s)G̃s(p)− 1d×1

]
d4p = 0, ✭✹✶✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ❜❛♥❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s

✾✹



(χµpµ −m1s)G̃s(p) = 1d×1 ⇒ G̃s(p) =
1d×1

(χµpµ −m1s)
✭✹✶✹✮

❛♥❞ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❤❛✈❡

Gs(x− y) =
1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)
1d×1

(χµpµ −m1s)
d4p. ✭✹✶✺✮

❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣♦❧❡ ✐♥ χµpµ = m1s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s✐❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥✬s iǫ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ i.e. ❜② ❛❞❞✐♥❣ iǫ t♦ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✱ ♥❛♠❡❧② ✇r✐t✐♥❣

Gs(x− y) =
1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)
(

1d×1
χµpµ −m1s + iǫ

)
d4p, ✭✹✶✻✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t iǫ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① ✾✷

1d×d ≡




1 1 . . . 1 . . .
1 1 . . . 1 . . .
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳ . . .
1 1 . . . 1 . . .
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳ . . .



. ✭✹✶✼✮

❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲
❚❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❇② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✇✐t❤ ∆Aα

s (x− y)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

∆Aα
s (x− y) = 1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)
(

1d×1
χ · p−m1s + iǫ

)
d4p. ✭✹✶✽✮

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ∆Aα
s (p)✱ ✐s ❥✉st t❤❡ ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥ G̃s(p)✳ ❍❡♥❝❡

∆Aα
s (p) =

1d×1
χ · p−m1s

. ✭✹✶✾✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs r❡❛❧❧② ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs✱ t❤✉s ❛s ❡✈❡r② ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛
❝♦❧✉♠♥ ✜❡❧❞✱ ❧✐❦❡ ψs(x)✱ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ✭✹✶✾✮ ♠✉st ❜❡ r❡❛❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

∆Aα
s (p) =

1d×1
χ · p−m1s

= (χ · p−m1s)
−11d×1, ✭✹✷✵✮

✾✷❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ♠❛tr✐① ❤❛s (2s+ 1)✲r♦✇s ❛♥❞ (2s+ 1)✲❝♦❧✉♠♥s✳

✾✺



✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢∆Aα
s (x−y)

❛♥❞ ∆Aα
s (p) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① (χ · p−m1s)✱ i.e. ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

det(χ · p−m1s) 6= 0. ✭✹✷✶✮

■❢ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛ s ∈ N/2 ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r t❤❛t ♣r❡❝✐s❡ s✱ ❛ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❝♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❢♦r t❤✐s s✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❋♦r ❧✐tt❧❡
s ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✉♥❧❡ss t♦ ♣❧❛❝❡ ~p = ~0✳
◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r s = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡




∆Aα
s=0(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)
(

1
±m−m+iǫ

)
d4p

∆Aα
s=0(p) =

1
±m−m

,
✭✹✷✷✮

i.e.✱ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ δ0 = 1 ❢r♦♠ t❤❛t ♦♥❡ δ0 = −1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✾✸

δ0 = 1 :




∆Aα
δ=1(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)
(
1
iǫ

)
d4p

∆Aα
δ=1(p) = −1

0
≡ ∞

✭✹✷✸✮

δ0 = −1 :




∆Aα
δ=−1(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)
(

1
−2m+iǫ

)
d4p

∆Aα
δ=−1(p) = − 1

2m
.

✭✹✷✹✮

❙✐♥❝❡✱ ❢♦r δ0 = 1✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ∆Aα
δ=1(p) ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡s✱ ✇❤❡♥ s = 0✱ ❛r❡




∆Aα
s=0(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)
(

1
(χ·p)0−m+iǫ

)
d4p

∆Aα
s=0(p) =

1
(χ·p)0−m

,
✭✹✷✺✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ (χ · p)0✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t χ · p ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r s = 0 ✇❤❡♥
δ0 = ±1✱ ♥❛♠❡❧②

(χ · p)0 ≡
1

2
[(χ · p)δ0=1 + (χ · p)δ0=−1] . ✭✹✷✻✮

✾✸❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ ❢♦r s = 0✱ δ ❝❛♥ ❜❡ 1 ❛♥❞ −1✳

✾✻



❙✐♥❝❡ χµ = (δ, δεi)✱ ❢♦r s = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ χµ0 = (±1, 0, 0, 0) ❛♥❞ s♦ (χ · p)δ0=1 = m✱ (χ · p)δ0=−1 = −m✱
t❤❛t ✐s

(χ · p)0 = 0, ✭✹✷✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s




∆Aα
s=0(x− y) = 1

(2π)4

∫
P4 e

−ip·(x−y)
(

1
iǫ−m

)
d4p

∆Aα
s=0(p) = − 1

m
= − 1

p0
.

✭✹✷✽✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❢♦r δ∓1✱ t❤❡ r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✐❣♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❝❛❧❛r 1 ❝❛♥♥♦t ❝❡rt❛✐♥❧②
❛❧t❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

ψs(x) = ∆Aα
s (x) + ψ̃s(x) ∀x ∈M − {0}, ✭✹✷✾✮

✇❤❡r❡ ψ̃s(x) ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✏✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✑✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❆α❚✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❢♦r♠ ❡①✐st✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❥✉st st✉❞✐❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ∆Aα
s (p)

✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜② (χνpν +m1s)✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∆Aα
s (p) =

(χνpν +m1s)1d×1
χµχνpµpν −m21s

, ✭✹✸✵✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

∆Aα
s (x− y) = 1

(2π)4

∫

P4

e−ip·(x−y)
[

(χνpν +m1s)1d×1
χµχνpµpν −m21s + iǫ

]
d4p. ✭✹✸✶✮

❲❡ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥

(
ξµξν∂µ∂ν +m2

1s

)
ψs(x) = 0, ✭✹✸✷✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

✾✼



(
ξµξν∂µ∂ν +m2

1s

)
Gs(x− y) = δ4(x− y)1d×1. ✭✹✸✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s




Gs(x− y) = 1

(2π)4

∫
K4 e

−ik·(x−y)G̃s(k)d
4k

δ4(x− y) = 1
(2π)4

∫
K4 e

−ik·(x−y)d4k,
✭✹✸✹✮

✇❤✐❝❤✱ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭✹✸✸✮✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧✐tt❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡

(
m2

1s − ξµξνkµkν
)
G̃s(k) = 1d×1 ⇒ G̃s(k) =

1d×1
m21s − ξµξνkµkν

, ✭✹✸✺✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❜❛♥❛❧❧②

Gs(x− y) =
1

(2π)4

∫

K4

e−ik·(x−y)
(

1d×1
m21s − ξµξνkµkν + iǫ

)
d4k, ✭✹✸✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥✬s iǫ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✐♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡s iǫ ≡ iǫ1d×d✮✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭✹✸✻✮ ✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❡ ξµξνkµkν = m21s✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❇②
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✇✐t❤ ∆Sα

s (x− y)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

∆Sα
s (x− y) = 1

(2π)4

∫

K4

e−ik·(x−y)
(

1d×1
m21s − ξµξνkµkν + iǫ

)
d4k. ✭✹✸✼✮

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ∆Sα
s (k)✱ ✐s ❥✉st t❤❡ ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥ G̃s(k)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

∆Sα
s (k) =

1d×1
m21s − ξµξνkµkν

. ✭✹✸✽✮

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t ❆α❚ ✐s tr✉❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡✐r
❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① (m21s − ξµξνkµkν)✱ i.e. ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

det
(
m2

1s − ξµξνkµkν
)
6= 0. ✭✹✸✾✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐❢ ❛ s ∈ N/2 ✇❡r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡①✐st✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥✉❧❧✱ ❢♦r t❤✐s s t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❧✐tt❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs

✾✽



∆Sα
s (x− y) ❛♥❞ ∆Sα

s (k) ❡①✐st✱ ✉♥❧❡ss t♦ t❛❦❡ ~k = ~0✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ❢♦r s = 0✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t

s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t♦r t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❛t ♠♦✈❡s ♦♥ t✲❛①✐s✱
✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t♦r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✾✹

(
1

c2
∂2

∂t2
+
m2c2

~2

)
ψ(x) = 0. ✭✹✹✵✮

❆s ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t✲❛①✐s✱ ♥♦t ✐♥ ♥❛t✉r❛❧
✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡✱ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝✉r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❛❞❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❢♦r s = 0✳ ❚❤❡ ●r❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✭✹✹✵✮ ✐s

(
1

c2
∂2

∂t2
+
m2c2

~2

)
G(x− y) = δ4(x− y), ✭✹✹✶✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ G(x − y) ❛♥❞ δ4(x − y)✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

∆K−G
t (k) =

1

m2c2
(

1
~2
− 1
) . ✭✹✹✷✮

❲❡ ♥♦✇ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ❢♦r s = 0
❛♥❞ ❝♦♥❢r♦♥t ✐t ✇✐t❤ ∆K−G

t (k)✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✭✹✸✽✮ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧
✉♥✐ts✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❙α❊ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ✉♥✐ts✳ ❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

(
ξµξν∂µ∂ν +

m2c2

~2
1s

)
ψs(x) = 0, ✭✹✹✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❤❛✈❡

∆Sα
s (k) =

1d×1
m2c2

~2
1s − ξµξνkµkν

. ✭✹✹✹✮

❲❡ ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❢♦r s = 0✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❆α❚✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t





∆Sα
s=0(x− y) = 1

(2π)4

∫
K4 e

−ik·(x−y)

(
1

m2c2

~2
−(ξµξνkµkν)0+iǫ

)
d4k

∆Sα
s (k) = 1

m2c2

~2
−(ξµξνkµkν)0

,
✭✹✹✺✮

✾✹❙✐♥❝❡ ✇❡ st❛② ✐♥ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✭❘❊P✮ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✭✹✹✮ ♦♥❡✳

✾✾



✇❤❡r❡

(ξµξνkµkν)0 ≡
1

2
[(ξµξνkµkν)δ0=1 + (ξµξνkµkν)δ0=−1] . ✭✹✹✻✮

❙✐♥❝❡ ξµ = (δ, iεi)✱ ❢♦r s = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ ξµ0 = (±1, 0, 0, 0)✱ ❛♥❞ s♦

(ξµξνkµkν)s=0 = m2c2, ✭✹✹✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

(ξµξνkµkν)0 = m2c2. ✭✹✹✽✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✾✺

∆Sα
s=0(x− y) =

1

(2π)4

∫

K4

e−ik·(x−y)

(
1

m2c2

~2
−m2c2 + iǫ

)
d4k ✭✹✹✾✮

∆Sα
s=0(k) =

1
m2c2

~2
−m2c2

=
1

m2c2
(

1
~2
− 1
) . ✭✹✺✵✮

❲❡ ♥♦t✐❝❡ ✭✹✺✵✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✲❛①✐s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❛♥s❛t③ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s δ0 = 1
❛♥❞ δ0 = −1 ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts χ ·p ❛♥❞ ξµξνkµkν ✱ ✇❤❡♥ s = 0✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❆α❚
❛♥❞ ❙α❚✱ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ∆Sα

s=0(k) ❛♥❞ ∆K−G
t (k) ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣✳✾✻

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙α❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ψs(x) = ∆Sα
s (x) + ψ̃s(x) ∀x ∈M − {0}, ✭✹✺✶✮

✇❤❡r❡ ψ̃s(x) ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❛❧ s❤♦rt❧② ✕ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✕ ✇✐t❤ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ❛❧s♦ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◗❈❉ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❆α❚ ❛♥❞

✾✺❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ δ∓1✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳
✾✻❚❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ✐s✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ tr✉❡ ❢♦r ∆Sα

s=0(x− y) ❛♥❞ ∆K−G
t (x− y)✳

✶✵✵



❙α❚✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ♣r♦✈✐s✐♦♥❛❧✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛
❣❧♦❜❛❧ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ❙❙❇✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ st❛rt ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ψs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆α❚ ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ✐t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(3) ♦❢ ❝♦❧♦✉r✳ ❋♦r
t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

LAα = ψ̄s(x)(iχ
µ∂µ −m1s)ψs(x), ✭✹✺✷✮

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✇❡ ❝❛♥ ❜❛♥❛❧❧② ✈❡r✐❢② ✐t✮




ψ′s(x) = e−iTaθaψs(x)

ψ̄′s(x) = eiTaθaψ̄s(x),
✭✹✺✸✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ e±iTaθa ✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ G ❤❛✈✐♥❣ n ❝♦♠♣❧❡①
♣❛r❛♠❡t❡rs θa✱ ❛♥❞✱ ✇✐t❤ Ta✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♣ ✐♥ ❛ ✉♥✐t❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
n✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛

[T a, T b] = itabcT c, ✭✹✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tabc✱ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ G✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② LAα✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ G ✐s ❧♦❝❛❧❧②

s❤r✉♥❦ ✭i.e. ♦♥❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ G t♦ Gx✮✱ ❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s




ψ′s(x) = e−iTaθa(x)ψs(x)

ψ̄′s(x) = eiTaθa(x)ψ̄s(x).
✭✹✺✺✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛s s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

Dµ ≡ (∂µ + igÃµ), ✭✹✺✻✮

❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛t LAα t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ Ãµ t❤❡ ✏❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✑ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞✑✮ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ãµ(x) ≡ T aÃaµ(x), ✭✹✺✼✮

✶✵✶



❛♥❞✱ ✇✐t❤ g✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s

LY−M
Aα = ψ̄s(x)(iχ

µDµ −m1s)ψs(x)−
1

2g2
Tr(F̃µνF̃

µν), ✭✹✺✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ Ãµ✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r F̃µν ✱ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r Fµν ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❡♥s♦r✑ ❛♥❞ ✐t ✐s
t❤✉s ❞❡✜♥❡❞ ✾✼

F̃µν ≡ (∂µÃν − ∂νÃµ) + ig[Ãµ, Ãν ]. ✭✹✺✾✮

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ tr② ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

[Dµ, Dν ] = igF̃µν . ✭✹✻✵✮

■t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✭✹✺✽✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✾✽





ψ′s(x) = e−iTaθa(x)ψs(x)

ψ̄′s(x) = eiTaθa(x)ψ̄s(x)

Ã′µ(x) = U(x)Ãµ(x)U
−1(x) + i

g
(∂µU(x))U

−1(x),

✭✹✻✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ Ãµ✳
◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞

Ãµ✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✾✾

(iχµDµ −m1s)ψs(x) = 0 ✭✹✻✷✮

∂µF̃
µν − ig[Ãµ, F̃ µν ] = gjνs . ✭✹✻✸✮

❚❤❡ ✭✹✻✷✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞
Ãµ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭✹✻✸✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Ãµ ✭♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
Ãaµ✱ ✐❢ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✭✹✻✸✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t jνs
✕ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❡ ✭G = U(1)✮ ✕ ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ i.e. ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ◆♦❡t❤❡r

✾✼■❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❛❧s♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ g ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ F̃µν ✳
✾✽U(x) ≡ e−iTaθa(x) ∈ Gx✳
✾✾jνs ≡ (ψ̄sχ

νψs)✳

✶✵✷



❝✉rr❡♥t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LY−M
Aα ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡

r✐❣❤t ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❜②

Jνs ≡ i[Ãµ, F̃
µν ] + (ψ̄sχ

νψs), ✭✹✻✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ t♦t❛❧ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ♦❢ LY−M
Aα ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r✲

♠❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t i[Ãµ, F̃ µν ] ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
(ψ̄sχ

νψs) ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ψs ✭t❤✐s ❧❛st ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ✐s t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LAα ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❡ t♦t❛❧ ❝✉rr❡♥t Jνs
✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Ãµ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡
❝❤❛r❣❡ g ❝❛♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ Ãµ ✭♦r t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ãaµ✮ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t Jνs ✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠

∂µF̃
µν = gJνs , ✭✹✻✺✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t
❢♦r♠✳✶✵✵ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❛s s❛✐❞✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s

Q̃s(t) =

∫

R3

d3xJ0s =

∫

R3

d3x
{
i[Ãµ, F̃

µ0] + (ψ̄sχ
0ψs)

}
. ✭✹✻✻✮

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❜r♦❛❞ ♦✉t❧✐♥❡✱ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ♦❢ t❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r♠❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✜❡❧❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t♦♦✱ t❤❡ str❛♥❣❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t Jνs ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ t❡r♠s✱
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜❡❧❞s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ψs ❛♥❞ Ãµ ✐♥t❡r❛❝t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦r❡
❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❡①♣❡❝t t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s s❤♦✇♥ ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Jνs ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ s✉❝❤ ❛♥
❛♥♦♠❛❧② ✕ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛s❡ ✕ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❛t❧② ❡①❝❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s
t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❈❉✳✑

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✐t ❢r♦♠ LY−M
Aα ✱ s♣❡❝✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ G t♦ SU(3)c✳ ❇❡❢♦r❡

♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ♠✉st r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ◗❈❉ ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✳ ❚❤❡ q✉❛r❦s ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s♣✐♥ ✶✴✷ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❤❛❞r♦♥s✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❣❧✉♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥s✐❞❡ LY−M

Aα ✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ψs ❛♥❞
ψ̄s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡✱ t❤❡♥✱ t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛r❦ ❛♥❞ ❛♥t✐✲q✉❛r❦ ✜❡❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❛♥t✐✲q✉❛r❦s
❤❛✈❡ s♣✐♥ ✶✴✷✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ r♦✇ ✈❡❝t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② q✉❛r❦ ❛♥❞ ❛♥t✐✲q✉❛r❦ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✏✢❛✈♦✉r✑ ✐♥❞❡① f ❛♥❞ ❜② ✏❝♦❧♦✉r✑ ❛♥❞ ✏❛♥t✐✲❝♦❧♦✉r✑ ✐♥❞✐❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✶✵✵■❢ G = U(1)✱ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✻✺✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t Jνs ✱ F̃
µν ❛♥❞ g✱ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦

jνs ✱ F
µν ❛♥❞ ❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✵✸



✭✇❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ ❝♦❧♦✉rs ❛r❡ R✱ G✱ B ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐✲❝♦❧♦✉rs ❛r❡ R̄✱ Ḡ✱ B̄✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♦♥❡ ♠✉st
♠❛❦❡ t♦ LY−M

Aα s✉❝❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

ψs(x) −→ q
f,j
β (x), β ∈ {1, 2}✱ f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①✱ j ∈ {R,G,B}

ψ̄s(x) −→ q̄f,iα (x), α ∈ {1, 2}✱ f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①✱ i ∈ {R̄, Ḡ, B̄}
m −→ mf , f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①.

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❣❧✉♦♥s✱ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ãaµ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ SU(3)c✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✵✶

T a =
λa

2
, ✭✹✻✼✮

❛r❡ ❡✐❣❤t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡s❡ ♠❛ss❧❡ss ❜♦s♦♥s ❛r❡ ❡✐❣❤t t♦♦✳ ■t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥ts tabc ♠✉st ❢♦r♠❛❧❧② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥ts fabc ✭❛❧✇❛②s ❛♥t✐✲
s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(3)c✳ ❚❤✐s ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❝♦♥❝✉rs t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇r✐t❡ t❤❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❆s②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❈❉✑ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✢❛✈♦✉r ✶✵✷

L
QCD
Aα = q̄f,iα (x)

(
iχµ1/2Dµ −mf11/2

)
q
f,j
β (x)− 1

2g2QCD
Tr(F̃µνF̃

µν), ✭✹✻✽✮

✇❤❡r❡

Dµ = (∂µ + igQCDÃµ); Ãµ(x) =
1

2
λaÃaµ(x); [λa, λb] = ifabcλc

F̃µν = (∂µÃν − ∂νÃµ) + igQCD[Ãµ, Ãν ].

❚❤❡ ❡①♣❡rt r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t✱ ✐♥t♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ L
QCD
Aα ✱ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡

❣❤♦st ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✏❣❛✉❣❡✲✜①✐♥❣✱✑ ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐s
✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡s❡ t❡r♠s ❞❡r✐✈❡ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②
❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❧✐❦❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r②✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tr✐① S✱ ♥♦r t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛r❡ ❞❡❛❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r♦♥❣ t♦ ❛❞❞ ✐♥
L
QCD
Aα t❡r♠s ✇❤♦s❡ r✐❣❤t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ❜✉✐❧t

❤❡r❡✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❈❉✳✑ ■♥ ♦r❞❡r

✶✵✶λa = ●❡❧❧✲▼❛♥♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ a ∈ {1, 2, 3, . . . , 8}✳
✶✵✷■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ✢❛✈♦✉rs✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞

∑
f ✳

✶✵✹



t♦ ♠❛❦❡ ✐t✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡❢♦r❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSα ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ✐t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(3)c✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡
t♦ s❡❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

LSα = (∂µψ
†
s)ξ

µξν(∂νψs)−m2ψ†sψs, ✭✹✻✾✮

✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s




ψ′s(x) = e−iTaθaψs(x)

ψ′†s (x) = eiTaθaψ†s(x),
✭✹✼✵✮

✇✐t❤ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t

jνs = i
[
ψ†sξ

νξµ(∂µψs)− (∂µψ
†
s)ξ

µξνψs
]
. ✭✹✼✶✮

■❢ ♦♥❡ ❝♦♥tr❛❝ts G t♦ Gx✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ LSα ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ♥♦✇ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❡ ♠✉st
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞

Ãµ(x) = T aÃaµ, ✭✹✼✷✮

✇❤✐❝❤✱ ✉♥❞❡r U(x) ∈ Gx✱ tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

Ã′µ(x) = U(x)Ãµ(x)U
−1(x) +

i

g
(∂µU(x))U

−1(x), ✭✹✼✸✮

❛♥❞ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✶✵✸

Dµ ≡ (∂µ + igÃµ), ✭✹✼✹✮

❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ❛♣♣❧② t♦ LSα t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❜② r❡♠❛r❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠
♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ Ãµ ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ ❜②

LY−M
cin = − 1

2g2
Tr(F̃µνF̃

µν), ✭✹✼✺✮

✶✵✸■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐❢ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✉s s✐❣♥ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ g ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✳

✶✵✺



✇❤❡r❡

F̃µν ≡ (∂µÃν − ∂νÃµ) + ig[Ãµ, Ãν ]. ✭✹✼✻✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ LSα t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t
✉♥❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡ ✶✵✹





ψ′s(x) = e−iTaθa(x)ψs(x)

ψ′†s (x) = eiTaθa(x)ψ†s(x)

Ã′µ(x) = U(x)Ãµ(x)U
−1(x) + i

g
(∂µU(x))U

−1(x),

✭✹✼✼✮

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LY−M
Sα = (Dµψs)

†ξµξν(Dνψs)−m2ψ†sψs −
1

2g2
Tr(F̃µνF̃

µν). ✭✹✼✽✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ψs ❛♥❞ Ãµ✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛r❡ ✶✵✺

(
ξµξνDµDν +m2

1s

)
ψs(x) = 0 ✭✹✼✾✮

∂µF̃
µν − ig[Ãµ, F̃ µν ] = gYνs . ✭✹✽✵✮

❚❤❡ ✭✹✼✾✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ Ãµ✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭✹✽✵✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Ãµ ✭♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥tsÃaµ✱ ✐❢
✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✭✹✽✵✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t Yνs ✐s ♥♦t
t❤❡ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ LY−M

Sα ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s

Γνs ≡ i[Ãµ, F̃
µν ] + i

[
ψ†sξ

νξµ(Dµψs)− (Dµψs)
†ξµξνψs

]
, ✭✹✽✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ t♦t❛❧ ◆♦❡t❤❡r ❝✉rr❡♥t ♦❢ LY−M
Sα ✉♥❞❡r ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❤❛s❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t i[Ãµ, F̃ µν ] ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t i

[
ψ†sξ

νξµ(Dµψs)− (Dµψs)
†ξµξνψs

]
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t Γνs ✱ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✵✮ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠

✶✵✹U(x) ≡ e−iTaθa(x) ∈ Gx✳
✶✵✺Yν

s ≡ i
[
ψ†
sξ

νξµ(Dµψs)− (Dµψs)
†ξµξνψs

]
✳

✶✵✻



∂µF̃
µν = gΓνs , ✭✹✽✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t
❢♦r♠✳✶✵✻ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s

Qs(t) =

∫

R3

d3xΓ0
s =

∫

R3

d3x
{
i[Ãµ, F̃

µ0] + i
[
ψ†sξ

0ξµ(Dµψs)− (Dµψs)
†ξµξ0ψs

]}
. ✭✹✽✸✮

❆❧❧ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts✱ ✐♥ ❜r♦❛❞ t❡r♠s✱ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞
ψs ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛❧r❡❛❞②
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ r❛✐s❡✱ ❜✉t✱
❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Γνs s❛②s
t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣❡ g ❝❛♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Ãµ✱ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Γνs ✱ ✇✐t❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs✱ st❛t❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ψs ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ Ãµ ❡①✐sts t♦♦✱ t❤✉s ❛s ❧♦❣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts✳ ❚❤✐s ❢❛❝t✱ ❢r♦♠
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♣❧❛❝❡s t❤❡ ❙α❚ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤❡r st❡♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❆α❚✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✏❙②♠♠❡tr✐❝ α✲◗❈❉✳✑

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

ψs(x) −→ qf,jβ (x), β ∈ {1, 2}✱ f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①✱ j ∈ {R,G,B}

ψ†s(x) −→ q†f,iα (x), α ∈ {1, 2}✱ f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①✱ i ∈ {R̄, Ḡ, B̄}
m −→ mf , f = ✢❛✈♦✉r ✐♥❞❡①

❛♥❞ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❧✉♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ãaµ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
SU(3)c✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ❜②

T a =
λa

2
, ✭✹✽✹✮

s✉❝❤ t❤❛t

[λa, λb] = ifabcλc, ✭✹✽✺✮

✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✢❛✈♦✉r ✶✵✼

✶✵✻■❢ G = U(1)✱ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✽✷✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t Γν
s ✱ F̃

µν ❛♥❞ g✱ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦
Iνs ✱ F

µν ❛♥❞ ❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✶✵✼◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞

∑
f ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✢❛✈♦✉rs✳

✶✵✼



L
QCD
Sα = (Dµq

f,i
α )†ξµ1/2ξ

ν
1/2(Dνq

f,j
β )−m2

fq
†f,i
α qf,jβ −

1

2g2QCD
Tr(F̃µνF̃

µν), ✭✹✽✻✮

✇❤❡r❡

Dµ = (∂µ + igQCDÃµ); Ãµ(x) =
1

2
λaÃaµ(x)

F̃µν = (∂µÃν − ∂νÃµ) + igQCD[Ãµ, Ãν ].

❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡✱ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♠✐tt❡❞ t❤❡ ❣❤♦st ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ✏❣❛✉❣❡✲✜①✐♥❣✑ t❡r♠✱ ❜② ✇❛✐t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✐t❛❜❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡
α✲❚❤❡♦r②✳

✶✵✽



✺ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ st❛t✐s✲
t✐❝s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤✐s ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✉s t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇✐❞❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❉✐r❛❝
s❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✮✱ t❤✉s r❡❛❝❤✐♥❣ ❛
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡ ♥❡✇ t②♣❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♣✐♥s ✭♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✮✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✭s✲♠❛tt❡r✮✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s 6= 1/2✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ tr✉❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦✐♥❣ ♠❛ss ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❉❛r❦ ▼❛tt❡r✮✳

✺✳✶ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LAα

❛♥❞ LSα ✭❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✿ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤✐s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝s
t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ψs ♦r ψs s❤♦✉❧❞ s❛t✐s❢②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣♦✐♥ts

✶✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✷✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦r ♠✉st ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✸✳ ❖♥❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❢♦r ✜①✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✹✳ ❖♥❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✏◆♦r♠❛❧ ❖r❞❡r✐♥❣✱✑ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡✐r ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳

✺✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f(αn) |0〉 ≡ 0

❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ✶✵✽

|α1, . . . , αj, . . .〉 ≡ f †(α1) · · · f †(αj) · · · |0〉 ,
✶✵✽❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✶✵✾



✇❤❡r❡ ✇✐t❤ αn✱ f(αn) ❛♥❞ f †(αn) ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ nth ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❡ ♣r♦♠♣t❧② ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✶✱ ✷✱ ✹✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s t♦ LAα ❛♥❞ LSα✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✸ ❛♥❞ ✺ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r s✉❝❤ t❤❡♦r✐❡s
✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜① ❛ ♣r✐♦r✐✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣♦✐♥t ✸✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♦♠✐t ✐t✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈❘ ✭♦r ❈❆❘✮ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ❡①✐sts✳
◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t s✐♥❣✉❧❛r❧② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ LAα ❛♥❞ LSα✱ ❥✉st st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ✉s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭t❤❡
❤❛t ∧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✇r✐tt❡♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦♣❡r❛t♦rs✮ ✶✵✾





LAα = (ψ̂s(x),
ˆ̄ψs(x)) =

ˆ̄ψs(iχ
µ∂µ −m1s)ψ̂s

π̂s(x) = iψ̂†s(x)

HAα(π̂s(x), ψ̂s(x)) = iψ̂†s
∂ψ̂s

∂t
= π̂s

∂ψ̂s

∂t

✭✹✽✼✮





ψ̂s=0(x) =
1

(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

[
b̂(k)e−ik·x + d̂†(k)eik·x

]

ψ̂
†
s=0(x) =

1
(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

[
d̂(k)e−ik·x + b̂†(k)eik·x

] ✭✹✽✽✮

❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r :





ψ̂s(x) =
1

(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

∑
α∈K̃

[
b̂α(k)û

(α)
s (k)e−ik·x + d̂†α(k)v̂

(α)
s (k)eik·x

]

ˆ̄ψs(x) =
1

(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

∑
α∈K̃

[
d̂α(k)ˆ̄v

(α)
s (k)e−ik·x + b̂†α(k)ˆ̄u

(α)
s (k)eik·x

]

✭✹✽✾✮

❢♦r s ✐♥t❡❣❡r :





ψ̂s(x) =
1

(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

[∑
α∈M b̂α(k)û

(α)
s (k)e−ik·x +

∑
β∈N d̂

†
β(k)v̂

(β)
s (k)eik·x

]

ˆ̄ψs(x) =
1

(2π)2

∫
K3

d3k
2|λ|ωk

[∑
β∈N d̂β(k)ˆ̄v

(β)
s (k)e−ik·x +

∑
α∈M b̂†α(k)ˆ̄u

(α)
s (k)eik·x

]
.

✭✹✾✵✮

❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts dα ❛♥❞ bα ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs b̂α✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ψ̂s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ d̂†α✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

✶✵✾❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✿ K̃ = {1, . . . , 2s+1
2 }❀ M = {1, . . . , s+ 1} ❛♥❞ N = {1, . . . , s}✳

✶✶✵



✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦r❡ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ❡①✐st✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ♠❛❦✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡
♠♦r❡ ❜♦r✐♥❣ t❤❛♥ ♥♦t ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ψs ❛♥❞
ψ†s✱ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r st✉❞② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② HAα✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ✐t
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs d̂†α ❛♥❞ b̂α✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t
✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❤❛t ∧✮

HAα =

∫

R3

d3xHAα, HAα = iψ†s
∂ψs

∂t
✳ ✭✹✾✶✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ψs ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ N/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿

✶✳ s = 0

✷✳ s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r

✸✳ s ✐♥t❡❣❡r✱

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ HAα ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r s = 0
❛♥❞ t♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ i∂ψs=0/∂t✳ ❲❡ ❤❛✈❡

i
∂ψs=0

∂t
=

1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk
[
k0b(k)e

−ik·x − k0d†(k)eik·x
]
. ✭✹✾✷✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ Hs=0
Aα ✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss✲s❤❡❧❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✶✵

Hs=0
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

[
b†(k)b(k)− d(k)d†(k)

]
, ✭✹✾✸✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s = 0 ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ LAα✳ ❇❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣
❛♥② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❢♦r♠✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❧✐❦❡ Hs=0

Aα ✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t

Hs half−integer
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

∑

α∈K̃

[
b†α(k)bα(k)− dα(k)d†α(k)

]
✭✹✾✹✮

Hs integer
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

[
∑

α∈M

b†α(k)bα(k)−
∑

β∈N

dβ(k)d
†
β(k)

]
. ✭✹✾✺✮

✶✶✵■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ = π✳

✶✶✶



❍♦✇ ✐t ✇❛s ❡❛s② t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❛ str✉❝t✉r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ♦♥❡✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆α❚ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ♦✉r
t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r②✱ t❤❛t
♠❡❛♥s ❣✐✈✐♥❣ t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡

b†(k)b(k) ≡ |b(k)|2; b†α(k)bα(k) ≡ |bα(k)|2, ✭✹✾✻✮

t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠ ✐s
t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s

d(k)d†(k) = −d†(k)d(k) + κ = −|d(k)|2 + κ ✭✹✾✼✮

dα(k)d
†
α(k) = −d†α(k)dα(k) + κ = −|dα(k)|2 + κ ✭✹✾✽✮

❛♥❞ s♦ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✶✶✶

Hs=0
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

[
|b(k)|2 + |d(k)|2

]
✭✹✾✾✮

Hs half−integer
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

∑

α∈K̃

[
|bα(k)|2 + |dα(k)|2

]
✭✺✵✵✮

Hs integer
Aα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk

[
∑

α∈M

|bα(k)|2 +
∑

β∈N

|dβ(k)|2
]
. ✭✺✵✶✮

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ❡♠❡r❣❡s t❤❛t ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤
❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ♠✉st r❡s♣❡❝t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥s ✭❈❆❘✮✱ i.e. ✭✇❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✮ ✶✶✷

✶✶✶❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t κ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ s✐♥❝❡ ✐t ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ♦❢ ✏t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ s❡❛✑
✇✐t❤✐♥ t❤❡♠✳
✶✶✷■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ κ = (2π)3ωkδ

3(~k − ~k′)δαβ ✳

✶✶✷







{bα(k), b†β(k′)} = {dα(k), d
†
β(k
′)} = (2π)3ωkδ

3(~k − ~k′)δαβ
{bα(k), bβ(k′)} = {b†α(k), b†β(k′)} = 0

{dα(k), dβ(k′)} = {d†α(k), d†β(k′)} = 0.

✭✺✵✷✮

❚❤❡s❡ ❈❆❘✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r s = 0✱ t❤❡②
t❛❦❡ t♦

{ψs=0(x),ψ
†
s=0(y)} =

∫

K3

d3k

4π3ωk
ei
~k·(~x−~y) cos ko(x0 − y0) ✭✺✵✸✮

{ψs=0(x),ψs=0(y)} = {ψ†s=0(x),ψ
†
s=0(y)} = 0. ✭✺✵✹✮

❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆α❚✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
α✲❚❤❡♦r② t♦♦✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♦✉r t❤❡♦r✐❡s✱ ❜② ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳
▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ♥♦✇ t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❲❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥t

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✕ s❡❡♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✕
✐t ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s✱
❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LSα✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ LSα ❤❛s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠ t❤❛♥ LAα ♦♥❡ ❛♥❞ t❤✐s r❡♥❞❡rs ♦✉r ❣♦❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡♥♦✉❣❤✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❛t ✜rst❧② ✇❡ ♠✉st ❞♦ ✐s t♦ ♣✉t HSα ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ HSα s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r

HSα =

∫

R3

d3xHSα =

∫

R3

d3x
[
(∂αψ

†
s)ξ

αξ0(∂0ψs) + (∂0ψ
†
s)ξ

0ξα(∂αψs)−

(∂αψ
†
s)ξ

αξβ(∂βψs) +m2ψ†sψs

]
, ✭✺✵✺✮

❛♥❞ ✇❡ tr② t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❜r❛❝❦❡t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❢♦r♠✳ ■t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ s❡❡
t❤❛t

(∂αψ
†
s)ξ

αξ0(∂0ψs) + (∂0ψ
†
s)ξ

0ξα(∂αψs)− (∂αψ
†
s)ξ

αξβ(∂βψs) +m2ψ†sψs =

ψ̇†sψ̇s − (∂iψ
†
s)ξ

iξj(∂jψs) +m2ψ†sψs, ✭✺✵✻✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ξ0 = δ ❛♥❞ δ2 = 1s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✶✶✸



HSα = |ψ̇s|2 − (∇iψ†s)ξ
iξj(∇jψs) +m2|ψs|2. ✭✺✵✼✮

❇✉t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ξi = iεi✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ♣r♦♠♣t❧② ❢♦❧❧♦✇s ✶✶✸

HSα = |ψ̇s|2 + (∇iψ
†
s)εiεj(∇jψs) +m2|ψs|2, ✭✺✵✽✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞ φ ❣✐✈❡♥ ❜②

HK−G = |φ̇|2 + |~∇φ|2 +m2|φ|2 ✭✺✵✾✮

❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

HK−G = |φ̇|2 + (∇iφ
†)δij(∇jφ) +m2|φ|2. ✭✺✶✵✮

❍❡♥❝❡✱ HSα ❛♥❞ HK−G ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

φ(x)→ ψs(x)

(∇iφ
†)δij(∇jφ)→ (∇iψ

†
s)εiεj(∇jψs).

❲❤❛t ✇❡ ♠✉st ♠❛❦❡ ♥♦✇ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss HSα ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡✐r ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✭✺✵✽✮
t❤❡ ✜❡❧❞s ✭t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛❧✇❛②s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✮

ψs(x) =
1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z(α)s (k)
[
aα(k)e

−ik·x + b†α(k)e
ik·x
]

✭✺✶✶✮

ψ†s(x) =
1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z†(α)s (k)
[
a†α(k)e

ik·x + bα(k)e
−ik·x

]
, ✭✺✶✷✮

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ aα(k) ❛♥❞ b†α(k)✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢
♦✉r t❤❡♦r②✳ ❋r♦♠ ψs ❛♥❞ ψ†s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ✜♥❞s

✶✶✸❲❡ ♣✉t t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞✐❝❡s ♦♥❧②✱ s✐♥❝❡ HSα ✐s ♥♦✇ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❢♦r♠✳

✶✶✹



ψ̇s =
1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z(α)s (k)
[
−ik0aα(k)e−ik·x + ik0b

†
α(k)e

ik·x
]

✭✺✶✸✮

ψ̇†s =
1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z†(α)s (k)
[
ik0a

†
α(k)e

ik·x − ik0bα(k)e−ik·x
]

✭✺✶✹✮

∇jψs =
1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z(α)s (k)
[
ikjaα(k)e

−ik·x − ikjb†α(k)eik·x
]

✭✺✶✺✮

∇iψ
†
s =

1

(2π)2

∫

K3

d3k

2|λ|ωk

2s+1∑

α=1

z†(α)s (k)
[
−ikia†α(k)eik·x + ikibα(k)e

−ik·x
]
, ✭✺✶✻✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❛t❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛ss✲s❤❡❧❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥✑ ✶✶✹

k201s − kikjεiεj = m2
1s, ✭✺✶✼✮

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❜♦✉t t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LSα
✶✶✺

HSα =

∫

K3

d3k

(2π)3ωk
ωk

2s+1∑

α=1

[
a†α(k)aα(k) + bα(k)b

†
α(k)

]
. ✭✺✶✽✮

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ♦♥❧② ✐❢ bα(k)b
†
α(k) ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤

b†α(k)bα(k) ≡ |bα(k)|2, ✭✺✶✾✮

❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② LSα s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s





[aα(k), a
†
β(k
′)] = [bα(k), b

†
β(k
′)] = 2ωk(2π)

3δ3(~k − ~k′)δαβ
[aα(k), aβ(k

′)] = [a†α(k), a
†
β(k
′)] = 0

[bα(k), bβ(k
′)] = [b†α(k), b

†
β(k
′)] = 0,

✭✺✷✵✮

✶✶✹❚❤❡ ✭✺✶✼✮ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥✐ts✮✿

ξµξνkµkν = k201s − kikjεiεj − i(δεi + εiδ)k0ki = m2
1s,

✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✐s r❡♠♦✈❡❞ t♦✱ s✐♥❝❡ ✐t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛♥♥♦t ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ r❡❝❦♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✳
✶✶✺■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ λ = 2π✳

✶✶✺



✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡♠✱ ❢♦r s = 0✱ ♦♥❡ ❤❛s

[ψs=0(x), ψ
†
s=0(y)] = −i

∫

K3

d3k

(2π)3ωk
ei
~k·(~x−~y) sin ko(x0 − y0) ✭✺✷✶✮

[ψs=0(x), ψs=0(y)] = [ψ†s=0(x), ψ
†
s=0(y)] = 0. ✭✺✷✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LAα ❛❞♠✐ts ❈❆❘ ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② LSα ❛❞♠✐ts
❈❈❘ ❢♦r ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✳ ❉♦❡s t❤✐s ♠❡❛♥ t❤❛t LAα

❞❡s❝r✐❜❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✱ ✇❤✐❧❡ LSα ❞❡s❝r✐❜❡s ❜♦s♦♥s ♦♥❧②❄ ■t ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② t❤✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛
♣r♦♦❢ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈❘ ✭♦r ❈❆❘✮ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱
❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❚❤✐s ✇r♦♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✇❛s ❜♦r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ♦♥❡ t❤❡ ❜♦s♦♥s✱ ❛♥❞ st❛t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ✜rst✱ ❈❆❘ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❈❈❘
♠✉st ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❈❆❘ ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
❈❈❘ ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ ❜♦s♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢
t❤❛t ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ t❤❡
❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LAα ❛♥❞ LSα✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❛ss✉♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ s❛t✐s❢② t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦✉♥❞ ✭❈❆❘ ❢♦r LAα ❛♥❞ ❈❈❘ ❢♦r LSα✮✳
❚❤❡r❡✉♣♦♥✱ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ r✐s❡s✿ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② LAα ❛♥❞
LSα❄ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❥✉st ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝❧❡❛r t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤✉s ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❝❤ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳

✺✳✷ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✿ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ s❡❛
❡①t❡♥s✐♦♥

❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r❡❝✐♦✉s ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❝✐t❡❞ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✱ ❛ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✕ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ s ✕ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦r✱ ❡q✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠
st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛ t❤❡♦r② ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ♠✉st ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❢♦r s = 1/2 ❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ i.e.
t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠✉st ♥❛t✉r❛❧❧② ❡♠❡r❣❡✳
❉♦❡s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② s❛t✐s❢② t❤✐s r❡q✉❡st❄

✶✶✻



❋r♦♠ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊✱ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ♦♥❡ s❡❡s✱
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✶✶✻

❊♥❡r❣❡t✐❝ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
❙♣✐♥ ❆α❊ ❙α❊
✵ mc2 mc2
1
2

mc2 mc2✱ mc2

✶ mc2✱ mc2 mc2✱ mc2✱ mc2
3
2

mc2✱ mc2 mc2✱ mc2✱ mc2✱ mc2

✷ mc2✱ mc2✱ mc2 mc2✱ mc2✱ mc2✱ mc2✱ mc2

. . . . . .. . .. . .. . .. . .. . . . . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . . . . . . . .

❲❤❡r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ❆α❊ ❛❞♠✐ts (s+1) ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s ✐♥t❡❣❡r ✭③❡r♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ❛♥❞ (2s+1)/2
♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙α❊ ❛❞♠✐ts (2s+ 1) ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳✶✶✼

❲❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐s t♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♣❡❝✲
tr❛ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❆α❊ ❛♥❞ ❙α❊ ❞❡s❝r✐❜❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r✐❡s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❡♥❞✐♥❣
t♦ ✐♥✜♥✐t❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡✐r s♣❡❝tr❛ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❢♦r ❛♥② s✱ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✮✱
❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡sts ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱
i.e. ❛♠♦♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡
P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠❡s ♦✉t ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❆α❊ ✭❛♥❞ s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✮✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t❤❡♦r② t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱
t❤❡ ❆α❊✱ ❤❛✈✐♥❣ ❢♦r s = 1/2 ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② mc2✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r t❤❡ ❙α❊✱
t❤❛t✱ ❢♦r s = 1/2✱ ❛❞♠✐ts t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❡r❣② mc2 ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❤❛s ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ ✷✱ ❛❣❛✐♥st t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❜❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② r❡❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❙α❊ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
♦✇♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❧❧✐♥❣ ✭i.e. ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❞❡❡♣
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ✇❡ t❤✐♥❦✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛s
t❤❡ ❆α❊ ♦♥❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♣✐♥ ❡①✐sts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛❜❧❡ t♦
s❛t✐s❢② t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r s = 1/2✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆α❊

maxαs ≡
sθs + 1

θs
, θs ≡

{
1 ✐❢ s ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s = 0

2 ✐❢ s ✐s ❛ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✳
✭✺✷✸✮

✶✶✻❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s s❡❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s✳
✶✶✼❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ❆α❊ ❛❞♠✐ts (s+δ0s) ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s ✐♥t❡❣❡r ✭③❡r♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞✮

❛♥❞ (2s+ 1)/2 ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙α❊ ❤❛s ✕ ♣❡r❢❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✕ (2s+ 1)
❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳

✶✶✼



❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❙α❊ ✶✶✽

maxαs ≡
2s+ 1

θs
, θs ≡

{
1 ✐❢ s ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s = 0

2 ✐❢ s ✐s ❛ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✳
✭✺✷✹✮

t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ i.e. ✐t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝
α✲❚❤❡♦r②✳ ❇✉t r❡❧❛t✐♦♥s ✭✺✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✷✹✮ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥❝✉r t♦ ✜♥❞ maxαs = 1 ❛t s = 1/2 ❢♦r
❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞

αs = 0, 1, 2, . . . ,maxαs ✭✺✷✺✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s = 0 ❛♥❞ s = 1/2 s❛t✐s❢② t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤♦s❡ ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r s♣✐♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❡s♣❡❝t ❛♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✳
❲❤❛t ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ s❛✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❡❛r t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs

♦❢ ♦✉r t❤❡♦r✐❡s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✺✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✷✹✮✱ ✈❛r②✐♥❣ s✿

❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡r ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
αs ❆α❚ ❙α❚
αs=0 ✵✱ ✶ ✵✱ ✶
αs=1/2 ✵✱ ✶ ✵✱ ✶
αs=1 ✵✱ ✶✱ ✷ ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸
αs=3/2 ✵✱ ✶✱ ✷ ✵✱ ✶✱ ✷
αs=2 ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸ ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺
αs=5/2 ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸ ✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸
. . . . . . . . .. . .. . .. . .. . .. . . . . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .. . .

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥✉♥❝✐❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑✿

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠✲

♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✉♠

st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜②

✶✶✽❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✱ ✇✐t❤♦✉t
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✳

✶✶✽



• maxαs ≡ sθs+1
θs

✳

• maxαs ≡ 2s+1
θs

✳

❚❤❡ s❝r✉♣✉❧♦✉s r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r θs✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✷✸✮ ❛♥❞
✭✺✷✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❛s ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ❡q✉❛❧ t♦ 2✳ ❈❛♥ θs
❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s❄ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡
tr✉❡✱ ♥❛♠❡❞ gs t❤❡ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦✱✑ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❧❛❝❡

gs = θs ≡
{
1 ✐❢ s ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s = 0✳

2 ✐❢ s ✐s ❛ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✳
✭✺✷✻✮

❛♥❞ s♦ t♦ ❤❛✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ♦✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡ ❥✉st ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈❡♥t✉❛❧✐t② t❤❛t ✐♥ ♦✉r ✉♥✐✲

✈❡rs❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ✏♠❛tt❡r✱✑ ♠❛❞❡ ❜② ❝❧✉st❡rs ❤❛✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
1/2✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛tt❡r ✕ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛t♦♠s ✕ ❡①✐sts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦
❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ s 6= 1/2✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ t②♣❡ ♦❢
♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❡✱ i.e. t❤❛t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ♠❛tt❡r t♦♦
❞❡♣❡♥❞s ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❥✉st t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t t♦ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ✏s✲♠❛tt❡r✱✑ ✐♥t❡♥❞❡❞
❛s t❤❛t ❝❧✉st❡r ✇❤✐❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ✐t✱ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❛
❝❡rt❛✐♥ ✏❝♦♥❞❡♥s❛t❡✳✑ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✏1/2✲♠❛tt❡r✑ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
♠❛tt❡r ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡ ✕ ❜✉t t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r ❡①✐sts ✕ ✐t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛ str❛t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡rs s✲♠❛tt❡rs r❛✐s✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❉❛r❦ ▼❛tt❡r✑ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ s✉❝❤ s✲♠❛tt❡rs✱ i.e. t❤❛t t②♣❡ ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s 6= 1/2
❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞✱ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭♥❛t✉r❛❧❧② t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛②❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♥❝✉rs t♦ t❛❦❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s t♦♦✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✏❉✐r❛❝ s❡❛✳✑ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❉✐r❛❝✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛t t❤❡ ❞❛✇♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❋♦r ♦❜✈✐❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱
❉✐r❛❝ t❤♦✉❣❤t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♥♦t ❧✐❦❡ t❤❡ st❛t❡ ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ♠❛tt❡r✱ ❜✉t ❛s ✏s❡❛✑ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✐r❛❝ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❤❛s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡♥❡r❣② t❡♥❞✐♥❣ t♦ −∞✮✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❛r❡ st❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s❡❛ ❛r❡
❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1 ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ✭s♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
❡♥❡r❣② ❝❛♥♥♦t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❡❛✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ 2 s❤♦✉❧❞ ❜❡✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛❢t❡r ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❥✉♠♣s ✐♥ ❛ st❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤✉s ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❛✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ❤♦❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦s✐tr♦♥✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡
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♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❛❜♦✉t ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❉✐r❛❝ s❡❛ ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✜❡❧❞s✱ ✏❡❧❡❝tr♦♥✲
♣♦s✐tr♦♥ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳✑ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❉✐r❛❝ s❡❛✱ ✐s t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❢❛❧❧s ✐♥ ❛ ❤♦❧❡✱ ❡♠✐tt✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐s
s❛✐❞ ✏❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳✑ ❚❤❛♥❦s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❉✐r❛❝
s❡❛ ❤❛s ❤❛❞ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ✐t
✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ✕ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✕ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s = 1/2✱ i.e. ❢♦r t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❧②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ✇❤❛t ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ s❡❛ t♦ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✳ ❲❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s t♦ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉✐r❛❝ s❡❛✑❄ ❋✐rst❧②✱ ✐t ❝♦♥❝✉rs t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❜❡ t❤❡
✏✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✑ ♦❢ t❤❡ s✲♠❛tt❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤✐s ✈❛❝✉✉♠ ❧✐❦❡ ❛ str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡
❡♥❡r❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❇✉t ♥♦✇ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ❝❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✭✺✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✷✹✮✱ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s❄ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❙α❚✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❛✣r♠❛t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r
❛♥② s ∈ N/2✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r t❤❡ ❆α❚✱ ✐t ✐s ♥♦t s♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ (s+ δ0s) ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r
✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s ❛♥❞ (2s + 1)/2 ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❚✱ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

maxαs ≡
sθs + δsθs,2s

θs
. ✭✺✷✼✮

■♥st❡❛❞✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙α❚✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡

maxαs ≡
2s+ 1

θs
. ✭✺✷✽✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❉✐r❛❝ s❡❛✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s
✇✐t❤ s♣✐♥ s = 0✱ 1/2✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦r 1✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤✐❣❤❡r s♣✐♥✱ ❜❡✐♥❣ ❢♦r
t❤❡♠ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐❧❧
♦❝❝✉r✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✏♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥s✑ ❛♥❞ ✏♣❛rt✐❝❧❡✲❛♥t✐♣❛rt✐❝❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ts✑ t♦♦✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥❝✉r t♦ ❤❡❛❧ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉✐r❛❝ s❡❛
♦♥❧②✱ ❜✉t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ♠♦r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✏✈❛❝✉✉♠ ❡♥❡r❣②✑ ❛♥❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✺✷✼✮ ❛♥❞ ✭✺✷✽✮ ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉✐r❛❝ s❡❛ ❛♥❞
s♦ t❤❡② ✐♥❢♦r♠ ❛s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✐s ♠❛❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❆α❚✱ s✉❝❤ ❛ ✈❛❝✉✉♠ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❙α❚✱ ✐t ✐s✱ ❛s ✇❡ ❡❛s✐❧② ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t✱ ♣❡r❢❡❝t❧②
s②♠♠❡tr✐❝✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱ ❢♦r s = 1/2✱ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛❧✇❛②s r❡s♣❡❝t❡❞✱ ❛♥❞
s♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉✐r❛❝ ✐❞❡❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ✏s❡❛✑ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r s = 1/2✳
◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳
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❇❛s❡❞ ♦♥ ✭✺✷✸✮✱ ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s t❤❛t ❆α❚ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ (s + 1/2) ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r
❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣✉❡
❢♦r t❤❡ ❙α❚ ❜✉t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r❡s❡♥ts ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r
s♣✐♥ ✭s = 0 ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡rs✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❤❛✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♦❢
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳✶✶✾ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❆α❚✱ t❤❡ ❙α❚ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❡q✉❛❧ ✜❧❧✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r
s = 0 ❛♥❞ s = 1/2✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ♦t❤❡r s♣✐♥s ✭❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s = 1 ❛♥❞ s = 5/2✱ s = 2 ❛♥❞ s = 9/2✮✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡♦r② t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭s = 0
✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✵

4s∗ + 1

2
✭✺✷✾✮

❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✜❧❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠❛❞❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥

Ωk = −kT ln
∑

αk

[
eβ(µ−Ek)

]αk
,





k ≡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t

T ≡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

µ ≡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧

Ek ≡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ k✲st❛t❡

β ≡ kT.

✭✺✸✵✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ Ωk t♦ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs αk✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥

ᾱk ≡ −
∂Ωk

∂µ
, ✭✺✸✶✮

✇❤❡r❡ ᾱk ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ k✱ t❤❛t ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s
❤❛✈✐♥❣✱ s✐♥❣✉❧❛r❧②✱ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r αk✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✜♥❞ ❢♦r ❛ ❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✭αk = 0, 1✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

ᾱk =
1

eβ(Ek−µ) + 1
, ✭✺✸✷✮

✶✶✾❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❞❞ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐❝s✳
✶✷✵❲✐t❤ s∗✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳

✶✷✶



✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r ❛ ❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✭αk = 0, 1, 2, 3, . . . ,→
∞✮✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s eβ(µ−Ek) < 1✱ ✐t ✐s ❜❛♥❛❧ t♦ ❤❛✈❡

ᾱk =
1

eβ(Ek−µ) − 1
, ✭✺✸✸✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② r❡♥♦✇♥❡❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❲❡ ♣r♦♠♣t❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ ✐t ♠✉st ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ s ❤❛s ❛♥ ♦✇♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛
❣❡♥❡r❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❣✐✈✐♥❣✱ ❝❛s❡ ❜② ❝❛s❡✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ s
✜①❡❞✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ✏♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✱✑ ❜❡❝❛✉s❡
❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥ s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❚ ♦r ❙α❚✱ ❤❛s ❛♥ ♦✇♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❡①❝❡♣t
t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✮✳ ❋♦r r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✸✵✮ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✐♠♣♦s❡

αk = 0, 1, 2, . . . , n− 1 ✭✺✸✹✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Ωk = −kT ln

{
n−1∑

αk=0,1,...,

[
eβ(µ−Ek)

]αk

}
= −kT ln

[
1− enβ(µ−Ek)

1− eβ(µ−Ek)

]
∀n ∈ N− {0}, ✭✺✸✺✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ t❡r♠s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✉♠✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ n = 1 r❡❢❡rs t♦ t❤❡
✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

maxαk = n− 1 ⇒ n = maxαk + 1. ✭✺✸✻✮

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s

Ωk = −kT ln

[
1− enβ(µ−Ek)

1− eβ(µ−Ek)

]
= kT ln

[
1− eβ(µ−Ek)

1− enβ(µ−Ek)

]
, ✭✺✸✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✭maxαk✮ ✐s

ᾱk ≡ −
∂Ωk

∂µ
=

1

eβ(Ek−µ) − 1
− n

enβ(Ek−µ) − 1
. ✭✺✸✽✮

✶✷✷



❋♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ ♠✉st ✈❡r✐❢② t❤❡ ✭✺✸✽✮ ❣✐✈❡s ❛s r❡s✉❧t t❤❡
❢❛♠♦✉s ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢♦r n = 1 ✭i.e. ❢♦r
maxαk = 0✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

ᾱk =
1

eβ(Ek−µ) − 1
− 1

eβ(Ek−µ) − 1
= 0, ✭✺✸✾✮

✇❤✐❝❤✱ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r αk = 0✳ ■♥st❡❛❞✱ ❢♦r n = 2 ✭♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r maxαk = 1✱ i.e.
αk = 0, 1✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ᾱk =
1

eβ(Ek−µ) − 1
− 2

e2β(Ek−µ) − 1
=

1

eβ(Ek−µ) + 1
, ✭✺✹✵✮

❥✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ n→∞ ✭αk = 0, 1, 2, 3, . . . ,→∞✮ ❛♥❞ eβ(µ−Ek) < 1❄ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ enβ(Ek−µ)

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ∞ ❢❛st❡r t❤❛♥ n✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ᾱk = lim
n→∞

[
1

eβ(Ek−µ) − 1
− n

enβ(Ek−µ) − 1

]
=

1

eβ(Ek−µ) − 1
, ✭✺✹✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✸✽✮ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤♦✇s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t✱ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❜❡ n = maxαk + 1✱ ✇❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ✇r✐t❡

ᾱk =
1

eβ(Ek−µ) − 1
− maxαk + 1

eβ(maxαk+1)(Ek−µ) − 1
, ✭✺✹✷✮

❛♥❞ t❤✐s✱ ✐♥❡①tr✐❝❛❜❧②✱ ❧✐♥❦s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ s t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

maxαs ≡
sθs + 1

θs
✭❆α❚✮

maxαs ≡
2s+ 1

θs
, ✭❙α❚✮

✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✭t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥❞❡① k, s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✮

✶✷✸



ᾱk,s =
1

eβ(Ek−µ) − 1
− 1 + θs(1 + s)

θs

[
e

β[1+θs(1+s)](Ek−µ)

θs − 1
] ✭✺✹✸✮

ᾱk,s =
1

eβ(Ek−µ) − 1
− 2s+ θs + 1

θs

[
e

β(2s+θs+1)(Ek−µ)

θs − 1
] , ✭✺✹✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✭✺✹✸✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ❣❛s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥
s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❚✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✭✺✹✹✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ❣❛s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥ s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙α❚✳ ❚❤❡ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② ❛♥❞ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ✜❡❧❞s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ t✇♦ ❢♦✉♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
❛ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s r❡❧❛t✐♦♥✱✑ ✇❤✐❝❤ r❡♠❡♠❜❡rs t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ❜② P❛✉❧✐ ✐♥ ❤✐s t❤❡♦r❡♠✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ P❛✉❧✐ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✭✐♥❝♦rr❡❝t❧②✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② t✇♦ t②♣❡s ♦❢
st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ i.e. t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✱ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭❜♦s♦♥s✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝✱ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭❢❡r♠✐♦♥s✮✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r
s②♠♠❡tr✐❝✱ ♣r♦✈❡s ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✜❡❧❞✮ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥ s ❢♦❧❧♦✇s ❛ t②♣❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♥♦t ❡q✉❛❧ s♣✐♥ ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✱ t❤❛t ✇❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞✮✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦rs t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏s✲♠❛tt❡r✑ ❛♥❞ ✏♠✉❧t✐✲
st❛t✐st✐❝s✱✑ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❤♦❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ◗❋❚✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦t❤❡r ✏❝❧✉st❡rs✑ ✭s✲♠❛tt❡r✮✱ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✳
❇❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣✱ ✐t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ❢♦❝✉s ✉s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

✭❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✮✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝s ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ s♣✐♥ s ✭♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✮✳ ❚❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s = 0 ♦r
s = 1/2✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❢♦r n → ∞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s t♦ t❤✐♥❦ t❤❡ ❣❛✉❣❡
❜♦s♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❤♦t♦♥s✮ ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❆α❊ ♦r ❙α❊✱ ❜✉t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡
s♦♠❡✇❤❛t ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❛t ✕
✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ✏♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♠❛tt❡r✱✑ ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭❛s②♠♠❡tr✐❝
♦r s②♠♠❡tr✐❝✮ ✕ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦✇♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st✉❞② ♦❢ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❜♦s♦♥s ❝♦✉❧❞ ❡①✐st✿ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s ❜♦r♥ ❢r♦♠
❇✐❣✲❇❛♥❣ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭♠❛tt❡r ❜♦s♦♥s✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ t❛s❦ t♦ ♠❡❞✐❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✮✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤
❜♦s♦♥s❄ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts t❡♥❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ s = 1 ✭s = 2 ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❣r❛✈✐t♦♥s✮✱ ❡✈❡♥ ✐❢
✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✉♥❞❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥s✇❡rs ❛❜♦✉t t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇✱ t❤❡✐r s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❛♥❞ s♦ t❤❡✐r st✉❞② ❝❛♥♥♦t
❧❡❛✈❡ ❛s✐❞❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇❡ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠

t❤❡ ♣♦✐♥t 5 ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ i.e. t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ |0〉✱ t❤❛t✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝
α✲❚❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✭❡❛❝❤ s ✐ts ♦✇♥ ✈❛❝✉✉♠✮ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❋♦❝❦

✶✷✹



s♣❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡♠ ✐♥ ♠✉❧t✐✲s♣❛❝❡s
❢♦r ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥✱ ✐♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧❛r❣❡❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✇ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆α❚✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ s✉❝❤ ❛
t❤❡♦r②✳ ❙✐♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
s❡ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♠❛♥② s✉❜s❡ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✶✳ s = 0✿

❙✐♥❝❡ b(k) |0〉1❂✵✱ d(k)|0〉2❂✵✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛②

|0〉s=0 ≡ |0〉1 ⊗ |0〉2 = |0, 0, 0, . . . , 0, 0, . . .〉. ✭✺✹✺✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤✐s ❋♦❝❦ s♣❛❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ |0〉s=0 ❛s ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs

|−∞← . . . , αb−k, . . . , αbk, . . .→+∞〉 = 1√
· · ·αb−k! · · ·αbk! · · ·

· · ·
(
b†(−k)

)αb
−k · · ·

(
b†(k)

)αb
k · · · |0〉s=0

✭✺✹✻✮

|−∞← . . . , αd−k, . . . , αdk, . . .→+∞〉 = 1√
· · ·αd−k! · · ·αdk! · · ·

· · ·
(
d†(−k)

)αd
−k · · ·

(
d†(k)

)αd
k · · · |0〉s=0,

✭✺✹✼✮

t❤❛t ✐s

|−∞← . . . , α−k, . . . , αk, . . .→+∞〉 = |−∞← . . . , αb−k, . . . , αbk, . . .→+∞〉 ⊗ |−∞← . . . , αd−k, . . . , αdk, . . .→+∞〉.
✭✺✹✽✮

❍❛✈✐♥❣ t♦ ❜❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦r 1✱ ❛♥❞✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣
0! = 1! = 1✱ ✇❡ ❣❡t

1√
· · ·αb−k! · · ·αbk! · · ·

=
1√

· · ·αd−k! · · ·αdk! · · ·
= 1. ✭✺✹✾✮

✶✷✺



✷✳ s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✿

❙✐♥❝❡

{
bγ(k)|0〉γ = 0

dγ(k)|0〉γ+ 2s+1
2

= 0 ∀γ ∈ K̃ =
{
1, . . . , 2s+1

2

}
,

✭✺✺✵✮

✇❡ ❤❛✈❡ (2s + 1) t②♣❡s ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ✇r✐t❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r
s②st❡♠

|0〉s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ≡ |0〉1 ⊗ |0〉2 . . .⊗ |0〉2s+1 = |0, 0, 0, . . . , 0, 0, . . .〉. ✭✺✺✶✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ |0〉s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r ❧✐❦❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs

|−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αbγ−k! · · ·α

bγ
k ! · · ·

· · ·
(
bγ
†(−k)

)αbγ
−k · · ·

(
bγ
†(k)

)αbγ
k · · · |0〉s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r

✭✺✺✷✮

|−∞← . . . , αdγ−k, . . . , α
dγ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αdγ−k! · · ·α

dγ
k ! · · ·

· · ·
(
dγ
†(−k)

)αdγ
−k · · ·

(
dγ
†(k)

)αdγ
k · · · |0〉s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r

✭✺✺✸✮

♥❛♠❡❧②

|−∞← . . . , α−k, . . . , αk, . . .→+∞〉 = |−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉 ⊗ |−∞← . . . , αdγ−k, . . . , α
dγ
k , . . .

→+∞〉.
✭✺✺✹✮

❋♦r s = 1/2 ✭γ = 1✮✱ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦r 1✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ s = 0✱ ♦♥❡ ❤❛s

1√
· · ·αb1−k! · · ·αb1k ! · · ·

=
1√

· · ·αd1−k! · · ·αd1k ! · · ·
= 1. ✭✺✺✺✮

✶✷✻



✸✳ s ✐♥t❡❣❡r ✭s = 0 ❡①❝❧✉❞❡❞✮✿

❙✐♥❝❡

{
bγ(k)|0〉γ = 0

dβ(k)|0〉β+(s+1) = 0
;

{
γ ∈M = {1, . . . , s+ 1}
β ∈ N = {1, . . . , s},

✭✺✺✻✮

❛❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ (2s+1) t②♣❡s ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤❡ ✭t♦t❛❧✮ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠
❝❛♥✱ t❤✉s✱ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

|0〉s ✐♥t❡❣❡r ≡ |0〉1 ⊗ |0〉2 . . .⊗ |0〉2s+1 = |0, 0, 0, . . . , 0, 0, . . .〉. ✭✺✺✼✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤✐s ❋♦❝❦ s♣❛❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ |0〉s ✐♥t❡❣❡r ❛s ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs

|−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αbγ−k! · · ·α

bγ
k ! · · ·

· · ·
(
bγ
†(−k)

)αbγ
−k · · ·

(
bγ
†(k)

)αbγ
k · · · |0〉s ✐♥t❡❣❡r

✭✺✺✽✮

|−∞← . . . , αdβ−k, . . . , α
dβ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αdβ−k! · · ·α

dβ
k ! · · ·

· · ·
(
dβ
†(−k)

)αdβ
−k · · ·

(
dβ
†(k)

)αdβ
k · · · |0〉s ✐♥t❡❣❡r

✭✺✺✾✮

t❤❛t ✐s

|−∞← . . . , α−k, . . . , αk, . . .→+∞〉 = |−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉 ⊗ |−∞← . . . , αdβ−k, . . . , α
dβ
k , . . .

→+∞〉.
✭✺✻✵✮

❋♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❥✉st st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs bǫ(k) ❛♥❞ dǫ(k)✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❆❘ ❛r❡
✈❛❧✐❞

✶✷✼







{bǫ(k), b†ζ(k′)} = {dǫ(k), d
†
ζ(k
′)} = (2π)3ωkδ

3(~k − ~k′)δǫζ
{bǫ(k), bζ(k′)} = {b†ǫ(k), b†ζ(k′)} = 0

{dǫ(k), dζ(k′)} = {d†ǫ(k), d†ζ(k′)} = 0,

✭✺✻✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜✐♥❞✐❝❡s ǫ ❛♥❞ ζ r✉♥ ♦♥ t❤❡ s❡ts ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✳ ■t ✐s ❣♦♦❞
t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✶✷✶

maxαs ≡
sθs + 1

θs
.

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❝❧❛ss
♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s ∈ N/2✱ ♦✉r ❥♦❜ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss t❡❞✐♦✉s
t❤❛♥ t❤❡ ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ aγ(k)|0〉γ = 0 ❛♥❞
bγ(k)|0〉γ+(2s+1) = 0 ❢♦r ❛♥② γ ∈ {1, 2, . . . , 2s + 1}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ (4s + 2) t②♣❡s ♦❢ ✈❛❝✉✉♠✳
❚❤❡ ✭t♦t❛❧✮ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙α❚ ✐s

|0〉s ≡ |0〉1 ⊗ |0〉2 . . .⊗ |0〉4s+2 = |0, 0, 0, . . . , 0, 0, . . .〉. ✭✺✻✷✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤✐s ❋♦❝❦ s♣❛❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ |0〉s ❛s ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs

|−∞← . . . , αaγ−k, . . . , α
aγ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αaγ−k! · · ·α

aγ
k ! · · ·

· · ·
(
aγ
†(−k)

)αaγ
−k · · ·

(
aγ
†(k)

)αaγ
k · · · |0〉s

✭✺✻✸✮

|−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉 = 1√
· · ·αbγ−k! · · ·α

bγ
k ! · · ·

· · ·
(
bγ
†(−k)

)αbγ
−k · · ·

(
bγ
†(k)

)αbγ
k · · · |0〉s,

✭✺✻✹✮

✶✷✶❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡

maxαs =
sθs + δsθs,2s

θs
.

❇✉t t❤✐s ♣❧❛❝❡s ❛ q✉❡st✐♦♥✿ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉✐r❛❝ s❡❛ ✭♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❉✐r❛❝
s❡❛✮✱ ❞♦❡s ✐t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡ ✭♦r ❜❡tt❡r s❡✈❡r❛❧ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s❄

✶✷✽



♥❛♠❡❧②

|−∞← . . . , α−k, . . . , αk, . . .→+∞〉 = |−∞← . . . , αaγ−k, . . . , α
aγ
k , . . .

→+∞〉⊗|−∞← . . . , αbγ−k, . . . , α
bγ
k , . . .

→+∞〉,
✭✺✻✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs aǫ(k) ❛♥❞ bǫ(k) s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❈❘





[aǫ(k), a
†
ζ(k
′)] = [bǫ(k), b

†
ζ(k
′)] = 2ωk(2π)

3δ3(~k − ~k′)δǫζ
[aǫ(k), aζ(k

′)] = [a†ǫ(k), a
†
ζ(k
′)] = 0

[bǫ(k), bζ(k
′)] = [b†ǫ(k), b

†
ζ(k
′)] = 0,

✭✺✻✻✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥

♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❋♦❝❦ s♣❛❝❡s ✐s

maxαs ≡
2s+ 1

θs
.

❲❤❛t s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡♥❞s ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭❆α❚ ♦r
❙α❚✮✳

✶✷✾



✻ ▼✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s α✲❚❤❡♦r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t♦♣✐❝s r✐s✐♥❣ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ r❡❣❛r❞s t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✱ ✇❤♦s❡ ♥❛t✉r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛s ♠❡❞✐❛t♦rs ♦❢ t❤❡
❢♦✉r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝✉r t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ i.e. t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s
t❤❡♦r② ♦♥ R4 ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✏♠❛ss ❣❛♣✳✑ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❤② ✐♥ ♦✉r
✉♥✐✈❡rs❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t♦♦ ❤✐❣❤ s♣✐♥✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✳
❚♦ s✉❝❤ ♣✉r♣♦s❡✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐ts❡❧❢ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❣r♦✉♣
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣s ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❜② ❛♥❞ ❧❛r❣❡✱
t❤❡ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s t♦ t❤✐♥❦ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡①✐sts✳

✻✳✶ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❛♥❞ ♠❛ss ❣❛♣✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨❛♥❣✲
▼✐❧❧s ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠ ♣r✐③❡ ♣r♦❜❧❡♠

▲✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐❢ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ r✐❣❤t t❤❡♦r② ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❞❡♠❛♥❞s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ α✲
❚❤❡♦r② ❛r✐s❡s ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✏t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱✑ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡
✉♥✐✈❡rs❡ ✭■❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❘❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥
✉♥st❛❜❧❡ ✈❛❝✉✉♠ t♦ ❛ st❛❜❧❡ ✈❛❝✉✉♠✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✶✵✱ ♠✉st ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✉♥✐✈❡rs❡✱ i.e. ❛❧❧
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s
♥♦t st✐❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱✑ ✇❤✐❝❤ ✉♥✐✜❡❞
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛ ●❯❚✳ ❚❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦
❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♠❛ss✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ♠♦r❡ t②♣❡s ♦❢ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥s✱ ♦r ❛❧s♦ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡✱ ❜✉t t❤❛t s♣❛♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ❍✐❣❣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛ss t♦ ❣❧✉♦♥s✱ ♠❡❞✐❛t♦rs ♦❢ t❤❡ str♦♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r ❜② t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ q✉❛r❦s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①♦t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛s t❤❡ ❣❧✉❡❜❛❧❧s✳
❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛ss ❣❛♣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◗❈❉ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ t❤❛t ♦✛❡r❡❞

❛♥ ❤✐❣❤ ♠♦♥❡② ♣r✐③❡ ❢♦r ✇❤♦ ✇✐❧❧ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏♠❛ss ❣❛♣ ♣r♦❜❧❡♠✱✑ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥s❡rt❡❞
✐♥ t❤❡ ♠✐❧❧❡♥♥✐✉♠ s❡✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♠❛❞❡ ❜② ❏❛✛❡ ❛♥❞ ❲✐tt❡♥ [16]✱ ♦♥❡ t❤✐♥❦s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛ss ❣❛♣ ∆ > 0 ❜♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠
❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②✱ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R4 ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ G✱ s✐♠♣❧❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

✶✸✵



♥♦t ❜❡❡♥ st✐❧❧ s♦✉♥❞❡❞✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ r✐❣❤t✱ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❞✉❝t t♦ ♠❛ss✐✈❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s✱ r❡s♦❧✈✐♥❣✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❣❛♣ ♥♦t ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ✏♠❛ss ❣❛♣✱✑ s✉♣♣♦s❡❞ ✐♥ ◗❈❉✱ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❤✐❞❞❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜✉t t♦
t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♠♦❞❡r♥ t❤❡♦r✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♦♥❡ t❤✐♥❦s t❤❡
st✉❞② ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥st❛❜❧❡ t♦ st❛❜❧❡ ✈❛❝✉✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞
❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♠❛ss✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✳

✻✳✷ ❙♣✐♥s✱ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡

❆rr✐✈❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✇❤② ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ◆❛t✉r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡s
♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✭e.g. ❛❧s♦ 10000001/2✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣
❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s✱ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ❝❛♠❡ ✐♥t♦ ❜❡✐♥❣✱ t❤❡ ❣r❡❛t ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤
❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s U(1)✱
SU(2)✱ SU(3)✱ ❡t❝✳✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ✜①❡❞ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥
❛ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ G(n)✱ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ R ❝♦✉❧❞ ❡①✐st s✉❝❤ t❤❛t

✶✸✶



R [G(n)] = ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② n ∈ N. ✭✺✻✼✮

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐❢ n = N✱ ✇❡ ♠✉st ❤❛✈❡

R [G(N)] = ❛❧❧ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ SU(2). ✭✺✻✽✮

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ R̃ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ G(n)✱ ♦♥❡ ❤❛s

l =
n

2
,
n− 1

2
,
n− 2

2
, . . . ,−n

2
✭✺✻✾✮

❛♥❞✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣

s ≡ |l|, ✭✺✼✵✮

t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ R̃ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s U(1)✱ SU(2) ❛♥❞ SU(3) ❣✐✈❡s

U(1) : l =
1

2
, 0,−1

2
⇒ s = 0,

1

2

SU(2) : l = 1,
1

2
, 0,−1

2
,−1 ⇒ s = 0,

1

2
, 1

SU(3) : l =
3

2
, 1,

1

2
, 0,−1

2
,−1,−3

2
⇒ s = 0,

1

2
, 1,

3

2

❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢♦r G(N)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

l =
Z

2
⇒ s =

N

2
, ✭✺✼✶✮

i.e. ✇❡ ❣❡t ❛❧❧ t❤❡ SU(2) r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t R̃ ✐s ❛ ❣♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s
s✐♠♣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s②♠♠❡tr②
❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ s✉❜♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥✱ ✐♥ ❜r♦❛❞ ♦✉t❧✐♥❡✱ ✇❤② q✉❛♥t✉♠
st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s❛② t❤❡ s♣✐♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡ R̃ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣s U(1)✱ SU(2)✱ SU(3)✱ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ s♣✐♥ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✐st✐♥❣
✐♥ ◆❛t✉r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❤❛❞r♦♥s ❛♥❞ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r s♣✐♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ ❡✐t❤❡r t♦
t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♦r t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❡♥❡r❣✐❡s
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡ ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✳

✶✸✷



❚❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✜♥❞s ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ R̃ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣s U(1)✱ SU(2)✱ SU(3) ❛r❡ ✈❡r②
✉♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts ❛ ❧❛r❣❡r s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ ✭❜✐❣ ❡♥❡r❣②✮ ❡①✐st❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧②
❜r♦❦❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❛♥❞ ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❜✉t
❛ tr❛❝❡ ❢♦ss✐❧✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢❛❝t ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❝❧✉❞❡s s = 0 ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ✭❍✐❣❣s t②♣❡✮✱ ✇❤✐❝❤✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ❣❛✈❡ ♠❛ss t♦ t❤❡ ❣❛✉❣❡
❜♦s♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛ ✇❛② ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ R̃ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❣r♦✉♣s✱
❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✉♥✐t❛r② ❣r♦✉♣s✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t♦ ❧❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ✭t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ s♦ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞✐❧✉t❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡ R̃✮✱ ♥❛♠❡❧②

G(n1)⊗G(n2)⊗ · · · ⊗G(nk)⇒ n = n1n2 · · ·nk. ✭✺✼✷✮

❉✉❡ t♦ ✭✺✼✷✮✱ t❤❡ ❣r♦✉♣

G1 = SU(2)⊗ SU(2) ≃ SO(4) ✭✺✼✸✮

❣✐✈❡s n = 4✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ R̃✱ ♦♥❡ ❤❛s

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2 ✭✺✼✹✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r♦✉♣

G2 = SU(3)⊗ SU(2)⊗ U(1) ✭✺✼✺✮

❣✐✈❡s n = 6✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ R̃✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, 3 ✭✺✼✻✮

❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❲❡ s❡❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ R̃ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛r❣❡r s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✱ ✇❤♦s❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

❜r❡❛❦✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✇✐t❤ ❧♦✇ s♣✐♥s✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r
✉♥✐✈❡rs❡✳
■❢ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ s♣✐♥s ❡①✐sts✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢

t❤❡ α✲❚❤❡♦r②❄ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r✐❡s✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛ ✉♥✐✜❡❞ t❤❡♦r②
t❡❧❧✐♥❣ ✉s✱ ✐❢ ❝♦♥✜r♠❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡✐r s♣✐♥ ✈❛❧✉❡✱ s❛t✐s❢②

✶✸✸



✐♥ ❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ tr✐✉♠♣❤ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞✱
❛s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ◆❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳

✶✸✹



✼ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❚✇❡♥t✐❡t❤ ❈❡♥t✉r② P❤②s✐❝s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts ❛s②♠♠❡tr✐❝
♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞
❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ♣r♦♣♦s❡s ✐ts❡❧❢ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ●❯❚✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ♠❛❦❡
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤ ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✇❛♥ts ❥✉st t♦ ❞♦ ✐t✱ st❛rt✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♥❣ t♦ r❡♣❧❛❝❡
t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ ❢♦r q✉❛♥t✐③✐♥❣
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✐t ♠❛❦❡s t♦ ❡♠❡r❣❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s
❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝✉r t♦ ❞❡✈✐s❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥q✉✐r❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ■♥✢❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ α✲❚❤❡♦r②✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
❧❛st t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ s♦ ❣✐✈✐♥❣ t♦ ✐t ❢✉❧❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t
✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✭■❊P✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✭❘❊P✮ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✳✑ ■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱
s❤♦✇✐♥❣ ✐t ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥❝✉rs t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ❜✉t ❛❧❧♦✇s ❛❧s♦
♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ t✇♦ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t♦ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛✳

✼✳✶ α✲❚❤❡♦r②✱ ●r❛♥❞ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✲
✐t②✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❯♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✿ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠

❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛♥ts✱ ✉♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡
❛ ●r❛♥❞ ❯♥✐✜❡❞ ❚❤❡♦r②✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ●❯❚✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥❝✉rs
t♦ ♣✉t ✉♥❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦r♠❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦✉r
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❇✉t✱ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥
❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✭❇✐❣✲❇r❡❛❦✮ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱
s✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❦♥♦✇ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s✮ ✇❡r❡ ❜♦r♥✳ ❚❤✐s
t❛❦❡s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❜✉✐❧t ❛❞ ❤♦❝✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♦❞✐❝t✐❝✱ ❜✉t
✜♥❞s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ✐♥ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡✳✶✷✷ ■t ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦✛
r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣ SU(5)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
str♦♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s [17]✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s♦ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦♠❡s ✉♣ ❜②
❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❍✐❣❣s ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ [18, 19]✳

✶✷✷❲❤❡♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛ ✏Pr✐♥❝✐♣❧❡✱✑ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ❝♦♥❝r❡t❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✳

✶✸✺



❇✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤✐s ♣♦s❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✿ ✇❤❛t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♦♥❡s❄ ❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ ◗❋❚ ❢♦r q✉❛♥t✐③✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✏s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✑ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r q✉❛♥t✐③✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✐t
❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s
✭♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ■s ✐t ❝♦rr❡❝t t♦
✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❧② ✉s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥❄ ■s ✐t r✐❣❤t t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠
✜❡❧❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s Pr♦❝❛ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ s♣✐♥ 1✱ ❜✉t t❤❛t
✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss

∂µF
µν +m2Aν(x) = 0, ∂µA

µ = 0. ✭✺✼✼✮

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❡♥s♦r F µν ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛s ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✜❡❧❞s ~E ❛♥❞ ~B✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦t❡♥t✐❛❧ Aν(x)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡
♣❤♦t♦♥s✱ i.e. q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥
♦♣❡r❛t♦r q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤✐s s❡❡♠s ❛♥ ❛❜✉s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ~E ❛♥❞ ~B✳ ❚❤✐s t❛❦❡s t♦ ♠❛❦❡
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✿ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❜❡ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s❄ ❚❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡✛❡❝ts ❣♦✐♥❣ ♦✉t ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❛s❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
s②st❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ss❡rt t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ❣❛s ♦❢ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ti ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧②

T =
∑

i

ti. ✭✺✼✽✮

❲❡ ❦♥♦✇ t❤✐s ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛s✱ t❤❛t ✐s ✶✷✸

T ≃ 〈Ec〉
k
. ✭✺✼✾✮

❲❡ ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐♥❦ ❛❧s♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◗❋❚ ❛ s✐♠✐❧❛r t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭❛s
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡✮ ♠✉st ❡♠❡r❣❡ ❛s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s ♦r ❛s ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr✐❡❞✳ ❇✉t✱ ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
✐❞❡♥t✐❢② q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❜✉s❡✳ ❍❡♥❝❡✱
✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❛✇ ❛❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s✱ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝

✶✷✸◆❛t✉r❛❧❧②✱ k ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✳

✶✸✻



♣r♦♣❡rt✐❡s t♦❞❛② ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ♣❤♦t♦♥s ✭❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤

m = 0✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥
s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ♠✉st r❡♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭|hµν | ≪ 1
❛♥❞ ηµν = ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♠❡tr✐❝✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡s ✭Tµν = 0✮✱ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν ✭✺✽✵✮

❜❡❝♦♠❡

�hµν = 0; hµν = hνµ, ✭✺✽✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❛✉❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✷✹

∂νhµν =
1

2
∂µh. ✭✺✽✷✮

❚❤❡ ✭✺✽✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♥❞✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐♣♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✳ ❚❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ❤❛s ❞r✐✈❡♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts t♦ r❡❧❛t❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❛t✉r❛❧ tr②✐♥❣ t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❣r❛✈✐t② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
s♣❛❝❡✲t✐♠❡ q✉❛♥t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❛✐❞ ✏❣r❛✈✐t♦♥s✳✑
❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ hµν ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
t❤❡ ❤❡❧✐❝✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛s t♦ ❜❡ ±2 ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t♦♥s
✐s ✜①❡❞ ✐♥ 2✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ✈❡r②
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛r❡❛ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ✏◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t②✳✑ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ q✉❛♥t✐③❡ ❣r❛✈✐t② ✇✐t❤
t❤❡ ✏❝❛♥♦♥✐❝❛❧✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦✈❛r✐❛♥t✑ ♦♥❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ✉♥❢r✉✐t❢✉❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭▲♦♦♣ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t②✮✱ ✇❛♥t✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ❣r❛✈✐t② ❛s ❛ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ✜❡❧❞✱ ✐t
✐s ❛ ♥♦♥✲r❡♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ t❤❡♦r②✱ ❛❧r❡❛❞② t♦ t✇♦✲❧♦♦♣✳ ❚❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t② t♦ ♦♥❡✲❧♦♦♣
♠❛❞❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛✈✐t② t♦ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❡r❛ ✭❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✮ ♠✉st ❡①✐st✿ t❤❡
❊✐♥st❡✐♥ ❣r❛✈✐t②✱ t❤❡♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❛s♣❡❝t ✭i.e. t♦ ♦♥❡✲❧♦♦♣✮ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r②✳
❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙✉♣❡rstr✐♥❣ t❤❡♦r② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
t❤❡ ❣r❛✈✐t② t♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇✐t❤ ♥♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
❡st❛❜❧✐s❤ ✐❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t♦♥ ✭❜♦s♦♥ ✇✐t❤ s♣✐♥ 2 ❛♥❞ m = 0✮ ✐s r❡❛❧❧② t❤❡ ♠❡❞✐❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦✲✜❡❧❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s❡❡♠s ❛ ❤❛③❛r❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ r✐♣♣❧❡s
✐♥ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② st❡❧❧❛r ❝♦❧❧❛♣s❡s✱ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥s ♦r ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✜♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ P❧❛♥❝❦ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ✭❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❣r❛✈✐t②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡
t♦ ❜❡❣❡t ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❣r❛✈✐t②✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜❡❧❞s ✇✐t❤ s♣✐♥ 2✱ ❜✉t ❡✈❡♥

✶✷✹h ≡ hαα✳

✶✸✼



✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥s ♦r s❡ts ♦❢ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥s✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛♥ts t♦ t❡❧❧ ✉s
t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ ✏❝❧❛ss✐❝✐③❛t✐♦♥✑
♣r♦❝❡ss ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ q✉❛♥t✉♠✲❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡q✉✐r❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞
s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥−→ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ✭✺✽✸✮

❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞✭s✮
❝❧❛ss✐❝✐③❛t✐♦♥−→ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞. ✭✺✽✹✮

❍♦✇ ❝❛♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❡♠❡r❣❡ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ ♦r ❜② ❛ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s❄ ❚❤✐s ✐s ❛♥
♦♣❡♥ ❛♥s✇❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱
❜✉t✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t ♣r♦❝❡ss ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣
✭❇✐❣✲❇r❡❛❦✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ✐ts❡❧❢ ❛s t❤❡ ❢❛t❤❡r ♦❢ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ tr❡❛t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐st✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

❛♥❞ ■♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❧❛st ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❥✉st ✜♥❞ ❢✉❧❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐t✱ ✇❡ s❤♦rt❧② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ❜❛s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤❛t
✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✽✶ ❜② ❆✳ ❍✳ ●✉t❤ [20]✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❍♦t ❇✐❣✲❇❛♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss
♣r♦❜❧❡♠s✳ ●✉t❤ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ✇❛② t♦ r❡s♦❧✈❡ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐ts❡❧❢ t♦ ❛ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ st❛t❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s 28 ♦r ♠♦r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tc ≃ 1014 ●❡✈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠
❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ t♦t❛❧ s②♠♠❡tr② SU(5) t♦ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② SU(3)⊗SU(2)⊗U(1)✱ ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ●❯❚ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡♦r❣✐✲●❧❛s❤♦✇✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♠♣❧✐❡s t✇♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿

✶✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ t✉r♥s ♦✉t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r ❞❡♥s✐t② ρ✱
♥❛♠❡❧②

p = −ρ. ✭✺✽✺✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ♦❜❡②s t♦ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥♥✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

]
, ✭✺✽✻✮

✶✸✽



✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦

d

dt
(a3ρ) = −p d

dt
(a3). ✭✺✽✼✮

❙✉❝❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦✲♠♦✈✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥
p > 0✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ p < 0✳ ■t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r p = −ρ ❛♥❞
t❤✐s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ❡r❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ❤❛s
❝❛rr✐❡❞ t♦ ❛ ❢❛st ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✇❛②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇

a(t) ≈ eχt, χ ≡
(
8πG
3
ρf
)
≃ 1010●❡✈. ✭✺✽✽✮

❙✉❝❤ ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①✐st ✐❢ ♦♥❡ s✉♣♣♦s❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ✢❛t ✉♥✐✈❡rs❡ ✭k = 0✮✳ ❚❤❡
❋r✐❡❞♠❛♥♥✲❘♦❜❡rts♦♥✲❲❛❧❦❡r ♠❡tr✐❝ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ❞❡ ❙✐tt❡r ♦♥❡

ds2 = −dt2 + a2(t)d~x2. ✭✺✽✾✮

●✉t❤ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✮✱ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡
❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡ ❢r♦♠ ❛ ❢❛❧s❡ ✈❛❝✉✉♠ t♦ ❛ tr✉❡ ✈❛❝✉✉♠ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Tc✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❣r♦✉♣ SU(5) ♦❝❝✉rr❡❞ ✭❛♥②✇❛② ●✉t❤
❞✐❞ ♥♦t ❡①❝❧✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♣s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s✉♣♣♦s❡❞ ❡①✐st✐♥❣ ❛ ❧✐❦❡✲❍✐❣❣s s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ φ(x) ✕ ❝❛❧❧❡❞ ✏✐♥✢❛t♦♥✑ ✕ ✇✐t❤ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t②

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ). ✭✺✾✵✮

❚❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❧s❡
✈❛❝✉✉♠ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❝✉✉♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✜❣✳ ✶✶✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✭✏❖❧❞ ■♥✢❛t✐♦♥✑✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss

♣r♦❜❧❡♠s✱ ❣❛✈❡ ❧✐❣❤t t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s❡r✐♦✉s ✐s t❤❡ ✏❜✉❜❜❧❡
❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✱✑ i.e. t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r❞❡♥s❡ ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ✉♥t✐❧ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦
❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✱ ❛♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✕ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏◆❡✇
■♥✢❛t✐♦♥✑ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❈❤❛♦t✐❝ ■♥✢❛t✐♦♥✑✮ ✕ ✇❛s ❜♦r♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥✲❲❡✐♥❜❡r❣ ♦♥❡

✶✸✾



[21]✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t♦ ❞r✐✈❡ ❛ s❧♦✇ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏s❧♦✇
r♦❧❧♦✈❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✱✑ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✳
◆❛t✉r❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✏❜✉❜❜❧❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✳✑ ❚❤❡ ♥❡✇ ✭♦r ❝❤❛♦t✐❝✮
■♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ r❡s♦❧✈❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ✏❖❧❞ ■♥✢❛t✐♦♥✱✑ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦t❤❡r ♦♥❡s✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ φ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠✱ ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s t❤✉s ❡st✐♠❛t❡❞ ✶✷✺

|δφ(x)| ≈ H

2π
. ✭✺✾✶✮

❚❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦ str♦♥❣ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛♥ ❡t❡r♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❢✲r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❲❤❛t ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✐s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❥✉♠♣s✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♥❡✇ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ s♦ ❞❡✈❛st❛t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❥✉♠♣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱
❛ ♥❡✇ ✉♥✐✈❡rs❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ ♦✇♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❧❢✲
r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ♠✉❧t✐✲✉♥✐✈❡rs❡s ✐s ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞
❜② ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧✱
✐s ♦❢ ❣♥♦s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t②♣❡✳ ❍♦✇ ✇❛s t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞ ❜♦r♥❄ ❲❤❡♥ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✐♥✢❛t✐♦♥
✐s ✜♥✐s❤❡❞❄ ❋♦r ❣✐✈✐♥❣ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ t❤❡ ❙✉♣❡rstr✐♥❣ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛r❡
✉s❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ ✉♥❡✈❡♥ [22, 23, 24]✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ✉♥✐✈❡rs❡✿ Tc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❙✳ ❑✳ ❇❧❛✉ ❛♥❞ ❆✳ ❍✳ ●✉t❤ ✐♥ ✸✵✵ ❨❡❛rs ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ✶✾✽✼✳✮

✶✷✺H ≡ ȧ/a✳

✶✹✵



❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s❤♦rt❧② ❡①♣♦s❡❞ t❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②
♣r❡❞✐❝ts ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✱ t❤❛t✱ ❛s s❡❡♥✱
r❡s♦❧✈❡s t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ✢❛t♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❖♥❧② t❤✉s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ♥♦t ♦♥❧② ❧✐❦❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧✐❦❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
t❤❡♦r② ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞♦ ❛ ✈❡r② r♦✉❣❤ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ♦♥❧② t♦ tr❛❝❡ ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❆s
♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ✐♥✢❛t♦♥ ✜❡❧❞ ♠✉st t❛❦❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s♦✉♣ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✳ ❚❤❡♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s ♦❜✈✐♦✉s
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ LAα ❛♥❞ LSα✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V ✱ ♥❛♠❡❧②

L1
Aα = iψ̄s(x)χ

µ∂µψs(x)− VAα(ψs, ψ̄s,m) ✭✺✾✷✮

L2
Sα = (∂µψ

†
s)ξ

µξν(∂νψs)− VSα(ψs, ψ†s,m), ✭✺✾✸✮

❛♥❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s t❛❦❡s t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ p ❜② t❤❡ str❡ss✲❡♥❡r❣② t❡♥s♦r T µν ♦❢ L1

Aα ❛♥❞ L2
Sα✱

❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❡✱ ✇✐t❤ ♠❡tr✐❝

gµν ≡
(
1,−a2(t),−a2(t),−a2(t)

)
. ✭✺✾✹✮

■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s VAα ❛♥❞ VSα ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ψs ❛♥❞ ψs ✭♥❛t✉r❛❧❧② ♦❢
ψ̄s ♦r ψ†s t♦♦✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

T µν1 = iψ̄sχ
µ∂νψs − iψ̄sχα∂αψsgµν + VAαg

µν ✭✺✾✺✮

T µν2 = (∂αψ
†
s)ξ

αξµ(∂νψs) + (∂νψ†s)ξ
µξα(∂αψs)− (∂αψ

†
s)ξ

αξβ(∂βψs)g
µν + VSαg

µν . ✭✺✾✻✮

■❢ ψs(ti) = ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ψs(ti) = ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❢♦r ♦✉r t❤❡♦r✐❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

p1 = −ρ1 ✭✺✾✼✮

p2 = −ρ2, ✭✺✾✽✮

✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t♦ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳
❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛❞♠✐ts

✶✹✶



✐♥✢❛t✐♦♥✳ ■t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ t❤❡♦r✐❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚ ❛r❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ V

LV
M1 = ψ̄sχ

µ∂µψs − V tach
1 (ψs, ψ̄s, µ) ✭✺✾✾✮

LV
M2 = (∂µψ

†
s)ξ

µξν(∂νψs)− V tach
2 (ψs, ψ

†
s, µ), ✭✻✵✵✮

✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r t❤❡♠✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t✐❡s L1
Aα ❛♥❞ L2

Sα✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡s t♦♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧s♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛❞♠✐ts ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛t st❛❦❡✱ ♦♣❡♥s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❜❡✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡
✐♥✢❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ✐s ❣✉s❤❡❞ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ ✈✐rt✉❡
♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡❞✱ ♠❛②❜❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s♦❢t ✇❛②✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡
t❤❛♥❦s t♦ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V tach

1 ♦r V tach
2 ✐♥ VAα ♦r VSα r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥

V tach
1

❇✐❣✲❇r❡❛❦−→ VAα ✭✻✵✶✮

V tach
2

❇✐❣✲❇r❡❛❦−→ VSα. ✭✻✵✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✏❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛✲
t✐♦♥✑ t❤❛t✱ ❛s ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✱ ❝♦✉❧❞ r❡s♦❧✈❡ ♠❛♥② ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧✱
❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✉s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t Λ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❡①♦t✐❝ ✐❞❡❛s ❧✐❦❡ t❤❡ ✏❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✑ ♦♥❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
✇❤❛t ✇❛s ❥✉st ❛ss❡rt❡❞✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞r❛✇ ❛ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❡①♣❡❝ts✿ ❛❢t❡r t❤❡ ❤♦t ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
sq✉❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ✉♥✐✈❡rs❡✱
❡①tr❡♠❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝✱ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆t s♦♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✭✈❡r② ❤✐❣❤✮ ❛♥❞ t✐♠❡ t ✭✈❡r② s♠❛❧❧✮✱ s✉❝❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡
✐s ❝♦❧❧❛♣s❡❞✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t♦♦❦ ✐t t♦ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❇✐❣✲❇r❡❛❦✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐ts❡❧❢✱ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❛❧s❡ t♦ tr✉❡ ✈❛❝✉✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥❡✇ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❣✐✈❡♥ ❧✐❢❡ t♦ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛♥ ❤❛❧❢✲✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❧❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ✐♥✢❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡

❝♦❡①✐st ❜♦t❤ ✈✐s✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❛❦❡s t♦ t❤✐♥❦ t❤❡ ✏❚❛❝❤②♦♥✐❝ ■♥✢❛t✐♦♥✑ ✭✏■❊P ■♥✢❛t✐♦♥✑✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❛❧s♦ t❤❡ ✢❛t♥❡ss ♦♥❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✏❇r❛❞②♦♥✐❝ ■♥✢❛t✐♦♥✑ ✭✏❘❊P ■♥✲
✢❛t✐♦♥✑✮ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❛♥❞✴♦r ♣❡r❤❛♣s ❛❧s♦ t❤❡ ✢❛t♥❡ss
♦♥❡✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ✏❖❧❞ ■♥✢❛t✐♦♥✱✑ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✏❜✉❜❜❧❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✱✑
❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛ ❝❤❛♦t✐❝ ✉♥✐✈❡rs❡ ❛s t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ♦♥❡✳
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❚❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❜② t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r♠✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ✐❢✱ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦r ♦♥❧② t❤♦s❡
✇✐t❤ s♣✐♥ s = 0 ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s V ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✇✐❧❧ r❡✈❡❛❧ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❜✉t ♠♦st❧② ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧✐❦❡
❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ t❤❡ s❡❝r❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t②♣❡ [69]

Λ = 8πGV. ✭✻✵✸✮

■❢ t❤❡ ❜r❛❞②♦♥✐❝ ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛
❣r❡❛t r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❛ ♣❤❛♥t♦♠ ❉❛r❦ ❊♥❡r❣②✱ ❜✉t ✇✐❧❧
❜❡ s✐♠♣❧② ❛ r❡s✐❞✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t ✐♥✢❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛❝❤②♦♥✐❝ ✇♦r❧❞ ✭t❛❝❤②♦♥✐❝ ✐♥✢❛t✐♦♥✮✱ t❤❛t ♦✉r
✉♥✐✈❡rs❡ ❤❛s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✳

✼✳✷ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②

❚❤❡ t❤❡♦r② ❡①♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡s
✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✕ ❛❢t❡r t❤❡ ❤♦t ❇✐❣✲❇❛♥❣ ✕ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥♦t❤❡r ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧
❡✈❡♥t ✭❇✐❣✲❇r❡❛❦✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ▲✐❦❡ s❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s
❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ✉♥✐❢② t❤❡♠ ❥✉st t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤✉s ✇❛♥t✲
✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛ ●r❛♥❞ ❯♥✐✜❡❞ ❚❤❡♦r②✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
t❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ♣r♦❜❧❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛s✱ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s✱ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ✭t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡s✮ ❝❛♠❡ ✉♣✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
✇❛② t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✈❡♥t ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ■t ✐s ❣♦♦❞
t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ✇❡ ❛rr✐✈❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡
❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ◗❋❚✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦r ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧② ✏❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✑ ✭♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞
❙❯❙❨✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✼✵s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❛ ✉♥✐t❛r② ✇❛②
❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s ✭❡✈❡♥ t❤❡♥ ✐t s❡❡♠❡❞ str❛♥❣❡ ❛ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ❞✐❞ ♥♦t ❡①✐st✮✳
❚❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ✉♥❧✐❦❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♠✐①❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s

t❤r♦✉❣❤ s♣✐♥♦r✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞♦tt❡❞ s♣✐♥♦rs✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ ●r❛ss✲
♠❛♥♥ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❲❡ss✲❩✉♠✐♥♦ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞✮ ♦♥❡✱ ✇❤♦s❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✶✷✻

✶✷✻■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
↔

∂≡
−→
∂ −←−∂ ✳

✶✹✸



LW−Z = (∂µφ)
∗(∂µφ) +

i

4
ψ̄γµ

↔

∂µ ψ, ✭✻✵✹✮

✇❤❡r❡ ψ ✐s ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛ s♣✐♥♦r✐❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ φ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ s✉❝❤ t❤❛t ✶✷✼

φ(x) ≡ L(x)− iM(x)√
2

. ✭✻✵✺✮

▲✐❦❡ ✇❡ ♣r♦♠♣t❧② s❡❡✱ t❤❡ ✭✻✵✹✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛ ♠❛ss❧❡ss ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ❋♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛ss✐✈❡
s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r

L̃W−Z = (∂µφ)
∗(∂µφ) +

i

4
ψ̄γµ
←→
∂µψ−m2φ∗φ+

m

2
ψ̄ψ. ✭✻✵✻✮

❚❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥♦r✐❛❧ ✜❡❧❞ ψ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭s❛✐❞ ♦❢
s✉♣❡rs②♠♠❡tr②✮





δL = ε̄ψ

δM = iε̄γ5ψ

δψ = −iγµε(∂µL) + γµγ5ε(∂µM)

δψ̄ = iε̄γµ(∂µL)− ε̄γ5γµ(∂µM),

✭✻✵✼✮

✇❤❡r❡ ε✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s t♦ t❤❡ s♣✐♥♦r✐❛❧ ✜❡❧❞ ✭i.e. t❤❛t ♠✐①❡s
❜♦s♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥s✮✱ ✐s ❛ ▼❛❥♦r❛♥❛ s♣✐♥♦r✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ♣❡❝✉❧✐❛r✐t②✱ ❥✉st ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s✉♣❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❜♦s♦♥ ✇✐t❤ ✜①❡❞ r❡st ♠❛ss ❤❛s ❛ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝
♣❛rt♥❡r✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢❡r♠✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡st ♠❛ss✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢
❛♥② s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ |s − 1/2|✱ ✇❤❡r❡ s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt♥❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♦✉t❧✐♥❡ ✐s
✈❛❧✐❞

0←→ 1

2

1 −→ 1

2

2 −→ 3

2
. . . . . . . . .

✶✷✼L(x),M(x) ❛r❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✳

✶✹✹



❚❤❡ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② t❡❧❧s ✉s t❤✐s t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t ❧✐✈❡
t♦❣❡t❤❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✐s r✐❣❤t t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ✇r♦♥❣✳ ■t ✐s s✐♠♣❧② t♦ ❛❞♠✐t t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡❧❡❣❛♥❝❡✳
■♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✱ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❥✉st t❤❡ r✐❣❤t s✉♣❡r✲
s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② tr✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ❞r❡❛♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■s ✐t✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②❄ ❆s ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❙❯❙❨ ❤❛s ✇✐t❤✐♥ ✐t ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ✐❞❡❛s t♦♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ st✉❞②
t❤♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡♥❞✐♥❣ ❜♦s♦♥s ✐♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✶✷✽

B −→ B′ = B + δB, δB = ε̄F ✭✻✵✽✮

F −→ F ′ = F + δF, δF = ε∂B, ✭✻✵✾✮

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙❯❙❨ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s ψs ❛♥❞ ψs✱ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ε ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦
M−1/2✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ ✇❡ ♥♦t❡ ✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

[ψs] =M
d−1
2 ✭✻✶✵✮

[ψs] =M
d−2
2 , ✭✻✶✶✮

i.e. t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ψs ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r n ♦❢ t❤❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦✳
◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❢♦r d = 4✱ ✇❡ ❤❛✈❡

[ψs] =M3/2 ✭✻✶✷✮

[ψs] =M. ✭✻✶✸✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐①✐♥❣ ❜♦s♦♥ ✜❡❧❞s ✭✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✮ ✇✐t❤ ❢❡r♠✐♦♥
✜❡❧❞s ✭❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✮ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥✱ ❢♦r t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✶✷✾

B −→ B′ = B + δB, δB = εF ✭✻✶✹✮

✶✷✽◆♦t❡ t❤❛t [ε] =M−1/2✳
✶✷✾■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ [ε] =M0✳

✶✹✺



F −→ F ′ = F + δF, δF = εB, ✭✻✶✺✮

✇❤❡r❡ ε ♠✉st ❜❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ t❤❡ ✜❡❧❞s B ❛♥❞ F ❤❛✈❡
❡q✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ✭♠❛tr✐① ♦r s❝❛❧❛r✮ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ε✳

■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ B ✐s ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ 1 ❛♥❞ F ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ 1/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t B ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❛ ♠❛tr✐① 3 × 1✱ ✇❤✐❧❡ F ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛tr✐① 2 × 1✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✐t ♣r♦♠♣t❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ε
♠✉st ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3× 2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ✐s ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ε̄✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 × 3✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✻✶✹✮ ❛♥❞ ✭✻✶✺✮ ♠✉st ❝♦rr❡❝t❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥

B −→ B′ = B + δB, δB = εF ✭✻✶✻✮

F −→ F ′ = F + δF, δF = ε̄B. ✭✻✶✼✮

❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥
✭❜♦s♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭❢❡r♠✐♦♥s✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✭❛❧s♦
❡q✉❛❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ε ❛♥❞ ε̄ ❛r❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❛❞♠✐t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❢♦r t❤❡ ✜rst ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② φs = ψs✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
φs = ψs✳ ❚❤❡ s♣✐♥s s1 ❛♥❞ s2 ❛r❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ s1 = s2✮

φs1 −→ φ′s1 = φs1 + δφs1 , δφs1 = εφs2 ✭✻✶✽✮

φs2 −→ φ′s2 = φs2 + δφs2 , δφs2 = ε̄φs1 , ✭✻✶✾✮

✇❤❡r❡ ε ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (2s1 + 1) × (2s2 + 1) ❛♥❞ ε̄ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
(2s2 + 1)× (2s1 + 1)✳
❲❤② ❤❛✈❡ ✇❡ t♦ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥❄ ❇❡②♦♥❞ ♠❡r❡❧②

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ s❛✈❡ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡r✲
s②♠♠❡tr②✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ ❧♦❝❛❧ ❙❯❙❨ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❧✐✈❡
✐♥ ❛ ❝✉r✈❡❞ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✱ i.e. t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✭❛s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t
✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✏❙✉♣❡r❣r❛✈✐t②✳✑ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛r❣✉❡❞ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✻✵✾✮ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ✜❡❧❞ ✭t❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧ ❙❯❙❨ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✭s✉♣❡r✮❣r❛✈✐t②✮✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ s❡❡♥✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡
ε ❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t②✮✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✻✶✽✮ ❛♥❞ ✭✻✶✾✮ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❢✉❧ ❢♦r

✶✹✻



❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s✉♣❡r❣r❛✈✐t② ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✲❘❛r✐t❛✲❙❝❤✇✐♥❣❡r ♦♥❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❞❡♥s✐t② ✶✸✵

LE−R−S =

(
− 1

2χ

√−gR +
i

2
εµναβψ̄µγ5γν∇αψβ

)
, ✭✻✷✵✮

❜✉t r❛t❤❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✈✐t② t♦ ❛♣♣❡❛r ❜② ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s♣✐♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝✉r t♦ ❣✐✈❡ ❧✐❢❡ t♦ ❛
q✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❛♥♦♥✲
✐❝❛❧ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❛✐❞ t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s s♦♠❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛❜♦✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ r❡❛❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❛t✱ ✐❢ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇❛s r❡❛❧❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✭i.e. ✐❢ t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❞❡♣❡♥❞s ❛t q✉❛♥✲
t✉♠ s❝❛❧❡ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s✮❄ ❚❤✐s ❡✈❡♥t✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❥✉st st✉❞②✐♥❣ t❤♦s❡
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✻✶✽✮ ❛♥❞ ✭✻✶✾✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ♠❛❦❡
✈✐s✐❜❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❊✐♥st❡✐♥ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ t❡♥s♦r hµν ❤❛s 10 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ 6 ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ 4 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❛✉❣❡✳ ❇✉t✱ ❜②
✐♠♣♦s✐♥❣ ♦t❤❡r ❣❛✉❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ 2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t♦♥ ♦♥❡s✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❢❛❧❧❛❝② ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣✱
t❤❛t ✕ ❛s s❛✐❞ ✕ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠
✜❡❧❞ ✭✇r♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❛❝r♦✲♠✐❝r♦ ❛♥❞ ✐ts r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✱ ✇❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ tr② t♦ ❝♦♥str✉❝t s♦♠❡
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ 6 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜❡❧❞s
✭✇❤✐❝❤✱ t❤❡♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ hµν✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛
✜❡❧❞ ✇✐t❤ s = 2 ✭5 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ s = 0 ✭1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✳
■♥st❡❛❞✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t 2 ❢r❡❡❞♦♠ ❞❡❣r❡❡s✱ t❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t✇♦ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s✳
❆❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞s s❡❡♠ t♦ ❝♦✈❡r ❛ ♣r✐♠❛r② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
■❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥s ✇✐❧❧ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡✱ ♦♥❧② ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
❡st❛❜❧✐s❤✳
❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ✐s t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ ❝♦♥❝✉rs t♦ st✉❞②

❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ ❛❧s♦ t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✇❛②s
✇✐s❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛♥ts t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ♥♦ s♠❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳

✶✸✵χ ≡ 8πG
c4 ✳

✶✹✼



✼✳✸ ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ α✲❚❤❡♦r②

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛❧✐❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
❙✉♣❡rs②♠♠❡tr②✳ ■t ❣♦❡s ✇✐t❤♦✉t s❛②✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❙❯❙❨ ✐s ✉s❡❞✱ ♦r ♦♥❡ ✇❛♥ts
t♦ ✉s❡ ✐t✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ✐s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t✱ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ t♦ ❛ss✐♠✐❧❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s
t♦ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ✜❧✐❢♦r♠ ♦❜❥❡❝ts ✭str✐♥❣s✮✱ ✇❛♥ts t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✉r❡✳
❚❤❡ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥t❡r t❤❡ str✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥

❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ❜♦s♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ t②♣❡✳ ■♥ s❤♦rt✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ✶✸✶

Ss✉♣❡r = −
1

4πα′

∫

W⊂M

d2σ
{
∂aX

µ∂aXµ − iψ̄µρa∂aψµ
}
, ✭✻✷✶✮

✇❤❡r❡ 2α′ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ str✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ❜② l ≡
√
2α′✳

❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✭✻✷✶✮✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s ❛❜♦✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❣r✐❞ ♦❢ ❛❧❧ ♠♦❞❡r♥ str✐♥❣ t❤❡✲
♦r✐❡s✱ ♦r ❜❡tt❡r ♦❢ ✏s✉♣❡rstr✐♥❣✳✑ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ♣♦✐♥t ♦❢ Ss✉♣❡r ✐s t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❯❙❨ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ Xµ ❛♥❞ ψµ r❡♥❞❡rs t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙✉♣❡rstr✐♥❣ t❤❡♦r②✱
t❛❦✐♥❣ ✐t t♦ r❡s✉❧ts ♦❢t❡♥ ❢❛rt❤❡st ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❡ α✲
❚❤❡♦r② ❝♦♥❝✉rs t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡❛❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
❛ str✐♥❣ t❤❡♦r② ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✭✇✐t❤♦✉t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦s♦♥✐❝ ❛♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ str✐♥❣s✮✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ r❡♥❞❡r
t❤❡ str✐♥❣ ♠♦❞❡❧ s❧✐♠♠❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ t❤❡
❙tr✐♥❣ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦r❡ s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛❝❤②♦♥s ✭t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥
t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ str✐♥❣ t❤❡♦r②✮✱ ❜✉t✱ ❢r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❞r❛✇ ♥❡✇ ❧✐❢❡ t♦♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ♠❛t❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✐❣♥ t❤❡ str✐♥❣s ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✉♥st❛❜❧❡
t❛❝❤②♦♥✐❝ s♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❛❢t❡r ❇✐❣✲❇❛♥❣✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t tr❡❛t ✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞
❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ♥❡✇ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭✏α✲❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✑✮✱ s✐♥❝❡ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥ ❡♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❝ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡
✐s t♦ ❧❛② t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❣♦✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ ✐ts ❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✉s❡❞
t❤❡ ♣❧✉r❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚ ❜❡tt❡r ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ♠✉st ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡
✇✐❧❧ ❜❡ s❛✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ α✲❚❤❡♦r② ✐s t❤❡
❜❡st t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❚♦ ✇r✐t❡ ❛ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆α❚ ♦r ❙α❚ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ♦♣♣♦rt✉♥❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❣❛✉❣❡ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❥✉st ❛ss❡rt❡❞✱
t❤❡ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ❡❛s② t♦ ✇r✐t❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
♦t❤❡r ❜✉t ❛ s♦rt ♦❢ ❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
t❤❡♦r✐❡s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t W ✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t W ✐s ✐♠♠❡rs❡❞

✶✸✶❚❤❡ ❧❛t✐♥ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t W ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❡❡❦ ♦♥❡s ❛r❡ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ✐♥❞✐❝❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✿
a ∈ {1, 2}❀ µ ∈ {0, 1, 2, 3}✳

✶✹✽



✐♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ M ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✶✸✷

SAα
str✐♥❣

= − i

4πα′

∫

W⊂M

d2σ
√
hgµνΦ̄

µ
s θ

a∂aΦ
ν
s ✭✻✷✷✮

SSα
str✐♥❣

= − 1

4πα′

∫

W⊂M

d2σ
√
hgµν(∂aΨ

µ
s )
†πaπb(∂bΨ

ν
s), ✭✻✷✸✮

✇❤❡r❡ gµν ✐s t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛♥❞ h = −detab(hab)✱ ✇✐t❤ hab ♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r
♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t ✭t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ W ✐s s♦ ds2W = habdσ

adσb✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s Φµ
s ❛♥❞ Ψµ

s t♦t❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ SAα

str✐♥❣
❛♥❞ SSα

str✐♥❣
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡

str✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s♣✐♥✱ ❜✉t ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
♦♥ t❤❡ str✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏s✲✐♥❞❡①✳✑ ❆ ♠♦st ❞❡❡♣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉s t♦ t❤✐♥❦
t❤✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ str✐♥❣✱ ❤❛s r❡❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♦ t❤❡ α✲❙tr✐♥❣ t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ s♣✐♥ ♦r✐❣✐♥✱ r❡s♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s✳
■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s θa ❛♥❞ πa✳ ▲❡t ✉s ❞r✐✈❡

♦✉rs❡❧✈❡s✱ ❢♦r s✉❝❤ ❛♥ ❛✐♠✱ t♦ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ str✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ρa✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ●r❡❡♥✲❙❝❤✇❛r③✲❲✐tt❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ [79]✱ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

ρ1 =

(
0 i
i 0

)
, ρ2 =

(
0 −1
1 0

)
✭✻✷✹✮

♥❛♠❡❧② t❤❡② ❛r❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ str✐♥❣

ψ̄µ ≡ ψµ†ρ0, ✭✻✷✺✮

✐t ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ρ0 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

ρ0 =

(
0 −i
i 0

)
. ✭✻✷✻✮

❲❡ q✉✐❝❦❧② ♥♦t✐❝❡

ρ1 = iσ1, ρ2 = −iσ2, ρ0 = σ2 ✭✻✷✼✮

✶✸✷■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡s❡ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ + s✐❣♥ t♦♦✳

✶✹✾



i.e. t❤❡ ρa ❛r❡ ❥✉st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② i ❛♥❞ −i✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜②
r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t χµ ≡ (δ, δεi) ❛♥❞ ξµ ≡ (δ, iεi)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

{
θ1 ≡ iχ1 = iδε1

θ2 ≡ −iχ2 = −iδε2, ❤❡♥❝❡ θa ≡ (θ1, θ2) = (iχ1,−iχ2)
✭✻✷✽✮

{
π1 ≡ iξ1 = −ε1
π2 ≡ iξ2 = ε2, ❤❡♥❝❡ πa ≡ (π1, π2) = (−ε1, ε2).

✭✻✷✾✮

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ Φ̄µ
s ✱ ❞❡✜♥❡❞

Φ̄µ
s ≡ Φµ†

s θ
0, ✭✻✸✵✮

✇❡ ❝❛♥ ❞❡✈✐s❡ θ0 ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❇② t❛❦✐♥❣

θ0 ≡ δ ♦r θ0 ≡ χ2 = δε2. ✭✻✸✶✮

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s θa ❛♥❞ πa ✭❝♦♠♣r✐s❡❞ θ0✮ ✐s ♦♥❧② ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡
❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿ θ1 ≡ χ1✱
θ2 ≡ −χ2✱ π1 ≡ ξ1✱ π2 ≡ −ξ2✱ i.e. ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t i✮✳
❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s θa ❛♥❞ πa ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ρa✳ ■♥

❢❛❝t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s θa ❛♥❞ πa ❤❛✈❡ ❛♥ ♦✇♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ LieSU(2)✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✜①❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❧✐❦❡ t❤❡ ρa✳ ❚❤❡ ♠✐st❛❦❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐s t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✕ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t ✕ ♠✉st ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
✈❡❝t♦rs ❧✐✈❡✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❡② ❛r❡✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ρa r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✈❡❝t♦r✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠✱ ❛s t❤❡ s✲✐♥❞❡①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✱
❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2−{0}✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
❛❝t✐♦♥s ❛❧✇❛②s ❤❛s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✲s❤❡❡t✳✶✸✸

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ θa ❛♥❞ πa ✭❝♦♠♣r✐s❡❞ θ0✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇❤❡♥ s = 1/2✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✶✸✸❚❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② s ∈ N/2✱ ✉♥❧❡ss s = 0✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s θa ❛♥❞ πa s♦ t❤❛t
✇r✐t✐♥❣ t❤❡ str✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ✭✻✷✷✮ ❛♥❞ ✭✻✷✸✮ ✇❤❡♥ t❤❡ s✲✐♥❞❡① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭s = 0✮ t♦♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ❞♦❡s ❡①✐st ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
r❡❛s♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✇r✐t❡ t❤❡ SAα

str✐♥❣ ❛♥❞ SSα

str✐♥❣ ❢♦r s = 0❄

✶✺✵



θ1 =
i

2

(
0 1
−1 0

)
, θ2 =

1

2

(
0 −1
−1 0

)
✭✻✸✷✮

θ0 =

(
1 0
0 −1

)
♦r θ0 =

i

2

(
0 −1
−1 0

)
✭✻✸✸✮

π1 =
1

2

(
0 −1
−1 0

)
, π2 =

i

2

(
0 −1
1 0

)
. ✭✻✸✹✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛ ●❯❚✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤r♦✉❣❤ ✐t ❛ str✐♥❣ t❤❡♦r② ✭α✲
❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛ ●❯❚ t♦♦❄ ❚❤❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛♥ts t♦ ✉♥✐❢② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s
❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ♠❛②❜❡ t❤✐s t❤❡♦r② ❝♦✉❧❞ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❞r❡❛♠ t♦
✉♥✐❢② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s❛✐❞ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❛ ♠♦r❡ st✐❧❧ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ❡♥❛❜❧❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤♦s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s❡❡♠✐♥❣ ♥♦✇✱ ❛t ♦✉r ❡②❡s✱ t♦ ❜❡ ♠❡t❛✲♣❤②s✐❝❛❧✳
❚❤❡ α✲❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ❢♦r s✉❝❤ ❛ r❡❛s♦♥
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ str✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✐s ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞✳

✶✺✶



✽ ❚❤❡ α✲❚❤❡♦r② P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧❧②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✇♦r❧❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s
♠❛♥✐❢❡st t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✏❢❛❧s✐✜❛❜✐❧✐t②✑ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ❑❛r❧ P♦♣♣❡r✳ ■t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②
♦♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t❤✐s ❧❛st ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r② ♣❤②s✐❝s
✕ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✕ ❝♦♠❡ ♦✉t ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ❜②
t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛r❛❞♦①❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s t❤❛t ♣❧❛❣✉❡ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛❣❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❛❧s✐✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦♣♣❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❖♥ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s
❦❡② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✑ ♦♥❡✳

✽✳✶ P❛r❛❞♦①❡s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r②

❚❤❡ ❛✐♠ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✭❛♥❞ ❡①♣❡❝t✮ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✏♣❡r❢❡❝t t❤❡♦r②✑ ✐s t❤❡
♦♥❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✭❛♥❞ ❡①♣❡❝t✮ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✱ st❛rt✐♥❣ ❜② ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❛r②
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ i.e. ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥✐♠❛t❡❞ ❜② s✐♠♣❧✐❝✐t② [86]✳
❚❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✜ts ♥❡❛t❧② ✐♥ t❤✐s s♦rt ♦❢ t❤✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t st❛rts ✇✐t❤ ❢❡✇

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦❡s t♦ ❣✉s❤ ♦✉t ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✱ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐❢ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✉✐t❛❜❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②❄ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❜②

r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✹✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐① δ̃✳ ❘❡❛❧❧②✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡ 7✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✕ ✐♥
t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ ✕ s✐♠♣❧② ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r✲♠♦♠❡♥t✉♠ pµ ❛♥❞ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ✳ ❚❤❡
✜rst ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ ✐ts s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ sµ ❛♥❞ pµ✱ ✇❤♦s❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❡①♣r❡ss❡s
t❤❡ ✐♥❞✐ss♦❧✉❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ s✉❝❤ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ✏❜❛❦❡✇❛r❡✑
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♦❦❡❞ ✐s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠

Hψ(~x, t) = i~
∂ψ

∂t
. ✭✻✸✺✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ st✉❞② ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ q✉❛♥✲
t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② sµ ❛♥❞ pµ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❢❡✇

✶✺✷



♣r✐♠❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❛s t❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ sµ ❛♥❞ pµ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✏❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r②✱✑ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡①❝❡❡❞ s♦♠❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❧✐❦❡
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❤❛✈✐♥❣
❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ t♦ t❤❡ ❢♦✉r✲♠♦♠❡♥t✉♠ pµ✱ ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ q✉❛♥t✉♠
✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭t❤❡ s♣✐♥ ♦♥❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ❜✉t s✐♠♣❧② ❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ ❛♥② ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ s♣✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ♦r
❞❡❢♦r♠❡❞✱ ❜✉t s✐♠♣❧② ✏❝♦✉♣❧❡❞✑ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(2) ✭♦r ❜❡tt❡r t♦ ✐ts ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮✳
❚❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r sµ✱ ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ LieSU(2)✱ ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s
t♦ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦❧✉♠♥ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❡q✉❛t✐♦♥s✱ i.e. t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦♣❡r❛t♦r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳✶✸✹ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐t s❡❡♠s ✉s❡❧❡ss t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥✲
t✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳✶✸✺ ■♥ ❢❛❝t✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t sµpµ✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② q✉❛♥t✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✐s ♠✐r❛❝❧❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦✉r✲✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦r❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
t❤❡ ♥♦✉♠❡♥♦♥ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♦♥❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♣❛rt✐❝❧❡s s❡❡♠s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦st✉❧❛t❡s ♦r ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳
❆♥❞ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s ✐s
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ✐♥t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ s♦ t♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥ ❝r❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❛s ❜♦r♥ ❜② t❤❡ r❡q✉❡st t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ ✭s = 0 ✐♥❝❧✉❞❡❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t
t♦ ❧❡❛❞ ✉s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣♦s✐♥❣ ❜② t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❛t ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s
❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡ss✱ ❜② ❡✈❛❞✐♥❣ t♦
♠❛❦❡ ❛♥② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥✐t❡✲
♣♦s✐t✐✈❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✱ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ s✉❝❤ ✜❡❧❞s ♠✉st s❛t✐s❢② ✐s
t♦ ❜❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ C∗✲❛❧❣❡❜r❛✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❆α❚✱ s✉❝❤ ❛ C∗✲❛❧❣❡❜r❛ ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✶✸✻





{bα(k), b
∗

β(k
′)} = {dα(k), d

∗

β(k
′)} = (2π)3ωkδ

3(~k − ~k′)δαβ
{bα(k), bβ(k′)} = {b

∗

α(k), b
∗

β(k
′)} = 0

{dα(k), dβ(k′)} = {d
∗

α(k), d
∗

β(k
′)} = 0,

✭✻✸✻✮

✇❤✐❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❙α❚✱ t❤❡ C∗✲❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡s ♠✉st ♦❜❡② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
r✉❧❡s ✶✸✼

✶✸✹❖♥❧② ❢♦r s = 0 s✉❝❤ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❝❛❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇✉t✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s✳
✶✸✺❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❜✉t✱ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦r

❛❧❣❡❜r❛s✳
✶✸✻❚❤❡ ✯ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ ||b∗α(k)bα(k)|| = ||bα(k)||2✱ ||d

∗

α(k)dα(k)|| = ||dα(k)||2✳
✶✸✼■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ ||a∗

α(k)aα(k)|| = ||aα(k)||2✱ ||b
∗

α(k)bα(k)|| = ||bα(k)||2✳

✶✺✸







[aα(k), a
∗

β(k
′)] = [bα(k), b

∗

β(k
′)] = 2ωk(2π)

3δ3(~k − ~k′)δαβ
[aα(k), aβ(k

′)] = [a
∗

α(k), a
∗

β(k
′)] = 0

[bα(k), bβ(k
′)] = [b

∗

α(k), b
∗

β(k
′)] = 0.

✭✻✸✼✮

❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t ✉s✐♥❣ ❢♦r ♦✉r t❤❡♦r② ✭❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r
s②♠♠❡tr✐❝✮ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❢r❛♠❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛
♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✳✶✸✽ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤✐♥❦ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❛s✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛ q✉✐❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦r
str❛♥❣❡ ♣♦st✉❧❛t❡s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s✐♥❝❡
✐t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② [85]✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①❝❡❡❞
t❤❡ ❞♦❣♠❛t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♣r♦♣♦s❡s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❛
❝♦r♦❧❧❛r②✳
❲❤❛t ✇❡ s❛✐❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ s❤❡❞s ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛❞♦①❡s

♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭◗▼✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡
t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♠✉st ❜❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡
◗❋❚✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❡❛rs ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛ t♦② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥t♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗▼✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❧❡❛❞ ✉s t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛♣♣❛r❡♥t ♣❛r❛❞♦①❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ α✲
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❞♦①❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s
❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♦♥❡✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❤❛t ✇❡ s❛✐❞ ✐♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛✐♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❜❛s❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥❝✉r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ◗▼ ♣❛r❛❞♦①❡s ❛♥❞ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥❧②✱ ❜✉t ✐t s❛②s s♦♠❡t❤✐♥❣
♥❡✇ ❛❧s♦ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✭❙❘✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❧✐❣❤t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✭❘❊P ✉♥✐✈❡rs❡✮ ❝❛♥♥♦t
❡①❝❡❡❞ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t c✱ s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ✇❛s ❜♦r♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣r❡❛t s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s②♠♠❡tr②
❜r❡❛❦✐♥❣ ✕ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ✕ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡ ❡♥❡r❣② ✭✇❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡♠ ✏✐❡♣s✑✮ ❛♥❞ ♥♦t v > c✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❥✉st✐✜❡s
❛❧s♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧✐❣❤t s♣❡❡❞ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡❧❛t✐✈✐t②✱ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r
t❤❡ ❙❘✳ ❇✉t ✐t ❣♦❡s ❢✉rt❤❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱ ✐t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥ ❛rr♦✇ ❢♦r t❤❡
t❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ✏✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜✐❧✐t②✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❛❝❤②♦♥s ❛♥❞ ❜r❛❞②♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❘✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠✐s✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s✱ ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ s❝✐❡♥❝❡ ✜❝t✐♦♥
✈✐s✐♦♥s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t t♦ ✐♠❛❣❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✭✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✕ ❛❢t❡r ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ❛♥❞
t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✕ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❤❛s s❤♦✇♥✱ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧❧②✱

✶✸✽❙✉❝❤ ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✕ ❛s s❛✐❞ ✕ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r s = 0 t♦♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ C∗✲❛❧❣❡❜r❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ♣♦✐♥t ❢♦r
❤❛✈✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s✳

✶✺✹



❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❝✉r✈❛t✉r❡ R 6= 0✳✶✸✾

❖♥❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❇✐❣✲❇r❡❛❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡s❡ ♠②st❡r✐❡s✳ ❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r② ✐s t♦ ❥✉st✐❢② t❤♦s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞✴♦r
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛t ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r② ♠✉st ❡①♣❧❛✐♥
✇❤② s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ r✐❣❤t✱ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ❛♥② ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ t❤❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r②
❝♦✉❧❞ ❥✉st✐❢② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❤❛s t♦ ♠❛❦❡
✉s ❤❛♣♣②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② s❤♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❣✐❛♥ts
♦❢ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r② ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ❊✈❡r②t❤✐♥❣
s✉❣❣❡sts t❤❛t α✲❚❤❡♦r② ✐s t❤❡ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧❧ ✇❛✐t❡❞ ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s ✇❡ ♠✉st ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣r✐s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②✳ ▼❛②❜❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦r❡ ❢✉❧❧② ❦♥♦✇ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❡✱ ♦✉r ❤♦♠❡✳

✽✳✷ ■s t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛ P♦♣♣❡r✐❛♥ ♠♦❞❡❧❄

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥✐st ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡r ❑❛r❧ P♦♣♣❡r✱ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ t❤❡♦r② ❢♦r
❜❡✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❛s ♥♦t t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡❝t ✭❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ ❜✉t ✐t ♠✉st ❜❡ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢②✱ ✇✐t❤
✐ts ✐♥str✉♠❡♥ts ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✮✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r② ✐s tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡✳ ■♥ ❛♥②
❝❛s❡✱ t❤✐s s♦rt ♦❢ t❤❡♦r② ✐♥ P♦♣♣❡r✬s ♦♣✐♥✐♦♥ ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐❢ ✐t ✐s tr✉❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ st❡♣
❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ❢❛❧s❡✱ s✉♣♣❧✐❡s ❤♦✇❡✈❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❆❧❧ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❝❡♥t✉r②✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡

◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛①✇❡❧❧✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ✇❡r❡ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡ t❤❡♦✲
r✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦❢ s✉❜❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❞✐r❡❝t t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❝♦♥✜r♠ ♦r ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✶✾✵✵s s❛✇✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ♥♦t ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡
t❤❡♦r✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r②✳✶✹✵ ❲❤②✱ t❤❡♥✱ ✇❤♦❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝✐sts ❛r❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❞❡❡♣ ❛♥❞ ✐t
❣♦❡s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ P♦♣♣❡r✐❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ t❛❦❡ ✐t ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ i.e. ✐t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥♥❡r
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛✐♠ ❛t ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙tr✐♥❣ t❤❡♦r② s❛t✐s❢②
s✉❝❤ r❡q✉❡sts✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❜♦t❤ ❤❛✈❡ s♦❧✐❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ ✉♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❧❛✇s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❛♥② ♠♦❞❡r♥ t❤❡♦r②✳
❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ P♦♣♣❡r✬s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏❝r✐t✐❝❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐s♠✑ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❆♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❤❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❤❛✈✲

✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ✇❛♥t✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦r ✉♥✐❢② t❤❡ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐❢

✐t ✐s ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡ t♦♦✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✳✑

✶✸✾❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ (3, 1) ❤❛✈✐♥❣ ♥✉❧❧ ❝✉r✈❛t✉r❡✳
✶✹✵❘❡❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t② t♦♦✱ s✐♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛❧s♦ t❤✐s t❤❡♦r② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

t❡st❡❞✳

✶✺✺



◆♦✇ ✐t ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ❜② ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✳✑ ❆ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✑ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤❛t✱
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t♦ t❛❦❡ ❧✐❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❇✉t ✐t ♠✉st ❜❡ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s t♦♦✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦st✉❧❛t❡✱ ♠❛② ❜❡ ❣♦♦❞
t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✱✑ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡
♣♦st✉❧❛t❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥✬s ❣❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ✐s ❜❡tt❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐s ❤✐❣❤❡r✲✉♣ t❤❛♥ ◆❡✇t♦♥✬s
t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✬s t❤❡♦r② ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞✱ ❧✐❦❡ ❛❧❧ t❤❡
st✉❞❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦✉rs❡ ❝❛♥ t❡st✐❢②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✑ ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ✉s❡❢✉❧
t❤❡♦r②✱ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦♥❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❣♦♦❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡ ♠❛♥② ♠❛tr②♦s❤❦❛ ❞♦❧❧s✱ ♠❛②❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✮✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ α✲❚❤❡♦r②❄ ❚❤❡
α✲❚❤❡♦r② ✐s ❛ ◗❋❚✱ ✐♥ ✐ts ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥♥♦t❛t✐♦♥✱ i.e. ✐t s✉♣♣❧✐❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ ❛s t❤❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ ❝❡rt❛✐♥❧② t♦ ♣✉t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ P♦♣♣❡r✐❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
❝♦♥❝✉rs t♦ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ♦r ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ ✐t✳ ❖♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❞✈✐s❡ ✇❤♦ ✇❛♥ts t♦ ✉♥❞❡rt❛❦❡
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ α✲❚❤❡♦r② t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r②✱
❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝✱ t♦ ❛ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ✭✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮ ✐s ♥♦t ❜❛♥❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❇✐❣✲❇r❡❛❦✱ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ r❡✈❡❛❧ ✐ts❡❧❢ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦r ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✭❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❙❙❇ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❛❝r♦ ♣r♦❜❧❡♠✮ ❛♥❞✱ t❤❡♥✱
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐ts ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✐s ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡✱ ❛♥❞ s♦✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
P♦♣♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②
r❡s♣❡❝ts ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦st✉❧❛t❡ ♦❢ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✱✑ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡ ♦♥❧②✱ ❜✉t ✐t ❤❛s ❛❧s♦
❛♥ ✐♥♥❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ◗❋❚✱ ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ✐t ✉♥✐✜❡s t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❢r❡❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ✇❛♥t✐♥❣ t♦
❜❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✏●r❛♥❞ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✳✑ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♦r
s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐s ❛ ✏❣♦♦❞ t❤❡♦r②✳✑ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦♥❧② ✐ts ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡❣r❡❡✱ ♥❛♠❡❧② ✐❢ t❤❡
❢♦r❡❝❛sts ✐t ♣✉ts ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❡ ❛r❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ t❤❡♦r✐❡s✳
❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛❧r❡❛❞② s✉♣♣❧✐❡s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✇❤♦ st✉❞✐❡❞ t❤✐s ✇♦r❦

❦♥♦✇s t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✳ ❇✉t✱ ♣r♦❜❛❜❧②✱ t❤❡
♠♦st ❛♠❛③✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛s s❡❡♥ ✇❤❡♥ ✕ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✕ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❧❡❢t✲ ❛♥❞
r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r❝✐♥❣
♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐❧❧✉s✐♦♥ ❣❛♠❡✱ ❤❛s t❛❦❡♥ t♦ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣❛r✐t② ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦♥③❡r♦ ♠❛ss✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♦✉r t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t
✇❛② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞ ❤♦❝ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr✐♥♦s ❛♥❞
❛♥t✐✲♥❡✉tr✐♥♦s✱ t❤✐♥❣ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❲❡②❧ t❤❡♦r② ♥♦r t❤❡ ▼❛❥♦r❛♥❛ ♦♥❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡✳ ❋♦r t❤✐s✱
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr✐✉♠♣❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚✱ ✐s t❤❡ r✐❣❤t

α✲❚❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡♦r✐❡s✱ ❜✉t✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

✶✺✻



✇♦r❧❞✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s t♦ ❝♦s♠♦❧♦❣②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ❞❡❡♣❡♥
t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇❡ ❤❛✈❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ 7.1✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐ss✉❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❛♥❞✴♦r t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♠❛ss ♦❢ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❆α❚ ❛♥❞ ❙α❚ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ♦t❤❡r ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦♦✱ ❧✐❦❡ t❤❡ s✉♣r❡♠❛❝② ♦❢ ♠❛tt❡r ♦♥
❛♥t✐✲♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡ ✭✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ✇❡r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ♦r ✈✐❝❡✲✈❡rs❛❄✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤✐s
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣❧② ❆α❚ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙α❚✱ ❜✉t t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦t❤❡r ❝❛✉s❡s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ st❛t❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❛❞✲
♠✐tt❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥t✐✲♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❙α❚✱ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♥ t♦✉❝❤
✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② s♠❛❧❧ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛tt❡r
❛♥❞ ❛♥t✐✲♠❛tt❡r✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❢❛✐❧❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t
❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❆α❚ ❧❡ts ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧② ✇❛② t❤❡ P❛✉❧✐
Pr✐♥❝✐♣❧❡ ❥✉st ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❙α❚✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❧❛st t❤❡♦r② s❡❡♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❆α❚ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❙α❚✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❆α❚✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✱ ❣✐✈❡s
❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❢♦✉r✲❝✉rr❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♦♥❡✱
❧✐❦❡ r✐❣❤t❧② ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋♦r t❤❛t ❛♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r
r❡❛s♦♥s✱ ❜❡✐♥❣ ❛✇❛r❡ t❤❛t ✉❧t❡r✐♦r ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r st✉❞✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ■ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛❜st❛✐♥
❢r♦♠ ✐♠♣♦s✐♥❣ ♠② ♦♣✐♥✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♠✐♥❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜♦t❤ ❛♥❞
✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❢✉t✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❧♦♥❣ ❥♦✉r♥❡② ✐s ❡♥❞❡❞✳ ■t ❤❛s s❤♦✇♥ ✉s t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡✈✐s✐♦♥s

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✈❛❧✉❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ ❛♥ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❛❧✐❡♥❛t✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧✐t②✳ ❇✉t ❛ s❦②s❝r❛♣❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜✉✐❧t ✐❢ t❤❡ ❜❛s❡s ❛r❡ ✇♦❜❜❧②✿
✐♥❡①♦r❛❜❧② ✐t ✇✐❧❧ ❢❛❧❧✳ ■ ❤♦♣❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❝❛♥ ♦♣❡♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ♥❡✇ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥ts✱ ✐♥ ❜r✐❡❢ t❤❛t t❤✐s t❤❡♦r② ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥ ✈❛✐♥✳ ❖♥❧② t❤❡ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞
♠❡ ✐♥ t❤❡s❡ ②❡❛rs✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♥✉❜s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❛
❜❡❣✐♥♥✐♥❣✿ t❤❡ ❞❛✇♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s✱ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳
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❆ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✳ ❆ ◆❡✇ ❲❛②

❚♦✇❛r❞s t❤❡ α✲❚❤❡♦r②

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥t❡♥❞❡❞
❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t❛❦❡s✱ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝✉r t♦ ♣❧❛❝❡ ✉♥❞❡r ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤t t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r Pij ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P ✮✱ ✇❤✐❝❤ s❡♥❞s
t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ i✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ j✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐❢ ❛❧s♦ ❛
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❢♦r t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤✐s ❤❛s ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡
q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✱ ✐♥ t✉♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭◗▼✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♦✉ts✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭❡❧❡♠❡♥t❛r②✮ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ st❛t❡ ♣♦ss❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦r ♥♦t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡✈❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✶✾✹✵ ❛❜♦✉t t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✳✑
❚❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞✱ ❢r♦♠ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ♣✉tt✐♥❣ t❤✉s ✐♥ ❝r✐s✐s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ✭♦r t❤❡ ❋❡r♠✐✲
❉✐r❛❝✮ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✮ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡①✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ t♦ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s♣✐♥✲
st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✱ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢❛❧❧❛❝② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
♣r♦♠♣t✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ r❡✈✐❡✇ t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ✉♣ t♦ ♥♦✇✳
❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♦♣❡♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤✐♥
q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥
❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ ❦♥♦✇♥ t②♣❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝s ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts✳ ❙✉❝❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦✇❛r❞s ♥❡✇ ❤♦r✐③♦♥s
❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡❣✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ |A〉 ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H✳ ❲❡

❤❛✈❡

|A〉 =
∞∑

n=1

an|en〉, ✭✻✸✽✮

✇❤❡r❡ an ≡ 〈en|A〉✱ ❛♥❞ {|en〉}∞n=1 ✐s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ✈❡❝t♦rs ♦❢ H s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s




〈en|em〉 = δnm
∑∞

n=1 |en〉〈en| = I ∈ H.
✭✻✸✾✮

✶✺✽



❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ |A〉 ∈ H ❡♥s✉r❡s ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✮

∞∑

n=1

|an|2 <∞. ✭✻✹✵✮

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✹✵✮ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘✐❡s③✲❋✐s❝❤❡r t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s

∑∞
n=1 an|en〉 t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t |A〉 ∈ H ✐s ❡♥s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ |A〉 ♦❢ H✱ t❤❛t ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ψA(x)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

ψA(x) ≡ 〈x|A〉, x ∈ R. ✭✻✹✶✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψA(x) ❛❧❧♦✇s t♦ t❤❡ st❛t❡ |A〉✱ ❛♥❞ t♦ ✐ts ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t♦ ♠♦✈❡
❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡ ✭♦r ✐♥ ❛♥② ✐♥t❡r✈❛❧ (a, b) ⊂ R✮✳ ■♥ ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∫

R

|ψA(x)|2dx = 1, ✭✻✹✷✮

❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ψA(x)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt ♦✉r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦
t❤❡ s♣❛❝❡ L2(R) ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡✲✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

(f, g) ≡
∫

R

f ∗(x)g(x)dx ∀f, g ⊂ L2(R). ✭✻✹✸✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✸✽✮ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✻✹✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ψA(x) ≡ 〈x|A〉 =
∞∑

n=1

an〈x|en〉, ✭✻✹✹✮

t❤❛t ✐s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✶✹✶

ψn(x) ≡ 〈x|en〉 ∀n ∈ [1, . . . ,∞), ✭✻✹✺✮

✇❡ ❤❛✈❡

ψA(x) =
∞∑

n=1

anψn(x), ✭✻✹✻✮

✶✹✶❚❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ❜❛s✐s✳

✶✺✾



❛♥❞ s♦ |A〉 ❛♥❞ ψA(x) ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts an✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠

|A〉 −→ ψA(x), ✭✻✹✼✮

✇❤✐❝❤ ♠♦r❡♦✈❡r ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❜② t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ H ✇✐t❤ L2(R)✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱
❛❧s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❡①✐st

|e1〉 −→ ψ1(x)

|e2〉 −→ ψ2(x)

. . . . . . . . . . . . ✭✻✹✽✮

|en〉 −→ ψn(x)

. . . . . . . . . . . .

✇❤✐❝❤ s❛② t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② st❛t❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t {ψn(x)}∞n=1 r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❛s✐s ♦❢ L2(R)✮✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐s✿ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ |A〉 ✭❛♥❞ s♦ ❛❧s♦ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψA(x)✮❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s✿ ✐♥✜♥✐t❡✱ ❜② ❛♥❞
❧❛r❣❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❣♦ ❛❧❧ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡ |ei〉✱ ♦r✱ ❜❧♦❝❦ ❜② ❜❧♦❝❦✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢
t❤❡ ❜❛s✐s {|en〉}∞n=1✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞
✏♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✑ ✭♦r ✏✜❧❧✐♥❣ ♥✉♠❜❡r✑✮ αn✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|e1〉 −→ α1 = 0, 1, 2, . . . ,∞
|e2〉 −→ α2 = 0, 1, 2, . . . ,∞
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✻✹✾✮

|en〉 −→ αn = 0, 1, 2, . . . ,∞
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

❛♥❞ s♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❜❛s✐s |ei〉 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✇❛②✱ ❜② ✇r✐t✐♥❣

|ei〉αi
∀i ∈ [1, . . . ,∞), αi ∈ {0, 1, 2, . . . ,∞}. ✭✻✺✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡ |A〉 ✐s ✶✹✷

✶✹✷❋♦r ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ s✉❝❤ ❛ s❡r✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ i.e.

k =
∞∑

n=1

αn <∞.

✶✻✵



k =
∞∑

n=1

αn. ✭✻✺✶✮

❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♥❝✉rs t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦r t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡

|A〉k =
∞∑

n=1

an|en〉αn ✭✻✺✷✮

ψkA(x) =
∞∑

n=1

anψ
αn
n (x). ✭✻✺✸✮

❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψkA(x) ❝❛✉s❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ |A〉k ✐♥ L2(R) ✭❛♥❞ t❤✐s
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ψkA(x) ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠♦✈❡❞✱
❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❧✐♥❡✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦✈❡ |A〉k ✐♥ L2(Rm)✱
✇❡ ♠✉st ❝♦♥s✐❞❡r

〈x1, . . . , xm|A〉k ≡ ψkA(x1, . . . , xm) =
∞∑

n=1

anψ
αn
n (x1, . . . , xm), (x1, . . . , xm) ⊂ Rm. ✭✻✺✹✮

■s t❤❡r❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ m✲t✉♣❧❡ (x1, . . . , xm) ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ αl❄
◆♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ m✲t✉♣❧❡ s❛②s ✇❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡ ψl ✐♥ L2(Rm) ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❤♦✇ ♠❛♥②
♣❛rt✐❝❧❡s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ αl s❛②s ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t②♣❡✿ ✏t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ a ✐s ✐♥ x1 ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ b ✐♥ x2✱✑ ♦r✿ ✏t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s
ψ(x1, x2)✑ ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✇r♦♥❣✳
❲❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ❡①♣r❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s s♦♦♥ ❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ t❤❡ ✏✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑

♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ✇r✐t✐♥❣

|A〉k ❛♥❞ ψkA(x1, . . . , xm),

✇❡ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ♥❛♠❡❧②




|A〉k ≡ |A;α1, . . . , αn, . . .〉k
ψkA(x1, . . . , xm) ≡ ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .).

✭✻✺✺✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ |A〉k ❛♥❞ ψkA(x1, . . . , xm)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦✇ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡s ✭♦❢ ❜❛s✐s✮✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s i ❛♥❞ j ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

✶✻✶



❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s ✐t
✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛r❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱
i.e. ❢♦r t❤❡♠ ✐s ✈❛❧✐❞ t❤❡ ✏✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳✑ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤✐s
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ✐ts❡❧❢✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①❝❡❡❞ ✐t t♦♦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✏✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑
❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s r❡❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t s❡♥s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s tr❡❛ts t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝ts
♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s❦❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r ♥♦t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❇✉t✱ ✐♥ ◗▼ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ ✏♣❛rt✐❝❧❡✑ ❝♦♠❡s t♦ ❢❛❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t② ✐s t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s
♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛♥ ❛♠♦✉♥t✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❧②✱
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ❢✉❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍❡♥❝❡✱ s♣❡❛❦✐♥❣ ❛❜♦✉t
t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t st✐❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐❞❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳
❚❤✐s ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ss❡rt❡❞ ♠❛❦❡s ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t ✇♦♥❞❡r✐♥❣ ✇❤❛t s✉❝❝❡❡❞s ✇❤❡♥ ❛ i✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐s

❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ j✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✇r♦♥❣✳ ■t ✐s✱ ✐♥st❡❛❞✱ r✐❣❤t t♦ ❛s❦ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡s i ❛♥❞ j ❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ i.e. ✇❤❡♥ αi ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ αj✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r
t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r Pij s✉❝❤ t❤❛t

Pij|A;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .〉k = |A;α1, . . . , αj, . . . , αi, . . .〉k ✭✻✺✻✮

Pijψ
k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .) = ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αj, . . . , αi, . . .). ✭✻✺✼✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Pij t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s✱
✇❡ ❣❡t

P 2
ij|A;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .〉k = Pij|A;α1, . . . , αj, . . . , αi, . . .〉k = |A;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .〉k ✭✻✺✽✮

P 2
ijψ

k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .) = Pijψ

k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αj, . . . , αi, . . .) =

ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αi, . . . , αj, . . .), ✭✻✺✾✮

❛♥❞ s♦ P 2
ij = I✱ ✇❤❡r❡ ✇✐t❤ I ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r Pij✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

Pij|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = λ|A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✻✵✮

Pijψ
k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = λψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .), ✭✻✻✶✮

✶✻✷



❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ❜② Pij✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P 2
ij|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = Pijλ|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =

λPij|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = λ2|A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✻✷✮

P 2
ijψ

k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = Pijλψ

k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) =

λPijψ
k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = λ2ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .), ✭✻✻✸✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ P 2
ij = I✱ ✐t q✉✐❝❦❧② ❢♦❧❧♦✇s λ2 = 1✱ t❤❛t ✐s

λ = ±1. ✭✻✻✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡

Pij|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = ±|A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✻✺✮

Pijψ
k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = ±ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .). ✭✻✻✻✮

■t ✐s ✇❡❧❧ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡ |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ♦❢ Pij ✭t❤✉s ❧✐❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .)✮ ✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍❡♥❝❡

H|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = E|A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✻✼✮

HψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = EψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .). ✭✻✻✽✮

❙✐♥❝❡ Pij ❛♥❞ H ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✐❣❡♥st❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt Pij ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱
♥❛♠❡❧②

[Pij, H] = 0. ✭✻✻✾✮

✶✻✸



❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Pij ✇✐t❤ λ = 1 ❛r❡ s❛✐❞ ✏s②♠♠❡tr✐❝✱✑ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ λ = −1 ❛r❡ s❛✐❞
✏❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝✳✑ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ λ✱ s②♠♠❡tr②
❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ αi ✇✐t❤ αj✱ ❛r❡
❝♦♥s❡r✈❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ✐s ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ Pij✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✏s②♠♠❡tr✐❝
♦r ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝✱✑ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ αi ✇✐t❤ αj✳ ❙✐♥❝❡ Pij|A〉k✱ t❤✉s ❧✐❦❡ PijψkA✱ ✐s ❡✐❣❡♥st❛t❡
♦❢ H ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ E ♦❢ |A〉k ✭♦r ψkA✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✭❡①❝❤❛♥❣❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❧♦❣✐❝ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t✇♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs αi ❛♥❞ αj✱
❜✉t ❢♦r ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ✱ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞✱ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs (α1, . . . , αn, . . .)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡
♠✉st ❜❡ q✉✐❝❦✲✇✐tt❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ❛♥❞ s♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♠♦r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s P ❛r❡ ❥✉st t❤♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦rs Pij✱ ❛❧✇❛②s ✇✐t❤
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ = ±1✳ ❆❧s♦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ st❛t❡s ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❛r❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ H ✇✐t❤
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ E ❛♥❞ s♦ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♣♣❡❛rs✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ NP st❛t❡s ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②✳✶✹✸ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

P |A;α1, . . . , αn, . . .〉k = ±|A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✼✵✮

PψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = ±ψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .). ✭✻✼✶✮

❆s s❛✐❞✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s t✇♦✱ i.e.

λ1 = +1, λ2 = −1 ✭♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧②✮ ✭✻✼✷✮

❛♥❞ t❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜② t❤❡ ❢❛❝t P s✉♣♣♦rts ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r P ✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♣❡r❛t♦r Pij✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ +1 ❛r❡ s❛✐❞
s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡−1 ❛r❡ s❛✐❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✻✼✵✮ ❛♥❞ ✭✻✼✶✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛❣❡s ✶✹✹

P |A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)P |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✼✸✮

PψkA(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .) = (λ1, λ2)Pψ
k
A(x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .). ✭✻✼✹✮

✶✹✸NP ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✳
✶✹✹◆❛t✉r❛❧❧②✱ (λ1, λ2)P ≡ (λ1,P , λ2,P )✳

✶✻✹



❉♦❡s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ ❡①✐st ✇❤② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ P ✭♦r Pij✮ ❥✉st ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s +1 ❛♥❞ −1❄
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t P 2 = I ✭♦r P 2

ij = I✮ ❛♥❞ s♦ ✐t s❤♦✉❧❞ ❞❡r✐✈❡ ♦♥❧②
❜② ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♦r ❡①❝❤❛♥❣❡✮ ♦♣❡r❛t♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡
❝❛♥ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❛t ✐s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

λi ≡ (−1)P ∀i ∈ {1, 2}. ✭✻✼✺✮

■❢ P ✐s ❡✈❡♥ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ +1✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ♦❞❞ ✇❡ ❤❛✈❡ −1✳ ❋r♦♠ ✇❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥✱ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ✭✻✼✺✮ ✐s ✇r♦♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ P ✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t ✐t ✐s ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞✱ ❛❧✇❛②s ♠✉st ❤❛✈❡
❧✐❦❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s +1 ❛♥❞ −1 ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡✦✮✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ1
❛♥❞ λ2 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✉❝❤ ❛ s✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +1 ♦r −1 ♦♥❧②✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✶✹✺

∑

α

P (α) ❛♥❞
∑

α

P (α) + 1, ✭✻✼✻✮

s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♦❞❞✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❞❡✜♥❡

λ1 ≡ (−1)
∑

α P (α), λ2 ≡ (−1)
∑

α P (α)+1. ✭✻✼✼✮

■t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✭✻✼✼✮ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✜① ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ✈❛❧✉❡s +1
❛♥❞ −1✱ ❜✉t ♠❛❦❡ ❞❡♣❡♥❞ t❤❡♠ ♦♥ t✐♠❡ ❛❢t❡r t✐♠❡ ❜②

∑
α P (α)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t ❜②

♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ λ1 ❛♥❞ λ2✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭✻✼✼✮ ✐♥ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✻✼✸✮ ❛♥❞ ✭✻✼✹✮✳
◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✳ ❋♦r ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ t❤❛t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✐s ♠✐s✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢
❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ s✉❝❤ ❛ st❛t❡✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r P ✭♦r Pij✮✱ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ +1 ♦r −1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥❞ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ✭♦r
❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ Pij✮ ♦♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦r ❛♥t✐✲
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ♦♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
s②st❡♠ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭s✉♠ ❛♥❞✴♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✐t
♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ s❛② ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♠✉st ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
✐t ♠✉st ❝♦♥s❡r✈❡ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✱ ❜✉t ✐t ♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡ t♦ s❛② t❤❛t s②♠♠❡tr② ❛♥❞
❛♥t✐✲s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ s❤♦rt ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ +1 ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 t♦ t❤❡
❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ✭♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ Pij✮✱ ❛r❡ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡

✶✹✺❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇✐t❤ P (α) t❤❡ s❡t ♦❢ αi ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳

✶✻✺



✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❡①♣r❡ss t❤✐s st❛t❡ ❧✐❦❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦r
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱
✐❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♦❧❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✮✳ ❚❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠✐st❛❦❡ ✕ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✕ ✐s t♦
✐♠♣♦s❡ t❤❛t ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♦r ❡①❝❤❛♥❣❡✮ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
r❡s✉❧t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ tr❡❛t ✐s ❛ ♥❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψkA✮ ❧✐❦❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ♦♥ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡ t❤❛t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♥str✉❝t t❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ +1 ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s
✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s (−1)P ✱ ✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ P ✱ ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ❜② t❤❡ ✭✻✼✸✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞

P1|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)P1 |A;α1, . . . , αn, . . .〉k
P2|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)P2 |A;α1, . . . , αn, . . .〉k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✻✼✽✮

Pi|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)Pi
|A;α1, . . . , αn, . . .〉k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② (λ1, λ2)P1 ✱ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② (λ1, λ2)P2 ✱ ❡t❝✳✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✶✹✻

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)P1P1|A;α1, . . . , αn, . . .〉k
|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)P2P2|A;α1, . . . , αn, . . .〉k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✻✼✾✮

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k = (λ1, λ2)Pi
Pi|A;α1, . . . , αn, . . .〉k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛✲
t✐♦♥s ♦♣❡r❛t❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛ st❛t❡✱ ✇❡ ♠✉st✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛❞❞ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s✳ ❆t ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝❡rt❛✐♥❧②
✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r NP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k✱ ✇❤❡r❡ ✇✐t❤ NP ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ λ1 ❛♥❞ λ2 ♦❢ ❛♥② ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳✶✹✼ ❋♦r

✶✹✻■t ✐s ❜❛♥❛❧ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ (λ1, λ2)
2
Pl

= 1 ❢♦r ❛♥② l ∈ N✳
✶✹✼◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ λ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ λ ♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t λ1,Pl
+ λ2,Pl

✱ ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ l ∈ N✳

✶✻✻



✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦ s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ st❛rt
❢r♦♠ t❤❡ 2 ❝♦✉♣❧❡s

(+,−)1, (+,−)2 ✭✻✽✵✮

❛♥❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

++, +−, −+, −− . ✭✻✽✶✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ 2 ❝♦✉♣❧❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ 4 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ 3 ❝♦✉♣❧❡s

(+,−)1, (+,−)2, (+,−)3 ✭✻✽✷✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

+++, +−+, +−−, −++, −+−, −−−, ++−, −−+. ✭✻✽✸✮

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ 3 ❝♦✉♣❧❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ 8 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ 4 ❝♦✉♣❧❡s

(+,−)1, (+,−)2, (+,−)3, (+,−)4 ✭✻✽✹✮

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

++++, +−++, +−−+, +−−−, −+++, −−++, −−−+, −−−−,
−+−+, +−+−, +++−, −−+−, −+−−, −++−, ++−+, ++−− . ✭✻✽✺✮

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ 4 ❝♦✉♣❧❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ 16 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ nq

❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭n = 2✮✱ ✇❤✐❧❡ q ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭q = 2, 3, 4 ⇒ 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s (λ1, λ2)Pi

✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦t❤✐♥❣
❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✱ t✇♦ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡♠✱ ♦❢ ❝❧❛ss NP ♦♥ t❤❡
s❡t ♦❢ t❤❡ 2NP ❡❧❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇r✐tt❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡s❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ st❛t❡
NP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ st❛t❡s ✐s 2NP ✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❛t ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ss❡rt❡❞✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts

✶✻✼



C1 = {X1
1 , X

2
1 , . . . , X

n
1 }

C2 = {X1
2 , X

2
2 , . . . , X

n
2 }

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✻✽✻✮

Cq = {X1
q , X

2
q , . . . , X

n
q }.

❚❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✱ t✇♦ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ n ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss❡s C1, C2, . . . , Cq ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Dn,q(C1, . . . , Cq) =
{
D1
n,q(C1, . . . , Cq), . . . , D

nq

n,q(C1, . . . , Cq)
}
, ✭✻✽✼✮

i.e. ✐t ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞✱ ❧✐❦❡ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜② nq ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡s♦❧✈❡ ✐s t❤❛t t♦ ✜♥❞ ❛ ✇r✐t✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡t Dn,q(C1, . . . , Cq)✳ ❚❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥

∑

C1,...,Cq

Dl
n,q(C1, . . . , Cq), ∀l ∈ {1, . . . , nq} ✭✻✽✽✮

s❡❡♠s t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ✇✐s❤✳
❲❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ t❤❡ st❛t❡ NP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k✳ ❙✐♥❝❡ ✶✹✽

✶✳ n = 2✱ q = NP

✶✹✽■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♥❡✳ ❋♦r ❞♦✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ♠✉st
♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✭✻✽✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥

Cj =
{
Xi

j

}n
i=1

∀j ∈ {1, . . . , q},

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✭✻✽✼✮ ❜❡❝♦♠❡s

Dn,q

[{
Xi

1

}n
i=1

, . . . ,
{
Xi

q

}n
i=1

]
=
{
D1

n,q

[{
Xi

1

}n
i=1

, . . . ,
{
Xi

q

}n
i=1

]
, . . . , Dnq

n,q

[{
Xi

1

}n
i=1

, . . . ,
{
Xi

q

}n
i=1

]}
.

◆♦✇ ✐t ✐s ❜❛♥❛❧ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✭✻✽✽✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦ ✇r✐tt❡♥

Dl
n,q

[{
Xi

1

}n
i=1

+ . . .+
{
Xi

q

}n
i=1

]
= Dl

n,q




q∑

j=1

{
Xi

j

}n
i=1


 =

q∑

j=1

Dl
n,q

[{
Xi

j

}n
i=1

]
.

✶✻✽



✷✳ C1 = (λ1, λ2)P1 , . . . , Ci = (λ1, λ2)Pi
, . . .

✸✳ (λ1, λ2)P1P1|A;α1, . . . , αn, . . .〉k + (λ1, λ2)P2P2|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
[δ1j(λ1, λ2)P1 + δ2j(λ1, λ2)P2 ]

∑2
r=1 δrjPj|A;α1, . . . , αn, . . .〉k✱✶✹✾

❛♥❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢
∑

C1,...,Cq
t❤❡ ✇r✐t✐♥❣

∑
λP

✱ ❢♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ λ ♦❢ ❛♥②
♦r❞❡r❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❡t✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇r✐t❡ ✶✺✵

NP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi
, . . .] δrjPj|A;α1, . . . , αn, . . .〉k,

✭✻✽✾✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✶✺✶

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1

NP

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi
, . . .] δrjPj|A;α1, . . . , αn, . . .〉k

✭✻✾✵✮
∀l ∈ {1, . . . , 2NP }.

✶✹✾◆❛t✉r❛❧❧②✱ δ1jδ1j = 1✱ δ1jδ2j = 0 = δ2jδ1j ✱ δ2jδ2j = 1✳
✶✺✵❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦♦t♥♦t❡ 148✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Dl
2,NP




NP∑

j=1

(λ1, λ2)Pj


 =

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
(λ1, λ2)Pj

]
,

❛♥❞ s♦ t❤❡ ✭✻✽✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

NP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k =

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A;α1, . . . , αn, . . .〉k.

✶✺✶❖r ❡❧s❡

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1

NP

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A;α1, . . . , αn, . . .〉k,

∀l ∈ {1, . . . , 2NP }.

✶✻✾



❆❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ 2NP st❛t❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲st❛t❡ ✶✺✷

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1

NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi , . . .] δrjPj |A;α1, . . . , αn, . . .〉k,

✭✻✾✶✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ♦❢ H ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs (α1, . . . , αn, . . .)✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❡✐❣❡♥st❛t❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✶✺✸

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√

NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi , . . .] δrjPj |A;α1, . . . , αn, . . .〉k.

✭✻✾✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✶✺✹

ψkA(x˜
;α
˜
) =

1√
NP2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi
, . . .] δrjPjψ

k
A(x˜

;α
˜
), ✭✻✾✸✮

✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❤❛s ❞❡✜♥❡❞

✶✺✷❖r ❡❧s❡

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1

NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A;α1, . . . , αn, . . .〉k.

✶✺✸❖r ❡❧s❡

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√

NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A;α1, . . . , αn, . . .〉k.

✶✺✹❖r ❡❧s❡

ψk
A(x˜

;α
˜
) =

1√
NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPmψ

k
A(x˜

;α
˜
).

✶✼✵



(x
˜
;α
˜
) ≡ (x1, . . . , xm;α1, . . . , αn, . . .). ✭✻✾✹✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ st❛t❡s

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√
NP

∑

P

P |A;α1, . . . , αn, . . .〉k ✭✻✾✺✮

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√
NP

∑

P

(−1)PP |A;α1, . . . , αn, . . .〉k, ✭✻✾✻✮

✇❤❡r❡

(−1)P =

{
+1 ❢♦r ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

−1 ❢♦r ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s.
✭✻✾✼✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ st❛t❡s ❛♥❞ s✉♣❡r✲st❛t❡ ✭✻✾✷✮✳
❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s✿ ♥♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♥♦ ✇❛② t❤❡ st❛t❡s ✭✻✾✺✮ ❛♥❞ ✭✻✾✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r✲
st❛t❡ ✭✻✾✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ l✲st❛t❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❣r❛♥❞✲st❛t❡✶✺✺

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√
NP

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi
, . . .] δrjPj|A;α1, . . . , αn, . . .〉k,

✭✻✾✽✮

✇❡ s✉r❡ ❤❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ 2NP st❛t❡s t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ st❛t❡s ✭✻✾✺✮ ❛♥❞ ✭✻✾✻✮ t♦♦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
(2NP − 2)✕st❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✭✻✾✺✮ ❛♥❞ ✭✻✾✻✮ ❡①✐st✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r tr②✐♥❣ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✭✻✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱✑ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✭✻✾✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✏t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝✱✑ ✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡✱ ❡✐❣❡♥st❛t❡
♦❢ H✱ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs (α1, . . . , αn, . . .)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t t♦ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛rr✐✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ✭✻✾✺✮ ❛♥❞ ✭✻✾✻✮ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✲st❛t❡ ✭✻✾✷✮ ❛♥❞✱ ❛t
♠♦st✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ♦r❞✐♥❛r② st❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ 2NP st❛t❡s ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❣r❛♥❞✲st❛t❡ ✭✻✾✽✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✐t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✇r♦♥❣ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✭♦r t❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡

✶✺✺❖r ❡❧s❡

|A;α1, . . . , αn, . . .〉k =
1√
NP

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A;α1, . . . , αn, . . .〉k.

✶✼✶



❡①❝❤❛♥❣❡s ♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s❡t (α1, . . . , αn, . . .)✳
■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜❥❡❝t❡❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❧✐t❡r✲

❛t✉r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❛s♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ (1, 2, 3, . . . , N) ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✭q✉❛♥t✉♠✮ st❛t❡ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ st❛t❡ |A〉✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤✱ ❧✐❦❡ ❛❧r❡❛❞② ✇✐❞❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ (1, 2, 3, . . . , N) ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
t❤❡✐r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦t ♠✉❝❤ s❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡s ♦❢ |A〉✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧s♦ t❤✐s ✭❜❛❞✮
❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s t♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s r❡s✉❧ts ❧✐❦❡ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

P1|A; 1, . . . , N〉 = ±|A; 1, . . . , N〉; [H,P1] = 0

P2|A; 1, . . . , N〉 = ±|A; 1, . . . , N〉; [H,P2] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✻✾✾✮

Pi|A; 1, . . . , N〉 = ±|A; 1, . . . , N〉; [H,Pi] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②

P1|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)P1 |A; 1, . . . , N〉; [H,P1] = 0

P2|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)P2 |A; 1, . . . , N〉; [H,P2] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✼✵✵✮

Pi|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)Pi
|A; 1, . . . , N〉; [H,Pi] = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞

λ1 ≡ +1, λ2 ≡ −1. ✭✼✵✶✮

◆♦✇✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭✼✵✵✮ ❜② (λ1, λ2)P1 ✱ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜② (λ1, λ2)P2 ✱ ❡t❝✳✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✶✺✻

|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)P1P1|A; 1, . . . , N〉
|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)P2P2|A; 1, . . . , N〉

✶✺✻❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ (λ1, λ2)
2
Pl

= 1 ❢♦r ❛♥② l ∈ N✳

✶✼✷



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✭✼✵✷✮

|A; 1, . . . , N〉 = (λ1, λ2)Pi
Pi|A; 1, . . . , N〉

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s ❛♥❞ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡ NP = N ! ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ N ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ ✇❡ ❣❡t ✶✺✼

|A; 1, . . . , N〉 = 1

N !

N !∑

r=1

∑

λP

Dl
2,N ! [δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi

, . . .] δrjPj|A; 1, . . . , N〉, ✭✼✵✸✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ 2N ! st❛t❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ s✉♣❡r✲st❛t❡ ✶✺✽

|A; 1, . . . , N〉 = 1√
N !2N !

2N !∑

l=1

N !∑

r=1

∑

λP

Dl
2,N ! [δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi

, . . .] δrjPj|A; 1, . . . , N〉,

✭✼✵✹✮

❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛❧✇❛②s ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ N ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ✶✺✾

ψA(1, . . . , N) =
1√
N !2N !

2N !∑

l=1

N !∑

r=1

∑

λP

Dl
2,N ! [δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi

, . . .] δrjPjψA(1, . . . , N).

✭✼✵✺✮

✶✺✼❖r ❡❧s❡

|A; 1, . . . , N〉 = 1

N !

N !∑

r=1

N !∑

j=1

Dl
2,N !

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A; 1, . . . , N〉.

✶✺✽❖r ❡❧s❡

|A; 1, . . . , N〉 = 1√
N !2N !

2N!∑

l=1

N !∑

r=1

N !∑

j=1

Dl
2,N !

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPm|A; 1, . . . , N〉.

✶✺✾❖r ❡❧s❡

ψA(1, . . . , N) =
1√

N !2N !

2N!∑

l=1

N !∑

r=1

N !∑

j=1

Dl
2,N !

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPmψA(1, . . . , N).

✶✼✸



❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t✱ ❜② ✉t✐❧✐③✐♥❣ ❛♥ ✭✐♥❝♦rr❡❝t✮ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱
❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛ st❛t❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡
st❛t❡s

|A; 1, . . . , N〉S =
1√
N !

∑

P

P |A; 1, . . . , N〉 ✭✼✵✻✮

|A; 1, . . . , N〉A =
1√
N !

∑

P

(−1)PP |A; 1, . . . , N〉 ✭✼✵✼✮

❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ✭✐❢ ✇❡ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ l✲t❤ st❛t❡s✮ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t♦♦ ✭✐❢ ✇❡ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✉♣❡r✲st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡ r❡s♦❧✈✐♥❣
♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤✐s ✐rr❡♣❛r❛❜❧② ❞❛♠❛❣❡s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣❛rt✐❝❧❡s✱ i.e. t❤❡ ❢❛❝t ♦❢
❜❡✐♥❣ t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♦r t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝✳
❲❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❛❦❡ ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠

♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛❣❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥q✉✐r❡ ♦♥ t❤❡
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts r❡❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧
s✉❜s✐st❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② P❛✉❧✐ ✐♥ ✶✾✷✺✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❛②✿

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✇❛② ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

(n, l,m, s)✱ ❝❛♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠

st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t② ♦r ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦st✳

❋✐❣✉r❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

� = ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡, · = ❡❧❡❝tr♦♥

• � t❤❡ st❛t❡ ✐s ❡♠♣t②✳

• ⊡ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ i.e. t❤❡ st❛t❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

❚❤❡♥❝❡✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❧✐❦❡ ❛ ❜♦① ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❡♥t❡rs ✐♥t♦✳✶✻✵ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠

✶✻✵P❛✉❧✐✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ s♣♦❦❡ ❛❜♦✉t ✏❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧✱✑ s✐♥❝❡ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❛s ❜♦r♥ ❢♦r ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✶✼✹



♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ♦r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs (α1, . . . , αn, . . .)
♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ s✐♥❣✉❧❛r❧② ❛ss✉♠❡ ✈❛❧✉❡ 0 ♦r 1✱ ♥❛♠❡❧②

∀αi ∈ (α1, . . . , αn, . . .) ⇒ αi = 0, 1. ✭✼✵✽✮

❊①❝❡♣t t❤✐s ✭♥♦t ❜❛♥❛❧✮ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡
✈❛❧✐❞✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❣✐✈❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
s②st❡♠s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳
❲❤❛t ♥♦✇ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞♦ ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡②✱ ✐♥ ♦r❞❡r✱ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞

✶✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❛♥❞ ♠♦r❡
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❢ ❢❡r♠✐♦♥s✮ ✐s ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✷✳ ❚❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛❧s♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ 3/2✱ 5/2✱
7/2✱ ❡t❝✳✱ ❤❛✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦♥❡✳

✸✳ P❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s ✭❜♦s♦♥s✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦t❛❧❧② s②♠✲
♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ✭❢❡r♠✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
✉♥❞❡r ❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳

✹✳ ❚❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ✭❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✮ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
r✉❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦s♦♥s ✭✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s✮ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳

▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦✐♥t ✶✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✾✸✮ ✶✻✶

ψkA(x˜
;α
˜
) =

1√
NP2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

∑

λP

Dl
2,NP

[δ1j(λ1, λ2)P1 , . . . , δij(λ1, λ2)Pi
, . . .] δrjPjψ

k
A(x˜

;α
˜
),

✇❤✐❝❤ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✈❛❧✉❡s 0 ♦r 1 ✭P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✮✱
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐♠♣❛✐r t❤❡
♣♦✐♥t ✶✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ Pij ♦❢ ❛♥② t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭♦r ❜❡tt❡r ♦❢ t✇♦ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡rs✮✱ ❛ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ −1 ♠✉st ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ s✉❝❤ ❡✐❣❡♥st❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❛♥❞
s♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ +1 ❝❛♥♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✭s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡✮✳ ❚❤✐s t❛❦❡s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡

✶✻✶❖r ❡❧s❡

ψk
A(x˜

;α
˜
) =

1√
NP 2NP

2NP∑

l=1

NP∑

r=1

NP∑

j=1

Dl
2,NP

[
δjm(λ1, λ2)Pj

]
δrmPmψ

k
A(x˜

;α
˜
).
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P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
✉♥❞❡r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✳
❋♦r ❣✐✈✐♥❣ ✉❧t❡r✐♦r ❝r❡❞✐❜✐❧✐t② t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss❡rt✐♦♥✲r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ✐♥ ❧✐t✲

❡r❛t✉r❡ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛❧❧❡❣❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱✑ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ t❤❛t
♣r♦✈❡s ✭♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡✮ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t 1✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✮ t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ✭✇❡❛❦✮ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s②st❡♠ ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❲❡ tr② t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤✐s ✐s
♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❧✐❦❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ✐t ♠❛❦❡s ♥♦ s❡♥s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t♦t❛❧❧②
❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✭♦r s②♠♠❡tr✐❝✮ st❛t❡✳ ❆❧❧ t❤✐s ♣r❡s✉♣♣♦s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞❧❡ss♥❡ss ♦❢ t❤❡
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞ s♦ ✐ts ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇✐t❤
t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ♠✉st ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛❧❧ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ s❛✐❞ ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡s ❡①✐st✳ ❚❤❛t s❛✐❞✱ ❧❡t ✉s
s✉♣♣♦s❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

ψkA(x˜
;α
˜
) =

1√
NP

∑

P

(−1)PPψkA(x˜
;α
˜
), ✭✼✵✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✭✻✾✼✮ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ■❢ ✇❡ ♣r❡s✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t

ψkA(x˜
;α
˜
) = φα1

1 (x
˜
)φα2

2 (x
˜
) · · ·φαn

n (x
˜
) · · · , ✭✼✶✵✮

t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✼✵✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ✇❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❥✉st r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡

ψkA(x˜
;α
˜
) =

1√
NP

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φα1
1 (x
˜
) φα2

1 (x
˜
) . . . φαn

1 (x
˜
) . . .

φα1
2 (x
˜
) φα2

2 (x
˜
) . . . φαn

2 (x
˜
) . . .

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳ . . .

φα1
n (x
˜
) φα2

n (x
˜
) . . . φαn

n (x
˜
) . . .

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳ . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. ✭✼✶✶✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥ts✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥✉❧❧ ✐❢ t✇♦ r♦✇s ♦r t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s
❛r❡ ❡q✉❛❧✱ i.e. ✐❢

❘♦✇s✿

{φαk
i }∞k=1 = {φαk

j }∞k=1, ∀ ✜①❡❞ i, j ∈ N. ✭✼✶✷✮

✶✼✻



❈♦❧✉♠♥s✿

{φαk
i }∞i=1 = {φαl

i }∞i=1, ∀ ✜①❡❞ k, l ∈ N. ✭✼✶✸✮

▲❡t ✉s ❝♦♥tr♦❧ ✐❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❢r✐♥❣❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ i.e. ✐❢ t❤❡② ❣✐✈❡ ✐ts ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❡❧❧s ✉s t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✭♦r ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s r❡❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
t❤❡s❡ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t♦ t❤❡ i✲t❤ ♦♥❡ t❤❡ i✲t❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜✉t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡
❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❊✐t❤❡r ✇❛②✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❡✈❡r ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭♦♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s✮✱ ✐t s✐♠♣❧② t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❛ ✜①❡❞ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❝❛♥♥♦t
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✶✻✷ ❛♥❞ t❤✐s✱ ❧✐❦❡ s❡❡♥✱ ♠✉st ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❛❧s♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣✉r❡ ❢♦r♠❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐t ❤❛s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡♥❝❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ ❛❜ ❛❜s✉r❞♦
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛
❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥✉❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐♥
r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ t❤♦✉❣❤t ✇r♦♥❣✳
■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜❥❡❝t❡❞✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ✐s tr✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱

✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ s✉❝❤
❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r ❛❧s♦ ❢♦r ✐t t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♦r t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝
st❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✱ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛❧s♦ ❛ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ✐s
❢❛❧s❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡r❡❜② ❛r✐s✐♥❣ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r
t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

ψA(1, . . . , N) =
1√
N !

∑

P

(−1)PPψA(1, . . . , N), ✭✼✶✹✮

✇❤✐❝❤✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

ψA(1, . . . , N) ≡ φ1(1)φ2(2) · · ·φN(N), ✭✼✶✺✮

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
✶✻✷❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ✐t t❡❧❧ ✉s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✭♦r

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

✶✼✼



ψA(1, . . . , N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(1) φ1(2) . . . φ1(N)

φ2(1) φ2(2) . . . φ2(N)
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
φN(1) φN(2) . . . φN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. ✭✼✶✻✮

❙✉❝❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ♥✉❧❧ ✐❢

❘♦✇s✿

{φi(k)}Nk=1 = {φj(k)}Nk=1, ∀ ✜①❡❞ i, j ∈ {1, . . . , N}. ✭✼✶✼✮

❈♦❧✉♠♥s✿

{φi(k)}Ni=1 = {φi(l)}Ni=1, ∀ ✜①❡❞ k, l ∈ {1, . . . , N}. ✭✼✶✽✮

▲❡t ✉s ✈❡r✐❢②✱ ✐❢ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❢r✐♥❣❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡
t❤❡✐r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦✇s t❡❧❧s ✉s t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ✭♦r ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮
❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✶✺✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
✐♥ t❤❡ st❛t❡ φ1 ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ 1✱ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ φ2 t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ 2 ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜✉t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✼✶✺✮✱ ❛♥❞
s♦ ✐t ❤❛s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❧❛st ❞♦❡s ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ❛♥❞
♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t ✐t s✐♠♣❧❡ ✜①❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉♣② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠
st❛t❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✐t t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✭♦r ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♥❡❛r❧② ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
✭✼✶✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ❥✉st ❡①♣❧❛✐♥❡❞ r❡❛s♦♥s✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❤❛s ♥♦t❤✐♥❣
t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t t♦t❛❧❧②
❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡s ❡①✐st✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❛♥❞✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥✉❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭✼✶✺✮ ❡✈✐❞❡♥t❧② ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛✲
❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t♦ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ 1 ✐s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ φ1✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ 2 ✐♥ t❤❡ st❛t❡ φ2✱ ❡t❝✳✱ ♠❡❛♥s t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✭❛♥❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡✮ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t✱ ❛❧s♦ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡
t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ |A〉✮✱

✶✼✽



❜❡❝❛✉s❡ ❛t ♠♦st ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ❥✉st s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦♥❧② ✜①❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t❛r② st❛t❡ ♦❢ ❛
♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ✭t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✮ ❛♥❞ ✐t ♣✉ts ♥♦ ✈❡t♦ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦r ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳✶✻✸ ❆❧❧ t❤✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♣♦✐♥t ✶✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦✐♥t ✷✳ ■t ❛ss❡rts t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠✉st ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭❢❡r♠✐♦♥s✮✱ ♥❛♠❡❧② s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦♥❡✳ ❲❤❡r❡ ✐s t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♣r♦✈❡❞❄ ❚❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ ✐t ✇❛s ❡♥✉♥❝✐❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦r❜✐t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡✳ ❇✉t t❤✐s ♦♥❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ 1/2✳
❋♦r ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❧✐❦❡ s♦ ❢♦r t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①✐sts✱ ♥❡✐t❤❡r ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱✶✻✹ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧s ✉s ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✭❜✉t ❛❧s♦ ✐♥t❡❣❡r✮ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦
❛ss❡rt ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭i.e. ❢♦r ❢❡r♠✐♦♥s✮ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✈❛❧✐❞✱ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♠ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ 1✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛r❜✐tr❛r②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♦r ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱
❛❧s♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✷ ✐s ✇r♦♥❣✳
◆♦✇ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣♦✐♥ts ✸ ❛♥❞ ✹✱ t❤❛t ♠❛②❜❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡②

r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡s ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ t❤❡ ◗❋❚✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❡①tr✐❝❛❜❧② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❛t ❛r❡
t❤♦s❡ ♦❢ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t s❛♥❝t✐♦♥s t❤❛t t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜❡❧❞ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❤❛✈✐♥❣
❝♦♠♠✉t❛t♦rs ❛s ▲✐❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜❡❧❞
♦♣❡r❛t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs ❛s ▲✐❡ ❜r❛❝❦❡ts ✭♣♦✐♥t ✹✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ❢❛❝ts✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✇❤❛t ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❥❛r❣♦♥ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✱✑ ✇❤✐❝❤ P❛✉❧✐ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛♠♦✉s ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✶✾✹✵✳ ❚❤❛♥❦s t♦
t❤✐s P❛✉❧✐✬s ✇♦r❦ ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ❛s s♦♦♥ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts ❤❛✈❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦✱ ✐♥ t✇♦ ❣r❡❛t ❝❧❛ss❡s✿
t❤♦s❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s ✭❜♦s♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r
s♣✐♥✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ✭❢❡r♠✐♦♥s✮✳ ❋r♦♠ ✇❤❛t s❛✐❞✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✸ ❛♥❞ ✹✱ ✇❡ ♠✉st r❡s✉♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛tt✐❝ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❛✉❧✐✬s ❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞
t♦ ♣❛ss ✐t ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡✳ ❖♥❧② t❤✉s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r❡❞ ✇❤❛t t❤✐s ❛rt✐❝❧❡
❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❤❛t ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❣r❡❛t
r❡s♣❡❝t✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ r✐s❦s ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦❜❢✉s❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡✱ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ♣✉r❡ ❞♦❣♠❛t✐❝ r✉❧❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧ ❢❛❝ts✳
❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✇✐t❤ t❤✐s ❢r❡❡ s♣✐r✐t✱ ✇✐t❤♦✉t ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ✇❛♥t ♥♦✇ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ P❛✉❧✐✬s ❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✐t❧❡ ✏❚❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ ❙♣✐♥ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱✑ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
✶✾✹✵ ❜② P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ [25]✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts
❝♦✈❡r❡❞✱ ♦✉r ❛tt❡♠♣t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ♠✉st ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥❡ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤

✶✻✸❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t♦t❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝ ♦r t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ st❛t❡s ✉♥❞❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦r ♣❛rt✐❝❧❡s✳
✶✻✹❚❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝♦✉❧❞ r❡s♦❧✈❡ s✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✼✾



❝♦♥❝✉rs t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇❛②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ s✉❜❞✐✈✐❞❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ✇r✐t❡ ❛ st❛t❡♠❡♥t ♦r r❡s✉❧t
❝✐t❡❞ ♦r ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② P❛✉❧✐ ✐♥ ✐ts ❛rt✐❝❧❡ ✭✐♥ ❝✉rs✐✈❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐ts ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
✈❛❧✐❞✐t②✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥✿✶✻✺

❛✮ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❡❧❞ ✐t s❡❡♠s ❛t
✜rst t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② l = j + k✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✶✼ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✾✲✶✶

■♥ P❛✉❧✐✬s ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t l = j + k✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ SO(3) ♦❢ L↑+✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
❛❝t✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ✇❡ ♠✉st r❡♠❡♠❜❡r t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❥✉st r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t t♦ ❢♦r❣❡t t❤❛t SU(2)✱ ✇❤♦s❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❛t ♦❢ SO(3) ⊂ L↑+✱
✐s ♥♦t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦♥❧②✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❡❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ P❛✉❧✐
♠✐st❛❦❡ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ ❛t ✇✐❧❧✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❛s ✐❢ s♦♠❡♦♥❡ ❛ss❡rt ✢❛✈♦✉r ❛♥❞ ❝♦❧♦✉r ♦❢ t❤❡ q✉❛r❦s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
t❤✐♥❣✱ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ SU(3)✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ P❛✉❧✐ ❤✐♠s❡❧❢ ✐s ♥♦t ✈❡r② s❛t✐s✜❡❞ ❛❜♦✉t ❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❧✐♥❡ ❤❡
❛❞♠✐ts✿ ✏❙✉❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❛❝ts✱ ❢♦r t❤❡r❡ t❤❡♥ ❡①✐sts
♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s✱ [. . .]✳✑ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✐s
❞✐s❝♦♥❝❡rt✐♥❣ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P❛✉❧✐ ❝♦♥str✉❝ts ❛❧❧ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♦♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❤❡ ❤✐♠s❡❧❢ ❥✉❞❣❡s t♦ ❜❡
♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧✳

❜✮ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s U(j, k) ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r t❤❡ t❤❡♦r② ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
s②st❡♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r ki ❤❛✈❡ t♦ s❛t✐s❢② s❡✈❡r❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✶✼ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✸✽✲✹✷

❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s U(j, k) ♠✉st s❛t✐s❢② ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s❄ P❛✉❧✐ ❞♦❡s ♥♦t s❛② ✐t✳

❝✮ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐s t❤✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❝t♦r si✳ ❚♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ki → −ki ❜❡❧♦♥❣s ❢♦r
❛r❜✐tr❛r② ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ xi → −xi ❛♥❞ ✐t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
❊q✳✭✶✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r♦♣❡r ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ ❛❧♦♥❡ t❤❡r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
s✐❣♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧
❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡✈❡♥ s♣✐♥ ❢♦❧❧♦✇s✱ s✐♥❝❡ t♦ ❡✈❡r② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣s ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ sk ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r

✶✻✺❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② P❛✉❧✐ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳

✶✽✵



❡✈❡♥ s♣✐♥ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❧✐❦❡ ✹✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✶✾ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ❧✐♥❡s ✶✶✲✷✺

P❛✉❧✐ ❛ss♦❝✐❛t❡s ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❝t♦r si✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ t♦ t❤❡ t❡♥s♦rs S ❛♥❞✴♦r T ✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦♦❢✳ ❍❡ s❡❡♠s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❛r❡ r✐❣❤t ❢♦r si t♦♦✱ ❢r♦♠ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❢♦r ❡✈❡♥ s♣✐♥✳ ❚❤✐s ❢❛❝t✱ ♥♦t s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❞❡❜❛t❛❜❧❡✳ ▲❛st❧②✱ P❛✉❧✐ s♣❡❛❦s ❛❜♦✉t ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❡✈❡♥ s♣✐♥✮✳ ❲❤❛t
❛r❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s❄ ❇② ❛♥② ❝❤❛♥❝❡✱ ❛r❡ t❤❡② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮❄ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s❤❛❧❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❄

❞✮ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡✜♥✐t❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥✱✶✻✻ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❡✈❡r② s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ♣♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐ts s✐❣♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ❝❤❛♥❣❡s ❛❧s♦ ✐ts s✐❣♥✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✵ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ❧✐♥❡s ✺✲✶✶

❲❤❛t ❛r❡ ✐♥ P❛✉❧✐✬s ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②
❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥❄

❡✮ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✜❡❧❞s U (r) s❛t✐s❢②
t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

�U (r) − k2U (r) = 0,

✇❤❡r❡

� ≡
4∑

k=1

∂2

∂x2k
= ∆− ∂2

∂x20

❛♥❞ ❦ ✐s t❤❡ r❡st ♠❛ss ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ✉♥✐ts ~/c✳
P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✵ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✶✻✲✷✶

P❛✉❧✐ ❝❤♦♦s❡s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞s U (r)✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ ❤❡ ✇❛♥ts t♦ ❞♦ ❛
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ✜❡❧❞s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❤❡ ❤❛❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❉✐r❛❝
❡q✉❛t✐♦♥ t♦♦✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P❛✉❧✐ ✕ ❛s ❤❡ ❛ss❡rts ✐♥ ❛ ❢♦♦t♥♦t❡ ♦❢ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✕
❞♦❡s ♥♦t t❤✐♥❦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r✱
t❤❛t P❛✉❧✐ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ s❡❝♦♥❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✜rst✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st✐❢② ❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❛♥❞

✶✻✻T → −T ✱ S → S✳

✶✽✶



✐t ♠❛❦❡s ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦♦❧❧② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❢✮ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❜r❛❝❦❡ts ✇✐t❤ t❤❡ + s✐❣♥✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t ❣❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠ t❤❡ U (r)✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛r❡
♥♦♥❝♦♠♠✉t❛❜❧❡ ✐♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✶ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✶✹✲✶✾

❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❛✉❧✐✳ ❚❤❡ ▼✐❝r♦❝❛✉s❛❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ✐s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦✱ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ✜❡❧❞s ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ ♦♥❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐♥st❡❛❞ s❛t✐s❢② ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳✶✻✼ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ◗❋❚✱ t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥✐❝
✜❡❧❞s ❛r❡ t❤♦✉❣❤t ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡♠✱ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ♦r t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t P❛✉❧✐ s❡❡♠s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

�U (r) − k2U (r) = 0 ✭✼✶✾✮

❢♦r ❜♦t❤ ✜❡❧❞s✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❜② ❤♦♣✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡♦r✐❡s
✇❤✐❝❤✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❢❛❧s❡ t♦ ❝❧❛✐♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥✱ ❧✐❦❡ s♦ ✐t ✐s ❢❛❧s❡ t❤❛t ✐ts ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t♦t❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❤❛❧❢✲
✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳ ❚❤❡ P❛✉❧✐✬s ♠✐st❛❦❡ ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❡①♣♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❡♦r✐❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❡♠s ♦♥❧② ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ s♦ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳

❣✮ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t U (r) ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❥✉❣❛t❡

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)].

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♥♦✇ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥
tr❛♥s❢♦r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✮ ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛s ❛ t❡♥s♦r ♦❢ ♦❞❞ r❛♥❦✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t tr❛♥s❢♦r♠s ❛s ❛ t❡♥s♦r ♦❢ ❡✈❡♥ r❛♥❦✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0) (19a)

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r ✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥

✶✻✼▲❡t ✉s st✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs t♦ t❤❡ ❜♦s♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs t♦ ❢❡r♠✐♦♥s✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✶✽✷



[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0). (19b)

❚❤✐s ♠✉st ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡r❡ ♠❛② ♦❝❝✉r ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞
s✉♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✷ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ❧✐♥❡s ✶✲✶✹

❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❞❡❧✐❝❛t❡ ♣♦✐♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❧❧❛rs ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥✲
str❛t✐♦♥✳ ■t ❢♦✉♥❞s ✐ts❡❧❢ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♠✉t❛t♦r

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)]. ✭✼✷✵✮

❇✉t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✇♦♥❞❡r✿ ❝❛♥ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦r✮ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ▲♦r❡♥t③
❣r♦✉♣❄ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜❛♥❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦r✮
♦❢ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ t✇♦ q✉❛♥✲
t✐t✐❡s ❝♦♠♠✉t❡ ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡✮ ✐♥ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✭♦r
❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡✮ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆❢t❡r
❛❧❧✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❧s♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ s✐♥❝❡ ❲✐❣♥❡r ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t✇♦ s②st❡♠s O ❛♥❞ O′ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱
✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r✱ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥
✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③❄ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
▼✐❝r♦❝❛✉s❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

[O(x), O′(y)] = 0, ✇❤❡r❡ (x− y)2 < 0 ✭✼✷✶✮

✇♦✉❧❞ r✉✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❛t t✇♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❡rt✐❛❧ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛❜s✉r❞✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ t❤❡
s❛♠❡ ❙❘ t❡❛❝❤❡s ✉s ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s s♣❛❝❡✲❧✐❦❡✱ t✐♠❡✲❧✐❦❡ ♦r ❧✐❣❤t✲❧✐❦❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♥❛t✉r❡✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛ t②♣❡
✐♥t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ♦❢ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
✐s ♥♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r L↑+✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr✐❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
✇❤❛t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❧❛ss✐❝ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❜r❛❝❦❡t { , } ♦❢ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① A ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✭❛❜♦✉t t❤❡ t✇♦
❝❤♦s❡♥ ❢r❛♠❡s ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ✐s s②♠♣❧❡❝t✐❝✱ i.e. s✉❝❤ t❤❛t

AT ĨA = Ĩ , ✇✐t❤ A ∈M(2l,R); Ĩ =

(
Ol 1l

−1l Ol

)
. ✭✼✷✷✮

✶✽✸



❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

{ , } −→ 1

i~
[ , ]± ✭✼✷✸✮

❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❣r♦✉♣ ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ✐t ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ Sp(2l,C)✱ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ SL(2l,C) ❢♦r l = 1✳✶✻✽ ❍❡♥❝❡✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ SL(2,C) ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ L↑+✱ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs ✭♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs✮ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❞❡r ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♦♥ ✐ts ♦✇♥ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ (19a) ❛♥❞ (19b)✱
❛♥♦t❤❡r ✉♥❝❧❡❛r t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ✇❤② ✭❛♥❞ P❛✉❧✐ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐t✮ t❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞
♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′− ①′′, x′0− x′′0) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ✭t❡♥s♦r✐❛❧✮
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ♦❢ (19a) ❛♥❞ (19b) ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❢❛❝ts t❛❦❡ ♦♥❧② t♦ ✉❧t❡r✐♦r❧② ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡
P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❤✮ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r ✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] + [U (r)(①′′, x′′0), U

∗(r)(①′, x′0)] = 0. (21)

P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✷ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ❧✐♥❡s ✷✺✲✷✻

■❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ (21) ✐s tr✉❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = −[U (r)(①′′, x′′0), U

∗(r)(①′, x′0)] = [U∗(r)(①′, x′0), U
(r)(①′′, x′′0)], ✭✼✷✹✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ✶✻✾

U (r) = U∗(r) ∀x ∈M, ✭✼✷✺✮

❛♥❞ s♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ♠✉st ❜❡ ❛❧✇❛②s r❡❛❧ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ✜❡❧❞✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤✐s

✶✻✽■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✷✷✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐✛ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ A ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1✳
✶✻✾M ✐s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♣❛❝❡✳

✶✽✹



✐s ❛❜s✉r❞✳

✐✮ ❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ ❇♦s❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❜r❛❝❦❡t ✇✐t❤ t❤❡ − s✐❣♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❏♦r❞❛♥ ❛♥❞ ❲✐❣♥❡r✱ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t

[A,B]+ = AB +BA

✇✐t❤ t❤❡ + s✐❣♥✳ P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✷ ❝♦❧✉♠♥ ✶ ❧✐♥❡s ✷✼✲✸✵ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✶✲✷

P❛✉❧✐ ✉s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦r t♦ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ i.e. t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
✜❡❧❞s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ❢♦r♠❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐♥❣ ✐t✱ ❡①✐sts
❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✕ ❧✐❦❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s ✕ ❤❛s
♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs✱ ✐t s❡❡♠s s✉❝❤ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣r♦✉♥❞✲
❧❡ss✳

❥✮ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣r❛❧ s♣✐♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊✐♥st❡✐♥✲❇♦s❡✲st❛t✐st✐❝s✱ ❜✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣♦st✉❧❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡
♠✉st ❛♣♣❧② t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉✐r❛❝✬s ❤♦❧❡ t❤❡♦r②✳
P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✷ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✶✷✲✶✾

❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♠♠✉t❛t♦r ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦r✮ ❛♥❞ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝
st❛t✐st✐❝s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛❣❡s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
P❛✉❧✐ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛s ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ✐s q✉❛♥✲
t✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧✮ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡✳
❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❉✐r❛❝ t❤❡♦r②✳ ❇✉t s✉❝❤ ❛ t❤❡♦r② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ 1/2 ❛♥❞
♥♦t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r② ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ t❤✐s ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s ❢❛✉❧t②✳ ❋r♦♠ t❤❛t ❢❛❝t✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❡ P❛✉❧✐✬s
❛tt❡♠♣t ♦❢ s❡❧❧✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❢❛❝ts✳

❦✮ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ st❛t❡✱ t❤❛t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞
st❛t✐st✐❝s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② t❤❡♦r②✳
P❤②✳❘❡✈✳58 ♣❛❣✳✼✷✷ ❝♦❧✉♠♥ ✷ ❧✐♥❡s ✸✵✲✸✸

✶✽✺



P❛✉❧✐ ♠❛❦❡s t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❤❡ ✉s❡❞ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❣r♦✉♣ L↑+✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞
t♦ SU(2)✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏❞❛♥❣❡r♦✉s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✑

j =s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t✱ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ✉t✐❧✐③❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t② ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s
❧❛st st❛t❡♠❡♥t s❡❡♠s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ❣♦❛❧ t♦ ❣✐✈❡ ❝r❡❞✐t t♦ ❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❡①t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦st r❡♠❛r❦❛❜❧❡
❡❧❡✈❡♥ ♣♦✐♥ts✱ s❤♦✇s ✉s✱ ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝❧❡❛r ✇❛②✱ t❤❛t t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❧❧❡❣❡❞
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✭❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣❛rt✐❝❧❡s ❧❡❛❦s ❛s ❛ s✐❡✈❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ ❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
✐♥t❡❧❧❡❝t✉❛❧ ❤♦♥❡st② ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❧❧❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✳✑ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧✇❛②s ❛ ❧♦t ♦❢ s✉♣♣♦rt❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❛st ✐❞❡❛s ❡①✐st✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❣r♦✉♥❞❧❡ss✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥✢✐❝t t❤❡ ✜♥❛❧
❜❧♦✇ t♦ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t❤✉s t♦ ❞✐s♣❡❧ ❛♥② ❞♦✉❜t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❝r✐t✐❝✐③✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞✉s ♦♣❡r❛♥❞✐ ♦❢ P❛✉❧✐✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡❧❡✈❡♥ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ❤✐s r❡s✉❧t ❛♥❞
♠❛❦✐♥❣ t♦ s❡❡ t❤✐s t❛❦❡s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠✮✳ ❲❡ st❛rt✱ t❤❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0) (19a)

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0), (19b)

✇❤❡r❡ t❤❡ (19a) ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ (19b) ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r
s♣✐♥✳ ❇② s✉♣♣♦s✐♥❣ ✭t♦ ❛❜s✉r❞✐t②✮ t❤❡ (19a) ❛♥❞ (19b) ❛r❡ tr✉❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s P❛✉❧✐ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

X = [U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)]+[U (r)(①′′, x′′0), U

∗(r)(①′, x′0)]. (20)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ♦♣✐♥✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

D(①, x0) =
1

(2π)3

∫
d3kei❦·①

sin k0x0
k0

, (11)

✶✽✻



✐s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦❞❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

X =❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ t✐♠❡s ♦❞❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t✐♠❡✲❧✐❦❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ D(①′ − ①
′′, x′0 − x′′0)✳

❚❤✐s P❛✉❧✐✬s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❤❡ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈❡✱ s❡❡♠s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ (19a) ❛♥❞ (19b) ✭❜②
s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✮✱ i.e. ❜② t❤❡ ❢❛❝t [U (r)(①′, x′0), U

∗(r)(①′′, x′′0)] ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ✭❛♥❞ t❤✐s✱ ❢♦r P❛✉❧✐✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣✐♥✮ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
D(①′−①′′, x′0−x′′0)✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝tD ✐s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦❞❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧s♦ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s D(①′−①′′, x′0−x′′0) ❛♥❞ D(①′′−①′, x′′0−x′0) ♦r
t❤r♦✉❣❤ ♦❞❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s ❢♦r ✇❤❛t❡✈❡r ✐ts s②♠♠❡tr② r❡❧❛t✐♦♥ ✭✉♥❧❡ss
✐t ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ ❜✉t P❛✉❧✐ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ✐t✮✳ ❚❤❡ s❤♦❝❦✐♥❣ t❤✐♥❣ ✐s t❤❛t✱ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

X =❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛❝❡✲❧✐❦❡ t✐♠❡s ♦❞❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t✐♠❡✲❧✐❦❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ D(①′ − ①
′′, x′0 − x′′0)✱

s❡❡♠s✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❜② t❤❡ ❢❛❝t D ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦❞❞
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❛s ✐❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥
❛♥ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ P❛✉❧✐ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡✮✳ ■❢ t❤✐s ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t t❤❡ s❛♠❡ (19a) ❛♥❞ (19b) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇r♦♥❣ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤

A) ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✿

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] ❂ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)✳

B) ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✿

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)]❂❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)✳

❇❛s❡❞ ♦♥ A) ❛♥❞ B)✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② X ✐s ❛❧✇❛②s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s♣❡❝✐❢②
✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ♦r ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛♥ ❡✈❡♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛♥ ♦❞❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡ X = 0 ❢♦r ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ❛♥❞
s♦✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ P❛✉❧✐✬s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ ❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ✇r♦♥❣✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ st✐❧❧ ♠♦r❡
s❡r✐♦✉s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s (19a) ❛♥❞ (19b) ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❜② P❛✉❧✐✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② s✉♣♣♦s✐♥❣
✭❛❞ ❛❜s✉r❞✉♠✮ t❤❡ (19a) ❛♥❞ (19b) ❛r❡ tr✉❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❞♠✐t ❡①✐st✐♥❣ ❛ ❧❛✇ Fs✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜② t❤❡
s♣✐♥ s✱ s✉❝❤ t❤❛t t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦r

✶✽✼



[ , ]

❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳✶✼✵ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

[U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] = Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)] , ✭✼✷✻✮

❛♥❞✱ ♥❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

[U (r)(①′′, x′′0), U
∗(r)(①′, x′0)] = Fs [D(①′′ − ①′, x′′0 − x′0)] . ✭✼✷✼✮

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ X✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

X ≡ [U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] + [U (r)(①′′, x′′0), U

∗(r)(①′, x′0)] =

Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)] + Fs [D(①′′ − ①′, x′′0 − x′0)] . ✭✼✷✽✮

◆♦✇✱ ❜② r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ D ✐s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♦❞❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ ❣❡t

D(①′′ − ①′, x′′0 − x′0) = D [−(①′ − ①′′),−(x′0 − x′′0)] = −D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0), ✭✼✷✾✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ♣r♦♠♣t❧② ❢♦❧❧♦✇s

Fs [D(①′′ − ①′, x′′0 − x′0)] = −Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)] , ✭✼✸✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t Fs✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛❜s♦r❜ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❛❝ts✳ ❋r♦♠ t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡

X ≡ [U (r)(①′, x′0), U
∗(r)(①′′, x′′0)] + [U (r)(①′′, x′′0), U

∗(r)(①′, x′0)] =

Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)] + Fs [D(①′′ − ①′, x′′0 − x′0)] =
Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)]− Fs [D(①′ − ①′′, x′0 − x′′0)] = 0. ✭✼✸✶✮

✶✼✵■❢ s ✐s ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡✱ ✐❢ s ✐s ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

✶✽✽



❍❡♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t X✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡ ❞❡✜♥❡s✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧②
♥✉❧❧ ❢♦r ❛♥② s♣✐♥ ✈❛❧✉❡ s ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s ♦♥❧②✳✶✼✶ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ P❛✉❧✐✬s t❤❡s✐s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇r♦♥❣✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ♠✐st❛❦❡
✕ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ t♦ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s
✭✇✐t❤ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ t♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ st❛t✐st✐❝s ✭✇✐t❤
❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✮ ✕ ❝♦♠❡s t♦ ❢❛❧❧✱ t❤✉s ❧✐❦❡ ❛❧❧ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❝❛st❧❡✳
■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡rt t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞

st❛t✐st✐❝s ✐s ❣r♦✉♥❞❧❡ss✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✉♣❤❡❛✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ t❤✐♥❦s
t❤❡ s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❜❡ ✉♥t♦✉❝❤❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❛ss❛✐❧❛❜❧❡ ❜❡❞r♦❝❦s✳
❇❡❢♦r❡ ❛s❦✐♥❣ ✇❤❛t ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s✉♥s❡t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥q✉✐r❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣✉s❤❡❞ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❛❝❝❡♣t✱
✇✐t❤♦✉t r❡s❡r✈❡✱ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✾✹✵✳ ❚❤❡ ✜rst t❤✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ❛s❦❡❞ ✐s✿ ✇❛s P❛✉❧✐ ❛✇❛r❡
❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ✐ts ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥❄ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ P❛✉❧✐ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♠✉❞❞❧❡❞ ❛♥❞
✉♥❝❧❡❛r ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❛♥ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ s♣✐♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞♦✉❜t✱ ❤❡ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ✐ts
❛tt❡♠♣t✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦ r❡❛❞s ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞✐str❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦ts ♦❢ t❡❝❤♥✐❝❛❧
❤❡ ✉s❡s✱ ❜② ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❣✐t✐♠❛❝② ♦r ❧❡ss ♦❢ ❤✐s t❛s❦✳ ❲✐t❤♦✉t ✇❛♥t✐♥❣ t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡
❧✐❜❡❧♦✉s ❤②♣♦t❤❡s✐s r❡❣❛r❞✐♥❣ P❛✉❧✐✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❧❧ ❣r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐st
❞❡s✐r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤♦s❡ ②❡❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❞✐str✉st ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ❙❡❝♦♥❞ ❲♦r❧❞ ❲❛r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s❛✐❞ P❛✉❧✐ s✐♠♣❧② ❣❛✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ❜② t✐♠❡ ✇❛s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛ ✉♥❞♦✉❜t❡❞ ❢❛❝t✱ ❛♥❞ i.e. t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s
✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t♦rs ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❏♦r❞❛♥✱ ❲✐❣♥❡r ❛♥❞ ❋✐❡r③ [26] ✇r♦t❡ ❛rt✐❝❧❡s ♦r✐❡♥t❡❞
t♦✇❛r❞s t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇r♦♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲
❝♦♠♠✉t❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P❛✉❧✐✱ ✇✐t❤ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ✶✾✹✵✱ ♠❛❞❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ✐❝✐♥❣ ♦♥ t❤✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❦❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♥♦t t♦ ❝❤❛r❣❡ t♦ t❤❡s❡ ❛❝t♦rs t♦♦ ♠❛♥② ❜❧❛♠❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❛✐♠
✇❛s s✐♠♣❧② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ ❡❧✉s✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ ♠❛❣✐❝❛❧ t❤❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❤❡❛✈② r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❝❛♠❡ ❧❛t❡r✱
t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❞♦❣♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❤❛❞ t♦ ✐♥q✉✐r❡
❛❜♦✉t t❤❡✐r ❢♦r♠❛❧ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ t♦ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✑ t❤❡ P❛✉❧✐✬s
r❡s✉❧t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡ ❛✉t❤♦r ❥✉st s♣❡❝✐✜❡s ❧♦ts ♦❢ ❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✇❡r❡ ♦♥❧② ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ♠♦st✱ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ P❛✉❧✐✬s r❡s✉❧t ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s ♣♦st✉❧❛t❡✑ ❛♥❞✱ ♠❛②❜❡✱ t❤❡ t❤✐♥❣s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳
❍❛✈❡ ✇❡✱ ❛❢t❡r ❛❧❧✱ t♦ ✇❛✐✈❡ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢

❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s❄ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤♦✉❣❤t r✐❣❤t✳ ❲❤❛t s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s
✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡❄ ❚❤❡ ♠♦r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r❡❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ✭i.e. t❤❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠
st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡✈✐❡✇
♦❢ s♦♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◗❋❚ ♥♦r ✐ts

✶✼✶❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤✮ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛❜s✉r❞ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❡❧❞s✱ ❤❛✈✐♥❣
✐♥t❡❣❡r s♣✐♥✱ ♠✉st ❜❡ r❡❛❧✳

✶✽✾



♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡②♦♥❞ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡

♣❤②s✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ✐s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♦❧❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ♦♣❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ♥❡✇
❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①❝✐t✐♥❣ ✈✐s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛st ✐❞❡❛s ♦♥❧②✱ ❜✉t✱ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ t♦ ♠❛❦❡
❢♦r❡❝❛sts s❡❡♠✐♥❣ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❢♦r❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜❥❡❝t❡❞ t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
❜♦s♦♥ s②st❡♠s ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❛❜s♦❧✉t❡ ③❡r♦✱ ❛r❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s
t❤❡♦r❡♠✑ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ ❜♦s♦♥s t♦ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s✳ ❇✉t t❤❡ ❇♦s❡✲
❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❣❛✉❣❡ ❜♦s♦♥s ♦♥❧②✱ ❛s t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ❥✉st ❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❝❡♥t
st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ♣✉t ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❢❡r♠✐♦♥✐❝ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
[39, 40]✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦t❤❡r ❜✉t ❛ ❤✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❧✉♥❞❡rs ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ♥♦t s❛✐❞ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s
❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s✳ ■❢ t❤❡ s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t✐st✐❝s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧

Ωℓ = −kT ln
∑

αℓ

(
e

µ−Eℓ
kT

)αℓ

, ✭✼✸✷✮

♣✉tt✐♥❣ ♦♥❝❡ αℓ = 0, 1 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ αℓ = 0, 1, 2, . . . ,∞✱ ❢♦r ❛♥② ℓ ∈ N✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② s❤♦✇
t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠
st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✱✑ t❤❡ ✏αn✲st❛t✐st✐❝s
♣♦st✉❧❛t❡✱✑ ✇❤❡r❡ t❤❡ αn ❛r❡ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s
✇❡ ✇❛♥t t♦ st✉❞②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤❡♦r②✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✕ ❢♦r ❛♥② s♣✐♥ ✕ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡✱ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❣❛✐♥✱ st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳✑ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ ♠✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❛♥❞ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ♦♥❡s✱ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳✶✼✷

▲❛st❧②✱ ✇❡ s❤♦rt❧② r❡❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✿

• ❙✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✱ ❛❧s♦ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❢❛❝t ✐t ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✏✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✑ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

• ◆♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t♦t❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t♦t❛❧❧② ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♦r q✉❛♥t✉♠
st❛t❡s✮✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳

• ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥t✐✲
s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s✮ ✉♥❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✳ ❯s❡✲
❧❡ss♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙❧❛t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳

• ❲r♦♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳

• ■♥❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ✏s♣✐♥✲st❛t✐st✐❝s t❤❡♦r❡♠✑ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② P❛✉❧✐ ✐♥ ✶✾✹✵✳

✶✼✷▲♦♦❦ ❛t t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✶✾✵



• ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ st❛t✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛ t❤❡♦r②
❢♦r ❛r❜✐tr❛r② s♣✐♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r✳ ▼✉❧t✐✲st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s♣✐♥✱ ❥✉st t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳

■ ❤♦♣❡ t❤❡ ❢❛❝ts ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ♥♦t ♦♥❧② ✇✐❧❧ s✉♣♣♦rt t❤❡ t❤❡♦r② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t
t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛tt❡r ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥✳

✶✾✶



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❲❤❡♥ ❛♥ ❡①❛❧t❡❞ ✇♦r❦✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ♦✇♥ ❧✐❢❡✱ ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❡♥❞✱ ♦♥❡ t✉r♥s ❜❛❝❦
❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ❢r✉✐t ♦❢ ❤✐s ♦✇♥ ❡✛♦rt✳ ■❢ t❡♥ ②❡❛rs ❛❣♦ s♦♠❡♦♥❡ ❤❛❞ s❛✐❞
♠❡ t❤❛t ■ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r t❤♦✉❣❤t tr✉❡ ✐t✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡r❡ ✐s
♦✉r ❥✉st ❜♦r♥ t❤❡♦r②✳ ■t ✐s ❜❡❛✉t✐❢✉❧✳ ❋♦r ♠❡ ✐t ✐s ❛ r❡❛❧ ❞r❡❛♠✱ ❛ ♠✐r❛❝❧❡✳ ❘❡❛❧❧② t❤✐s r❡s✉❧t ❞✐❞
♥♦t ❝♦♠❡ ❜② ♠❡ ♦♥❧②✱ ❜✉t ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❜② t❤♦s❡ t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❜r❛✈❡❧②
✇♦r❦ ❛♥❞ ✇♦r❦❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ t❤❡♦r② ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡✐r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ s♦ ■ ❝✐t❡❞ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②✳ ■t ✐s ❛s ✐❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇❛s ✐♥ t❤❡ ❛✐r✱
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐st❡♥✱ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦✈❡❞ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ♦♥ ♣❛♣❡r✳
❲❡ ❧✐✈❡ ❞✐✣❝✉❧t t✐♠❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♠② ❝♦✉♥tr②✳ ■ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦✉t ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡

❇✐❣✲❇r❡❛❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤✉s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✱ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
s♦❝✐❛❧ ■t❛❧✐❛♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✐t✳ ■♥ t❤❡s❡ ❧♦♥❣ ②❡❛rs✱ ■ ❢♦✉❣❤t ❛❣❛✐♥st ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛✜❛✱
t❤❛t ✐♥ ♠② ♥❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ s❡✐③❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❞❡❢❡♥❞ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝✐t✐③❡♥s✳ ■♥ ❣r❡❛t ❧♦♥❡❧✐♥❡ss✱ ■ str✉❣❣❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ r✐❣❤ts✳ ■ ♣❛✐❞
♠② ♣❡rs♦♥❛❧ ✜❣❤t ❛❣❛✐♥st st❛t❡✲❝♦r♣♦r❛t❡ ❝r✐♠❡ s✉✛❡r✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t✐♠✐❞❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤✐♥❦✐♥❣ t♦ ❜❡
❦✐❧❧❡❞ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ■ ✇r♦t❡ ♦✉r t❤❡♦r②✱ st❛♥❞✐♥❣ ♠② ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦
♥♦t ❞❡s♣♦♥❞✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ②♦✉t❤s✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢r♦♠ ♠② ❧✐tt❧❡
s❛❝r✐✜❝❡ t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❛tt❧❡ ❢♦r ♦✉r ❞r❡❛♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❢❡ ❝❛♥ ❜❡
❧❡❢t✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠❜❛t ✇✐t❤♦✉t ❣❡tt✐♥❣ ♦✉r ❤❛♥❞s ❞✐rt②✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❤❛r❞s❤✐♣✳ ■ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ✇♦r❦
✏α✲❚❤❡♦r②✱✑ ❜❡❝❛✉s❡ ■ t❤✐♥❦ ✐t ✐s t❤❡ ❜❛s❡✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ ❇✐❣✲❇❛♥❣ ❛♥❞
❡①♣❧❛✐♥s ❛s ✇❡ ❛rr✐✈❡❞ t♦ ♦✉r ✉♥✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✳ ■ s❤♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ♠②
❞❡❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ✐t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ②♦✉♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢♦r ♦✉r s✐❝❦
s♦❝✐❡t② t♦♦✳ ■ s❤♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥s♣✐r❡ ❛♥ ✏α✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱✑ t❤❛t ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧✐❛♥❝❡✱ ❢r❛t❡r♥✐t② ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ r❡s♣❡❝t✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❜❡ r❤❡t♦r✐❝✱ ❜✉t
✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡s❝❛♣✐♥❣ ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜②ss ❣♦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞✳
❆♥❞ ♥♦✇ ❧❡t ♠❡ ❣✐✈❡ t❤❛♥❦s t❤♦s❡ ❣♦♦❞ ♣❡♦♣❧❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❤❛✈❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t♦

❢❡❡❧ ♠❡ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣ ❛♥❞ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♠② s♦❧✐t✉❞❡ ❧❡ss ❤❡❛✈②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✜rst ♣❡rs♦♥ ■ ✇❛♥t
t♦ t❤❛♥❦ ✐s ♥♦t ❛ ♠② ❝❧♦s❡ ❢r✐❡♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇✐t❤♦✉t ❤✐♠ ②♦✉ ❝♦✉❧❞ ♥♦t r❡❛❞ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ♦♥ t❤❡
✇❡❜ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ❍✐s ♥❛♠❡ ✐s P❤✐❧✐♣ ●✐❜❜s ❛♥❞ ❤❡ ✐s t❤❡ ✈✐❳r❛ ❢♦✉♥❞❡r✳ ❉✉❡ t♦ ❤✐s s❝✐❡♥❝❡
♣❛ss✐♦♥ ❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ tr✉❡ ❢r❡❡ ✇❡❜s✐t❡✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②❜♦❞② ❝❛♥ r❡❝♦r❞ ❤✐s ♦✇♥ ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ✐s ✉♣
t♦ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s❝✐❡♥t✐sts t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❣♦♦❞ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❡✐r q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■ ❛♠ st✐❧❧ ❛ st✉❞❡♥t ❛♥❞ s♦ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛✣❧✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ ♠② ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ r❡❛❧ ❞❛♥❣❡r ♦❢ ♣❧❛❣✐❛r✐s♠ ❜② s♦♠❡ ❛❧r❡❛❞② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r♦❢❡ss♦r✱ t♦ ✇❤♦♠ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
■ ❤❛❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠②s❡❧❢ ❢♦r ❛♥ ❡♥❞♦rs❡♠❡♥t✳ ❙❝✐❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ r✐❣♦r♦✉s✱ ❜✉t ❢r❡❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤♦✉t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐s
❛t r✐s❦ ♦❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r ❣❛♠❡✱ ❛r✐❞ ❛♥❞ ❤❛r♠❢✉❧✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ■ t❤✐♥❦ ❤❡ ❞❡s❡r✈❡s ❛ ❜✐❣ t❤❛♥❦✲②♦✉ ✐s Pr♦❢✳ ●✳▼✳❇r✐❣❛♥t✐✱ t❤❛t ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛

❢❛t❤❡r✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠② ❞✐✣❝✉❧t ②❡❛rs ❤❡ ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦rt❡❞ ♠❡✱ ♣r♦♠♣t✐♥❣ t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐♥ ♠② ✐❞❡❛s✳ ❍❡
❣❛✈❡ ❛s ❛ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♦❦s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ■ st✉❞✐❡❞ ❢♦r r❡❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❛t ■ ✇❛s ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ❜✉② ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❢♦r❣❡t ♦✉r t❛❧❦s ❛❜♦✉t ❧✐❢❡ ❛♥❞ ❢❛✐t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s♣✐r❡❞ ♠② t❤♦✉❣❤t

✶✾✷



❛♥❞ ♠② ❥♦❜✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❡rs♦♥ ■ ❢❡❡❧ t♦ t❤❛♥❦ ✐s ♠② ♦❧❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② ❢r✐❡♥❞ ❉r✳❉❛✈✐❞❡ ●✉❛❞❛❣♥✉♦❧♦✳ ■
❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❤✐♠ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①✐♥❣ ✇❛❧❦s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ t♦ t❤❡ ♠❛r❦✉♣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ▲❆❚❊❳✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ P❛sq✉❛❧❡ ▼♦r♠✐❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈◆❘ ✐♥ P♦③③✉♦❧✐ ❢♦r ❤✐s
❦✐♥❞♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ ♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ■ ❛♠ ❣r❡❛t❧② ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❣❡♥t❧❡ ❊♥❣✳ ▲✉✐❣✐
❉✬❖r✐❛♥♦ ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❆✉t♦❈❆❉ ♦❢ ♠② ❤❛♥❞✲♣✐❝t✉r❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥❦ ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦
◆✐❝♦❧✐♥♦ ❘♦ss✐✱ t❡♥✉r❡❞ ♣r♦❢❡ss♦r ♦❢ ❊s♣❡r❛♥t♦ ✐♥ ◆❛♣❧❡s✳ ■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❤✐♠ ❢♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ♠❡
❤♦s♣✐t❛❧✐t②✱ ❜✉t ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦r t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♠② ❊♥❣❧✐s❤ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❚❤❡♦r②✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ■ ✇❛♥t
t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ❧✐❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② ❧✐♥❣✉✐st✐❝ ♠✐st❛❦❡ ❡s❝❛♣❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r
❡✈❡r② ♦t❤❡r ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠② ✇♦r❦✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ■ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❞❡rs ❛❜❧❡ t♦
❜r✐♥❣ t♦ ♠② ❛tt❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐s♣r✐♥ts ♦r ♦t❤❡r ❡rr♦rs s✉r✈✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳
❚❤❡ ❧❛st ♣❡rs♦♥ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✜♥✐s❤ ♦❢ t❤❛♥❦✐♥❣ ✐s r❡❛❧❧② t❤❡ ✜rst ✐♥ ♠② ❤❡❛rt✳ ❙❤❡ ✐s ♠② ✜❛♥❝é❡

▼❛r❣❤❡r✐t❛ ❘♦ss✐ ✭▼❛❣❣✐❡✮✱ ✇❤♦ ✐♥ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❝♦♠❜❛t❡❞✱ ❝r✐❡❞ ❛♥❞ s✉✛❡r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡✳ ❙❤❡ r❡❧✐❡✈❡❞
♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❢❡❛r s❤❡ ❛❧✇❛②s ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t♦ ❧✐❢t
♠②s❡❧❢ ✉♣✳ P❛♠♣❡r✐♥❣ ♠❡ ❧✐❦❡ ❛ ❝❤✐❧❞✱ s❤❡ t♦♦❦ ❝❛r❡ ♦❢ ♠❡ ❛s ♥♦ ♦t❤❡r ♥❡✈❡r ❝♦✉❧❞✱ s♦ ❣✐✈✐♥❣ ♠❡
t❤❡ s❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦t ❢❡❡❧✐♥❣ ❛ ❝❛st❛✇❛②✳ ❲✐t❤♦✉t ❤❡r ❧♦✈❡ t❤❡ α✲❚❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡✳ ❚❤✐s t❤❡♦r②
✐s t❤❡ ❞❛✉❣❤t❡r ✇❡ ❞❡s✐r❡ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ♥♦t st✐❧❧ ❤❛✈❡✳
■ ❛♠ ❤♦♥♦r❡❞ t♦ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ P❡♣♣✐♥♦ ■♠♣❛st❛t♦✶✼✸ ❛♥❞ ❊♥③♦ ❚♦rt♦r❛✱✶✼✹

✐♥♥♦❝❡♥t ✈✐❝t✐♠s ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥ ♠❛✜❛✳

✶✼✸❊r♦❡ ❡❝❝❡❧s♦✱ ✈✐tt✐♠❛ ❞❡❧❧❛ ♠❛✜❛ ❡ ❞❡❧❧♦ st❛t♦ ✐t❛❧✐❛♥♦ ❝❤❡ tr♦♣♣♦ s♣❡ss♦ ❝♦✐♥❝✐❞♦♥♦✱ ❡s❡♠♣✐♦ ❞✐ ❝✐tt❛❞✐♥♦ ❝❤❡

❤❛ ❞✐❢❡s♦ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧❛ ❧✐❜❡rtà✱ ❞❡❧❧✬❡q✉✐tà ❡ ❞❡❧❧❛ ♣❛rt❡❝✐♣❛③✐♦♥❡ s♦❝✐❛❧❡ s♦❧♦ ✐♥ ♥♦♠❡ ❞❡❧❧❛ ✈❡r✐tà ❡ ❞❡❧❧✬❡♥❝♦♠✐❛❜✐❧❡

s❡♥s♦ ❝✐✈✐❝♦✳ ❚✉ ❛❞❡ss♦ s❡✐ ❧✉❝❡ ❡ r❡st❡r❛✐ ♣❡r s❡♠♣r❡ ❧✉❝❡✱ ✐ t✉♦✐ ❛ss❛ss✐♥✐ s♦♥♦ ♦♠❜r❡ ❡ r❡st❡r❛♥♥♦ ♣❡r s❡♠♣r❡

♦♠❜r❡✳
✶✼✹❱✐tt✐♠❛ ❞✐ q✉❡❧ ♣♦t❡r❡ ❣✐✉❞✐③✐❛r✐♦ s✉❜❞♦❧♦ ❡ tr✐❜❛❧❡ ❞✐ ❝✉✐ ♥♦♥ ❛❜❜✐❛♠♦ ❜✐s♦❣♥♦✱ ✜❛❝❝❛t♦ ❞❛ ✉♥ ✈❡r❣♦❣♥♦s♦ ❡

✈✐♦❧❡♥t♦ ❧✐♥❝✐❛❣❣✐♦ ♠❡❞✐❛t✐❝♦ ❡❞ ✐♥✜♥❡ ✉❝❝✐s♦ ❞❛❧ ♠❛❧❡ ✐♥❝✉r❛❜✐❧❡ ❞❡❧❧❛ ❢❛❧s✐tà ❡ ❞❡❧❧✬✐♣♦❝r✐s✐❛✱ ♠❡♥tr❡ ✐ s✉♦✐ ❝❛r♥❡✜❝✐✱

❣❧♦r✐✜❝❛t✐ ❡❞ ♦♠❛❣❣✐❛t✐✱ ♥♦♥ ❤❛♥♥♦ ♠❛✐ ♣❛❣❛t♦ ♣❡r ♥✉❧❧❛✳ ❚✉♦ è ✐❧ ♣❛r❛❞✐s♦✱ ❧♦r♦ è ❧✬✐♥❢❡r♥♦✳

✶✾✸



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❊✳ ▼❛❥♦r❛♥❛ ✏❚❡♦r✐❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❛ ❞✐ ♣❛rt✐❝❡❧❧❡ ❝♦♥ ♠♦♠❡♥t♦ ✐♥tr✐♥s❡❝♦ ❛r❜✐tr❛r✐♦✱✑ ◆✉♦✈♦ ❈✐✲
♠❡♥t♦ 9✱ ♣♣✳ ✸✸✺✲✸✹✹ ✭✶✾✸✷✮✳

❬✷❪ ●✳ ●❡♥t✐❧❡ ✏❙✉❧❧❡ ❡q✉❛③✐♦♥✐ ❞✬♦♥❞❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❤❡ ❞✐ ❉✐r❛❝ ♣❡r ❧❡ ♣❛rt✐❝❡❧❧❡ ❝♦♥ ♠♦♠❡♥t♦ ✐♥tr✐♥✲
s❡❝♦ q✉❛❧s✐❛s✐✱✑ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦ 17✱ ♣♣✳ ✺✲✶✷ ✭✶✾✹✵✮✳

❬✸❪ ❘✳ ❈❛s❛❧❜✉♦♥✐ ✏▼❛❥♦r❛♥❛ ❛♥❞ t❤❡ ■♥✜♥✐t❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❲❛✈❡ ❊q✉❛t✐♦♥s✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲t❤✴✵✻✶✵✷✺✷
✭✷✵✵✻✮✳

❬✹❪ ❲✳ ❘❛r✐t❛ ❛♥❞ ❏✳ ❙❝❤✇✐♥❣❡r ✏❖♥ ❛ ❚❤❡♦r② ♦❢ P❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❍❛❧❢✲■♥t❡❣r❛❧ ❙♣✐♥✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ 60✱
✻✶ ✭✶✾✹✶✮✳

❬✺❪ P✳ P✳ ●✐❛r❞✐♥♦✱ ❑✳ ❑❛♥♥✐❦❡✱ ▼✳ ❘❛✐❞❛❧ ❛♥❞ ❆✳ ❙tr✉♠✐❛ ✏❘❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❢r♦♠ t❤❡ ▲❍❈ ❛♥❞ ❚❡✈❛tr♦♥ ❞❛t❛✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲♣❤✴✶✷✵✸✳✹✷✺✹ ✭✷✵✶✷✮✳

❬✻❪ P✳ P✳ ●✐❛r❞✐♥♦✱ ❑✳ ❑❛♥♥✐❦❡✱ ■✳ ▼❛s✐♥❛✱ ▼✳ ❘❛✐❞❛❧ ❛♥❞ ❆✳ ❙tr✉♠✐❛ ✏❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❍✐❣❣s ✜t✱✑
❛r❳✐✈✿❤❡♣✲♣❤✴✶✸✵✸✳✸✺✼✵ ✭✷✵✶✸✮✳

❬✼❪ ◆✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✱ ❚✳ ❍❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ❙✉ ✏▼❙❙▼ ❍✐❣❣s ❜♦s♦♥s ❛t t❤❡ ▲❍❈✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 85✱ ✶✶✺✵✶✽
✭✷✵✶✷✮✳

❬✽❪ ❲✳ P❛✉❧✐ ✏❩✉r ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ ❞❡s ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥s✱✑ ❩ P❤②s✐❦ 43✱ ♣♣✳ ✻✵✶✲✻✷✸ ✭✶✾✷✼✮✳

❬✾❪ ❋✳ ❙❝❤✇❛❜❧✱ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ✭✷✵✵✼✮✳

❬✶✵❪ ❋✳ ❙❝❤✇❛❜❧✱ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ✭✷✵✵✽✮✳

❬✶✶❪ ●✳ ❋❡✐♥❜❡r❣ ✏P♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❋❛st❡r✲❚❤❛♥✲▲✐❣❤t P❛rt✐❝❧❡s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ 159✱ ♣♣✳ ✶✵✽✾✲✶✶✵✺ ✭✶✾✻✼✮✳

❬✶✷❪ ❆✳ ❙❡♥ ✏❚❛❝❤②♦♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❡ ❛♥t✐✲❜r❛♥❡ s②st❡♠✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲t❤✴✾✽✵✺✶✼✵ ✭✶✾✾✽✮✳

❬✶✸❪ ❨✳ ❆❤❛r♦♥♦✈✱ ❆✳ ❑♦♠❛r ❛♥❞ ▲✳ ❙✉ss❦✐♥❞ ✏❙✉♣❡r❧✉♠✐♥❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ❈❛✉s❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ■♥st❛❜✐❧✐t②✱✑
P❤②s✳ ❘❡✈✳ 182✱ ♣♣✳ ✶✹✵✵✲✶✹✵✸ ✭✶✾✻✾✮✳

❬✶✹❪ ❊✳ ▼❛❥♦r❛♥❛ ✏❚❡♦r✐❛ s✐♠♠❡tr✐❝❛ ❞❡❧❧✬❡❧❡ttr♦♥❡ ❡ ❞❡❧ ♣♦s✐tr♦♥❡✱✑ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦ 14✱ ♣♣✳ ✶✼✶✲✶✽✹
✭✶✾✸✼✮✳

❬✶✺❪ ❆✳ ❙✳ ❇❛r❛❜❛s❤ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❜❡t❛ ❞❡❝❛②✿ ❍✐st♦r✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✼✺ ②❡❛rs ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱✑
P❤②s✳ ❆t♦♠✳ ◆✉❝❧✳ 74✱ ♣♣✳ ✻✵✸✲✻✶✸ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✶✻❪ ❆✳ ❏❛✛❡ ❛♥❞ ❊✳ ❲✐tt❡♥ ✏◗✉❛♥t✉♠ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ❚❤❡♦r②✱✑ ✐♥ ❚❤❡ ▼✐❧❧❡♥♥✐✉♠ Pr✐③❡ Pr♦❜❧❡♠s✱
❈❧❛② ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ■♥st✐t✉t❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱ ♣♣✳ ✶✷✾✲✶✺✷ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✶✼❪ ❍✳ ●❡♦r❣✐ ❛♥❞ ❙✳ ▲✳ ●❧❛s❤♦✇ ✏❯♥✐t② ♦❢ ❆❧❧ ❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡ ❋♦r❝❡s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈ ▲❡tt✳ 32✱
♣♣✳ ✹✸✽✲✹✹✶ ✭✶✾✼✹✮✳

✶✾✹



❬✶✽❪ ■✳ ❑✐rs❝❤ ✏❆ ❍✐❣❣s ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ●r❛✈✐t②✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 72✱ ✵✷✹✵✵✶ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✶✾❪ ◆✳ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❛♥❞ ■✳ ❑✐rs❝❤ ✏❆ ❍✐❣❣s ▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ●r❛✈✐t②✳ P❛rt ■■✿ ❍✐❣❤❡r ❙♣✐♥ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱✑
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 73✱ ✶✷✹✵✷✸ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✷✵❪ ❆✳ ❍✳ ●✉t❤ ✏❚❤❡ ■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❯♥✐✈❡rs❡✿ ❆ P♦ss✐❜❧❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❍♦r✐③♦♥ ❛♥❞ ❋❧❛t♥❡ss
Pr♦❜❧❡♠s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 23✱ ♣♣✳ ✸✹✼✲✸✺✻ ✭✶✾✽✶✮✳

❬✷✶❪ ❙✳ ❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❊✳ ❏✳ ❲❡✐♥❜❡r❣ ✏❘❛❞✐❛t✐✈❡ ❈♦rr❡❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❙②♠♠❡tr②
❇r❡❛❦✐♥❣✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 7✱ ♣♣✳ ✶✽✽✽✲✶✾✶✵ ✭✶✾✼✸✮✳

❬✷✷❪ ▲✳ ❘❛♥❞❛❧❧ ✏❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ■♥✢❛t✐♦♥✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲♣❤✴✾✼✶✶✹✼✶ ✭✶✾✾✼✮✳

❬✷✸❪ ❘✳ ❑❛❧❧♦s❤✱ ❆✳ ▲✐♥❞❡✱ ❑✳ ❆✳ ❖❧✐✈❡ ❛♥❞ ❚✳ ❘✉❜❡ ✏❈❤❛♦t✐❝ ✐♥✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣✱✑
❛r❳✐✈✿ ❤❡♣✲t❤✴✶✶✵✻✳✻✵✷✺ ✭✷✵✶✶✮✳

❬✷✹❪ ❙✳✲❍✳ ❍❡♥r② ❚②❡ ✏❇r❛♥❡ ■♥✢❛t✐♦♥✿ ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈♦s♠♦s✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲
t❤✴✵✻✶✵✷✷✶ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✷✺❪ ❲✳ P❛✉❧✐ ✏❚❤❡ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❇❡t✇❡❡♥ ❙♣✐♥ ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ 58✱ ♣♣✳ ✼✶✻✲✼✷✷ ✭✶✾✹✵✮✳

❬✷✻❪ ▼✳ ❋✐❡r③ ✏Ü❜❡r ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❦rä❢t❡❢r❡✐❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♠ ❙♣✐♥✱✑ ❍❡❧✈✳
P❤②s✳ ❆❝t❛ 12✱ ♣♣✳ ✸✲✶✼ ✭✶✾✸✾✮✳

❬✷✼❪ P✳ ❆✳ ▼✳ ❉✐r❛❝ ✏❚❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❊❧❡❝tr♦♥✱✑ Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆ 117✱ ♣♣✳ ✻✶✵✲✻✷✹
✭✶✾✷✽✮✳

❬✷✽❪ P✳ ❆✳ ▼✳ ❉✐r❛❝ ✏❆ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ Pr♦t♦♥s✱✑ Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆ 126✱ ♣♣✳ ✸✻✵✲✸✻✺
✭✶✾✸✵✮✳

❬✷✾❪ P✳ ❆✳ ▼✳ ❉✐r❛❝✱ ❚❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❈❧❛r❡♥❞♦♥ Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞ ✭✶✾✺✽✮✳

❬✸✵❪ ❖✳ ❑❧❡✐♥ ✏◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❢ü♥❢❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱✑ ❩ P❤②s✐❦ 37✱ ♣♣✳ ✽✾✺✲✾✵✻
✭✶✾✷✻✮✳

❬✸✶❪ ❲✳ ●♦r❞♦♥ ✏❉❡r ❈♦♠♣t♦♥❡✛❡❦t ♥❛❝❤ ❞❡r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡✱✑ ❩ P❤②s✐❦ 40✱ ♣♣✳ ✶✶✼✲✶✸✸
✭✶✾✷✻✮✳

❬✸✷❪ ❈✳ ◆✳ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳ ▼✐❧❧s ✏❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ■s♦t♦♣✐❝ ❙♣✐♥ ❛♥❞ ■s♦t♦♣✐❝ ●❛✉❣❡ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡✱✑ P❤②s✳
❘❡✈✳ 96✱ ♣♣✳ ✶✾✶✲✶✾✺ ✭✶✾✺✹✮✳

❬✸✸❪ ❏✳ ▼❛❣✉❡✐❥♦ ✏◆❡✇ ✈❛r②✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t t❤❡♦r✐❡s✱✑ ❛r❳✐✈✿❛str♦✲♣❤✴✵✸✵✺✹✺✼ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✸✹❪ P✳ ❲✳ ❍✐❣❣s ✏❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr✐❡s✱ ♠❛ss❧❡ss ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞s✱✑ P❤②s✳ ▲❡tt✳ 12✱ ♣♣✳
✶✸✷✲✶✸✸ ✭✶✾✻✹✮✳

❬✸✺❪ P✳ ❲✳ ❍✐❣❣s ✏❇r♦❦❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼❛ss❡s ♦❢ ●❛✉❣❡ ❇♦s♦♥s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ 13✱ ♣♣✳
✺✵✽✲✺✵✾ ✭✶✾✻✹✮✳

✶✾✺



❬✸✻❪ ❙✳ ▲✳ ●❧❛s❤♦✇ ✏P❛rt✐❛❧✲s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱✑ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ 22✱ ♣♣✳ ✺✼✾✲✺✽✽ ✭✶✾✻✶✮✳

❬✸✼❪ ❙✳ ❲❡✐♥❜❡r❣ ✏❆ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ▲❡♣t♦♥s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ 19✱ ♣♣✳ ✶✷✻✹✲✶✷✻✻ ✭✶✾✻✼✮✳

❬✸✽❪ ❆✳ ❙❛❧❛♠ ✏❲❡❛❦ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱✑ ✐♥ ❙✈❛rt❤♦❧♠✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② P❛rt✐❝❧❡ ❚❤❡♦r②✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❚❤❡ ◆♦❜❡❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ❤❡❧❞ ✐♥ ✶✾✻✽ ❛t ▲❡r✉♠✱ ❙✇❡❞❡♥✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ♣♣✳ ✸✻✻✲✸✼✼
✭✶✾✻✽✮✳

❬✸✾❪ ❈✳ ❆✳ ❘❡❣❛❧✱ ▼✳ ●r❡✐♥❡r ❛♥❞ ❉✳ ❙✳ ❏✐♥ ✏❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❈♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❡r♠✐♦♥✐❝
❆t♦♠ P❛✐rs✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ 92✱ ✵✹✵✹✵✸ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✹✵❪ ▼✳ ●r❡✐♥❡r✱ ❈✳ ❆✳ ❘❡❣❛❧ ❛♥❞ ❉✳ ❙✳ ❏✐♥ ✏❋❡r♠✐♦♥✐❝ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡s✱✑ ❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱
❆t♦♠✐❝ P❤②s✐❝s ✶✾✿ ❳■❳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆t♦♠✐❝ P❤②s✐❝s 770✱ ♣♣✳ ✷✵✾✲✷✶✼ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✹✶❪ ❏✳ ●♦❧❞st♦♥❡ ✏❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r✐❡s ✇✐t❤ ❙✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ❙♦❧✉t✐♦♥s✱✑ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦ 19✱ ♣♣✳ ✶✺✹✲✶✻✹
✭✶✾✻✶✮✳

❬✹✷❪ ❏✳ ●♦❧❞st♦♥❡✱ ❆✳ ❙❛❧❛♠ ❛♥❞ ❙✳ ❲❡✐♥❜❡r❣✱ ✏❇r♦❦❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ 127✱ ♣♣✳ ✾✻✺✲✾✼✵
✭✶✾✻✷✮✳

❬✹✸❪ ❆✳ ❙❛❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✏❖♥ ●♦❧❞st♦♥❡ ❋❡r♠✐♦♥✱✑ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇ 49✱ ♣♣✳ ✹✻✺✲✹✻✼ ✭✶✾✼✹✮✳

❬✹✹❪ ❋✳ ❙tr♦❝❝❤✐✱ ❙②♠♠❡tr② ❇r❡❛❦✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ❇❡r❧✐♥ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✹✺❪ ●✳ ❋❡❧❞❡r✱ ▲✳ ❑♦❢♠❛♥ ❛♥❞ ❆✳ ▲✐♥❞❡ ✏❚❛❝❤②♦♥✐❝ ■♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❙②♠✲
♠❡tr② ❇r❡❛❦✐♥❣✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 64✱ ✶✷✸✺✶✼ ✭✷✵✵✶✮✳

❬✹✻❪ ●✳ ❘✳ ❙✳ ❋❛rr❛r ❛♥❞ ▼✳ ❊✳ ❙❤❛♣♦s❤♥✐❦♦✈ ✏❇❛r②♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳ 70✱ ♣♣✳ ✷✽✸✸✲✷✽✸✻ ✭✶✾✾✸✮✳

❬✹✼❪ ❏✳ ❉✳ ❇❥♦r❦❡♥ ❛♥❞ ❙✳ ❉✳ ❉r❡❧❧✱ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✻✹✮✳

❬✹✽❪ ▲✳ ❍✳ ❘②❞❡r✱ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✱ ✷♥❞ ❊❞✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭✶✾✾✻✮✳

❬✹✾❪ ❋✳ ▼❛♥❞❧ ❛♥❞ ●✳ ❙❤❛✇✱ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✾✸✮✳

❬✺✵❪ ▼✳ P❡s❦✐♥ ❛♥❞ ❉✳ ❙❝❤r♦❡❞❡r✱ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞ ❚❤❡♦r②✱ ❲❡st✈✐❡✇ Pr❡ss✱
❇♦✉❧❞❡r ✭✶✾✾✺✮✳

❬✺✶❪ ❈✳ ❲✳ ▼✐s♥❡r✱ ❑✳ ❙✳ ❚❤♦r♥❡ ❛♥❞ ❏✳ ❆✳ ❲❤❡❡❧❡r✱ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❲✳ ❍✳ ❋r❡❡♠❛♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✼✸✮✳

❬✺✷❪ ❍✳ ❲❡②❧✱ ✏❊❧❡❦tr♦♥ ✉♥❞ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱✑ ❩ P❤②s✐❦ 56✱ ♣♣✳ ✸✸✵✲✸✺✷ ✭✶✾✷✾✮✳

❬✺✸❪ ❙✳ ❚✳ ❆❧✐ ❛♥❞ ▼✳ ❊♥❣❧✐➨ ✏◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s✿ ❆ ●✉✐❞❡ ❢♦r P❤②s✐❝✐sts ❛♥❞ ❆♥❛❧②sts✱✑ ❘❡✈✳
▼❛t❤✳ P❤②s✳ 17✱ ♣♣✳ ✸✾✶✲✹✾✵ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✺✹❪ ▲✳ ❉✳ ▲❛♥❞❛✉ ❛♥❞ ❊✳ ▼✳ ▲✐❢s❤✐t③✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✺✱ ✸♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞
✭✶✾✽✵✮✳

❬✺✺❪ ❑✳ ❍✉❛♥❣✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✾✵✮✳

✶✾✻



❬✺✻❪ P✳ ❆✳ ▼✳ ❉✐r❛❝ ✏◗✉❛♥t✐③❡❞ ❙✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ■♥ ❚❤❡ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞s✱✑ Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳
❆ 133✱ ♣♣✳ ✻✵✲✼✷ ✭✶✾✸✶✮✳

❬✺✼❪ ❨✳ ❈❤❡♥✱ ❆✳ ❆❧❡①❛♥❞r✉✱ ❙✳ ❏✳ ❉♦♥❣✱ ❚✳ ❉r❛♣❡r✱ ■✳ ❍♦r✈❛t❤✱ ❋✳ ❳✳ ▲❡❡✱ ❑✳ ❋✳ ▲✐✉✱ ◆✳ ▼❛t❤✉r
❡t ❛❧✳ ✏●❧✉❡❜❛❧❧ ❙♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ▼❛tr✐① ❊❧❡♠❡♥ts ♦♥ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ▲❛tt✐❝❡s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 73✱
✵✶✹✺✶✻ ✭✷✵✵✻✮✳

❬✺✽❪ ●✳ ❇❡rt♦♥❡✱ ❉✳ ❍♦♦♣❡r ❛♥❞ ❏✳ ❙✐❧❦ ✏P❛rt✐❝❧❡ ❞❛r❦ ♠❛tt❡r✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱✑
P❤②s✳ ❘❡♣✳ 405✱ ♣♣✳ ✷✼✾✲✸✾✵ ✭✷✵✵✺✮✳

❬✺✾❪ P✳ ❏✳ ❊✳ P❡❡❜❧❡s ❛♥❞ ❇✳ ❘❛tr❛ ✏❚❤❡ ❝♦s♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❞❛r❦ ❡♥❡r❣②✱✑ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳
75✱ ♣♣✳ ✺✺✾✲✻✵✻ ✭✷✵✵✸✮✳

❬✻✵❪ ❊✳ P✳ ❱❡r❧✐♥❞❡ ✏❖♥ t❤❡ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ●r❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ▲❛✇s ♦❢ ◆❡✇t♦♥✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲t❤✴✶✵✵✶✳✵✼✽✺
✭✷✵✶✵✮✳

❬✻✶❪ ❆✳ ❉✳ ❙❛❦❤❛r♦✈ ✏❱❛❝✉✉♠ ◗✉❛♥t✉♠ ❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥s ■♥ ❈✉r✈❡❞ ❙♣❛❝❡ ❆♥❞ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ❖❢ ●r❛✈✐✲
t❛t✐♦♥✱✑ ❙♦✈✐❡t P❤②s✐❝s✕❉♦❦❧❛❞② 12✱ ♣♣✳ ✶✵✹✵✲✶✵✹✶ ✭✶✾✻✽✮✳

❬✻✷❪ ▼✳ ❱✐ss❡r ✏❙❛❦❤❛r♦✈✬s ✐♥❞✉❝❡❞ ❣r❛✈✐t②✿ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱✑ ▼♦❞✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❆ 17✱ ♣♣✳
✾✼✼✲✾✾✷ ✭✷✵✵✷✮✳

❬✻✸❪ ❆✳ Pr♦❝❛ ✏❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❡t
▲❡ ❘❛❞✐✉♠ 7✱ ♣♣✳ ✸✹✼✲✸✺✸ ✭✶✾✸✻✮✳

❬✻✹❪ ❆✳ Pr♦❝❛ ✏❙✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣♦s✐t♦♥✱✑ ❈♦♠♣t❡s r❡♥❞✉s ❞❡ ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s 202✱ ♣♣✳
✶✸✻✻✲✶✸✻✽ ✭✶✾✸✻✮✳

❬✻✺❪ ❍✳ ❨✉❦❛✇❛ ✏❖♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt✐❝❧❡s✱✑ ❏P❙❏ 17✱ ♣♣✳ ✹✽✲✺✼ ✭✶✾✸✺✮✳

❬✻✻❪ ●✳ ❇✉r❞❡t ❛♥❞ ▼✳ P❡rr✐♥ ✏●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ✇✐t❤♦✉t ❣r❛✈✐t♦♥s✱✑ ▲❡tt✳ ▼❛t❤✳ P❤②s✳ 25✱ ♣♣✳
✸✾✲✹✺ ✭✶✾✾✷✮✳

❬✻✼❪ ❙✳ ◆✳ ●✉♣t❛ ✏◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱✑ ✐♥ ❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ●❡♥❡r❛❧ ❘❡❧❛t✐✈✐t②✱
P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱ ♣♣✳ ✷✺✶✲✷✺✽ ✭✶✾✻✷✮✳

❬✻✽❪ ▼✳ ❍✳ ●♦r♦✛ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❣♥♦tt✐ ✏◗✉❛♥t✉♠ ❣r❛✈✐t② ❛t t✇♦ ❧♦♦♣s✱✑ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇ 160✱ ♣♣✳ ✽✶✲✽✻
✭✶✾✽✺✮✳

❬✻✾❪ ❙✳ ❲✳ ❍❛✇❦✐♥❣✱ ❙✳ ❲❡✐♥❜❡r❣✱ ❘✳ P❡♥r♦s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✸✵✵ ❨❡❛rs ♦❢ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭✶✾✽✼✮✳

❬✼✵❪ ❈✳ ❘♦✈❡❧❧✐✱ ◗✉❛♥t✉♠ ●r❛✈✐t②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭✷✵✵✹✮✳

❬✼✶❪ ❆✳ ▲✐♥❞❡ ✏❆ ♥❡✇ ✐♥✢❛t✐♦♥❛r② ✉♥✐✈❡rs❡ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✢❛t♥❡ss✱
❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✱ ✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♠♦♥♦♣♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱✑ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❇ 108✱ ♣♣✳ ✸✽✾✲✸✾✸
✭✶✾✽✷✮✳

❬✼✷❪ ❆✳ ▲✐♥❞❡ ✏■♥✢❛t✐♦♥❛r② ❚❤❡♦r② ✈❡rs✉s ❊❦♣②r♦t✐❝✴❈②❝❧✐❝ ❙❝❡♥❛r✐♦✱✑ ❛r❳✐✈✿❤❡♣✲t❤✴✵✷✵✺✷✺✾ ✭✷✵✵✷✮✳

✶✾✼



❬✼✸❪ ❆✳ ❱✐❧❡♥❦✐♥ ✏◗✉❛♥t✉♠ ❈r❡❛t✐♦♥ ❖❢ ❯♥✐✈❡rs❡s✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❉ 30✱ ♣♣✳ ✺✵✾✲✺✶✶ ✭✶✾✽✹✮✳

❬✼✹❪ ❍✳ ❲❡②❧✱ ❚❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●r♦✉♣s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❉♦✈❡r✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✺✵✮✳

❬✼✺❪ ❏✳ ❲❡ss ❛♥❞ ❇✳ ❩✉♠✐♥♦ ✏❙✉♣❡r❣❛✉❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱✑ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ ❇ 70✱
♣♣✳ ✸✾✲✺✵ ✭✶✾✼✹✮✳

❬✼✻❪ P✳ ❈✳ ❲❡st✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙✉♣❡r❣r❛✈✐t②✱ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡
✭✶✾✾✵✮✳

❬✼✼❪ ❏✳ ❲❡ss ❛♥❞ ❏✳ ❇❛❣❣❡r✱ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❙✉♣❡r❣r❛✈✐t②✱ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥
✭✶✾✾✷✮✳

❬✼✽❪ ▲✳ ❈❛st❡❧❧❛♥✐✱ ❘✳ ❉✬❆✉r✐❛ ❛♥❞ P✳ ❋ré✱ ❙✉♣❡r❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ❙✉♣❡rstr✐♥❣s✿ ❛ ●❡♦♠❡tr✐❝ P❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✭✶✾✾✶✮✳

❬✼✾❪ ▼✳ ❇✳ ●r❡❡♥✱ ❏✳ ❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ❊✳ ❲✐tt❡♥✱ ❙✉♣❡rstr✐♥❣ ❚❤❡♦r②✱ t✇♦ ✈♦❧✉♠❡s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✭✶✾✽✼✮✳

❬✽✵❪ ❆✳ ❊✐♥st❡✐♥✱ ❇✳ P♦❞♦❧s❦② ❛♥❞ ◆✳ ❘♦s❡♥ ✏❈❛♥ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❄✱✑ P❤②s✳ ❘❡✈✳ 47✱ ♣♣✳ ✼✼✼✲✼✽✵ ✭✶✾✸✺✮✳

❬✽✶❪ ❏✳ ❙✳ ❇❡❧❧ ✏❖♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱✑ ❘❡✈✳ ▼♦❞✳ P❤②s✳ 38✱
♣♣✳ ✹✹✼✲✹✺✷ ✭✶✾✻✻✮✳

❬✽✷❪ ❏✳ ❙✳ ❇❡❧❧ ✏❖♥ t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ P♦❞♦❧s❦② ❘♦s❡♥ P❛r❛❞♦①✱✑ P❤②s✐❝s 1✱ ♣♣✳ ✶✾✺✲✷✵✵ ✭✶✾✻✹✮✳

❬✽✸❪ ❊✳ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✏❉✐❡ ❣❡❣❡♥✇ärt✐❣❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦✱✑ ❉✐❡ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥
23✱ ♣♣✳ ✽✵✼✲✽✶✷ ✭✶✾✸✺✮✳

❬✽✹❪ ❍✳ ❲✐♠♠❡❧✱ ◗✉❛♥t✉♠ ♣❤②s✐❝s & ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❛❧✐t②✿ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✲
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