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Résuḿe :

Dans le domaine des vibrations moyennes fréquences, le comportement des structures est gouverné par l’amor-
tissement qui, dans le cas d’assemblages de sous-structures est le plus souvent localisé dans les liaisons. La
description du mod̀ele de jonction dans ce domaine n’étant pas fiǵee, il est int́eressant de pouvoir disposer d’une
méthode permettant de changer aisément la description des liaisons, notamment en vue de l’identification d’un
mod̀ele ad hoc. Ce travail est dédíe à la prise en compte aisée de mod̀eles de liaisons complexes en moyennes
fréquences : masse, raideur, amortissement hét́erog̀enes. L’outil utiliśe pour un calcul moyennes fréquences effi-
cace est la Th́eorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC), qui, outre le très faible côut de calcul auquel
elle conduit, met l’accent sur les jonctions entre sous-structures. Afin de tirer pleinement parti de cette aspect
liaison, une version sous-structurée de la TVRC est présent́ee, dans lequel des modèles de liaisonśelaboŕes sont
introduits.

Abstract :

The response of structures under medium frequency vibration load strongly depends on the dissipative phenomena,
which, in the case of assemblies, are localized, for the main part, in the joints between substructures. Their mo-
delization is not definitively established, and it is interesting to use a method allowing to easily change de joints
models, in order to identify them. This paper is dedicated to a commode strategy to compute different complex
joints (including heterogeneous stiffness, mass and damping) in medium frequency vibrations. We use the Variatio-
nal Theory of Complex Rays (VTCR), which, besides its very low computational cost, emphasizes the modelization
of joints between substructures. In order to get the best of this formulation, a substructured version of the VTCR is
derived, and elaborate joints model are implemented.

Mots-clefs :

Moyennes Fŕequences, TVRC, Sous-Structuration, Liaisons H́etérogènes, Amortissement

1 Introduction

Le comportement vibratoire d’une structure dans le domaine des moyennes fréquences
dépend beaucoup des phénom̀enes dissipatifs, qui sont principalement gouvernés par les condi-
tions de transmission entre les sous-structures. Pour des structures industrielles, ces jonctions
- soudures, rivets, boulons - sont très difficilesà mod́eliser età identifier[1]. De plus, dans
ce domaine de fréquence, la densité modale rend la solution très sensible aux défauts et aux
conditions aux limites. Pour affronter ces problèmes, notre stratégie passe par l’utilisation de
la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC)[2]. Cette méthode adopte une vision
par sous-structure, et met ainsi l’accent sur la prise en compte des liaisonsà travers l’utilisa-
tion d’une formulation variationnelle de toutes les conditions aux limites. Ainsi des modèles
élaboŕes de jonctions peuventêtre introduits aiśement. Le second ingrédient de cette stratégie
est l’utilisation de fonctions de basèa fort contenu ḿecanique,̀a deuxéchelles, qui permet
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une analysèa tr̀es faible côut. Ce n’est pas le cas des méthodeśeléments finis qui sont forcées
d’adapter la taille du problèmeà la fŕequence de l’́etude[3], ce qui conduit̀a des côuts prohi-
bitifs dans ce domaine de fréquence. C’est pourquoi de nombreux travaux visentà enrichir ces
méthodes[4].

La formulation utiliśee dans la version classique de la TVRC couple l’ensemble des condi-
tions aux limites et de transmission entre les sous-structures[5], ce qui rend difficile la modifi-
cation d’un mod̀ele de liaison, par exemple dans le contexte de l’identification. Pour permettre
de contourner cette difficulté, nous pŕesentons ici une version sous-structurée de la TVRC,
fondée sur la śeparation entre interfaces et sous-structures. Un exemple montre le potentiel de
la méthode pour introduire dans la TVRC des modèles fins de jonctions.

2 Une version sous-strutuŕee de la TVRC

2.1 Problème mod̀ele

Pour simplifier la pŕesentation, on considère le probl̀eme mod̀ele d’une structure composée
de deux plaques de Kirchhoff-LoveS1 et S2, minces,́elastiques, isotropes, assemblées le long
de l’interfaceΓ12, dont onétudie les vibrations forćeesà une fŕequenceω. Sur une partie
∂MdSj et ∂T dSj de leurs frontìeres∂S1 et ∂S2 sont impośees des quantités statiques (moment
fléchissant, effort tranchant)Md

j et T d
j , et sur les parties∂wdSj et ∂wd

n
Sj sont impośees des

quantit́es cińematiques (fl̀eche, rotation)wd
j etwd

n, j (voir Figure (1)).
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FIG. 1 – Probl̀eme mod̀ele.

Notations. Pourj = 1, 2, on construit l’espaceSj
ad des couples (fl̀eche-moment fĺechissant)

admissibles surSj, c’està dire v́erifiant l’équation d’́equilibre dynamique locale, et la relation
de comportement de la sous-structureSj, soit :

sj = (wj, Mj) ∈ Sj
ad ⇔































wj ∈ U (déplacements à énergie finie H1
(S))

Mj ∈ S (moments à énergie finie [L2
(S)]

3)

∆∆wj − k4
j wj = 0 on Sj

Mj =
2h3

j

3
(1 + iηj)Kj, PS X (wj)

(1)

où k4
j =

3ρjω
2(1 − ν2

j )

(1 + iηj)Ejh
2
j

est le nombre d’onde de la plaquej, Kj, PS est l’oṕerateur de Hooke

en contraintes planes, etX est l’oṕerateur de courbure.
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2.2 Version sous-structuŕee de la TVRC

La TVRC propose de construire des fonctions de forme admissibles, c’està dire apparte-
nantà (Sj

ad, ∀j). Cetteétape est abordée plus loin. La solution approchée est ensuite obtenue
au moyen d’une formulation variationnelle ad hoc[2] portant sur les conditions aux limites et
d’interface, ce qui est adapté la prise en compte de modèles connus de liaisons. Toutefois elle
couple l’ensemble des conditions aux limites de toutes les sous-structures, ce qui présente un
manque de souplesse dans le cadre de l’identification ou de l’amélioration des mod̀eles de liai-
sons. Pour briser cette globalité nous proposons ici une version “sous-structurée” de la TVRC.
Cette reformulation repose sur l’isolement des interfaces entre sous-structures (voir Figure (2)).
A cette fin, la structure est décompośee en sous-structures et interfaceΓ12, lequel poss̀ede ses
propres grandeursMj etwj. On commence paŕecrire la compatibilit́e sous-structure/interface ;
on ŕesout ensuite le problème entier comprenant le modèle d’interface.
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FIG. 2 – Version sous-structurée de la TVRC.

2.2.1 Compatibilité sous-structures/interface

Cetteétape consistèa assurer la compatibilité des grandeurs d’interfaceMj etwj avec celles
de la sous-structureSj correspondante. Plusieurs approches sont possibles ; nous avons choisi
de privilégier une approche basée sur la condensation des quantités des sous-structures, dans
laquelleMj est impośe sur le bordΓ12 deSj. Ce probl̀eme est ŕesolu par la version classique
de la TVRC : il s’agit d’une formulation globale des conditions aux limitesà la fois en terme
d’efforts et de d́eplacements,̀a travers l’́equilibre global des puissances virtuelles aux limites de
la sous-structure, qui s’écrit :

Re

{

− iω
(

−
∫

∂
wdSj

δTj (wj − wd
j )

∗ dL +
∫

∂
wd

n
Sj

δMj (wj, nj
− wd

j, nj
)∗ dL

+
∫

∂Md
Sj

(Mj − Md
j ) δw∗

j, nj
dL −

∫

∂
KdSj

(Tj − T d
j ) δw∗

j dL
)

+
∫

Γ12

(Mj − M j) δw∗
j, nj

dL
)

}

= 0

(2)

d’où on obtient la quantité cińematique d’interfacewj, nj
qui doit êtreégaleà la quantit́e wj, nj

de la sous-structure. Ainsi l’admissibilité sous-structure/interfaceSΓ, j
ad s’écrit :

sj = (wj, nj
, M j) ∈ SΓ, j

ad ⇔ wj, nj
= fj(M j) + gd

j (3)

où gd
j provient des conditions aux limites imposées sur∂Sj, et fj résulte de la condensation

sur Γ12 des quantit́es de la sous-structure. Cette formulation des conditions aux limitesétant
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faible, on peut se demander si la prise en compte de modèles fins de liaison grâceà cette ḿethode
est possible. L’exemple présent́e dans la suite permettra de valider la méthode.

2.2.2 Probl̀eme final

Les équations restant̀a vérifier sont celles de l’interface. Par exemple dans le cas d’une
jonction parfaitement rigide on a :

- Compatibilit́e w1, n
1

= w2, n
2

- Equilibre M1 + M2 = 0
(4)

Pour les v́erifier, on cherche les fonctions deSΓ, j
ad minimisant un ŕesidu E2

Interface de ces
équations. Une fois les fonctions de forme et les quantités d’interface discrétiśees, le probl̀eme
est donćecrit sous la forme d’une minimisation sous contraintes d’une forme quadratique ; la
prise en compte de l’admissibilité sous-structure/interface sera résolue par l’utilisation de mul-
tiplicateurs de Lagrange.

Trouversj = (wj, nj
, M j) ∈ SΓ, j

ad , ∀j, minimisant :

E2
Interface =

∫

Γ12

‖w1, n
1
− w2, n

2
‖2dL + g

∫

Γ12

‖M1 + M2‖
2dL

(5)

oùg permet d’adimesionner les termes. Les contraintes de minimisation des sous-structures sont
ainsi assemblées une fois pour toutes, et seule l’écriture du ŕesidu change avec leséquations de
liaison, ce qui assouplit la modification du modèle en vue d’une d́emarche d’identification.

2.3 Fonctions de forme

Les fonctions de forme sont recherchées dans l’espaceSj
ad sous forme de la superposition de

modes̀a deuxéchelles :wj (X, P ) = ei
√

ωP .X Uj (X, P ) oùP , caract́eristique du mode de vibration,
est choisi de façoǹa vérifier à la fois la relation de comportement et l’équation d’́equilibre
local. ei

√
ωP .X constitue la partie rapide de la vibration, qui est connue explicitement, tandis

que Uj (X, P ) est la partie lente, et devient l’inconnue. Dès lors, la discŕetisation qui portera
uniquement sur la partie lente conduiraà une taille de problème tr̀es ŕeduite, et ind́ependante de
la fréquence. La Figure (3) montrent de tels modes concernant la zone intérieure ou la zone bord
d’une sous-structure. Pour résoudre le problème de façon nuḿerique, cet espace admissible sera
discŕetiśe en prenant en compte toutes les directions de propagation possibles pour les rayons.

3 Prise en compte de mod̀eles h́etérogènes de liaison

3.1 Modèles de liaisons h́etérogènes

Afin de donner des simulations réalistes du comportement d’une jonctions, des modèles
précis de liaisons ont́et́e incorpoŕesà la TVRC. Les mod̀eles propośes int̀egrent en effort tran-

FIG. 3 – Fonctions admissibles au sens de la TVRC.
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17 èmeCongr̀es Français de Ḿecanique Troyes, – septembre 2005

chant et en flexion des raideurskt etkf , massem et inertieJ , et amortissementsηt etηf . Chacun
de ces param̀etres est une quantité distribúee sur l’interface, et peut doncêtre non constante, de
façonà simuler une liaison h́et́erog̀ene, par exemple boulonnée, rivet́ee, etc :














1
2
(−Tj + Tk) = −kt(1 + iηt)(wj − wk) Relation de comportement,

Tj + Tk = −ω2m
2

(wj + wk) Equilibre dynamique
1
2
(−Mj + Mk) = −kf (1 + iηf )(wj, nj

− wk, nk
) Relation de comportement

Mj + Mk = −Jω2

2
(wj, nj

+ wk, nk
) Equilibre dynamique

(6)

qui permettent de construire le résidu suivant :

E2
Interface = g1

∫

Γ12

‖1
2
(−Tj + Tk) + kt(1 + iηt)(wj − wk)‖

2dL

+ g2

∫

Γ12

‖Tj + Tk + ω2m
2

(wj + wk)‖
2dL

+ g3

∫

Γ12

‖1
2
(−Mj + Mk) + kf (1 + iηf )(wj, nj

− wk, nk
)‖2dL

+ g4

∫

Γ12

‖Mj + Mk + Jω2

2
(wj, nj

+ wk, nk
)‖2dL

(7)

La Figure (4) montre la mod́elisation et le calcul d’une telle liaison, dans lequel l’encastre-
ment, sur un des cotés de la plaque, est boulonné : la raideur est mod́elisée de façon discontinue
le long de la jonction.

FIG. 4 – Mod́elisation et calcul d’une interface hét́erog̀ene.

3.2 Comparaison avec un code de calcul EF

Pour valider l’approche préćedente, un comparaison avec un code de calculélément finis a
ét́e ŕealiśee. La structure préćedente áet́e calcuĺeeà la fois avec la TVRC en utilisant256 d.d.l.,
et avec NASTRAN, ce qui ńecessite82863 d.d.l. pour avoir dix́eléments par longueur d’onde
afin de repŕesenter correctement la vibration. La carte des déplacements normaux est présent́ee
sur la Figure (5). Les valeurs maximales obtenues sont correctes :5.26 10−4 m avec la TVRC,
et4.96 10−4 m avec NASTRAN, ce qui représente une diff́erence de6 %.

Ce calcul permet de valider la méthode sur deux points : tout d’abord la version sous-
structuŕee donne les bons résultats - comme la version classique de la TVRC - tout en four-
nissant une commodité au niveau de la modélisation des liaisons toutà fait int́eressante pour les
perspectives̀a venir. Ensuite il montre que la prise en compte de modèles fins de liaisons,́etape
nécessairèa des simulations réalistes, est tout̀a fait envisageable par cette méthode malgŕe la
résolution des conditions de transmission par une formulation variationnelle.
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FIG. 5 – Comparaison avec NASTRAN (245 Hz) : (a) solution TVRC, (b) solution NASTRAN.

4 Conclusion

La Théorie Variationnelle des Rayons Complexes est une approche prédictive d́edíee au
calcul des vibrations dans le domaine des moyennes fréquences. Ses spécificités permettent
d’effectuer, avec un côut très ŕeduit, l’analyse d’une structure incluant des liaisons complexes
et dissipatives, susceptibles de représenter un comportement réel, ce qui est un enjeu majeur
pour la simulation d’une structure de taille industrielle. La version sous-structurée pŕesent́ee
ici permet d’apporter une facilité suppĺementaire pour le traitement de ces liaisons. Dans des
travaux futurs, les avantages de cette formulation seront pleinement utilisés pour mener̀a bien
l’identification des param̀etres de liaisoǹa partir d’essais exṕerimentaux.
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