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GENERATION DE MODELES
POUR LA SYNTHESE MODALE

Pirouz DJOHARIAN
ACROE-LIFIA

INPG - 46 av. Félix Viallet - 38000 Grenoble - France

RESUME

Dans le hvibrants tru
des obje icimodèles ar ordinateu. L,oudl doit permetne
au musicien, e des objets sonores, de créer, à
I'intérieur du c t offert, ses modèles màdaux. nn A,autres æÀes,il faut dispose )n que ceux utilisant des mesures sur des objets
matériels concrets (tests modaux) ou ceux fondés sur I'analyse d'uæ abstraction mathématiquË de
ces objets.

nt les pertuôations introduites par I'assemblage
le modèle résultant. Il est possible de combioeradditivement plusieurs assemblages 

_; l'utilisatÊur peut donc expérimenter res assemblages
orthogonaux par combinaisons des éléments d'une base. Il peut ainsi exprorer, avec un ceràin
degré dhbstraction, des combinaisons variées de modes des deux sEuctures assemblées.

une extension naturelle consiste à considérer des complexes de modères assembrés deùx à deuxortbogonalernena. cette exEnsion pennet, entre autei, d'obænir des modèles représentant dessEuctures fibré€s.
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ABSTRACT

In sound sytthzsis by physical models, the mod,al modelisation of vibroting systens is one wty
to bridge thc strucfi.rul (geonctddtncclanical) representstion of the objeas and their percepuàI
properties. In this instance, we shall be tacHing the problem of constructing nodal nodets as
part of a conputer musical creation tool. The mtsiciaa shoul.d be able to use the latter to create
his own modal models from his physical appropriation of sound objects within the
expefimentation rteld that is open to him In other words, other construction procedures nust be
a.vaila-ble than those using meosurements on concrete material objects (i-e. modal testind, or
those based on thc analysis of a nalhenatical absûaction of thase objecls.

A:atural means of generating complex models Jrom simpler ones is assembling thz represented
objects by viscoalastic liaisons. The problem hcre is how to calculate thz 

"assembied 
object

nmdel from component models. Some assembly t1pes, that we shnll qualily as onhogonal,'are
compatibk with the nodal sttucture of the basic modcls. This enobtis siiple evahàion of the
penurbations introd.ured by assembly onto eaù of the rnodcls and to iirectly calculati the
resuhant model. It is possible to additively combine several, assemblies; the usàr can thcrelore
erperirncnt with several onhogonal assenblies by combinations of the elements of a basis, and
in this way he can explare vaied combinations of the nodes of thc'tvJo assembled itructures-

A natural extension consists in considering complzxes of models assembled two by two
onhogonally. Amongs, othe r thws, this enensian enabres mders representing fibred strucnres
to be obrained
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I - coNrnxtn GLoBAL ET MorrvATroNs GENERALEs

ce travail se situe dans le cadre de la conception et la réalisation d'un outil de création
musicale par ordinateur [Cadoz 1988]. En
sons musicaux, tout en restituant à I'utilis
sensori-moûeurs du jeu instrumental. Cette e

ue. L'universàlité des lois physiques et la neutralité de
ager une certaine universalité de I'outil, au-delà d,une
ue particulier.

Le modèle
restituer de
réintroduit
musicien peut ainsi, par Éférence à son a
concrets, construire des sons, en décrivant
p.roduiront. Ce.langage de description est sÉcifiq
des systèmes vibrants sv. Dans cè cadre, la nndélisation madale s'introduit comme un Dontentre.la _représentation structurelle (géométrique et dynamiquel aes oujets sùeJ t'eurspropriétés perceptuelles.

èles permet alors de munir ce champ d'un

ux-cl.

me de génération de modèles modaux. Nous

e, perceptuelles.
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La suite de I'article est ainsi organisée :

!-a partie F est une discussion générale sur les modèles modaux et la synthèse modale.
Nous soulignerons le_problème de l'existence du modèle modal associé à un objet SV.
Nous concluerols alors par un rappel sur la synthèse modale, un algorithme de
simulation des objets SV.
La partie
défrniron
donnant
problème

vibrants. En
n excitateur
mécanisrnes

orens 19901.

If - nronnr,rsATroN DE LA srRUcruRE vTBRANTE ET
SYNTHESE MODALE

déformable qui par ses attributs d'inertie et
autour d'une position d,équilibre stable).
nt de cette vibration. D'autres attributs
nt dans la nature de celle-ci. On exclut ici

I - L'objet matériel et ses modélisations
Appelons "univers des modèles physiques" (de la structure vibrante) I'ensemble des obietsmathémâtiq.ues modélisant struètrirelfemeni res objers de refeience. panni-;. ;"diii.:certains soulignent la structue intrinseque de I'objet àe reférence tandis qËà autre;;ï;;
en avant la fonctionnalité vibratoire dé celui-ci. Nous énumérons ici.dil i';rdrc-a;-;it"fonctionnalité croissante, les principaux types de modèles que l,oo p"il;;;;;;; ;bËde Éférence (cf Figure 5).

. les modèles non-finis : le qualifr
opposition aux types qui suivent ;
espace tridimensionnel et utilise le
repÉsente ses propriétés géométriques (par exempre sa continuité spatiare) et physiques

t22



par des champs de tenseurs de déformation et de conûainte, ainsi que sa masse
volumique. Une équation différentielle aux dérivées panielles reliant ces fonctions décrit
l'évolution des différents points de l'objet. En dehors des cas simples, ces modèles ne
sont_ pas,opéræoires pour les calculs effectifs et donc pour la synthèse numérique. Ceci
est dû à la complexité de I'infomntion rnatlÉmâtique quïs comportent

les modèles finis : on entend par là que le modèle décrit I'objet avec un nombre fini (qui
peut être très grand) de degré de liberté. En effet, une approximation permet àe
représenter l'état de I'objet par un systèrne fini de coordonnées holonomes p. Si on decrit
les caractéristique-s p^hysiques de I'objet à l'aide des fonctions d'énergie cinétique T, de
potentiel V et de la fonction de dissipation D, l'equation lagrangienne du mouvement
s'écrit alors :

ôtâp'i T + apiv+àp'1D=F1

où Fi est une force extérieure et p'q désigne la vitesse de déplacement selon la coordonnée
d'indice i. Dans le cas des vibrations à faibles amplitudes, par linéarisation autour de la
position d'fuuilibre, cette équation se ranÈne à l'équation matricielle :

Mp" +Zp' +Kp=F (1)

les matrices M, Z et K étant symétriq
viscosité et l'élasticité du svstème. La
positive, alors que K et Z sdnt définies
simplement au calcul effectif et à la simul
trois types particuliers :

modèle comme une approximation
tel modèle est constitué à partir de
se ponctuelle, ressort et frein sans

les matrices K et Z comme des matrices d
comme un réseau mécanique où les næuds
ressorts et freins en parallèles.

Ia donnée d'un æl Éseau équivaut alors à la donnée de :- n masses- n positions d'équilibre O1- n (n+l/2 rcssorts et freins caractérisés par leurs constantes de raideur et de frottementk et z, des éels positifs ou nuls.

Pour donner plus de Éalisme physique à cette représentation, on peut aussi munir chaoue
p1or-t -d'une longueur à vide lo et introduire parià un coeffrcient de preconnainte o li-
16,/l où I est sa longueur à l'équilibre.
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Après la linéarisation, les forces élasûques et visqueuses de cette liaison s'écrivent en
fonction du déplacement relatif d des exnémités de la façon suivante :

fehs = - [ k (1 - n) p(d) +kn d ]
fvisq=-zP(d)

où p(d) est la projection orthogonale du
d'équilibre. L'équation du mouvement est
matrice M est un€ matrice diagonale d'o
pÉcontrainte peuvent être positifs ou
système. Cependant I'hypothèse de
matrice K reste définie non-négative.

le modèle topologique :.le modèle topologique est une abstraction du modèle préédent.
La donnée d'un tel modèle est celle de trois matrices M, K et Z où M est uie matrice

positifs, K et Z des matrices symétriques
ves. Ceci revient à considérer un Éèau

ressorrs/rreins en parallètes, où l"r r"r.ortr"t"Tli:?tff1tiii1""l"\T: triii'ff:
raideur de signe quelconque. Il n'y a plus
longueur ou la projection orthogonalé (cf

n'a aucuné pertinence. forme spatiale (discÈte)' même si celle-ci

#ft#
Figurc 1

Représentation d'un modèle topologique

Il est clair qu'à_tout modèle spatial discret (à n masses) on peut associer un modèletopologique (à 3n masses) fonôtionnellemr nt equivalent. Dani certains *,G ;"d;i;
n trois modèles topologiques parallèles
modèle géométrique sur un dei axes de

ute liaison effective (i.e. avec des constantes
allèle à I'un des axes de coordonnées.

peut être réalisé par un modèle spatial discret
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où la matrice M n'est pas
it non-dégénérée et définie
. Cette matrice M peut être
s connexions par inertie.Cependant, si se ramener à un

réseau topol et de viscosité sont
K 1 = |,4- l/ 12 ainsi le Éseau
topologique normalisé associé à un modèle topologique généralisé.

læ modèle modal : le modèle modal représente la structure vibrante sous forme d'une
boîte munie de deux fenêtres d'entréè et de sortie définies par une matrice et sa
trânsposée et contenant une série - 

). En ce
sens.,. ce type de.modèIg présente 'que 

les
modèles précédents. En effet, inodes
caractéristiques .de vibration de re vibrante et les fenêtres représentent les
déformês modales associées aux modes.

f
+EI

xi

X=Qx
xl

Figure 2

Repésentation fonctionnelle d'un modèle modal

s distribue les forces à I'entree sur chaque
ceux-ci pour les foumir à la sortie. Nôus
modèle modal est un modèle structurel et

s.

2 - Le modèle modal

une n-cellule modale (ou mode) Test un couple (p,q) où rn est un osc lateur harmonique
de masse unitaire caractérisé par ses coostaotes àe 

"aideur 
et de viscosité k "a;;ù;vecteu non-nul de I'espace rêl n-dimensionnel ; le vecteur q est la déformée modale de 1.

ft fn

f= teF

Dfu-AcEl"GNrs
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Un mode 1 est oscillant si z2-4k < 0, auquel cas sa pulsation propre est le réel 1lb-z\llz ; i1
est stable si D0.

un modèle modal de dimension n est un ensemble fini de n-cellules modales 6 telles que les
déformées qi soient linéairement indépendantes.

On peut æsocier canoniquement uo 6
de^ fàçon que les deux systèmes (en t;;
même entr'ê alon nrêrne sortie). Posons en e iès
par les constantes de raideur et de viscosité des différents modes et e la matrice carÉe dont
les vecteurs colonnes sont les déformées modales. La matrice e est àonc inversible, notons
f;99 in1ersg. Le modèle topologique généralisé associé à c est alors défini par les marrices
M, K et Z telles que :

M = tPP,

QMQ=1
K=tP Km P
Km=tQKQ

etZ=tPZmP alon
etzm=t!-ZQ.

(2)

p. réseau uniforme), i.e.
lignes de Q sont deux à
où le modèle représente
tes sont connues sous le

nom de propriétés d'orthogonalité

>k mk Qki2 = I
EtmtQuQkj =0 sii+j.

Notons aussi que, si I'on pose L = Ml/2e, les matrices du modèle topologique normalisé
s'écrivent:

K1 =1{-ll2 g1y1-ll2 = L Krn L-1 et
Z1 = y-ll2 7 y-ll2 = y 7^y-l

on en deduit que K1 etzl sont diagonalisables sur la même base de vecteurs propres.

soit vérifié. Le modèle modal associé m e
Q = y-l/2 1. Notons que, L étant orthogonale, QMe est la matrice unité.
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Il est clair que les deux correspondances ainsi définies entre l'ensemble des modèles
modaux et celui des modèles topologiques sont symétriques. Rappelons que deux matrices
diagonalisables se diagonalisent sur la même b si et seulement si elles commutent.
Nous n'avons défini le modèle modal associé m que dans le cas où les matrices d'élasticité
et de viscosité du modèle topologique normalisé commutent.

K1Z1=11161

z'+1"2=f.

L'ensemble des solutions complexes de l,equation du mouvement :

Mx" +Zx' +Kx=F

(3)

ce critère est donc une condition nécessaire et suffisante pour I'existence du modèle modal
s alors que le modèle est à viscosité compatible. Cependant,
ue de cette égalité matricielle est délicate. Un cas particuliefest celui
ce linéaire entre M, K et Z

Z=oM+PK

auquel cas Zl=al + p K1 et donc Zp= 0 I + p Km.

Nous diron à lle (Vp). Cettepropriété a la d'une viscosité
exûerne (ou se proportionnelle
aux raideurs. I-e coefficient p garantit qu'un mode de vibration est d'autant plus amorti que
sa fréquence est plus élevée : ce qui, du point de we pratique, repÉsend une trypothèse
plausible.

Ajoutons encore que I'on peut introduire une autre version du modèle modal Dour doter une
classe éventuelleme_nt plus grande de modèles topologiques d'équivalents niodaux. Il fautpour cela complexifier (au sens algébrique) la noiion de-mode edde déformée moaari : *mode,caractérisé par le nombre.comp_léxe I, est un système qui prend à I'entrée une iorce
(99+Ot"nt, f(t) -et rend à ta sortie.le àéplacemenr (cômpbxô 

"(tl, sotutiàn ae féq";ii;
différcntielle scalaire du premier ordre

(4)

(plus pÉcisément, de l'fuuation homogène associée) est un espac€ de dimension 2n. Dans
certaines conditions cet ensemble est engendÉ pù des vecteurs du type q efu où À et q (Éels
ou complexes) sont tels que :

(5)

Q2u+t,z+K) q - 0. (6)
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Nous dirons alors que le système (5) est simple [Lancaster 1966]. Il existe alors un
changement de bæe défini par la matrice Q dont les colonnes sont les vecteurs q Éduisant
l'équation (5) à un systènle d'équations indépendantes du type (4). Noter que, M, Z et K
étant réels, les l" et q dans cette décomposition sont réels ou appârtiennent à des paires
complexes conjugués. Le système peut donc être représenté par le sclÉma suivant.

forces
éelles

forces
complexes
conjuguees

f réel

zr&l

déplâcements
complexes
conjugués

t
DEPI-AC-EMENTS

tr'igure 3

Modèle modal conrplexe.
A gauche, on représente les modes réels non-oscillants,
à droitc les modes complexes par paires conjuguées.

Notons que les matrices de changements de base étant complexes, les déformées indiquent
I'amplitude et la phase de chaque mode.

s large de systèmes
s de caractéristiques
sante peut s'énoncer

pour tout (1,q) vérifiant (6) il existe un vecteur r tel que

(1",r) vérifie (6) €r
tr(2?tM +Z)q+0.

En particulier, un simple calcul permet de vérifier qu'un modèle topologique à viscosité
compatible est simple si et seulement si tous ses moâes caractéristiqires ôni oscittants ou
sur-amortis (chaque cellule véilfie z2 - 4k + 0).

FORCESi

inl ri ilFt.aL[Ï luï

t2a



Par exemple, un résea! conservatif avec un mode d'inertie (k = 0) n'est pas simple. Il existe
donc des structures élémentaires qui n'admettent pas de modèle modal compiexe, ce qui
limite considérablement son intérêt dans le cadré de notre étude. D'autre part, I'Age6re
complexe alourdit les calculs pour la synthèse modale. Pour ces raisons, dans ce qui suit
nous ne considérons que les modèles (modaux ou topologiques) à viscosité proportioirnelle.

RESEAUX

SYSTEME SIMPLE

Existence d'un modele
modal complexe

USCOSITE PROP.
Existence d'un modelc
modal en oscillat€urs

independants

USCOSITE COMP.
Existence d'un modele
modal en oscillateurs

independants

H:er-*--*=fi otI OUI OTJI

H l_*su+{ Ë NO}I OIJI OIjI

Ë-:Ë^,{--t-*Ë OIJI NO}I OTJIH NCÀI NOt{ OUI

Ë.^,.t--.+ot---r E OTJI NOtl }.Ir)N

H--c+tÊ.+{ E NO{ Nû.I r0l\I

MODELES TOPOLOGTQIJES

SYSTEMES SIMPLES

COMPATIBLE

Figure 4

Exemples de éseaux élémentaires et classification des modèles topologiques
selon lbxistence d'un modèle modâl (réel ou complexe) associé.

3 - La synthèse modale

ieu à un nthèse sonore par
en consi de la Figure 2. En
en une s opérations pour

1 . Transfert^del'exciration F(kr) à l'intérieur de la chambre modale: distribution des forces
modales fi(k) sur chaque mode ;
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2. Simulation numérique de chaque mode 1i: calcul du déplacement modal par un
algorithme x(k) = A1961261,filk),x(k-1),xi(k-2)) ;

3. Calcul du déplacement des masses à partir des déplacements modaux.

Cet algorithme permet de délourner divers problèmes qui apparaissent dans la synthèse par
simulation directe. Pour plus de détails sur cet algôrithme, ainsi que poui une étude
comparative on l)ouna consulter [Rorens & al. 1986], [Florens &. Cadoz, l99l] où la
communication de J.L. Florens dans ce même volume.

e les vertus de la modélisation modale de la
paraissent aussi lors de l'utilisation dans un
n specûale de Ia structue permet un contrôle

on peut envisager une intrusion dans la chambre modale pour appliquer directement un
excitateur sur chaque mode d'une structure : on peut joue; ainsi, ôimirltanément mais de
façon indépendante, des modes des différents instrirmerits.

III - cENERATToN DEs MoDELEs MoDArrx

Figure 5

Tableau des différents modèles de la sructure vibrante et leuLr filialion
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En accord avec les considérations évoquées dans la section A, nous exposons ici une
méthode de construction formelle de modèles modaux à partir d'autres modèles modaux de

au cadre des modèles à VP. Rappelons qu'un tel
équivalent topologique en diagonalisant les mafrices

Cependant le
multiples les
déformation).
s'ils se déduisent I'un de I'autre par une réinde:
modaux seront équivalents .si les modèles topologiques associés sont équivalcnts.
Moyennant ces identilications il y a un iso rphisme entre I'ensemble des modèlès modaux
et celui des modèles topologiques (à VP).

I - Assemblages de modèles modaux

une liaison entre deux réseaux topologiques rlet:.2 est la donnée d'un ensemble
d'éléments de liaison (visco-élastque) entre les masses des deux réseaux. Formellement,
une liaison L est définie par la donnée de deux matrices K12 et 212 décrivant l'élasticité et la
viscosité de la liaison. L'assemblage de t1 et t2 par la liaison Lét le modèle topologique
caractérisé par la donnee des matrices M, K et Z définies comme suit :

9ù K1 = Iç1 + L12 et KZ = K2 + L21, avec Â12 (resp. Â21), est la matrice diagonale dont
les coefficients_diagonaux sont les sommes ligne parligne (resp. colonne par cËlonne) des
coefficients de K12.

Il en résulte que, pour que le modèle résultant
c,haque composant soit définie par les mêmes
donc caractérisee par la donnée de la matrice
modèles modaux m1 et m2 par une liaison L est le modèle modal (défini à une équivalence
près), noté (mt'L, mz), associé à l'assemblage des modères toporogiques corespondants.

soit Q1 et Q2 les matrices définies par les déformées des deux modèles et e la somme
directe des deux matrices. La matrice Qfq se aecompose en quatre blocs :

" $i:'] . [t',i.:],,r;,i:j
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Q'rQ=

où A = K1. a tql^l2Ql, B = Q1K12Q2 = t et D = K2m + IQZLTZ@..
Cette décomposition permet d'évaluer la perturbation apportée par I'assemblage sur la
structure modale de chacun des modèles. Ceci nous conduit à poser la définition suivante :

Définition I
Une liaison L entre les modèles p1 eaqe$ orthagonale si et seulernent si
1. la matrice 412 (resp. Â21) est multiple de M1 (resp. M2)
2. la matrice B est quasi-diagonale (i.e. chaque ligne et chaque colonne contient au
plus un seul coefficient non-nul).

Notons que, les matrices B et C étant transposées, dans la condition (2) on peut remplacer B
par C. D'autre part la condition (1) est équivalente à tet^tZet (resp. Q2Â21e2) est
ryultiple d-e la matrice, un!té.- r est facile de vérifier dans un premier temps que la condition
(2) est indépendante du choix de l'indexation des modes dei'un ou I'autie dès modèles. En
effet, une réindexæion q des modes du premier réseau, entralne une permutation des lignes
de B, ce quUgisse invariant la condition (2). Remarquer aussi que la matrice QKe (et donc
la matrice B) est indépendante du choix de I'indèxation dei masses de cÈaqùe réseau
topologique. L'orthogonalité est donc indépendante de I'ordre des modes et dé celui des
masses. l,a permutation e est la configuration modale définie par la liaison orthogonale L
(cf. $ c.2).
La condition (l) exprime qu'en chaque rs des ressorts estproportionnelle à cette masse. La condit mode perturbé du
premier réseau est couplé à au plus un mode d ment.

Figure 6
L'assemblage orthogonal des èux châmbres modales.
Les oscillateurs repésentent les modes perturùés de chacun des modèles.
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Le modèle modal d'un assemblage orthogonal peut être calculé simplernent à partir des
données des modèles de base. En effet, on peut annuler un coefficiènt non-nul b;; de B

i par le modes i et j des deux modèfes (cf
alité garântit que cette rotation perturbe
eaux couplages.

Plus précisémen! si

Lt2=ol Ml et^21 =62M2,
posons:

v =ft1i-12i+o1 -o)t2b1i
trj = -v + (l + v4ll2 si v>0

= -v - (l + y21112 si v<0
= I si v=0

Alo$' tij est la tangente de I'angle de rotation. Les modes correspondant de I'assemblage
sont caractérisés par

ki = Pll + o1 + tqi bi;
\ =t2i+o2-t13bij

(1)

(8)

des non-couplés auquel cas il faut annuler
nus et cosinus de l'angle de rotation, la

st le vecteur dont les coordonnées sont celles
u qzj (resp. cij qzj).

Un cas particulier d'assemblage orthogonal est l,asse modèles
sont égaux et la liaison est un ensemble de ressorts de masse à
son homologue (en toute rigueur, les raideurs sont qoÈit".
relient). La matrice B est alors diagonale
suff,it d'effectuer autant de rorâfions que
le modèle assemblé on retrouve les 

-anc

modes t1+2r, correspondant respectivement aux oscillations en phase et en opposition de
phase des deux Éseaux.

Soit L une liaison orthogonale entre deux réseaux topologiques (à Vp) rl = (Ml,Kl,Zl) et
12= (M2,K2,22). Soit 13 = (M3,K3,23) le réseau topologique tel que M3 = p M2 et K3 =
K K2.
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Iæs modèles modaux de t2 et t3 peuvent êE€ choisis tels que

e3=p-ll2 qet Km3 = rdtr Kn2

Il en résulte que la liaison L entrc 11 et 13 est aussi orthogonale et pour obtenir les
caractéristiques modales de I'assemblage, il suffit de rEmplacer dans les expressions (7) et
(8) o2 par c2tll,kzj par rk2ilp et bii pff p-11261. L'orthogonalité est donc srable par
dilatation homogèné de la màsse et de la raideur j la structure modale des composants
n'intervient que par l'intermédiaire de leun déformées modales.

2 - Orthogonalité - Existence et câractérisation

Nous présentons maintenant une méthode algébrique pour déterminer et décrire les
d'abord que pour tout assemblage orthogonal, il
lus grand modèle pour laquelle la matrice B est
sont situés sur la diagonale). Dans ce cas nous

dirons que la liaison orthogonale est conforme à la représentation (indexation) donnê des
deux modèles. De façon plus précise, si on note 11 et 12 les ensembles d'indices respectifs
des deux modèles, vÊ confrguration modale est une application injective f:I1+I2 (ou
I2-+I1 selon la dimension des modèles).

A toute liaison orthogonale L correspond donc une configuration modale unique qui est
définie par une réindexation q du plus grand modèle rendant la matrice B diagonale, 0 est
une permutation qui factorise f en une inclusion ; nous dirons alors que là liaison est
conforme à la configuration f. Définissons A1 comme I'ensemble des liaisons orùogonales
conformes à f ou, autrement dit, des liaisons orthogonales qui couplent le mode d'indice idu natweuementd'u tude de celui-
ci.

Définition 2
Etant donné un modèle modal M = {6},
l.la, trace T06) du mode 26i est le réel Et mt en;
2. un node ,û est équilibré si sa trace est nulle;
3.le degré d'équilibrage, DE(M), du modèle est son nombre de modes équilibrés.

Pour un réseau à masses unitaires, la trace d'un mode peut être interpÉté€ comme la force
appliquée sur ce mode lorsque l'on applique une force- unitaire sur '
-éseaq._!æ 

mgde est équilibÉ si cette Îôrce est nulle. Algébriquemen
si sa.déformée. appartient à I'hyperplan H, I' rrthogonal du vôteur (
métrique définie par les masses.
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La trace est donc indépendante de I'indexation du réseau, par conue le degé d'équilibrage
dépend du choix de la représentation modale (dans le cas de I'existence d'un élément propre
multiple). On peut néanmoins définir le degré d'équilibrage d'un réseau topologique comme

xi dim(HUV),

les Vi étant les sous-espaces propres du réseau (noter que dans c€tte somme, soit Vi c H
auquel cas tous les modes sont équilibrés et dim(HUV) = dim(Vi), soit Vi J H et alors
dim(HUV) = dim(Vil-l ; le degÉ d'équilibrage est alors un entier strictement inférieur à la
dimension du réseau.

Soient nl et n2 les dimensions respectives des deux modèles et supposons que nl<n2.
Notons aussi E1 (resp. E2) I'ensemble des indices des modes équilibrés des deux modèles.
Les conditions de l'orthogonalité conforme à une configuration f des deux modèles se
traduisent par le systèrne linéaire homogène de n1 +n2 équations àn1 +2 inconnues
(bl,...,bnl,o1,o2) où les b1 sont les coefficients diagonaux de B:

tt T(Xtt) m2j Q2jf(k) bk = o2 pour l(jsn2
tk T(,(2(kt m13 Qlip bç = o1 pour t(j(n1

L'examen ystème permet de dégager la proposition I suivante qui caractérise
I'espace A d'abord la définition suivanté généralisant la liaison canonique au
cas de deu rents.

Défrnition 3
Une configuration modale
satisfaites:
1.12-E2cf(It)
2.81 = 1-r1P21

1 est proportionnelle si les conditions suivantes sont

3. il existe a É 0 tel que pour tour i e 11, T(I1) = a T(,(2f(D).

A toute configuration modale proportionnelle f on peut associer une liaison orthogonale
(définie à une constante multiplicative près) définie pai la nntrice de liaison K telle que":

K1= mlim2l EkQlikQEfG)

s, les lignes de la manice des défornrées étant
nie plus haut.
auche I'auto-
I'assemblage
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Ce demier rajoute au chapelet un mode différentiel Ésultant du couplage du fondamental du
chapelet (le seul non-équilibré) avec I'inertie de la masse et translate les autres modes (qui
sont équilibés).

Figure 7

Assemblages canoniques

L'assemblage canoniqùe, lorsqu'il existe, affecte donc de la même façon (par translation)
tous les modes équilibrés des deux réseaux. La déhnition suivante introd-uit une liaison
orthogonale n'affectant qu'un mode équilibré.

Définition 4
Si la configuration f associe deux modes équilibrés (i.e. Ili et l2f(i) sont
equitbés), alors la liaison définie par la marrice K telle que

Kuv = mlu rn2v et uiQ2vf(i)

est orthogonale ; c'est la liaison orthogonale élémentaire défrnie par le couple
Qri,xztli).

de modes auquel il est
n'est pas très simple en

s et f est la configuration

K=MqihiM

où la matrice qi tq; est le projecteur orthogonal sur le vecteur déformé qq du mode
ri = (ki,qi).

si le Éseau est homogène (en masse), K est exactement la matrice de constituant associée à
la valeur propre ki apparaissant dans la décomposition spectrale de la matrice d'élasticité du
réseau. cette matrice est donc symétrique et admet I comme valeur propre ayant pour
direction propre qi et zéro cornme valeui propre dont le sous espace p.ôprè assricie eii tà
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sous-espace orthogonal à qi. On peut dire alors que les modes du Éseau assemblé sont une
combinaison des modes des deux éseaux et des "modes" de la liaison.

Flgure I
Un auto-assemblage orthogonal élémentaire d'un chapelet homogène à 3 masses ;
scul le second partiel est affecé.

une liaison orthogonale quelconque est une combinaison de liaisons orthosonales
élémentaires et de la liaison canonique, lorsque celles-ci existent. La proposition sii"ant"pécise la situæion générale

Proposition I
Etant donnée une configuration modale f, lbspace Aldes liaisons orthogonales est engendré
par les liaisons orthogonales élémentaires et la liaison canonique, si flst proportioinelle.
Autrefircntdit:

dim(Ag) = I +#(Et U f-l(E2) si f est proporrionnelle,
=#(Er Uf-l@r) sinon

(le symbole # désigne le car-dinal ou le nombre d'éléments d'un ensemble). En particulier, si
les deux modèles sont identiques et fest la configuration identique

dim(41)= I +DE(M).

nd donc fortement de I'existence de modes
La détection des modes équilibrés peut
s cas où, en se référant à la struclure

sans calcul. La suite de cette section donne
i que quelques considérations générales sur la

t37



Dans la suite de cette section, nous supposerons que les téseaux sont connexes. Nous
commençons d'abord par donner une définition généralisant I'idée de la symétrie existant
dans les Éseaux spatiaux aux réseaux topologiques et aux modèles modaux.

DéIinition 5
Un réseau topologique t = (M,Kl) est stable pu une permutation des indices 0, si
les matrices M, K et Z vérifient les relations

tPo f P0 = K, tPe ZPg = 7 ç1tpg M Pg = 14,

Pe étant la matrice de permutation définie par 0. La permutation 0 est alors une symétrie
pour r. De même un mode (p,q) est stable par 0 si les vecteurs (ql,..,qn) et
(qe( t ),..,qe(n)) sont colinéaires.

L'ensemble des symétries d'un réseau est un sous-groupe du groupe symétrique Sn. La

à diagonale dorninante Kinl dont la sorune

ces deux matrices repésentent resp€ctivement les élasticités externes et internes du réseau.
un réseau libre (sans point fxe) est donc à élasticité exteme nulle. son mode fondarnenial
est do_nc le mode d'inertie (à fréqu91ce nulle). plus généralement, nous dirons qu'un réséau
est à élasticité exteme homogène si la matrice Ksft ést multiple de la matrice des masseJ vr
(lorsque le réseau est homogène cela revient à dirc que toute; les masses sont reliées avec la
même raideur au sol). il est facile de vérifier què dans ce cas (Ks1 = k M), le mode

,q) où q est le vecteur 1m-112,..,m-ll21et m la masse totale du
d'orthogonalité il en résulte que tous les autres modes d'un tel

Proposition 2
Un reseau topologique de dimension n si et seulement si
tous ses modes autres que le mode fond egÉ d'équilibrage
est n-l).

Pour un réseau à élasticité
dimension de l'espace des au
un auto-assemblage onhogon
affecte le mode fondamental
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éla_sticlté interne positive, la proposition 4 énonce une condition suffisante. Rappelons
d'abord que pour un tel réseau, une adaptation facile du theorème de Penon-Froebenius
(pancaster 19691 theorem 9.2.1) permet d'établir la proposition suivante qui caractérise le
mode fondarnenal :

Proposition 3
Un réseau (connexe) t à élasticité interne positive possède un mode unique (p,q) æl que les
coordonnês de q soient toutes positives ; ce mode vérifie de plus

. p est de multiplicité l,

. p est le mode fondanental de t,

. p est stable pour toute les symétries de t.
La généralisæion de cette proposition à un réseau à élasticité interne de signe quelconque
r€ste un problème ouvert.

Proposition 4
Soit t un Éseau à élasticité inærne positive et e une symétrie de t. Alors tout mode non
dégénéré de t est ou bien stable par 0 ou bien équilibré.

e degré d'équilibrage croît par
de I'auto-assemblage canonique
t.

3 . Complexes de nodèles modaux
Dans la section précédente, nous avons étu
considérant en particulier les liaisons ort
construits ne recouvrent pas tout l'en
chapelet à 5 masses), Une extension
permet de palier à cette lacune, tout en o
modèles modaux, en particulier des modèles
type fibÉ. Ici encore, comme dans le cas de l'

pour simplifier, on se limitera dans ce qui suit

Définition 5
un ensemble frni {M1,Li;} de

sons orthogonales tel quË les
autfement dit, étant donné trois

urations fil, fip et f;1 définies par les trois
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La condition de compatibilité des configurations peut êtrc formulée de façon équivalente
comme suit : pour ctaque modèle, il existe une indexation des modes de façon que toutes les
configurations se Éduisent à des inclusions.

Toute liaison entre deux oscillateurs élémentaires étant orthogonale, tout réseau topologique
peut être considéÉ comme un complexe orthogonal de modèles modaux. Lorsqueloutés ies
sections Mi d'un complexe sont des exemplaires d'un même modèle M, ce complexe est un
complexe fibré de base M. Lorsque les seules liaisons effectives sont celles reliant les
sections d'indices i et i+I, nous parlerons de fibré en droite.

on pert aussi considérer les complexes fibÉs en cercle (Figure 9b), et plus généralement les
complexes fibrés de degré p, c'est à
et i+j avec jSp (Figure 9c). Dans I'
un complexe fibÉ en cercle à partir
et (c) est un fibé en cercle de degÉ

figure 9

Complexes orthogonaux de modèles modaux

Dans le cas d'un complexe fibé où les liaisons Lil sont toutes des multiples d'une même
liais-on ortrogonale, il est possible d'exprimer Ie ftodèle modal résultana en foncrion des
mode s de la base.

El l rgn d-e sa simplicité, nous commençons par examiner d'abord re cas des complexesfibés n'utilisant que des liaisons canoniques, è'est à dire celui des ,*ii^ iro-aiii. e"
gros, le produit de deux réseaux topologiques rl et 12 est le réseau topologique obtenu en
remplaçant chaque masse de 12 par un exemplaire de 11 et chaque liaison entre deux masses
de t2 par une liaison canonique entre les deux exemplaires correspondant de 11.

(c)o)(a)
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Pour donner une définition formelle, rappelons d'abord que le produit direct AEB de deux
matrices A et B est la matrice obtenue à partir de la matrice A en substituant chaque
coefficient Ail le bloc Ai; B.

DéIinition 6
Etant donné deux réseaux topologiques définis par les matrices (Mi,Kil, i= 1,2, le
produit t1@t2 & tl et t2 est le réseau défini par les mafrices (M,K) telles que

M=MIEM2,
K=K1OM2+Ml@K2.

on peut tout de mênre rcmarquer que, si l'on avait défini la matrice de la viscosité Z comme
218M2+M1821 le Ésea'u produit serait resté à viscosité compatible mais non
nécessairement- proportionnelle. [æ tore repésenté dans la figure 9 est le produit de deux
chapelets circulaires ; de même une memblar rectangulaireldiscrète ou continue) est le
produit de deux cordes (discrètes ou continues). Remarquons aussi que les réseaux tiJt2 et
t2lt1 ne diffèrent que d'une Éindexation des masses. on peut de la même façon défrnir le
produit de deux modèles modaux : c'est le modèle modal ayant n1n2 modes (lqz,q) définis
chacun à panir de d'une paire de modes de chacun des composants (k1,z1,ql et (Ë2,22,q2)
par k = k1 + k2 et q étant le vecûeur de coordonnées (a1b1,..,a1ba2,a2bf ,..,untbod , àt
q1 = (a1,.-,a11) et q2 = @1,..,b12) . Avec les notations rnatricielles, si on note Dllresp.
D2) la matrice diagonale des modes et Q1 (resp. ez) la matrice des défornÉes, on peut diie
que les matrices du modèle produit sont

D=Dl81n2+1n1ED2
Q=QtaQz

Avec cette définition, on peut énoncer le ésultat suivant qui découle de la relation matricielle

ABECD = (AACXBAD).

Proposition 5
Iæ modèle modal du produit de deux Éseaux topologiques est Ie produit des modèles
modaux des composants.

Le produit de réseaux topologiques (resq. modèles modaux) est associatif et la proposition
ci-dessus peut se généraliser à un nombre quelconque. I[ est possible ae gèieifuiÀei ]à
notion du produit et le résultat ci-dessus au cas où les liaisons L1 sont multiples d,une même
liaison orthogonale L, qui n'est pas nécessairement la liaison canonique.
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Soit t1 et t2 deux réseaux topologiques et L une liaison orthogonale entre deux exemplaires
de t 1 . Le L-produit de t 1 et a2 (noté rl 8g t2) est le éseau topologique r obtenu à partir de
t2 en substituant à chaque masse un exemplaire de 11 et à chaque liaison de raideur r la
liaison orthogonale r x L.

I-a figure suivante (l0a) représente le cas où rl et 12 sont respectivement des chapelets
linéaires à 2 et à 4 masses et la liaison est celle qui n'affecte que le mode fondamental
(chaque.mas_se est reliee à toutes les autres par la même raideur, èf. la remarque qui suit la
proposifion 2). Dans la Figure 10b, le réseau multiplié est le réseau à intercoineÉon nulle
constitué de 4 masses indépendanæs et Ie réseau multiplicateur est un chapelet à 5 masses.

La matrice des déformées d'un réseau v à interconnexion nulle et à élasticité exteme
quelconque est une matric€ inversible quelconque Q vérifiant la propriété d'orthogonalité
tQMQ=1. Il en Ésulte que, moyennant un choix convenable du modèÉ modal, toute rnatric€
symétrique L peut définir une liaison orthogonale entre deux exemplaires de v. cette

de construire, à partir de la donnée d'un réseau et d'une matrice L
second réseau qui en est comme une extension transversale ou

celui-ci. Nous appelerons ce procédé de producti on tn gillage.

(a)

ligure 10

Exernples de L-goduits de réseaux

De la même façon que pour le produit simple de modèles modaux, on peut définir le L-
produit de deux modèles modaux pl et IL2 comme suit : soit {(rlil,el ) (resp. {(rZil,eZ}
les caractéristiques modales des deux modèles, o (resp. o2) la somme des élasticités de
liaison (resp. de 12) en chaque næud et 11, .. 111 les coefficients diagonaux de la matrice
tQ.tl-Qt. t e L-produit de p1 et !r2 est le modèle déhni par les caractéristiques {(rij),e}telles que :

rij = rli + o'2 (o - lf + li r2.1 pour l<i<n1 er 1<j<n2
Q=Qz@Qr
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On peut alors énoncer la proposition suivante généralisant la proposition 5 ci-dessus.

Proposition 6
tæ 4odè!e rnodal du L-produit de deux réseaux topologiques est le L-produit des modèles
modaux des composants.

Pour une preuve de cette proposition il suffit de d'examiner la matrice d'élasticité du Éseau
ésultant dans la base définie par les déformées du Éseau multiplié c1. Il s'avère alors que
les différents modes de chaque section sont intercouplés un par un selon le schéma
d'interconnexion définit par le réseau multiplicateur t2, les coefficients de ces couplages
étânt délinis par les li et les raideurs de t2. Donc, en gros, les modes du réseau résultant
sont, ici encore, des combinaisons des modes des deux réseaux et des ',modes,' de la
liaison.

Pour retrouverle cas-particulier du produit simple (i.e. le cas où L est la liaison canonique) it
suffit de remplacer les li par I et ôn retrouvé le Ésultat de la proposition 5. Dans ie éas
particllier d'un grillage, i.e. le Éseau multiplié est un ensemble de masses libres (cf. Figure
lOb), les modes du éseau produit s'exprirnent donc par

ri.i = o2 (o - lf + li r2i pour 1(i<n1 et l(j<n2

on peut aussi noter que si I'un des coefficients li est nul, les modes rii sont d'une
multiplicité supérieure ou égale à n2. Les déformées modales (non uniques) astociées à ces
modes peuvent être choisies comme les colonnes de la matrice ln28(e1)*i. cela signifie

laisse immobile toute la structure
d'indice i. par exemple, dans la
s modes provenant de la structure

et puis les modes dégénérés de la structure
dant à I'oscillation différentielle de chaque

Iæs réseaux des complexes fibrés pour lesquels le modèle
modal s'obti partir du modèle de lâ section. Il exiræ aussi
d'autres cas els on peut e*f.i."iË

Ia splrere de la figure 9).
du domaine des liaisons

ler (numériquement) le modèle modal de

topologique des composants sans revenir à la structule

diagonalisati Z
structure desconsidérable e

t43



LTdê est de généraliser la nÉthode utilisée pour le cas de deux modèles (C.l). Considérons
la matrice Q somme directe des matrices déformées des différents modèles. Si K est la

, la matrice QfQ u une structure en blocs, chaque
on nécessairement carrée), les blocs diagonaux
différents modèles et un bloc (ij) le couplage enhe

les modes du modèle i et ceux du modèle j.

Chaque itération consiste à ann
reponer les perturbations sur les
les fonnules explicitées en C.l. Il
de chaque bloc. Donc, en gros, si
une matrice à (n1+..+ne)2 coefficients,
(p(p+l )/2)N coefficients, l,,l étant la taille d
être I'ordre natur€l (ligne par ligne) et à chaque
que si la norme de celle-ci dépasse un certain seuil fonction de la nornre totale de la matrice.

fV - neMnRerJEs FTNALEs

Nous terminerons cet article par
I'introduction, cbsçà-dire celle de
physiques pour la synthèse sonore,

traditionnels non pas au niveau
de leurs fonctionnalités dans la
cela à travers divers idiomes musicaux. læ m
sonores (instruments) à I'aide de I'ordinateur.

caricature (abstractio.n) d'objets physiques..L'espace des Éseaux topologiques hérite, dans
une large mesure, de la structuraiion des ob.lets p-hysiques.
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Il 
_en est de même pour la connaissance intuitive que I'on peut développer à leur égard- Par

ailleun, I'espace des perceptions sonores comporte également ses propres structués. Notre
hypothèse de trâvail consiste qlors à supposer que cette mise en cbrrespondance des deux
espaces est compatible avec leurs structurations et permet ainsi d'éclairer leurs reliefs et
topologies respectifs.

assernblage. Nous n'avons pas résisté à la
nombre quelconque, bien que ll en dehors
($ C.3), I'analyse mathématique est difficil
I'intuition qui peut se développer et se cultiver

ible) qui semble
Enfin, sur le plan
la pratique et
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