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FALSE DISCOVERY RATE ESTIMATION FOR
FREQUENTIST PHARMOCOVIGILANCE SIGNAL
DETECTION METHODS

Ismail Ahmed,, Inserm U780, Villejuif, France

Pharmacovigilance systems aim at early detection of adverse effects of marketed drugs. They
maintain large spontaneous reporting databases for which several automatic signaling methods
have been developed. One limit of those methods is that the decision rules for the signal ge-
neration are based on arbitrary thresholds. In this article, we propose a new signal-generation
procedure. The decision criterion is formulated in terms of a critical region for the P-values
resulting from the reporting odds ratio method as well as from the Fisher’s exact test. For the
latter, we also study the use of mid-P-values. The critical region is defined by the false disco-
very rate, which can be estimated by adapting the P-values mixture model based procedures to
one-sided tests. The methodology is mainly illustrated with the location-based estimator proce-
dure. It is studied through a large simulation study and applied to the French pharmacovigilance
database.
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Jeudi 26 Mai 2011, 9h15-10h

CONCEPT OF ORTHOGONAL VARIATION IN
MUTIL-BLOCK MODELING

Johan Trygg, Umea University

Exactly forty years ago, in 1971, the discipline of chemometrics was born, and has now grown
into a well-established multivariate data analysis toolbox in experimental life sciences such as
chemistry, biology and medicine. This is in many ways due to the groundbreaking developments
during the 80$ of PLS theory and related methods. This laid the foundation for the success and
respect our discipline has gained today. During the 908, the fields of multivariate calibration,
quantitative structure-activity modeling, and multivariate statistical process control were very
successful on exploring the predictive capacities of PLS and related regression methods. In bio-
logy and medicine however, chemometrics had been largely overlooked in favor of traditional
statistics. It was not until around year 2000 and onwards, when the overwhelming size and
complexity of the "omics” technologies (genomics, proteomics, metabolomics), drove biologists
and clinicians toward the adoption of chemometrics. Starting around year 2000, biology and
medicine forced a shift in focus to model interpretation. In this respect, the concept of Or-
thogonal variation, introduced in the landmark OSC (1998) and OPLS (2002) papers were in
hindsight perfect timing. Since then, biological and medical applications have been a key factor
for its strong development and impact. In short, Orthogonal variation in one data matrix (X) is
uncorrelated to another data matrix (Y) and include sampling issues, experimental problems,
drift, biological variation and non-linearities. It fits very nicely into the framework of the latent
variable, which is fundamental in chemometrics.

I will demonstrate the importance of Orthogonal variation in several applications and intro-
duce recent developments with focus on multi-block modeling and data integration. I will also
discuss the exciting opportunities with this concept of Orthogonal variation that could have a
similar impact and influence to the field of chemometrics as the development of the PLS method
once had.
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ALGORITHMES PARTICULAIRES POUR L’ESTIMATION
DE PARAMETRES STATIQUES DANS LES MODELES A
ESPACE D’ETATS

Arnaud Doucet, University of British Columbia

Les modeles a espace d’états non-linéaires non-Gaussiens sont une classe de modeles tres
populaires pour les séries temporelles. Ils ont trouve de tres nombreuses applications en sta-
tistiques, économétrie, épidémiologie, ingénierie etc. Toutefois I'inférence dans ces modeles est
complexe et nécessite I'utilisation de méthodes de Monte Carlo sophistiquées.

Quand les parametres du modele sont spécifiés, les méthodes de filtrage et lissage particulaires
se sont imposées comme les méthodes de référence pour I'estimation optimale de 1’état. Dans
I'immense majorité des applications, il est cependant nécessaire de calibrer le modele.

Dans ce cadre les méthodes particulaires classiques sont applicables mais extrémement inef-
ficaces.

Je présenterai ici plusieurs méthodes particulaires originales développées récemment avec mes
collaborateurs pour l'inférence Bayésienne et classique, hors ligne et en ligne, de parametres
statiques dans les modeles a espaces d’états.

Ces méthodes seront appliquées a de nombreux exemples apparaissant en écologie, économé-
trie et ingénierie.
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PLANS EXPLORATOIRES POUR EXPERIENCES
NUMERIQUES

Luc Pronzato, Laboratoire 13S, Université de Nice-Sophia
Antipolis-CNRS

Une approche aujourd’hui courante pour planifier une expérience numérique (des simulations
sur ordinateur venant remplacer des expérimentations physiques) consiste a répartir n points
expérimentaux (chaque point définissant d entrées du code de simulation) de maniére a recouvrir
le mieux possible un domaine expérimental admissible. On parle alors de "‘space-filling designs™
(SED). Il est communément admis que les plans de ce type ont de bonnes propriétés en terme
d’interpolation d’une fonction complexe (le comportement du phénomene simulé) par un modele
simplifié (appelé parfois émulateur). Ils semblent en tout cas satisfaire 'intuition assez naturelle
consistant a explorer un peu partout quand on ne sait quasiment rien a priori. L’objectif de cette
présentation est de rappeler quelques propriétés de SFD communément utilisés, de proposer de
nouveaux criteres dont ’optimisation assure un recouvrement adéquat du domaine expérimental
et enfin de présenter quelques motivations pour aller au dela des SFD.

ESTIMATING EXTREMAL DEPENDENCE IN TIME
SERIES VIA THE EXTREMOGRAM

Thomas Mikosch, University of Copenhagen

The extremogram is a flexible quantitative tool that measures various types of extremal
dependence in a stationary time series. In many respects, the extremogram can be viewed as
an extreme-value analog of the autocorrelation function (ACF) for a time series. Under mixing
conditions, the asymptotic normality of the sample extremogram was derived in Davis and
Mikosch (Bernoulli 2009). Unfortunately, the limiting variance

is a difficult quantity to estimate. Instead we employ the stationary bootstrap to the sample
extremogram and establish that this resampling procedure provides an asymptotically correct
approximation to the central limit theorem. This in turn can be used for constructing credible
confidence bounds for the extremogram. The use of the stationary bootstrap for the extremo-
gram is illustrated in several real data examples.

The cross-extremogram measures cross-sectional extremal dependence in multivariate time
series. A measure of this dependence, especially the left tail dependence, is of great importance
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in the calculation of portfolio risk. We find that devolatilizing the log-returns of an asset is
effective in eliminating extremal dependence. On the other hand, cross-extremal dependence
between two or more devolatilized log-returns may still remain.

This suggests that extremal dependence between log-returns of two or more assets cannot
be explained solely by the volatility in the two series. Following Geman and Chang (2009),
we calculate a return time extremogram which measures the waiting time between rare or
extreme events in univariate stationary time series. The return time extremogram suggests the
existence of extremal clustering in the return times of extreme events for financial assets. The
stationary bootstrap can again provide an asymptotically correct approximation to the central
limit theorem and can be used for constructing credible confidence bounds for the distribution
of return times.
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Données Fonctionnelles

Wavelet-based clustering for mixed-effects functional models, Madison
Giacofci, Sophie Lambert-Lacroixz, Franck Picard and Guillemette Marot

Un nombre croissant de domaines scientifiques collectent de grandes quantités de données
comportant beaucoup de mesures répétées pour chaque individu. Ce type de données peut étre
vu comme une extension des données longitudinales en grande dimension et le cadre naturel de
modélisation est alors I’analyse fonctionnelle pour laquelle les unités de base sont les courbes.

Nous proposons une nouvelle procédure de classification de courbes non-supervisée en pré-
sence de variabilité inter-individuelle. Nous utilisons pour cela une décomposition en ondelettes
des effets fixes et des effets aléatoires assurant que les effets fixes et aléatoires sont dans le
méme espace fonctionnel. Nous obtenons ainsi, dans le domaine des ondelettes, un modele
linéaire mixte sur lequel on peut appliquer une procédure de classification.

Notre approche se décompose alors en deux étapes. La premiere est une étape de réduction
de dimension basée sur les techniques de seuillage des ondelettes. La taille conséquente des
données rend cette étape fondamentale et notre but est de sélectionner les coefficients les plus
informatifs pour la classification. Ensuite, une procédure de classification est appliquée sur les
coefficients sélectionnés : I'algorithme EM est utilisé pour avoir une estimation des parametres
par maximum de vraisemblance et prédire conjointement les classes des individus et les effets
individuels.

Les propriétés de notre procédure sont validées par une étude de simulation approfondie. Nous
illustrons ensuite notre méthode sur des données issues de la biologie moléculaires (données
omics) comme les données CGH ou les données de spectrométrie de masse.

Notre procédure est disponible dans le package R "curvclust”.

Estimation de quantiles conditionnels avec variable explicative
fonctionnelle par projection sur un Espace de Hilbert a Noyau
Reproduisant, Yousri Henchiri, Christophe Crambes and Gannoun

Ce travail a pour objet I'estimation non paramétrique de quantiles conditionnels, la variable
explicative X étant a valeurs dans I’espace fonctionnel L2([0; 1]) des fonctions de carré intégrable
sur [0, 1] et la variable a expliquer Y étant a valeurs dans R. Nous proposons un prédicteur via la
méthode d’apprentissage, Support Vector Machine (SVM), en projetant les observations sur un
Espace de Hilbert a Noyau Reproduisant (EHNR) et en utilisant une procédure des moindres
carrés itérés pondérés pour résoudre le probleme de minimisation pénalisée qui ne possede pas
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de solution avec une écriture explicite. Dans cette procédure, nous pouvons fixer les hyperpa-
rametres du modele par la technique de validation croisée. Nous appliquons la méthodologie
proposée sur un jeu de données simulées.

Tests d’homogénéité pour des données fonctionnelles, Jean Gérard
Aghoukeng Jiofack and Guy Martial Nkiet

Nous proposons deux méthodes pour tester I’égalité des moyennes d’une variable fonc- tion-
nelle. La premiere est basée sur la projection de cette variable dans un sous-espace de dimension
finie engendré par les fonctions B-splines ou d’ondelettes. La seconde méthode utilise les pro-
jections sur les sous-espaces engendrés par des directions principales obtenues de I’analyse en
composantes principales fonctionnelle de cette variable. Les lois asymptotiques sous hypothese
nulle de ces tests sont déterminées. Les simulations sont faites pour évaluer la performance des
tests ainsi construits en les comparant avec des méthodes existantes.

Réponse fonctionnelle en cinétique : modélisation et prédiction, Francois
Wahl, Matthieu Canaud, Céline Helbert and Laurent Carraro

Il arrive souvent que le modele postulé pour représenter un systeme physique ou chimique
ne convienne que partiellement. C’est le cas du systeme présenté ici, modele cinétique de la
dépollution des fumées en sortie d’'un moteur diesel. Nous montrons comment 'inadéquation
partielle du modele a été levée, en autorisant les parametres du modele a varier suivant les
entrées, en s’inspirant de la méthodologie des 'modeles a coefficients variables” (VCM). Le
modele ainsi estimé integre entierement la spécificité du modele cinétique tout en l'adaptant
localement aux parametres d’entrée.

It can happen that a model representing a chemical or a physical system works imperfectly
and is only partially correct. It is the case of the example in this paper, kinetic model of smoke
depollution from the output of diesel engine, and we show how this difficulty has been solved,
by letting the parameters of the model vary along the entries, following the methodology of
'varying coefficient models’ (VCM). The new model takes into account all the knowledge of the
initial kinetic model, while locally adapting it to the entries.

Régression ridge a noyau pour des variables explicatives et d’intéréts
fonctionnelles, Hachem Kadri, Philippe Preux and Emmanuel Duflos

Dans cet article, on s’intéresse a la régression fonctionnelle dans le cas ou les variables explica-
tives ainsi que les variables d’intéréts sont de dimension infinie et représentées par des fonctions.
Nous introduisons une méthode d’estimation non-paramétrique de la fonction de régression, ex-
tension de la régression ridge a noyau au domaine de I'analyse des données fonctionnelles, basée
sur la généralisation de la théorie des espaces de Hilbert a noyaux reproduisants (EHNR). L’ori-
ginalité du travail réside essentiellement dans le choix du noyau reproduisant construit a partir
de 'opérateur intégrale et la proposition d’une procédure pour I'inversion de la matrice noyau
a blocs opérateurs.
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WAVELET-BASED CLUSTERING FOR MIXED-EFFECTS
FUNCTIONAL MODELS
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Résumé

Un nombre croissant de domaines scientifiques s’intéressent aux données comportant
beaucoup de mesures répétées pour chaque individu. Ce type de données peut étre vu
comme une extension des données longitudinales en grande dimension et le cadre naturel
de modélisation est alors I’analyse fonctionnelle pour laquelle les unités de base sont les
courbes. Notre objectif est de réaliser une classification non supervisée de ces courbes en
présence de variabilité inter-individuelle. Les approches existantes sont fondées sur les
splines (James et Sugar (2003)). Cependant, ces modeles ne permettent pas de prendre
en compte des fonctions présentant des irrégularités et leur utilisation est limitée a des
données de faible dimension.

Nous proposons une nouvelle procédure de classification de courbes non-supervisée
fondée sur une décomposition en ondelettes des signaux. Nous introduisons un effet
aléatoire prenant en compte la variabilité inter-individuelle et grace a une modélisation
appropriée dans le domaine des ondelettes, nous nous assurons que les effets fixes et
aléatoires appartiennent au méme espace fonctionnel (espace de Besov, Antoniadis et
Sapatinas (2007)). Ainsi nous obtenons un modele de mélange Gaussien multivarié dont
les composantes s’écrivent comme des modeles linéaires mixtes.

Nous proposons une procédure en deux étapes. Nous commenons par une étape de
réduction de dimension basée sur les techniques de seuillage des ondelettes. La taille
conséquente des données rend cette étape fondamentale et notre but est de sélectionner
les coefficients les plus informatifs pour la classification. Ensuite, une procédure de clas-
sification est appliquée sur les coefficients sélectionnés : I'algorithme EM est utilisé pour
avoir une estimation des parametres par maximum de vraisemblance et prédire conjoin-
tement les classes des individus et les effets individuels.

Les propriétés de notre procédure sont validées par une étude de simulation appro-
fondie. Nous illustrons ensuite notre méthode sur des données issues de la biologie
moléculaire (données omics) comme les données CGH ou les données de spectrométrie
de masse. Notre procédure est disponible dans le package R curvclust.



MOTS-CLES : données fonctionnelles, ondelettes, modele linéaire mixte, classification
non-supervisée, algorithme EM.

Abstract

More and more scientific studies yield to the collection of large amounts of data that
consist of sets of curves recorded on individuals. These data can be seen as an extension
of longitudinal data in high dimension and are often modeled as functional data. Our
purpose is to perform unsupervised clustering of these curves in the presence of inter-
individual variability. Curve clustering is a widely studied subject and splines have been
proposed to account for inter-individual variability in this context James and Sugar (2003).
However splines are known to be computationally inefficient and they can not be used to
model irregular curves such as peak-like data.

We develop a new procedure to perform clustering of functional data in the presence
of inter-individual variability. We use a wavelet decomposition of the data for both fixed
and random-effects. This ensures that both fixed and random effects lie in the same
functional space even when dealing with irregular functions that belong to Besov spaces
(Antoniadis and Sapatinas (2007)). In the wavelet basis the model resumes to a linear
mixed-effects model that can be used for a model-based clustering algorithm.

Our approach follows two steps. First an efficient dimension reduction step based on
wavelet thresholding is performed. This first step is necessary due to the high dimension-
ality of the data. Our aim is to select the wavelet coefficients that are the most informative
with respect to the clustering objective of the procedure. Then a clustering step is applied
on the selected coefficients. An EM-algorithm is used for maximum likelihood estimation
and to predict jointly label variables and random effects.

The properties of the overall procedure are validated by an extensive simulation study.
Then we illustrate our method on high throughput molecular data (omics-data) like mi-
croarray CGH or mass spectrometry data. Our procedure is available through the R
package curvclust.

KEY-WORDS : functional data, wavelets, linear mixed model, clustering, EM-algorithm.
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ESTIMATION DE QUANTILES CONDITIONNELS AVEC
VARIABLE EXPLICATIVE FONCTIONNELLE PAR PROJECTION
SUR UN ESPACE DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT.
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Résumé. Ce travail a pour objet I'estimation non paramétrique de quantiles condi-
tionnels, la variable explicative X étant & valeurs dans I'espace fonctionnel L?([0,1]) des
fonctions de carré intégrable sur [0,1] et la variable a expliquer Y étant a valeurs dans R.
Nous proposons un prédicteur via la méthode d’apprentissage, Support Vector Machine
(SVM), en projetant les observations sur un Espace de Hilbert & Noyau Reproduisant
(EHNR) et en utilisant une procédure des moindres carrés itérés pondérés pour résoudre
le probleme de minimisation pénalisée qui ne possede pas de solution avec une écriture
explicite. Dans cette procédure, nous pouvons fixer les hyperparametres du modele par
la technique de validation croisée. Nous appliquons la méthodologie proposée sur un jeu
de données simulées.

Mots clés. Variable explicative fonctionnelle, Quantiles conditionnels, Support Vector
Machine, Probleme mal posé, Espace de Hilbert a Noyau Reproduisant.

Abstract. This work deals with conditional quantiles estimation via non paramet-
ric methodology when the explanatory variable X takes values in the functional space
L%([0,1]) of square integrable functions defined on [0,1], and a scalar response Y. We
present Support Vector Machine Quantile Regression (SVMQR) by projection of the ob-
servations on a Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS) using iterative reweighted least
squares (IRWLS) procedure to solve the penalized minimisation problem which has no
explicit solution. This procedure makes it possible to derive the cross validation method
for choosing the hyper-parameters of the model. The performances of our algorithm, in
terms accuracy of the prediction, are evaluated with a simulation study.

Keywords. Functional covariate, Conditional quantiles, Support Vector Machine, IlI-
conditioned inverse problem, Reproducing Kernel Hilbert Spaces.

1 Introduction

Nous avons assisté ces dernieres années a ’explosion de la masse de données disponibles
par le développement des moyens de communication ou de nombreuses machines informa-
tiques permettent de fournir une information volumineuse et complexe. De telles données,
collectées par exemple de fagon tres fine dans le temps, sont maintenant bien connues sous
le nom de données fonctionnelles. Ce domaine fait 'objet de nombreux travaux dans la



communauté statistique [Ramsay € Silverman (2005), Ferraty & Vieu (2006) et plus
récemment Ferraty & Romain (2010)].

Les quantiles conditionnels sont fréquemment utilisés en statistique, par exemple pour
la construction d’intervalles de prédiction, la détermination de courbes de référence ou
comme outil de prévision alternatif a la moyenne conditionnelle. La médiane est un
indicateur robuste de la tendance centrale d’'une population, l'intervalle interquartile
est un bon indicateur de la dispersion. Dans la pratique, les domaines d’utilisation
des quantiles sont assez variés : économétrie, finance, biologie et environnement. Pour
une large revue des méthodes autour des quantiles conditionnels, le lecteur peut se rap-
porter a Koenker (2005) et plus particulierement a Christmann € Steinwart (2008) pour
'application de la méthode Support Vector Machine (SVM).

Dans ce travail, nous allons expliciter la théorie d’apprentissage statistique a travers la
SVM [Vapnik (1998), Scholkopf & Smola (2002) et plus récemment Steinwart € Christ-
mann (2008)]. Le critere d’apprentissage est basé sur un risque régularisé pour lequel la
complexité du modele est mesurée par une norme dans un Espace de Hilbert a Noyau Re-
produisant (EHNR) [Berlinet & Thomas-Agnan (2004) et plus récemment Steinwart €
Christmann (2008)]. Des travaux pour le traitement de données fonctionnelles ont déja été
proposés, par exemple : [Rossi € Villa (2006)] (classification binaire) et [Preda (2007)]
(régression). Nous nous intéressons dans ce travail, via la projection sur un EHNR,
au probleme de ’estimation de quantiles conditionnels lorsque la variable explicative est
fonctionnelle et la variable a expliquer est scalaire [Cardot & al. (2005)].

2 Modele et construction de ’estimateur

Soit un échantillon D = (X;,Yi)i=1..n € (X x V)" constitué de m couples de variables
aléatoires définies sur un méme espace de probabilité, de méme loi que (X, Y), ou X est
a valeurs dans l'espace des entrées X := L*([0, 1]) des fonctions de carré intégrable sur un
intervalle [0,1] et Y appartient a I'espace des sorties ) a valeurs dans un intervalle ¢ de
R.

Soit 7 €]0, 1] fixé, pour tout z € X, le quantile conditionnel d’ordre 7 de Y sachant
[X = z/, noté q,(x), est défini par la relation

PY<qg@)X=x)=rT (1)

Une condition qui garantit I’existence et 'unicité de ¢, (x) est de supposer par exemple
que la fonction de répartition de Y sachant [X = z/ est continue et strictement croissante
de ¢ vers [0,1].

Le quantile conditionnel est aussi solution du probleme de minimisation suivant :

min {E(p-(Y —a)|X = 2)}, (2)

a€R



ou pr(r):=|r| + (21 = 1) r [Koenker (2005)].

Du fait que X € X de dimension infinie, le probleme de minimisation ci-dessus est
mal adapté. On définit alors une estimation du quantile conditionnel comme solution du
probleme de minimisation :

min {lz pr(Yi =¥ (Xi)) + A ||¥ Hi,c}, (3)

VeH n <
=1

ou Hi est un EHNR d’un noyau reproduisant mesurable I et A est un parametre de
pénalisation positif dont le but est de controler le degré de régularité de l’estimateur
cherché.

Remarques:
[i] Si dans (2), p,(r) :=r?, le probléme de minimisation a pour solution « vérifiant le

systeme linéaire suivant :
(Ml +[K]) a=Y, (4)

ou I est la matrice identité d’ordre n et [K] est la matrice de Gram associée au noyau K
avec [K:]i,j = (’C(Xi;Xj))i,j7 1 S Z,j S n.

[ii] Le probleme de minimisation (3) s’écrit:

min {%Z (p-(Yi = ) ayK(X;, X)) + Ao’ [K] 04}7 (5)

a€cR”
i=1 j=1

selon le théoreme de représentation Kimeldorf €& Wahba (1971), ou o := (o, . .., ) € R”
et :

U(x) = Z a;(z, X;), VYreX.

i=1

3 Algorithme de résolution

Nous utilisons, dans notre méthodologie, l’algorithme des moindres carrés itérés pondérés
[Ruppert & Caroll (1988)]. Le probleme de minimisation (5) s’écrit :

min {C ; Li(7)

Y;‘ — Z OéjIC(XZ‘,Xj>
Jj=1

+% o K] a}, (6)



avec: (1) =27 1{(Y ST KX X ))>0}+2(1—7) 1{(Y s %K(X X;)<0} ou 1 désigne

la fonction indicatrice d'un ensemble. Le parametre C' est égal a 2n)\

Le principe de l'algorithme des moindres carrés itérés pondérés consiste a remplacer
la valeur absolue par un terme quadratique pondéré. Nous obtenons ainsi, & chaque étape
de T'algorithme, une expression explicite de la solution du probléeme de minimisation.

o Initialisation: On détermine &' solution du probléme de minimisation

C{%{cz 2 (X0, X)) %aT [IC]a}. 1)

La solution explicite de ce probleme est donnée par la relation (4).

o Etape (q+1): Connaissant &9, on détermine &7V solution du probleme de
minimisation

. F(Q) (Y —ZT-L L K(X;, X;))? I 7
ﬁﬁ{e}j(Y’E:Iaj@&XwV+@ﬁ>+5a[ma}’ "

oll ©? est une constante strictement positive que I’on se fixe pour éviter un dénominateur
nul et ng)(T) est I';(7) a I'étape (q) de 'algorithme, a savoir
09 (r) = 2r 1 V2T

n 1 n .
YieXr, al?K(X:,X;)>0 {vi-xp, of?x(xi,x;)<0}

En définissant la matrice diagonale M@ de taille n x n, dont les éléments diagonaux
sont donnés, pour tout ¢ = 1,...,n, par :

( Ll (r) )
n 1|

(0 = 5y )R, X5))7 + 07

on obtient la solution du probleme de minimisation de I’étape (g+1) comme suit :

et — [C' T+ M@ (K]t M@ — n A1 + M@ (K]t M@y

o Critére d’arrét: On décide d’arréter 1'algorithme lorsque Hd(q“) — é‘(q)HRn < err,
ou la quantité err est fixée.
4 Reésultats expérimentaux et sélection des parametres

La procédure d’estimation exposée précédemment dépend de beaucoup de parametres :
le parametre de lissage A (autrement dit le parametre C) et les parametres du noyau
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utilisé. Ces parametres jouent un role crucial pour donner de bonnes prédictions. Dans
notre démarche, nous allons fixer le parametre \ et les parametres du noyau par valida-
tion croisée [Wahba (1990)]. Nous précisons que lors des simulations les courbes X sont
discrétisées en p points.

Pour accroitre 'efficacité, nous utilisons d’une part des séquences de croissance ex-
ponentielle de A, A = (721 (=18 ¢0) et de h (la fenétre du noyau gaussien), avec
h=el710) (=8 e et d’autre part des séquences de d (degré du noyau polynomial)
avec d = 2,3,4,5.

Un exemple traité ainsi que les différents parametres sont précisés ci-dessous :

o X :={Xi};cjo) est un mouvement Browien standard et Y est une variable aléatoire
de moyenne nulle définie par

1
Y = / (t—2/3) X2dt +¢, € est un bruit gaussien [e ~ N(0,o.)].
0

e Les noyaux utilisés sont les suivants :
o Noyau gaussien : (X3, Xo) = exp(—h || X; — X2‘|iz([071})), h > 0.
o Noyau polynomial : (X1, X5) = (1 + < X1, Xa =p2(op))?,  d € N,

e 7 €)0, 1] est l'ordre du quantile conditionnel.

Nous explicitons les résultats pour l'ordre 7 = 0.5 (Table 1). Les échantillons ont été
simulés S fois (S = 100) avec différentes tailles (n = 50, 100, 300) en p = 100 points
de discrétisation. Chaque échantillon a été découpé en un échantillon d’apprentissage
(trois quarts de chaque échantillon simulé) et en un échantillon de validation (un quart
de chaque échantillon simulé).

Le critere utilisé dans la comparaison décrit dans la Table 1 est la moyenne d’Erreur
Quadratique Moyenne (EQM) sur 'ensemble des échantillons de validation simulés :

- 1 S8 ,
EQM = < Zl EQM (i),

ot EQM (i) =1 > (Y —Y;)? est I'Erreur Quadratique Moyenne sur le i échantillon
de validation simulé avec i € {1,...,S}.
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Table 1: Résultat d’analyse.

Prédiction sur les données de validation (EQM x107%).

n = 50 n=100 n =300
Données Brutes + SVM (gaussien) 10.42612 9.504034  6.03263
(5.943963)  (4.438303) (1.465756)
Données Brutes + SVM (polynomial) 9.6532 8.12378 5.965548
(9.338067) (3.627916) (1.651072)
B-spline + SVM (gaussien) 8.046232 6.301614  4.715405
(5.615603) (3.127043) (1.177536)
B-spline + SVM (polynomial) 8.205936 5.658505 [.872072
(6.380718) (1.88807) (1.118844)
Base de Fourier + SVM (gaussien) 7.422663 6.143281  4.585847
(4.154852)  (2.622473) (0.9638604)
Base de Fourier + SVM (polynomial) 6.816327 6.440656  4.739825
(4.422176) (2.975028) (1.135096)
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Résumé

Nous proposons deux méthodes pour tester I’égalité des moyennes d’une variable fonc-
tionnelle. La premiere est basée sur la projection de cette variable dans un sous-espace de
dimension finie engendré par les fonctions B-splines ou d’ondelettes. La seconde méthode
utilise les projections sur les sous-espaces engendrés par des directions principales obtenues
de I'analyse en composantes principales fonctionnelle de cette variable. Les lois asymp-
totiques sous hypothese nulle de ces tests sont déterminées. Les simulations sont faites
pour évaluer la performance des tests ainsi construits en les comparant avec des méthodes
existantes.

Abstract

We propose two methods for testing for equality of means of a functional variable. The first
one is based on a projection of this variable onto a finite dimensional subspace spanned
by B-spline functions or wavelets. The second method uses projection onto a subspace
spanned by principal directions obtained from the functional principal component analysis
of the variable. The asymptotic distributions of the related test statistics are obtained
under the null hypothesis. Simulations that permit to evaluate the performance of the
proposed tests with comparisons with existing methods are given.

Mots-clés : test d’homogenéité ; données fonctionnelles ; Analyse discriminante ; B-
splines ; ondelettes.



1 Introduction et position du probleme

Soit X une variable aléatoire définie sur (§2, A, P) et a valeurs dans un espace de Hilbert
réel séparable H muni du produit scalaire (-, -) et de norme associée ||-||. On suppose que
E (| X H4) < 400 et on considere, par ailleurs, une variable aléatoire Y a valeurs dans
F :={1,...q}. Pour ¢ € F, posant my = E(X|Y =) et p, = P (Y ={), on suppose
sans perte de généralité que p, > 0 pour tout £ € F. On s’intéresse au test d’homogenéité
pour la variable aléatoire X, c’est a dire au test d’hypothese nulle

Ho : mp=mg =...=my

contre
Hy:HeFrp#0, ou 7y =my —m et m=E(X).

Nous introduisons deux méthodes pour ce probleme de test. La premiere est basée sur
I'analyse discriminante (AD) de la projection de X sur un sous-espace d’approximation
de dimension finie. La deuxiéme approche est basée sur des projections des 7, (¢ = 1, ..., q)
sur un nombre fini d’axes principaux issus de ’ACP de X. Dans chacun des deux cas,
une statistique de test, basée sur un échantillon i.i.d. {(X®,Y®) de (X,Y), est

}1§i§n
définie et sa loi limite sous hypothese nulle est déterminée.

2 Approche par projection sur un sous-espace de di-
mension finie

Soit (E"), .y une suite de sous-espaces de dimensions finies de H telle que E” C E"*,
pour tout r € N* et H = |J E". Désignant par P" la projection orthogonale de H

reN*
sur E7, il est bien connu que pour tout € H, on a lim,_,,, P'z = x. Alors, pour r
suffissmment grand, puisque Hy implique que Pm; = Pmy = ... = Pm, ou P := P", on va

considérer un test de cette derniére en nous basant sur l’analyse discriminante (AD) de
X =PX. Posant F := E", on Considére une base B = {¢1,...¢,} de E; celle-ci induit

I’application linéaire I : o € RP — Z a;¢; € H. 11 est alors facile de vérifier que ’AD

précédente est équivalente a celle du vecteur aléatoire L*X. Celle-ci (cf., par exemple,
Dauxois et Nkiet (1997)) est obtenue grace a ’analyse spectrale de 'opérateur

R(p) = (W1/2) B. <W11/2>T7

q

ou t désigne 'inverse généralisée de Moore-Penrose, B, = > pyTuy ® Top avec Ty = L*my —
=1

L*m, et Wy est I'opérateur de covariance de IL* X. 1l est facile de vérifier que si Hy est



vraie, on a

2

T(p) = sz (( 1/2> (L*mg—]L*m)>

on peut, par conséquent, utiliser un estimateur de 7" (p) comme statistique de test. Soient

RP

q
BM = "p} (L'X, -L'X") ® (L'X, —-LX"),

W = Z L'XD oL X _L*X"oLX"
=1

ou
P?: e = Zl{ym =t} Xé = Z {ri= Z}X(Z) ZX(Z)

on estime R (p) par opérateur aléatoire R(") (p) = WTBM™ et on définit la variable
aléatoire T™ (p) = tr (}AE(”) (p)) comme statistique de test. Pour déterminer sa loi sous
Ho, on suppose que rg (Wl(n)) converge presque surement vers rg (W;) lorsque n — +00;

ceci assure la convergence de R® (p) vers R(p). Soit A = diag (p1,p2,....pq) €t I'1 =
ATt @K Wf , oi1 ®*designe le produit de Kronecker; on considere la matrice

211 212 cee Elq
21 _ 2.21 2.22 “ee E.Qq 7
qu Eq? qu

ou X = (5Z-jin*(i) + pip; (Wl — V*(i) — V*(j)) , 0;; ¢tant le symbole de Kronecker et
VO = E[(L*X — L*my) @ (L*X —L*m,) |Y = (], {=1,2,....q.
On obtient alors :

Théoréme 1. Sous H,, nTl(n) (p) converge en loi, lorsque n — +o0, vers Q1 = M{ T M,
ou M est un vecteur aléatoire gaussien dans RP?, centré et d’opérateur de covariance ;.

3 Approche par projection sur les composantes prin-
cipales

Dans ce paragraphe, nous adoptons une approche basée sur les projections des 7, sur des
axes principaux, c¢’est-a-dire des vecteurs propres unitaires de 'opérateur de covariance

3



V de X, donné par V = E ((X —m)® (X —m)). Soit (u;);>1 un systeme orthonormé

de vecteurs propres de V' tel que u; est associé a la ¢+ — éme plus grande valeur propre

Ai. On suppose que 'on a pour tout ¢ > 1, \; > A\;y; > 0. Pour un entier p € N* fixé,
P4

on considere S (p) = 3 3] pAt (1, w;)?; il est facile de voir que si Ho est vraie, on
i=10=1

a S(p) = 0. Par conséquent, on peut effectuer le test de Hy contre H; en se basant

sur un estimateur convergent de S (p). Considérons 'opérateur de covariance empirique

Vn = LS (XD -X") @ (X —X"), et (@);», un systéme orthonormé tel que ; soit
i=1 =

le vecteur propre de V™ associé A la i—eme plus grande valeur propre Xz Pour p € N~
suffisamment grand, on définit comme statistique de test la variable aléatoire S™ (p) =

P g ’\,1 ~ o~ 2 NS -—n N .

Yo opAT (e, u)” ou T, = X, — X . Pour construire le test correspondant, nous allons
i=1 /=1

déterminer la loi asymptotique de S™ (p) sous Hy. Pour cela, introduisons les opérateurs
suivants :

VO = E(X —my) @ (X —myp)|Y =)
Oy = 5j£pjv(j) + pipe (V —yu _ V(f))

ol (j,£) € F? et 6, désigne le symbole de Kronecker. Ceci nous permet de considérer la
matrice carrée de dimension pq suivante :

01111 01112 .-~ Ollpg
01211 01212 .-~ O12pq

Z:2 = . . . )
Opqll  Opq12 .-+ Opgpq

olt oijre = (ug, ©jpuz) . Soient Dy (p) = diag (Mi;1 <i < p)et Ty = (Dy(p)) " @ A1,
ol ®¥designe le produit de Kronecker. Nous avons alors :

Théoréme 2. Sous Hy, nS™ (p) converge en loi, lorsque n — +00, vers Qo = MITyM,
ou My est un vecteur aléatoire gaussien, dans RP?, centré et de matrice des covariances
égal a X,.

Remarquons que @), et )2 sont des formes quadratiques d’un vecteur gaussien. On peut
par conséquent approcher leur fonction de répartition en appliquant des formules données
dans Mathai et Provost (1992) et qui impliquent les opérateurs I'1, 3 et 'y, X9 respective-
ment. Ces opérateurs étant inconnus dans la pratique, on les remplace par des estimateurs
convergents.



4 Application aux variables fonctionnelles

On se place dans le cas ou X est a valeurs dans un espace de Hilbert fonctionnel; il est
alors noté X = (X;),.;, ou I est un intervalle [a,b]. On suppose que les X () sont observés
en des points ty,1o,...,tp, tels que a = t; < ty < ... < ty, = b. Sur cette base, on veut
appliquer les méthodes introduites dans les paragraphes précédents.

4.1 Application de la premiere méthode

Lorsque I’on prend H comme Pespace de Sobolev H"~'(I), on considére la projection de
X sur le sous-espace engendré par les fonctions B-splines d’ordre r, notés BY), e B,(,T)
et calculés sur des noeuds sy, ...,s7, vérifiant a = s; < sy < ... < s, = b; on a alors
nécessairement p = r + Ly. Le choix des noeuds est arbitraire mais effectué de telle
sorte que le pas de la subdivision induite soit suffisamment petite pour permettre une
bonne approximation. Le calcul des (¢, X)), ot ¢ = B,(:), s’effectue par l'utilisation
des formules classiques pour 'approximation des dérivées successives et d'une formule de
quadrature pour I'approximation de l'intégrale.

Lorsque H est pris comme l'espace L?(I), nous considérons une analyse multirésolution
(MRA) {Vi},ez € L2(I). Soit (jo,J) € Z* tel que J > jo, V; est le sous-espace de
dimension finie engendré par les fonctions d’échelles et d’ondelettes associées a cette MRA.
Les fonctions ¢y, sont pris dans la base de V; et les produits scalaires <gz5k, X (")> sont calculés
en utilisant la transformation discrete d’ondelettes.

4.2 Application de la deuxieme méthode

Soit X = (X (tj))lggmgﬁ
observations de X. On procede a une analyse en composantes principales fonctionnelles
de cette matrice en utilisant la bibliotheque fda du logiciel R. Cette analyse nous fournit
les valeurs propres \; et les composantes principales ¢; (k) = <X <i>,ak>. Ceci permet
d’appliquer la deuxieme méthode proposée.

la matrice de dimension n x L qui contient toutes les

5 Simulations

Les simulations ont permi d’évaluer la performance des methodes proposées. Le modele
suivant a été utilisé : I = [0,1], X (t) = m(t) +e(t) on e(t) ~ N(0,1) et m(t) =
cos (t + Ymy/q), q étant le nombre de groupes considérés et v € [0,1]. Pour différentes
tailles d’échantillons n = 25,50, 100, 200, 300, 400, 500, 1000 nous avons effectué 1000
répetitions pour évaluer le niveau et la puissance empiriques, et étudier I'influence du
parametre p. Une étude comparative avec des méthodes existantes (Fan & Lin (1998),
Cuevas et al. (2004)) a été également été effectuée.
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Résumé 1l arrive souvent que le modele postulé pour représenter un systeme physique
ou chimique ne convienne que partiellement. C’est le cas de ’application présentée ici,
modele cinétique de la dépollution des fumées en sortie d’un moteur diesel. Nous montrons
comment cette difficulté a été levée, en autorisant les parametres du modele a varier
suivant les entrées, en s’inspirant de la méthodologie des ’varying coefficient models’.
Le modele ainsi estimé integre entierement la spécificité du modele cinétique tout en
I’adaptant localement aux parametres d’entrée.

Abstract

It can happen that a model representing a chemical or a physical system works im-
perfectly and is only partially correct. It is the case of the example in this paper, kinetic
model of smoke depollution from the output of diesel engine. We show how this difficulty
has been solved, by letting the parameters of the model vary along the entries, following
the methodology of 'varying coefficient models’ The new model takes into account all the
knowledge of the initial kinetic model, while locally adapting it to the entries.

mot-clefs : Réponse fonctionnelle, Modele a coefficients variables, Régression non
linéaire

keywords : Functional response, Varying Coefficient Model, Non linear Regression

1 Introduction

Il arrive souvent que le modele postulé pour représenter un systéme physique ou chi-
mique ne convienne que partiellement. C’est le cas du systeme présenté ci-dessous, et nous
montrons comment cette difficulté a été levée, en autorisant les parametres du modele a
varier suivant les entrées, en s’inspirant de la méthodologie des "varying coefficient models’
(VCM).

Dans un probleme de régression fonctionnelle, les entrées ou les sorties ou les deux
peuvent étre des fonctions (voir Ferraty et Vieu (2006), Ramsay et Silverman(2005)).
Une sortie fonctionnelle peut étre décomposée en une tendance centrale additionnée d’un
processus alétoire gaussien, comme dans Chiou et al (2003) ou Nerini et al (2010). Cepen-
dant, cette démarche ne s’applique pas a notre probleme du fait de la non-stationarité de



la réponse (Canaud et al 2009), méme en considérant que la moyenne conditionnelle du
processus est précisément le modele initial. Dans ce papier nous nous intéressons d’abord
a la démarche de Li et al (2005) dans le cas de sorties linéaires fonctionnelles. Nous éten-
dons cette démarche en faisant varier les coefficients du modele comme dans le cas de
VCM (Fan et al 1999). Enfin, nous I'adaptons en proposant une extension non intrusive
du modele initial.

Dans une premiere partie, nous introduisons le systeme expérimental étudié. Apres un
tour d’horizon des méthodes possibles nous étendons la méthodologie des VCM a notre
probleme, tout d’abord en nous ramenant & un cas linéaire, puis en adaptant directement
le modele et nous montrons les résultats obtenus.

2 Systéme expérimental

Nous étudions un systeme de dépollution catalytique des fumées produites par les
moteurs Diesel, pour lequel un modele a été construit apres que les experts aient posé un
ensemble de réactions chimiques, et postulé des mécanismes cinétiques.

Le piege a NOx est un systeéme catalytique destiné a dépolluer les gaz d’échappement
en sortie des moteurs diesel, c’est a dire a en éliminer les hydrocarbures imbrulés (HC),
les monoxydes de carbone (CO) et les oxydes d’azote (NOx). Le piege se présente comme
une structure cylindrique poreuse imprégnée de métaux catalyseurs a travers laquelle les
gaz passent et réagissent. Nous ne nous intéressons ici qu’aux réactions d’oxydation du
CO et des HC.

Les essais expérimentaux sont réalisés sur un appareillage appelé BGS (acronyme
de 'Banc Gaz Synthétique’) censé représenter la réalité qui comprend, pour simplifier
exagérément, deux éléments : un four pour porter les gaz en entrée a une température
controlée et un réacteur contenant une carotte de catalyseur. En sortie, les gaz sont
recueillis et analysés. Ici, nous ne nous intéressons qu’a deux réponses, les teneurs en CO
et en HC en sortie. Comme la température T varie continliment au cours d’un essai, ces
réponses sont des courbes dépendant de T.

3 Modele et VCM

Un modele a été proposé pour rendre compte du comportement expérimental, et se
schématise par 1’équation :

y(T) = f(z,T,B), (1)

ou x est un vecteur a p éléments contenant la composition des gaz en entrée, T' est la
température de ces gaz, B est un vecteur de ¢ parametres, y(7') est un vecteur a r = 2
¢éléments qui contient les réponses a la température T, f est un systeme d’équations
différentielles ordinaires résolues numériquement.

Pour ajuster ce modele aux n résultats expérimentaux disponibles et estimer les pa-
rametres du vecteur, la premiere idée naturelle est de déterminer par moindres carrés un



vecteur de parametres globaux, valables quelle que soit I'expérience considérée.
B =argminy- [ |y(T) - f(@:. 7. B)|* T )
i=1

Malheureusement, tous les essais basés sur I’équation (2) se sont révélés infructueux,
montrant que le modele proposé est insuffisant pour représenter toute la réalité expéri-
mentale, méme si les grandes tendances sont respectées.

Une deuxiéme idée pour exploiter au mieux le modele (1) est de considérer que celui-
ci rend compte d'un effet moyen, qui doit étre corrigé d'un effet modélisé comme un
processus gaussien Zp(7') de moyenne nulle et dont la matrice de variance-covariance est
paramétrée par 6, de telle sorte que y(7T") = f(x, T, B)+ Zs(T). Cette deuxiéme alternative
n’est pas un succes, pour deux raisons : la premieére est que les réalisations observées de
Z ne peuvent étre considérées comme stationnaires en T, et la seconde que les courbes
obtenues doivent respecter impérativement certaines contraintes. En effet, les sorties, une
fois normalisées, doivent étre décroissantes toujours inférieures a 1 car le piege traite les
polluants mais n’en produit pas et positives car elles représentent des concentrations.

Cependant, essai par essai, le modele (2) donne des résultats satisfaisants, de sorte
qu’on peut définir pour chaque expérience un vecteur de parametres cinétiques.

B, = argmin [ (1) ~ f(x.. T, B)|*dT. 3)

ce qui revient a faire varier les parametres en fonction des x;. Cependant, les ,éi obtenus
sont dispersés, deux expériences proches pouvant conduire a des ,61 tres différents.

Les approches alternatives que nous avons examinées dans un premier temps - Li et
al (2005) et Fan et Zhang (1999) - quoique d’origine tres différentes, proposent réponse
par réponse le modele local linéaire suivant :

y=a'B(T) +e, (4)

avec E(e) = 0 et E(e?) = o2 (voir Hastie et Tibshirani 1993), c’est a dire que T prend le
role d’une variable longitudinale. L’information apportée par f n’est plus prise en compte.
Le vecteur de parametres 3 est donc dans ce cas de méme dimension que x et a donc p
composantes qui n’ont plus de significations cinétiques particulieres.

Li, Sudjanto et Zhang (2005) proposent un algorithme simple & mettre en ceuvre, qui
consiste & obtenir une premiére estimation par moindres carrés des B(T') pour chaque
température indépendamment, puis a lisser les estimations obtenues dans une seconde
étape, par exemple par P-splines (Eilers et Marx 1996).

Fan et Zhang (1999) suggerent quant a eux une méthode basée sur les polynomes
locaux. Leur formalisme peut étre adapté aux cas de sorties fonctionnelles. Dans cette
approche, les B(T) se représentent localement comme des polynémes de degré ny, ce



degré étant généralement choisi inférieur a 3. En un point ¢ voisin de 7', on écrit : B(t) =
i1 ba(t — T)d-
La détermination des coefficients b; du polynome se fait réponse par réponse et le
critére a minimiser devient pour chaque réponse (Iindice r correspondant a celle-ci est
omis pour simplifier) :

B(T) = argminy~ [ (1) = 24B(0)* (¢ ~ T, )

ou K} est une fonction noyau, dépendant d’un hyper-parametre h. Usuellement, on choisit
pour K le noyau d’Epanechnikov d’expression K, (u) = 3(1— Z—E)Jr pour u variant sur [-1,1].

Quand on estime B (T'), I'introduction du noyau permet de pondérer I'importance des
observations puisque plus les points sont éloignés de 1", moins ils ont d’influence, les points
distants de plus de h n’intervenant plus dans I’estimation. De plus, un choix correct de h
permet de lisser I'estimation.

L’examen des points expérimentaux a T constant en fonction de x permet de valider
'idée d'une dépendance longitudinale en température pour la concentration en CO (voir

figures 1 (a) et (b)) mais pas pour la concentration en HC (figures 1 (c) et (d)).
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(a) Sortie CO en T = 0.4(b) Sortie CO en T = 0.5(c) Sortie HC en T = 0.4(d) Sortie HC'en T = 0.5

Figure 1 — Nuages de points des réponses normalisées CO et HC' selon la richesse pour
deux températures

Comme on pouvait s’y attendre, les résultats obtenus, que ce soit en suivant la méthode
de Li ou de Fang, sont acceptables pour la premiere réponse mais ne sont pas satisfaisants
pour la seconde (voir figure 2), les courbes pouvant présenter au moment du démarrage
effectif de la réaction un sursaut choquant pour I’ceil d’un expert.

4 Extension au cas non linéaire

Les méthodes précédentes ont le grave inconvénient de ne pas tenir compte de la
connaissance des experts en ignorant le modeéle (1), et de forcer un caractére linéaire

quelle que soit la température considérée (voir figure 1d).
Pour remédier a ces défauts, nous proposons deux méthodes d’estimation des coef-

ficients, en s’inspirant des méthodes précédentes. La premiere consiste a résoudre un
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Figure 2 — Exemples de résultats pour les deux méthodes

moindre carré pondéré et a poser :

Blo) = argmin 3 [ I(T) - 107 B) K, 2)dT (©)

Ici, la fonction noyau dépend des x au lieu de T'. Dans le cas d’un noyau gaussien, le
parametres h est un vecteur de méme dimension p que x.

La seconde méthode, dans la lignée de Hastie et Tibshirani (1993), propose de rem-
placer les BZ du modele (2) par des coefficients dont les estimations sont lissées. Pour ce
faire, Hastie et Tibshirani utilisent les B-splines de lissage. Nous avons choisi d’employer
la méthode 'Kernel Ridge Regression’ (KRR), détaillée par exemple dans Saunders et al
(1998).

Si pour chaque expérience i, le vecteur b; des "vrais" parametres non lissés du modele
était connu, les coefficients estimés et lissés BZ se prédiraient en KRR par la relation
linéaire en b; : B, = k(K + AI)~'b;, ot Kj,(u,v) est une fonction noyau, k désigne le
vecteur de dimension n dont chaque composante vaut K (z;,z) et K est la matrice de
composantes K (x;, x;), I est I'identité d’ordre n, A est un hyper parametre.

Cependant, les b; sont inconnus et nous les collectons dans un vecteur b qui contient
donc n * ¢ composantes pour n expériences et ¢ parametres cinétiques par expérience. Le
critére a estimer ressemble au critére (2), sauf que la minimisation porte maintenant sur
b, a partir duquel on reconstruit chaque 3, :

b= argmmZ/Hyl flz, T, B, )H dT (7)

Dans le cas de notre application, ¢ = 5 et n = 20 et la minimisation (7) porte donc
sur n * ¢ = 100 variables au lieu des 5 initiales.

Les résultats obtenus par ces deux méthodes (6) et (7) sont comparables et illustrés sur
la figure 3. La seconde méthode offre 'avantage de déterminer I’équation d’une surface de



réponse pour représenter I’évolution des parametres, qu’il suffit d’évaluer pour déterminer
un nouveau point, alors que dans (6) une optimisation est nécessaire chaque fois qu’on
veut déterminer B pour un nouveau x. Ces deux méthodes ne nécessitent que d’interfacer
le calcul du modele (1), et sont donc non intrusives.

Les démarches proposées (6) et (7) emploient des méthodes analogues a celles des
VCM, et en étendent 'application a un cadre non linéaire.
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Figure 3 — Prédictions des sorties normalisées par le modele (7)
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Résumé

Dans cet article, on s’intéresse a la régression fonctionnelle dans le cas ou les variables
explicatives ainsi que les variables d’intéréets sont de dimension infinie et représentées
par des fonctions. Nous introduisons une méthode d’estimation non-paramétrique de la
fonction de régression, extension de la régression ridge a noyau au domaine de I'analyse
des données fonctionnelles, basée sur la généralisation de la théorie des espaces de Hilbert
a noyaux reproduisants (EHNR). L’originalité du travail réside essentiellement dans le
choix du noyau reproduisant construit a partir de 'opérateur intégral et la proposition
d’une procédure pour I'inversion de la matrice noyau a blocs opérateurs.

Abstract

This paper deals with the problem of functional regression where covariates as well
as responses are functions. Basic concepts of reproducing kernel Hilbert space (RKHS)
theory are extended to the domain of functional data analysis and a functional kernel
ridge regression algorithm is provided. Our main results demonstrate how to build the
reproducing kernel from the integral operator and how to invert the corresponding block-
operator kernel matrix.

Mots clés. Régression ridge, analyse des données fonctionnelles, méthodes a noyaux,
variable d’intérét fonctionnelle, espace de Hilbert a noyaux reproduisants, noyau a valeurs
opérateurs.

1. Introduction

La régression est une problématique de recherche qui met en évidence le besoin de
développer des méthodes statistiques et d’apprentissage automatique afin d’apporter
une meilleure compréhension des processus physiques, biologiques et naturels. Elle a
pour objectif de décrire les relations possibles entre des variables observées et mesurées
et permet de produire un modele permettant de prédire les valeurs prises par une
variable qu’on désire expliquer a partir d'une série de variables explicatives continues
et/ou catégorielles. Ces dernieres années plusieurs travaux de recherche, sur le plan
théorique et algorithmique, ont été menés pour développer des méthodes de régression
et de régularisation. Plusieurs méthodes de régularisation par des fonctions convexes



se sont avérées tres efficaces. On peut citer par exemple : le Lasso (Tibshirani, 1996),
I'Elastic Net (Zou et Hastie, 2005) et les SVR (Support Vector Regression) (Drucker et
al., 1997). Ces méthodes ont été développées pour traiter des données discreétes, alors
qu’actuellement, dans de nombreux domaines, les quantités mesurées ne sont plus des
éléments de RY mais des objets plus complexes: courbes, images, etc. Dans ce sens,
on s’intéresse dans cet article a la régression sur des données fonctionnelles (Ramsay et
Silverman, 2005), plus précisemment le cas ou les variables explicatives et a expliquer
sont de dimension infinie et donc représentées par des fonctions. Les développements
récents, dans le domaine de ’analyse de données fonctionnelles, des méthodes de régression
non-paramétriques pour variables fonctionnelles offrent de nombreuses perspectives. Le
spectre d’applications de ces méthodes est largement étendu, on peut citer par exemple
I’analyse et la quantification du risque d’un investissement en finance, 'analyse des
données d’expressions de genes en biologie, ’étude de l'interaction entre les variables
climatiques en science environnementale et la localisation des activations cérébrales au
cours d’une tache comportementale a partir des données d’IRM fonctionnelle (Sood et
al., 2009; Escabias et al., 2005; Ramsay et Silverman, 2002).

La statistique fonctionnelle a connu un tres important développement ces dernieres
années, donnant naissance a plusieurs méthodes paramétriques (Ramsay et Silverman,
2005) et d’autres non-paramétriques (Ferraty et Vieu, 2006) permettant 1’analyse
des données fonctionnelles. Les récents articles de Preda (2007), Lian (2007) et
Kadri et al. (2010b) mettent en évidence I'apport de la théorie des espaces de Hilbert
a noyaux reproduisants (EHNR) pour développer des méthodes d’estimation non-
paramétriques appropriées aux données fonctionnelles. Dans ce contexte, les propriétés
et caractéristiques des EHNR vérifiées dans le cas scalaire sont étendues pour inclure le
cas ou les variables explicatives et les variables d’intéréts sont des fonctions. Le théoreme
de représentant est généralisé pour montrer que 'opérateur de régression solution d’un
probleme de minimization régularisé s’ecrit sous forme d’une combiniason de fonctions
noyaux a valeurs opérateurs. Le présent papier vise a proposer une extension de la
régression ridge a noyau au cas fonctionel en se basant sur les EHNR a valeurs fonctions.
Un intért particulier est porté a la construction du noyau reproduisant a partir du
I'opérateur intégral et a I'inversion de la matrice noyau a blocs opérateurs.

2. EHNR a valeurs fonctions

Un modele non-paramétrique de régression fonctionnelle avec variables d’intéréts
fonctionnelles y; s’écrit sous la forme suivante:

yi(t) = f(xi(s)) +e(t), sel, tel, i=1,...,n, (1)

avec x; les variables explicatives, ¢; une suite de variable aléatoire et f la fonction de
régression a estimer. La méthode de régression présentée dans ce travail est basée sur
I’approximation de I'opérateur de régression f dans un EHNR F construit a partir d'un



noyau a valeurs opérateurs positive K. Cette section introduit les EHNR a valeurs
fonctions utilisés pour approximer des opérateurs linéaires (Kadri et al., 2010b).

Soient G, et G, des espaces de Hilbert de dimensions infinies et F l’espace des
opérateurs linéaires de G, & valeurs dans G,, muni d'un produit scalaire (.,.)z. £(G,)
est I’ensemble des opérateurs linéaires bornés de G, dans G,.

Définition 1 (EHNR a valeurs fonctions)

Un espace de Hilbert F de fonctions de G, dans G, est un espace de Hilbert a noyaux
reproduisants s’il existe un noyau a valeurs opérateurs Kr(w,z) : G, X G, — L(G,)
telque:

i. la fonction z — Kr(w, 2)g est dans F, Vz € G;, w € G, g € Gy,
i. Vf e F,(f,Kr(w,.)g)r = (f(w),g)g, (propriété reproduisante).

Définition 2 (noyau a valeurs opérateurs)
Un noyau Kr(w, z) a valeurs opérateurs est une fonction de G, x G, dans L(G,)

o Kz est Hermitien si Kr(w, z) = Kr(z,w)*, avec Kz(z,w)* est l'opérateur adjoint
de Kr(z,w)

o Ky est positif s’il est Hermitien et ¥r € Nt et V{(w;,w;)iz1,.+} € G X Gy,
> i K (Wi, wy)us, ug)g, > 0.

Théoréme 1 (bijection entre les EFHNR a wvaleurs fonctions et les noyauxr a valeurs
opérateurs)

Un noyau Kr(w, z) de G, dans L'(Qy) est le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert
F, si et seulement si Kx(w, z) est positif.

Pour la démonstration de ce théoreme ainsi que la construction d'un EHNR autour d'un
noyau a valeurs opérateurs et 'unicité de cet espace et du noyau crées, nous renvoyons le
lecteur au rapport de recherche de Kadri et al. (2010a).

3. Régression ridge a noyau fonctionnelle

Dans cette section, nous étudions ’estimation de I'opérateur de régression f, défini par
I'équation (1), dans un EHNR F construit autour d’un noyau a valeurs opérateurs K. La
régression ridge consiste a résoudre un probleme de minimisation avec une régularisation
au sens de Tikhonov qui combine une fonction cotit L? et une régularisation L?. Une
estimation de f dans l'espace de Hilbert a noyaux reproduisants F est 'opérateur f*
solution du probleme de minimisation suivant:

* : o 12 2
fr= argglel;lizl ly: = f(zi)llg, + AllfIIz (2)



Utilisant le théoreme de représentant dans le cas fonctionnel (Kadri et al., 2010a), la
solution de ce probleme est donnée par la formule suivante:

=) K(wx)8, B €6, (3)
j=1

Le probleme (2) revient donc a résoudre un probleme de minimisation sur 3, € (G,)"
vecteur contenant les fonctions (5;)i=1,_» au lieu de 'opérateur f (voir ésquation (4)).

min ZHBZ ZK T, Tj /BJHQ +)\Z IZ,ZL‘] 6276]) (4)

ﬂ?le(g )n

Contrairement aux travaux de Lian (2007) et Kadri et al. (2010b) qui résolvent le
probléeme (4) en discrétisant les fonctions x;, y; et f3;, nous présentons dans cet article
une solution analytique fonctionnelle de ce probleme. Utilisant la dérivée directionnelle,
nous obtenons que [, solution du probleme satisfait le systeme d’équations d’opérateurs
linéaires suivant:

(K+ Ay = yo (5)

avec K = K(z;,7;)};_; est une matrice par blocs opérateurs (Ky; € L(G,)) et y, €
(Gy)" est le vecteur de fonctions (y;)i,. L’équation (5) est l'extension de la solution
de la régression ridge a noyau au cas fonctionnel. La principale difficulté rencontrée
dans cette extension se rapporte a l'inversion de la matrice noyau. En effet, IC est une
matrice d’opérateurs dont I'inverse n’est pas toujours possible a calculer. Pour surmonter
cette difficulté, nous optons pour une décomposition en valeurs propres de la matrice
construite a partir des noyaux a valeurs opérateurs ayant la forme suivante:

K(‘ria xj) - G(fl}“ Ij)Ta \V/l’i,l'j € gﬂ? (6)

avec G une fonction a valeurs réelles et 7" est un opérateur dans £(G,). Ce choix est
inspiré de la méthode de construction de noyaux a valeurs matricielles proposée par
Micchelli et Pontil (2005). Le choix de 'opérateur 7" dépend du contexte. Lian (2007)
suggere d’utiliser 'opérateur identité, alors que Kadri et al. (2010b) proposent un noyau
fonctionnel construit a partir de 'opérateur multiplication. Dans ce dernier cas, la
méthode proposée peut étre vue comme étant une extension au cas non linéaire des
méthodes de régression basées sur le modele linéaire fonctionnel concurrent (Ramsay et
Silverman, 2005). Dans cet article, on s’intéresse a des noyaux reproduisants construits
a partir de 'opérateur intégral puisque le modele linéaire de régression fonctionnelle
a variable d’intérét fonctionnelle est basé sur cette opérateur (Crambes et Mas, 2010;
Ramsay et Silverman, 2005). Nous considérons le noyau a valeurs opérateurs suivant:

(K (i, 2,)9) (1) = Glas, ;) / ly(s)ds, yeG, {sitheQ (7)
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Notons qu'un noyau similaire a été proposé par Caponnetto et al. (2008) pour des espaces
de fonctions de R dans L*(R).

La matrice noyau associée a des noyaux qui vérifient la condition (6) peut s’écrire sous
forme d'un produit de Kronecker entre une matrice G = G(z;, 7;)7,—; dans R™™ et un
opérateur T € L(G,)

G(zy,2)T ... G(xy,2,)T
K= : : =0T (8)
G(zp, )T ... G(xn,z,)T

Dans ce cas, la décomposition en valeurs propres de K est déterminée a partir des
décompositions spectrales de la matrice G et de 'opérateur T'. Soient 6; et z; les valeurs
propres et les vecteurs de fonctions propres de K. L’opérateur inverse K~! est défini par

Kley = 07 ey, zi)z, Ve, € (G,)" (9)

et les fonctions f; sont calculées en résolvant le systeme d’équations (5).

4. Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté une extension de la régression ridge a noyau au cas
fonctionnel. Cette extension est basée sur I’estimation non-paramétrique de 'opérateur de
régression dans un espace de Hilbert a noyaux reproduisants construits a partir de noyaux
a valeurs opérateurs positifs. Nous avons proposé un noyau basé sur I'opérateur intégral
et une procédure pour inverser la matrice noyau correspondante permettant de résoudre
le probleme de minimisation associé a la régression ridge fonctionnelle sans discrétiser les
variables explicatives et d’intéréts fonctionnelles.
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Fiablilité - Incertitudes

Encadrement et estimation parcimonieuse de probabilités de
dépassement en sortie d’un code monotone, Nicolas Bousquet

We consider the exceedance of a threshold reliability value by the unidimensional output of a
computer code G with multivariate probabilistic input U. When G is assumed time-consuming
and monotonous with respect to U, the Monotonous Reliability Method, proposed by de Rocqui-
gny (2009) in an engineering context, can provide bounds and crude estimates of the probability
of occurence p of such an undesirable event. In the talk associated to this article, the formaliza-
tion and a technical deepening of this idea are considered, as a large basis for future theoretical
and applied studies. Three kinds of results are especially emphasized. First, the bounds them-
selves remain too crude and conservative estimators of p for a dimension of U upper than 2.
Second, a maximum-likelihood estimator of p can be easily built, presenting a high variance
reduction with respect to a standard Monte Carlo case, but suffering from conservative bias.
Third, the theoretical properties of a family of unbiased estimators of p, based on sequential
nested importance samplings, are analyzed. Their supplementary potential improvement re-
quires further studies whose main lines will be discussed. We show that both approaches lead
to promising parsimonious estimation algorithms provided a sequential emulation of the limit
state (failure) surface, seen as a supervised classification problem, can be made under monotony
constraints.

Hiérarchisation des sources d’incertitude vis a vis d’une probabilité de
dépassement de seuil - Une méthode basée sur la pondération des lois,
Paul Lemaitre and Aurélie Arnaud

Lors de la réalisation d’une analyse de sensibilité d’'un modele numérique, la plupart des
méthodes existantes sont pensées pour le cas ou la quantité d’intérét est une variance. Les
quelques méthodes disponibles quand la quantité d’intérét est une probabilité sont soit basées
sur des hypotheses restrictives, soit nécessitent un grand nombre d’évaluations. Cet article
présente une méthode basée sur le tirage d’importance pour estimer 'impact de la modification
d’un parametre d’une loi d’entrée sur la probabilité de dépassement d'un seuil par la sortie d'un
modele. Cet outil s’avere étre un complément intéressant pour une analyse de sensibilité quand
le code est cotiteux en temps de calcul, car il ne se base que sur des simulations déja effectuées.

An Application of the AFT Model based on the Generalized Weibull
Distribution for Reliability Analysis of Redundant Systems, Noureddine
Saardia, Mikhail Nikulin and Ramzan Tahir

In Reliability, the distributions that have unimodal hazard function are not too much, they
include : Log-normal, log-logistic, power generalized Weibull and inverse Gaussian distributions.
In this study, we give the application of the Generalized Weibull distribution in the analysis
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of redundant system with one main unit and one stand-by units. Asymptotic properties of the
estimators and asymptotic confidence intervals are obtained.

Réflexions sur I'analyse d’incertitude dans un contexte industriel :
information disponible et enjeux décisionnels, Merlin Keller, Alberto
Pasanisi, Khouloud Ghorbel and Eric Parent

Uncertainty analysis aims at quantifying the uncertainty affecting the value of a quantity of
interest, characteristic of a the functioning of a physical system, and related to important deci-
sional issues. Most approaches rely on statistical inference, and are divided into three classes :
so-called “plug-in” approaches, providing a point estimate of the quantity of interest; Baye-
sian procedures that infer an optimal value of the quantity of interest from a cost function
formalizing the decisional stakes, and finally purely descriptive approaches, that describe the
uncertainty affecting the quantity of interest. The relevance of each approach varies depending
on the goals of the uncertainty analysis, and the amount of data available to the analyst. We
illustrate this on a real dataset of a water height and discharge measures.
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ENCADREMENT ET ESTIMATION PARCIMONIEUSE DE
PROBABILITES DE DEPASSEMENT EN SORTIE D’UN CODE
MONOTONE

Nicolas Bousquet

EDF R&D, 6 quai Watier, 78401 Chatou.

Summary. We consider the exceedance of a threshold reliability value by the unidimensional output
of a computer code G with multivariate probabilistic input V. When G is assumed time-consuming and
monotonous with respect to v, a method proposed by de Rocquigny (2009) can provide bounds of the
probability of occurence py of such an undesirable event. In this paper, the formalization and a technical
deepening of this idea are explored. Especially, two class of statistical estimators of p; are obtained
based on sequential nested importance samplings. They can show good properties of robustness and par-
simony, ie. variance reduction with respect to a standard Monte Carlo estimator. Promising algorithms
can be based on a sequential emulation of the limit state (failure) surface, seen as a supervised classifi-
cation problem under a monotony constraint, which remains an open problem.

Keywords: structural reliability ; exceedance probability ; computer code ; input uncertainty ; Monte
Carlo acceleration ; probability bounds.

Résumé. Soit une variable décrite comme la sortie unidimensionnelle d’un code de calcul déterministe
G d’entrées aléatoires, et soit py la probabilité que cette variable soit au-dessus d’un certain seuil,
évenement supposé indésirable. Quand G est supposé monotone par rapport a ses entrées, une méthode
proposée par de Rocquigny (2009) peut fournir des bornes encadrant py en fonction d’un plan d’expérience
séquentiel. Un approfondissement technique de cette méthode constitue le propos de cet article. Deux
classes d’estimateurs statistiques de py peuvent étre produites en complément des bornes. Ils présentent
de bonnes propriétés de parcimonie, c’est-a-dire qu’ils nécessitent pour leur calcul un nombre d’appels
au code plus faible qu’un estimateur de Monte Carlo classique. Des algorithmes d’estimation promet-
teurs peuvent &tre construits a partir d’une émulation séquentielle de la surface d’état limite associée au
dépassement. Il faut pour cela résoudre une suite de problemes de classification supervisée sous con-
traintes.

Mots-clés: fiabilité structurelle ; probabilité d’exces ; code de calcul déterministe ; entrées de code in-
certaines ; Monte Carlo accélérée ; bornes de probabilité.

1 - Contexte

Soit v =(vy,...,V,) un vecteur de d variables aléatoires uniformes sur [0, 1] et indépendantes.
Soit G un code de calcul déterministe, continu vis-a-vis de ses entrées et lourd d’exécution, tel
que Z = G(V) soit une variable aléatoire univariée. Soit Yy la variable binaire 1(5(y)<o) =
L¢z<0y- Dans un calcul de propagation d’incertitude, a une reparamétrisation pres, le vecteur



v peut représenter des variables environnementales (ex: la géographie d’un terrain, les dimen-
sions et le débit d’un cours d’eau) et Z une variable de décision (ex: -Z = hauteur relative de
la riviere par rapport au niveau O normatif, si G est un code hydraulique aux €léments finis).
L’évenement Yy = 1 est gé€néralement défini comme indésirable (ex: occurence d’une crue), et
on cherche donc a estimer de facon parcimonieuse (en minimisant le nombre d’appels au code)
sa probabilité d’occurence py = P(G(v) < 0). Il s’agit d’un probleme de fiabilité structurelle.

On définit I’ordre partiel x >y par x; > y; pouri = 1,...,d. Si on suppose que G est mono-
tone croissant par rapport a ses entrées selon cet ordre, tout point x de ’espace U = [0, 1]¢ qui
est situé en-dessous d’un point u tel que y, = 1 (toujours selon cet ordre) est nécessairement tel
que yx = 1. De méme, tout y de U situé au-dessus d’un point u tel que y, = 0 est nécessairement
tel que yy = 0. La monotonie de G est par exemple avérée pour certains codes hydrauliques, ou
la modélisation de la résistance de structures dans le domaine de la construction de batiments
(de Rocquigny 2009, Limbourg et al 2010).

On suppose donc pouvoir définir deux ensembles U, et U, de points (¢c’est-a-dire un plan
d’expérience) “dominés” par les n sommets de deux unions d’hypercubes situées de part et
d’autre de la surface de défaillance {v € [0,1]¢, G(v) =0} (cf. Figure 1). Il faut noter que
celle-ci est une fonction décroissante des coordonnées, et que le volume situé sous cette hy-
persurface est égal a p;y. On note que Vol(U,, ) et 1 — Vol(U,;) constituent donc des bornes
inférieure et supérieure pour py (de Rocquigny 2009). Celles-ci peuvent étre calculées sans dif-
ficulté computationnelle pour une dimension d quelconque (Bousquet 2010), de fagon exacte
(pour d faible), ou approchée avec une précision arbitraire (quelque soit d).

La facon optimale de construire le plan d’expérience correspondant aux sommets des unions
hypercubiques est de procéder pas par pas, en plagant v; dans 1’espace non-dominé U, | =
U/(U, ;®U; ) alitération k. Ce plan d’expérience peut d’abord étre construit de fagon
déterministe, afin d’agrandir au maximum le volume de I’espace dominé 6té de 1’étude. On
procede ainsi (Figure 2) jusqu’a obtenir des bornes ( Py p,jo) non triviales (autres que O et 1), a
une étape ko > log(1/pr)/dlog2.

2 - Limitations et objectifs

Cependant un plan d’expérience déterministe, régulicrement réparti, m¢ne a un colit ex-
ploratoire exponentiel en termes de nombre d’essais. Par ailleurs, lorsque d augmente les
bornes progressives p, et p, risquent de rester éloignées et trop conservatives. Plus qu’a
utiliser la borne supérieure comme estimateur conservatif de ps, on cherche plutot a utiliser
ces bornes pour produire une réelle estimation statistique de py, parcimonieuse en nombre
d’appels a G. Celle-ci émane du choix d’un plan d’expérience stochastique, ou I’on considere
que Vi ~ fr_1(V) ol fi_; est une densité de support Uy_y. Est dit ici parcimonieux un es-
timateur de variance plus faible qu’un estimateur de Monte Carlo classique py, , sans biais et
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consistant. Le calcul de ce dernier requiert au moins n = 100/ps appels a G (pour une erreur
~ 10% sur py ; cf. Lemaire et Pendola 2006) ce qui est peu réaliste en pratique. II présente de
plus le défaut d’étre non-robuste, au sens ol son coefficient de variation CV[py, | — e quand
Pr— 0.

Dans la suite, deux estimateurs et leurs propri€tés sont considérés. Jusqu’a la fin du texte,
on supposera réinitialiser la notation (IUO+ Uy, pg ,Py ) aprés N — 1 étapes déterministes oll
N > ko+ 1. A partir de I’étape N, le plan d’expérience est choisi stochastique et on note .%, la
o —algebre générée par la suite des n simulations vy,...,V,.

3 - Un estimateur par maximum de vraisemblance de données dépendantes

Dans un premier temps, on suppose que Vi,...,V,1 sont successivement simulés uni-
formément dans la série de sous-espaces imbriqués Uy,...,U,. L’occurence d’une signature
&vi = L{G(v,)<0} non-nulle suit une loi de Bernoulli Z(), conditionnellement & .71, ou

Y = P(G(V) < O|V € Uk—l):
<0

P(G(v)<0)-P(G(v)<Olve U, |)P(velU, )
P(velU)




de par laregle de Bayes, d’ou % = (pr — p;_1)/ (Pl | — pi_1)- Apres n étapes, toute I'information
sur py est apportée par la vraisesmblance de données dépendantes L,(ps) = L,(py|V1,--.,Va)
définie par le produit des conditionnements

— v 1-&y

L) = TT(2=Pen ) (Loazpr )

n\Pf) = T - F _ - '
k=1 \Pk—1~ Pr1 Pr—1 7 Pr—1

On pose £,(py) = logL,(py). On peut montrer qu’il existe une unique solution (EMV) p;,
dans [p,_,,p) ] al’équation de vraisemblance £,(ps) = 0, semi-explicitement définie par

WM:

1 @ (Pr,,) Pk
Pfan = ; (1)

n
Y & (Pr,)
k=1

avec @ (x) = [(x—pi_,) (pl_, —%)] et e =+ (Pl —piy) &v,- Létude des pro-

priétés de cet estimateur (Bousquet 2010) nécessite d’utiliser la martingalité du processus (%, ),—adapté
associé au score {£),(pr)}, et I’on peut ainsi obtenir la consistance faible (convergence en proba-

bilité) ainsi que la normalité, la robustesse et une parcimonie asymptotiques sous des conditions
modérées bien que difficiles a vérifier en pratique :

(i) la surface de défaillance est ! sur un sous-ensemble mesurable non-vide de U ;

(i) 36 <[0,1)tel que Y-, (ax(py) ~E, [@x(ps)]) = o(n'~9);

P
(i) (p, —pp)/(Pr—py) —2 1.
N &L N .
Alors & (By, —pr) = A (0,1) ot 6 < ps(1—py)/n atteint la borne de Cramer-Rao (et con-
stitue donc un optimum en variance pour tout estimateur sans biais fondé¢ sur un échantillonnage
progressif uniforme). Des conditions supplémentaires, mais elles aussi raisonnables, sont nécessaires
pour estimer cette variance et obtenir la consistance presque stre de py, .

Si cet estimateur est trés simple a calculer et présente une forte réduction de variance vis-a-
vis de Monte Carlo, il souffre d’un biais conservatif (positif lorsque p est petit) qui n’est pas
forcément génant dans un cadre fiabiliste général. Ce biais peut cependant devenir trop conser-
vatif lorsque la dimension augmente. Par ailleurs une exploration uniforme de 1’espace apparait
quelque peu naive et les résultats obtenus sont tous asymptotiques. On cherche donc par la
suite a produire une classe d’estimateur sans biais, robuste et de variance non-asymptotique
significativement plus faible que celle de Monte Carlo.



4 - Une classe d’estimateurs par échantillonnage d’importance pondéré

On note f;_(v) n’importe quelle densité d’importance de support Uy_1, selon laquelle on
simule le point v, ajouté au plan d’expérience a I’itération k. Soit

Pk = Pit oo

une généralisation de I’estimateur local p; impliqué dans (1). On peut aisément prouver qu’il
est sans biais. Dans ce cas, une généralisation non biais€ée de ’EMYV est 1’estimateur pondéré
WISE (weighted importance sampling estimator)

. R ST
Pin = X O @)

ol les @y sont des poids déterministes dans [0,n], de somme égale & n. La variance de cet
estimateur est V' 55 = vU(p,) +VF(p/) ou

n CO2
V. (pr) = szwc(l?f)Z%(l—Ckfl),
=
nof Li6(v)<0} (Pr—riy)
VE(py) = —kE/ OO} gy k
(ps) /cZ:l n? [ Uiy Sie1(V) (P,T_l—l?n_l)_l

avec V' (py) = 0 si tous les fi sont supposés uniformes, les {c;} étant définis par co = 0 et
Vk>1,

P 1-p

1—pf p;(l—pk*)} 3)
pr l=pr pr(l=ps) |’

C, = Eik[

qui croit de 0 & 1 quand k — . Avec peu de contraintes sur f; (en particulier f; peut Etre
naivement uniforme), il y a toujours réduction de la variance (vis-a-vis d’un estimateur classique
de Monte Carlo) et robustesse non-asymptotiques. La minimisation de la variance passe par

n
la calibration des poids selon la regle @f < (1—dy1)"'/ L (1—dj—1)" olidy =0, di =
=1

ck —E[be(f)l/(pr(1 = pr)) Yk > 1 et

_ Ligw<oy .., (pr—rp)
bif) = f SETShav- R

Il faut noter qu’un choix particulier de f;_; peut mener a une variance nulle. Il s’agit d’un
résultat usuel en €chantillonnage d’importance. Ce choix requiert de connaitre p et la surface
de défaillance U; = {v € U, G(v) = 0}, ce qui est précisément le probleme.



On peut tenter de s’approcher de ce choix optimal en simulant un point vy tel que I’élément
de variance conditionnelle 1 — ¢, = E[(py — pi ) (p” — py)] soit faible, soit en définissant fj_
comme une densité unimodale, de variance trés faible, dont le mode minimise le critére

) = (P —ri ) (pE )= pr )

Le mode de f;_; est alors le point de Uy _; qui permet a une stratégie déterministe d’oter le
plus de “volume”, ce dernier mot pouvant €tre défini come une mesure moyenne de 1’écart
prédictif entre les bornes. On remarque cependant que nécessairement, un tel critere ne peut
étre mis en oeuvre que si 1’on dispose, pas a pas, d’un estimateur de la surface U;. Celui-ci
est un classifieur supervisé d’un probleme entierement séparable qui respecte les contraintes
suivantes : monotonie décroissante et volume sous la surface égale a I’estimateur courant de
py- Les vecteurs de supervision peuvent €tre simulés uniformément dans les zones domin€es
sans limite de taille. La résistance au fléau de la dimension et la flexibilité requise favorise le
choix (Hurtado 2004) de Perceptrons Multi-Couches ou de Support Vector Machines . Un tel
classifieur permettrait de plus de mener des expérimentations bootstrap pour tenter de débiaiser
I’EMV.

Ce probléme n’est actuellement pas résolu et demande d’importants approfondissements.
Mais en supposant que de telles lois d’importance, finalement réductibles a des multinormales
tronquées de tres faible variance, puissent €tre ainsi construites, quelques résultats importants
peuvent en étre déduits :

e de tres faibles variance d’importance peuvent étre calibrées de facon a ce que py, €
[P, s P,f] avec une tres forte probabilité ;

e clles peuvent impliquer un quasi-déterminisme formalisé par Var[p, '] — 0 ;

e ce dernier résultat assure la consistance presque slire et la normalité asymptotique de la
famille d’estimateurs.

Quelques expérimentations préparatoires en faible dimension ont montré que la variance de
Py, pouvait se rév€ler numériquement au moins égale a la variance asymptotique de I’'EMV.
Celle-ci étant optimale pour I’échantillonnage uniforme naif, ce résultat est prometteur, et ’on
peut espérer obtenir des variances d’estimation encore plus faible en pratique si une résolution
numérique au probléme de classification posé ci-dessus peut étre faite. Ainsi, de nombreux
travaux théoriques et appliqués sont encore nécessaires pour proposer une construction automa-
tisée de ces lois d’importance, la classification sous contrainte étant le premier d’entre eux.
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HIERARCHISATION DES SOURCES D’'INCERTITUDE VIS A VIS
D'UNE PROBABILITE DE DEPASSEMENT DE SEUIL - UNE
METHODE BASEE SUR LA PONDERATION DES LOIS

Paul Lemaitre & Aurélie Arnaud
EDF R&D, 6 Quai Watier, 78401 Chatou
Résumé

Lors de la réalisation d’une analyse de sensibilité d’'un modéle numérique, la plupart
des méthodes existantes sont pensées pour le cas oul la quantité d’intérét est une variance.
Les quelques méthodes disponibles quand la quantité d’intérét est une probabilité sont
soit basées sur des hypothéses restrictives, soit nécessitent un grand nombre d’évaluations.
Cet article présente une méthode basée sur le tirage d’importance pour estimer 'impact
de la modification d’un paramétre d’une loi d’entrée sur la probabilité de dépassement
d’un seuil par la sortie d’'un modéle. Cet outil s’avére étre un complément intéressant
pour une analyse de sensibilité quand le code est coiiteux en temps de calcul, car il ne se
base que sur des simulations déja effectuées.

Mots-clés : Analyse de sensibilité ; incertitude ; fiabilité ; échantillonnage préférentiel
Abstract

When sensitivity analysis is performed on a numerical model, most methods are based
on variance decomposition between the inputs and the output. However, the ones available
when the quantity of interest is a probability use restrictive hypothesis or require a high
number of function calls. This paper presents a method based on importance sampling to
estimate the impact of modification of an input distribution parameter on the probability
of a threshold crossing by the model output. This method appears useful for sensitivity
analysis when the model computation is time-consuming, for it only uses previously-done
simulations.

Keywords : Sensitivity analysis ; uncertainty ; reliability ; importance sampling

1 Introduction

Ce papier se place dans le cadre global d’études basées sur un modéle numérique simulant
des phénomeénes physiques, et dans le cadre plus précis de 'analyse de sensibilité (AS) de
ce modéle numérique. Le but principal en AS est de hiérarchiser les variables d’entrée qui
influent le plus sur la sortie du modéle comme décrit dans Saltelli et al. (2000). II existe
des techniques rodées qui décomposent la variance de la sortie en parts de variance due



a chaque entrée ou combinaison d’entrée, la plus célébre étant les indices dits de Sobol
(1993). Notre problématique concerne la fiabilité donc I'intérét est porté sur la probabilité
de dépassement d’un seuil (ou défaillance) par la sortie. Nous sommes intéressés par la
sensibilité aux paramétres des lois d’entrée. Une méthode d’AS est présentée dans le cas
d’un calcul de fiabilité dite “de pondération des lois” basée sur le tirage d’importance.
C’est une méthode largement inspirée des travaux de Beckman & McKay (1987) et de
ceux de Hesterberg (1996).

2 Proposition d’indices de sensibilité

Soit G la fonction d’état limite, définie dans I'espace des paramétres du modéle et soit
X le vecteur aléatoire de R? de densité de probabilité fx des entrées du modéle. Dans
la suite de D'article, les composantes du vecteur X sont considérées indépendantes deux
a deux. Le domaine de défaillance est défini par Dy = {G(z) <0,z € ]Rd}. Le but est
d’estimer

P:/1{G(x)<0}fX($>dff:E[l{G(X)<0}]

Comme les méthodes d’intégration directes ne sont pas applicables sauf dans des
cas trés particuliers, les pratiques de type Monte-Carlo (MC) sont les plus répandues.
L’estimateur naif MC est :

1 N
P:N;1{G(Jci)<0}

ot les x% sont N vecteurs aléatoires i.i.d. simulés selon fx. C’est un estimateur sans
biais de la quantité d’intérét, dont il est possible de controler la précision via sa variance
et 'expression d’un intervalle de confiance.

On peut vouloir calculer la probabilité de défaillance en supposant que la loi fx des
entrées a changé pour f; . Dans ce cas la quantité a estimer est :

P= / LiG@<oy fx(7)dz

Si N échantillons i.i.d 2 ont été simulés selon fx, P peut étre estimé par :

N .
—~ 1 f~ (xl)
Py = _E Lio(ai JXA T
N N — {G(z*)<0} fX(xZ)

La facon de procéder présentée ici est inversée par rapport au tirage d’'importance clas-
sique : on estime P via la méthode MC classique pour ensuite en déduire une estimation



de P en utilisant uniquement les tirages déja réalisés. Il faut cependant que le support
de la densité modifiée fg soit contenu dans le support de fx. Le but de notre AS est
de hiérarchiser I'influence d’'une ou de plusieurs variables aléatoires sur la probabilité de
défaillance en effectuant le moins d’appels possible a la fonction G, supposée cotiteuse.
Ainsi seuls les tirages issus des calculs ayant servi a estimer la probabilité de défaillance
peuvent étre utilisés.

On se place dans le U-espace (ou espace gaussien), un espace dans lequel toutes les
variables suivent une loi normale centrée réduite, ces variables étant indépendantes deux
a deux. Soit F, la fonction de répartition de X; et ® la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite. Soit le réel 9, la variable aléatoire X;s de fonction de répartition
F,, est définie pour tout x appartenant au support de F, par :

O (Fx, () = & (Fx,(2)) — 6

Ce changement de loi revient a translater d’un facteur 4 la loi de X; dans le U-espace
ou I’AS sera effectuée. La méthode proposée étudie donc 'influence d’une modification
d’un paramétre (la moyenne) de la loi d’une variable d’entrée.

P, 5 est définie comme P(G(X;, .., Xis, ..., Xq) < 0). L’indice de sensibilité a la modifi-
cation de loi (dans le cas ou P est différente de 0) est défini par :

Pi;—P
— 5

C’est un indice sans dimension qui est positif lorsque la modification de la loi de X;
augmente la probabilité de défaillance et négatif sinon. C’est également le pourcentage
de variation induit par le changement de moyenne. Les modifications conjointes pour
plusieurs variables peuvent étre étudiées, en modifiant les variables i, ..., 7, de facteurs
01, ...0x. La représentation de tels indices est plus ardue et fera I'objet de recherche future.

1

P _
Sh =

On présente ici la méthodologie a suivre.

Propagation de l’incertitude Cette premiére étape n’est pas spécifique a la méthode
de hiérarchisation des sources d’incertitudes proposée. Il s’agit d’estimer la probabilité de
défaillance P comme par exemple avec l'estimateur naif MC rappelé plus haut (on peut
aussi utiliser d’autres méthodes comme par exemple de type quasi-MC).

Transformation de I’espace Si l'espace d’entrée n’est pas le U-espace, une transfor-
mation isoprobabiliste est nécessaire. La transformation de Rosenblatt est conseillée par
Lemaire (2005), elle sera notée 7. Si X est le vecteur des variables d’entrée (X1, ..., Xy),
alors U = (Uy,..,Uy) = T(X) ou les U;, i = 1,...,d sont des variables aléatoires normales
centrées réduites indépendantes deux a deux.



Estimation des indices Cette étape consiste a estimer P, 5. Soit g(U) = G(T~(U)),
x un échantillon de X, u = T'(z), ;s la loi jointe du vecteur (Uy, ..., Ui, ..., Uq), p la loi
jointe du vecteur U = (Uy, ..., U, ..., Uy), ¢ la densité de la variable U; et o5 la densité de
la variable Us.

pas(u) = ps(us). [] oCux) et p(u) =]Jelw) = o). ] elu)
k=1 ki k=1 k=1 ki

Donc

P = / Lg(uy<opphis(w)du = / 1{g<u)s0}%u(u)du = Eu[l{g(U)SO}%]

Les estimateurs proposés sont :

P = — E Lro(ui PoLY et Sh= -2
7,0 szl {g(w)<0} QO(Ui) 7,0 p

3 Application

Dans cette section, nous allons metttre en application des AS sur des fonctions jouets a
I'aide des indices proposés dans la section précédente. A noter que dans certains cas réels
il n’y a pas d’expression analytique pour G (comme par exemple des codes de calculs
thermo-hydrauliques basés sur les éléments finis).

Le premier cas d’études est sans transformation isoprobabiliste, c’est a dire que la
fonction de défaillance est définie dans le U-espace. Pour la fonction de défaillance choisie,
une variable est muette, une variable a un effet linéaire et une autre quadratique. Elle est
définie par :

G(X) = 30X, + 10(X3 — 3)* + 40

ou X = (X1, Xy, X3). Cette probabilité est estimée par MC avec N = 10°. Le nuage de
points associé n’est pas tracé car la formule est triviale. La probabilité de dépassement
est estimée a P = 0,00387. La méthode proposée est exécutée, les indices de sensibilité
Sfa associés aux P; s pour 7 = 1,2, 3 sont tracés en figure 1. La hiérarchisation des
variables est donc, par ordre décroissant d’influence, X5, X3, X;. L’influence de X est
nulle. Une augmentation de la moyenne de la loi d’entrée de la variable X5 diminue la
probabilité de défaillance (-2%) alors qu’une diminution de sa moyenne augmente la
probabilité (jusque a 24%). Une diminution de la moyenne pour la variable X3 diminue
la probabilité (-2%) et une augmentation de sa moyenne augmente la probabilité
(jusqu’a 10%).
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Figure 1: Indices de sensibilité - Premier cas

Le cas suivant est le cas d’une fonction classique en analyse de sensibilité, la fonction
d’Ishigami. Cette fonction est définie pour [—7;7]> — R et par :

G(X) = sin(X;) + 7.sin?(X5) + 0, 1. X3 sin( X))

Les X, i = 1,2,3, sont des lois U[—m;7|. La quantité a estimer est P(G(X) < —7),
ce seuil ayant été choisi arbitrairement afin d’avoir une probabilité de défaillance faible.
L’estimation MC de P est effectuée dans I'espace d’entrée, le résultat est P = 0,00612.
Les échantillons sont ensuite modifiés suivant la transformation de Rosenblatt afin de
calculer les indices de sensibilité. Le nuage de point aprés transformation est tracé en
figure 2.

Figure 2: Nuage de points entre chaque entrée et la sortie du modéle - Second cas

Le caractére symétrique par rapport a 0 des variables U; et Us et "aspect sinusoidal



de la variable U; sont visibles. Le graphique des indices estimés, c’est a dire les SZ{D 5 bour
1=1,2,3, est tracé en figure 3. La hiérarchisation des variables est, par ordre décroissant
d’influence, Us, Us,, U;. La conclusion a tirer de ’étude de la figure 3 est que la variable
Us a une influence prépondérante vis a vis de la probabilité de dépassement de seuil. On
note que le résultat de I’AS pour la probabilité de dépassement de seuil différe de celui
de 'AS sur la variance (les indices de Sobol sont : S} = 0,3138, Sy = 0,4424, S3 = 0,
Sl’g = 0, 2436)
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Figure 3: Indices de sensibilité - Second cas

4 Conclusion

Une méthodologie qui permet d’estimer 'impact relatif de la modification d’un paramétre
d’une loi d’entrée du modéle sur la probabilité de défaillance a été présentée ici. La
modification plus ou moins forte du paramétre représente 'incertitude, ses effets sur les
valeurs de la probabilité de défaillance peuvent donc étre quantifiés.
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Résumé : En fiabilité, les distributions qui ont une fonction de hasard de forme N
ou unimodale ne sont pas trop nombreuses. Elles comprennent : log-normale, log-
logistique, Weibull généralisée et Gaussienne inverse. Dans cette étude, nous illustrons
I’application de la distribution de Weibull généralisée a ’analyse des systemes redon-
dants avec une unité principale et une unité de réserve. Les propriétés asymptotiques
des estimateurs et des intervalles de confiance sont obtenues.

Mots-clés : Distribution de Weibull généralisée, Fiabilité, Modele de Sedyakin,
Systemes redondants, Modele de panne accélérée, Intervalle de confiance, Temps de
panne, Maximum de vraisemblance, Estimation.

Abstract : In reliability, the distributions that have a hazard function of N—shape or
unimodal are not too much. They include: log-normal, log-logistic, power generalized
Weibull and inverse Gaussian distributions. In this study, we give the application
of the generalized Weibull distribution in the analysis of redundant systems with
one main unit and one stand-by unit. Asymptotic properties of the estimators and
asymptotic confidence intervals are obtained.

Key-words : Generalized Weibull distribution, Reliability, Sedyakin’s model, Redun-
dant system, AFT model, Confidence interval, Failure time, Maximum Likelihood,
Estimation.

1 Introduction

Let us consider redundant systems with one principal main unit operating in 'hot’
and one stand-by unit operating in 'warm’ conditions. The problem is to obtain con-
fidence intervals for the cumulative distribution function of the system using failure
data of two groups of units. We assume that switching from warm to hot does not
cause shock or damage to units.



Suppose that in "hot’ conditions the failure time, the c.d.f, the survival function

and the density of the main unit are 7T}, Fj, S; and f; successively, and in 'warm’
conditions the failure time, the c.d.f, the survival function and the density of the
stand-by unit are T;, Fy, Sy and fs,7 = 2,--- ,m. Based on the AFT and Sedykin’s
model Bagdonavicius et al. (2008a, 2008b, 2009, 2010) give mathematical formulation
of "fluent switch on” and propose tests for verification of this hypothesis.
Suppose that the distribution of units operation in 'warm’ and ’hot’ conditions differ
only in scale, i.e. Fy(t) = Fy(rt) for all ¢ > 0 and some r > 0, and we have the
AFT model. In our case we suppose that the c.d.f. of units belong to the generalized
Weibull family (see Bagdonavi¢ius and Nikulin (2002)), i.e.

Si(t)y=1-F((t) = ea:p{l -1+ (E)”)i}, t>0, ov,yeRL.

g

The corresponding density function is given by

2=

filt) = %t”—l (1 + (3)”)il exp {1 -1+ (g)”) } , t>0.

g

In the case of N —shape hazard function, we have necessary v > v > 1. The c.d.f.
K, (t) of the system with one main unit and one stand-by unit is given recurrently by

K = [ Rt 41y — 9)dKa(y), Ka() = Fi(o).
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Fig. 1. Graphs of the trajectories of the parametric estimators Fy and K, (power
generalized Weibull distribution).



2  Point estimators of the K;

Suppose that the following data are available:

a) complete ordered sample Tyy,- -+ ,T1,, of size ny, Ty; is the failure time of units
tested in "hot’ condition;
b) complete ordered sample Ty, - -+, Th,, of size ny, Ty; is the failure time of units

tested in 'warm’ condition.

Let v, = (r,0,v,7)T. The MLE’s 4; = (7, 5,0,%)T of the parameter v; maximizes
the loglikelihood function

Ur,o,v,y) = (Inv—Iny—vino)n+vngInr+

ni 1 ni le' v ni TM)V)}Y
v—1 In(7Ty;))+ ({ ——1 In(1+(— — 1+ — +
ey (52 (0 (5) ) -2 0 (G
= 1 2 Tng v = TTQj v %
Jj=1 j=1 j=1
where n = n;y + no.
To find the estimator 4; one can solve the system formed by equalizing the score
functions to zero. )
It is easy to calculate the second partial derivatives £(7;) of the loglikelihood

function.
The Fisher’s information matrix is

I(m) = _Eé(’yl)v
and it may be replaced by —((+;).

The c.d.f. Ky(t) is estimated by

1

AN z—1 o E
>u>7 el—(l-{-(%) )y dy
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3 Asymptotic confidence interval for K,(t)

Using the results from Bagdonavicius et al. (2008a, 2008b, 2009, 2010) we can con-
struct the asymptotic 1 — a confidence interval (K,(t), Ko(t)) for Ky(t), where

-1

A

1— Ko(t Op.?1—a
K,(t) = 1+—f( 2()exp Kp*1-0/2

2(f) VE(t)(1— Ka(t))




1-— KQ(t) CA’-[A(QZ*/lfoz/Z

Ks(1) VE(0)(1 - Ka(t))

where

&?{2@) = C,Qr(t’fs/l)]‘il(ﬁ/l)Cé(t?ﬁ/l)a
02<t7 ’71) = (CQl(ta 71)7 CQQ(ta ’71)7 023(t7 71)7 024(ta ’71))T7
LOF
CQl(ta 71) = / a_rl(t + ry —y,o,v, ’y)dFl(ya o,V, 7)7
0

LOF, OF
Coa(t, 1) :/ = (t+ry—y; 0, v, 7)dF (y, m, 0, v, 7))+ Fy (trry—y; o, v, 3)d(S—=(y; 0, v, 7)),

3_ oo
0F;

Cas(t, 1) t+7‘y y; 0,v,7)dFi (y,m, 0, v,7)+Fi (t+ry—y; o, v, v)d(g(y; o,v,7)),
oF;

Caa(t, ) t+7“y y; o, v,7)dFi(y, m, o,v,y)+Fi(t+ry—y; o, v, v)d(a—v(y; o, v,7))-

Remark. Using the results of Bagdonavicius et al. (2010) it is easy to estimate
the parameter v; when the data are censored.

Suppose that the following data are available:
a) right censored sample

<X117 611)T7 ) (Xlnla 51n1>T

of size ny, where Xli = Tli VAN Cli, 511' = 1{T1¢§C1¢};

b) right censored sample

<X217 621>T7 R (X2TL27 62”2)T

of size Nna, where ng = TQj VAN CZj; 52]' = ]-{nggng}‘
Let m; = Z?:ll 015, Mg = Z;Lil 52]’ .

The loglikelihood function is given by
ni ni
E(n o, UV, ’y) = Z 5“ hl f1<X127 9) + Z(]_ — 511) 111 Sl(Xlu Q) + mo 111 r+
i=1 i=1

4



Tab.1. Confidence level for samples with n; = ny = 100,
power generalized Weibull distribution

t 1 bt 20 40 60 80 100
Ky(t) ]0.0034 | 0.18036 | 0.7070 | 0.8941 | 0.9529 | 0.9765 | 0.9874
C.L. (%) | 7876 | 79.08 | 80.54 | 78.32 | 81.39 | 78.89 | 82.21

252]' In f1(rXy;;0) + Z(l — 0j) In 51 (rXs;:6).
j=1 Jj=1

We can also write

Ur,o,v,y) = (Inv —Iny —vino) (my + mg) + vmyInr+

(v — 1)2511» In(Xy;) + (% - 1) if;ah-m (1 + <)§1>> - i (1 + ()il>)+

=1

(v—1) iam 1n<x2j)+<% - 1) i(sgj In (1 + ("’?f’)y) —i (1 + (r)fj)y)i :

and the confidence interval for K5 (t) is calculated as previously .

4 Simulation study

Let us consider the case of complete sample of size ny = ny = 100. Each sample is
repeated 5000 times. We find by simulation the confidence levels of intervals using
asymptotic formulas with 1 — a = 0.8. We simulated failure times 73; and 75; from
power generalized Weibull distribution with the parameters:

Ty ~ PGW(017V1771)7 T2j ~ PGW(027V2,72),
0'1:4, 0'2:4/5, 1/1:V2:27 ’}/1:’}/2:4.

For various values of ¢ the proportions of confidence interval (C.L.) realizations
covering the true value of the distribution function K3(t) are given in table 1.

5 Conclusion

Here we considered the application of the power generalized Weibull family in redun-
dant systems which is a very important family in reliability. Noting that for specified
parameters the hazard rate function of this family is unimodal like the log-normal,
log-logistic and inverse Gaussian distributions. It will be very important to make a
comparative study with these four families and that is the subject of future work.
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REFLEXIONS SUR L’ANALYSE D’INCERTITUDE

DANS UN CONTEXTE INDUSTRIEL:
INFORMATION DISPONIBLE ET ENJEUX DECISIONNELS

Merlin Keller' & Alberto Pasanisi' & Khouloud Ghorbel'? & Eric Parent?
L'EDF R&D 2 AgroParisTech

EDF-RED, 6 quai Watier, 78401 Chatou

Résumé. L’analyse d’incertitude sert a quantifier 'incertitude affectant la
valeur d'une quantité d’intéreét, caractéristique du fonctionnement d’un syteme
physique, et liée a des enjeux décisionnels importants. La plupart des ap-
proches font appel a l'inférence statistique, et se divisent en trois grandes
classes: les approches classiques, fournissant une estimation ponctuelle de la
quantité d’intérét; les procédures bayésiennes qui déduisent une valeur opti-
male de la grandeur d’intérét d'une fonction de cotit formalisant les enjeux
décisionnels; et enfin, les approches purement descriptives, visant a décrire
I'incertitude sur la variable d’intérét. La pertinence de chaque approche varie
en fonction des enjeux de I'analyse d’incertitude, et de la connaissance qu’en a
I’analyste. Nous illustrons ce propos sur un jeu de données réelles de hauteurs
et débits d’un cours d’eau.

keywords: Bayesian methods, Industrial studies;, Deciston theory;, Uncer-
tainty analysis;

Abstract. Uncertainty analysis aims at quantifying the uncertainty af-
fecting the value of a quantity of interest, characteristic of a the functioning of
a physical system, and related to important decisional issues. Most approaches
rely on statistical inference, and are divided into three classes: classical ap-
proaches, providing a point estimate of the quantity of interest; Bayesian
procedures that infer an optimal value of the quantity of interest from a cost
function formalizing the decisional stakes, and finally purely descriptive ap-
proaches, that describe the uncertainty affecting the quantity of interest. The
relevance of each approach varies depending on the goals of the uncertainty
analysis, and the amount of data available to the analyst. We illustrate this
on a real dataset of a water height and discharge measures.

mots-clés: méthodes bayésiennes. ingénierie-industrie; théorie de la décision; Anal-
yse d’incertitudes;



1 Modele déterministe

Nous considérons ici un modele hydraulique simplifié de relation débit/hauteur pour un
trongon de riviere, résultant des équations de Saint-Venant en 1D sous hypothese de
stationnarité et de section rectangulaire tres large. La fonction G se présente alors sous
une forme analytique :

z = zo+{Q/ (BENZ -~ Z)]T)} . (1)

ou Z, représente la cote de la surface de la riviere en aval (en m), ou hauteur de crue, Z,,
et Z, les cotes du fond de la riviere en amont et en aval respectivement (en m), @ le débit
de crue (en m?/s), B la largeur du cours d’eau (en m), Kj le coefficient de Strickler, et L
la longueur (en m) du trongon considéré.

2 Probabilisation des entrées

Dans le modele hydraulique (1), nous modélisons () représentant le débit maximal annuel,
par une variable aléatoire de loi de Gumbel Gu(u, p), de fonction de répartition

F(t) = exp{— explp( — D]} (2)

La loi de la sortie Z., qui représente la hauteur d’eau maximal annuelle, est alors explicite

Ht) = exp ( ~exp {p(,u - BKM@@ - Zv)5/3) }) (3)

3 Quantité d’intérét

Dans le modele défini par les équations (1) et (2), nous considérons une quantité d’intérét
®, caractéristique de la loi H de Z,., et qui résume les enjeux décisionnels de 1’étude, selon
la démarche décrite entre autres dans E. de Rocquigny (2006). Nous considérons deux
définitions alternatives pour & :

- Le quantile ® = g, = H !(«), donné par la formule

do = Z,U+{(,u—%loglogé)/(Kqu/#)}o'ﬁ. (4)

- La hauteur de digue optimale ® = h,, = argmingc(d; H), minimisant la fonction
de cout (proposée dans Bernier (2003)):

c(d;H) = Iyxd+Cyx E[lz-q(Z. —d)?, (5)
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Figure 1: Gauche: Ajustement par moindre carrés du modele (1) & m = 8 couples de
mesures débit/hauteur. Droite: estimation par maximum de vraisemblance du modele de
Gumbel a partir de n = 47 mesures de débits maximaux annuels.

représentant le cout résultant de la construction d’une digue de protection fluviale
d’altitude d (en m); Iy représente un cout d’investissement marginal et Cp un cotut
de dommage marginal.

4 Incertitude épistémique

Dans le modele hydraulique (1), les grandeurs physiques représentées par les constantes
Zy, B, Ky et L, qui déterminent la transformation G, sont inconnues. Elles sont donc
affectées d’une incertitude dite epistémique, ¢’est-a-dire diie & une connaissance imparfaite.

Par opposition, le débit représenté par la variable (), varie de maniere imprévisible
d’une année sur l'autre: il s’agit donc d'une grandeur incertaine par nature, puisqu’on ne
pourra jamais la prédire exactement sa valeur. Enfin, la distribution F' (2) de la variable
Q est elle-méme, comme G, affectée d'une incertitude épistémique.

Le couple © = (F,G) caractérise le fonctionnement du systéme physique considéré,
encore appelé état de la nature. On le notera également © = (K, o, u, p) car ces quatre
parametres définissent ici complétement F' et G. De méme, © définit completement la
quantité d’'intérét ® décrite plus haut, que nous notons donc & = ®(0).

5 Estimation classique

Dans un premier temps, nous avons choisi d’estimer la quantité d’intérét ®(0O) de fagn
classique, c’est-a-dire en remplacant la valeur inconnue de © par un estimateur ponctuel:
® = &(O). Pour ce faire, nous disposons d'un jeu de données composé de m = 8 couples
(¢i, Yi)1<i<m de mesures débit/hauteur effectués sur un cours d’eau, ainsi que d’une série
de n = 47 mesures (Q;)1<j<n de débits maximaux annuels effectués sur le méme site.



Nous avons supposé que les valeurs ¢; et (); de débits étaient observées sans erreurs, mais
que les hauteurs d’eau y; étaient mesurées avec une erreur additive, modélisée par un
bruit blanc gaussien, d’écart-type o inconnu. Nous avons alors ajusté le modele (1) par
moindre carrés ordinaires (MCO) aux couples (g;, ¥;), et estimé le modele de Gumbel (2)
par maximum de vraisemblance (MV) sur la base des ;. On obtient : (voir Figure 1)

—~MCO

K, =059.33; MY = 626.14; MY =5.24 x 1072,

Par substitution de ces valeurs dans les équations (3), (4) et (5), on obtient alors pour les
définitions de ® données plus haut:

Qoors = Zy +6.96m Topt = 8.18m.

la hauteur auteur optimale de digue étant calculée pour I,/Cy = 1/1000.

L’estimation classique décrite ci-dessus permet de calculer relativement simplement des
estimateurs de n’importe quelle quantité d’intérét voulue, et donne des résultats facilement
interprétables. En revanche, nous avons négligé I’erreur commise en estimant ©, et donc
®. Se posent alors plusieurs questions:

- Peut-on quantifier erreur d’estimation (© — ©), ainsi que lerreur résultante sur
I'estimation de la quantité d’'intérét (& — ®)?

- Quelles sont les conséquences de ces erreurs sur la décision que doit guider ’étude?

6 Estimation bayésienne

Des lors que la définition de ® s’appuie sur une fonction de cotit, comme dans I'un des
deux cas considérés ici, la théorie de I’estimation bayésienne, développée par exemple dans
E. Parent, J. Bernier (2007), offre un cadre cohérent permettant de répondre aux deux
questions posées plus haut. Etant donnée une loi 7(0) sur les inconnues du modele, la
décision optimale au sens de Bayes correspond au minimum du cout intégreé:

PBawes  — argmdin/C(d;H(@>)W(®|D)d®7 (6)

ou 7(0]|D) x p(D|O)7(O) donne formellement la loi de I'inconnue © conditionnellement
aux données, p(D|©) étant la vraisemblance de celles-ci.

Adoptant cette démarche, nous avons utilisé les lois a priori suivantes sur les parametres
© = (K, 0, 1, p) du modele:

K ~ U([10;100)); 1/0% ~ &(1); pt ~ G(1;500); p ~ G(1;200),
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Figure 2: Distributions marginales a posteriori des parametres du modele hydraulique,
approchées par un estimateur a noyau a partir d'un échantillon de 10000 valeurs. De
gauche a droite: Ky, u, p, et qooy, — Z,.

ou G(a; f) est la distribution Gamma de parametre de forme « et d’échelle inverse £.

A partir d’'un échantillon de la loi a posteriori de ©, il devient alors facile de résoudre
numériquement le probleme d’optimisation (6) Appliquée au probleme de calcul d’une
hauteur optimale de digue, pour Iy/Cy = 1/1 000, cett approche donne /i;oniyes = 10.76 m.

Ce résultat est a comparer a celui obtenu dans la Section précédente: /ﬁopt = 8.18 m.
De maniere informelle, la prise en compte des incertitudes épistémiques sur les parametre
du modeles, se traduisant en incertitudes sur les cotits de dommage potentiels, entraine
dans le cas présent un relevement de la hauteur optimale de digue de presque 3 m, et
mene donc a une décision plus “prudente”. Une telle observation se retrouve dans Bernier
(2003) pour la méme fonction de cout et un modele similaire.

7 Approche descriptive

On se donne a présent pour but de vérifier que la hauteur de crue centennale gggy, — Z,
est inférieure a celle d'une digue fictive de hauteur h = 7.5m, ce qui s’interprete en disant
qu’elle ne sera dépassée qu’une fois tout au plus dans le siecle a venir. Rappelons que
Pestimation ponctuelle par maximum de vraisemblance donne: gg99, = Z, +6.96 m, ce qui
suggere que le risque est bien en deca de la limite souhaitée. Cependant, étant donnée
I'incertitude sur la valeur réelle de qggo, on peut légitimement se demander dans quelle
mesure cette premiere réponse est fiable.

Continuant l’analyse bayésienne commencée dans la Section 6, nous avons calculé
la distribution a posteriori du quantile gggy, (voir Figure 2, a droite). La probabilité a
posteriori que ce quantile dépassait la hauteur de la digue est égale a: Plqgoy, > Z, + h] =
0.17, ce qui est loin d’étre négligeable. Il peut alors sembler raisonnable d’envisager des
travaux d’agrandissement de la digue pour la rendre plus fiable.

Ce cas précis illustre le danger qu’il y a a ne considérer que des estimateurs ponctuels
sans tenir compte de lincertitude affectant les grandeurs d’intérét considérées, et la
nécessité pour l'analyste de fournir le maximum d’information au commanditaire de
I’étude afin de lui permettre une prise de décision la plus renseignée possible.



8 Discussion

En conclusion de cette réflexion, il nous semble important de mettre en avant les points
suivants, qui devraient éclairer I’analyste dans le choix d'une méthodologie.

Dans un premier temps, il nous semble que le critere le plus important est la quantité
d’information disponible. En effet, en situation d’information parfaite ou presque, c’est-
a~dire lorsqu’on dispose d’assez de données pour estimer le modele avec précision, on peut
utiliser n'importe quelle méthode d’estimation ponctuelle consistante.

Si I'on ne dispose que de peu de données, il est impératif de prendre en compte les
incertitudes épistémiques affectant les quantitées d’intérét a évaluer. Un deuxieme critere
est alors l'acces a une fonction de cout formalisant les enjeux décisionnels de 1’étude,
auquel cas le choix d’une approche bayésienne est a privilégier. Sile probleme ne peut étre
formalisé a I'aide d’une fonction de cott, il demeure important de fournir au destinataire
de I’étude une description détaillée de l'incertitude sur les quantités d’intérét étudiées,
ainsi que nous 'avons illustré dans le cas de I'estimation d’une hauteur de crue.

En conclusion, I’estimation bayésienne a ’avantage sur les approches classiques d’offrir
une solution systématique pour prendre une décision optimale en présence d’incertitudes
épistémiques. Le fait qu’elle nécessite la donnée d une loi a priori peut apparaitre comme
une difficulté. Cependant, le fait de pouvoir intégrer par le biais d’une loi a priori une
information experte, souvent disponible dans un contexte industriel, est plutot un atout
qu'un défaut. En I’absence d’une telle information, il est par ailleurs toujours possible
d’utiliser un a priori de référence, tel qu’il a été développé J. Bernardo (2000).
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Apprentissage et Modeles de Mélanges

Sélection de variables pour I'analyse discriminante, Cathy Maugis, Gilles
Celeux and Marie-Laure Martin-Magnuette

Une procédure de sélection de prédicteurs pour I'analyse discriminante gaussienne est propo-
sée. Le probleme est reformulé en un probleme général de sélection de modeles. La modélisation
suppose trois roles possibles pour les prédicteurs : une variable peut étre discriminante, linéai-
rement dépendante d'une partie des variables discriminantes ou indépendante. Un critere de
type BIC est utilisé pour résoudre le probleme de sélection de modeles. L’identifiabilité de la
collection de modeles et la consistance de la sélection de modeles sont établies. En pratique le
role des variables est obtenu par un algorithme fondé sur deux algorithmes forward stepwise
imbriqués. Des expériences sur données simulées et données réelles illustrent l'intérét de cette
procédure de sélection de variables.

Etude de I'association entre deux variables en présence de seuils de
détection, Hela Romdhant and Lamgi Lakhal-Chaieb

Nous nous intéressons a I’'étude de I’association entre deux mesures sujettes a une censure
a gauche fixe due a un seuil au dessous duquel les mesures ne peuvent étre prises. Nous dé-
finissons (Romdhani, H., Lakhal-Chaieb, M. L. (2011 Submitted)) une version conditionnelle
7, du 7 de Kendall permettant de mesurer cette association. Nous développons un estimateur
non paramétrique de 7, et étudions ses propriétés asymptotiques. Sous un modele de copule
archimedienne, nous exprimons 7, en fonction du parametre de la copule. Nous en déduisons
des estimateurs du parametre de dépendance et du 7 de Kendall global. Nous développons,
ensuite, un test d’ajustement a une copule adapté a ce type de données. Nous étudions la per-
formance des méthodes proposées avec des simulations et les illustrons par une application sur
des données réelles sur le VIH.

Apprentissage non supervisé des structures des HMMs, Rakia Jaziri,
Mustapha Lebbah, Younés Bennani and Jean Hugues Chenot

Nous proposons dans cet article une nouvelle approche hybride qui fait coopérer les cartes
auto-organisatrices (SOM) et les chaines de Markov cachées (HMMs) pour la modélisation de
données structurées en séquences. La principale contribution de I'approche proposée consiste a
extraire automatiquement la topologie d’'un modele de Markov caché sans aucune connaissance
préalable du domaine d’application et tout en profitant de la topologie des séquences produites
par la carte. Ce modele (macro-HMM) est constitué d'un graphe de super-états, ou chaque
super-état représente un modele de Markov caché secondaire (micro-HMM).L’approche propo-
sée a été validée sur des données réelles de lettres manuscrites. Des résultats expérimentaux
illustrent ses avantages.
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Un algorithme EM normalisé pour les données directionnelles, Wafia Parr
Bouberima, Mohamed Nadif and Yamina Khemal Bencheikh

Dans ce papier nous traitons le probleme de la classification de données directionnelles. Pour
ce faire, nous utilisons un modele des mélanges de lois exponentielles. Placant 1’estimation
des parametres sous ’approche maximum de vraisemblance, nous utilisons un algorithme EM
normalisé. Des expériences numériques réalisées sur des données réelles et simulées permettent
d’évaluer les performances de I’algorithme proposé.
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SELECTION DE VARIABLES
POUR L’ANALYSE DISCRIMINANTE

Cathy Maugis®" & Gilles Celeux® & Marie-Laure Martin-Magniette®4

(1): Institut de Mathématiques de Toulouse, INSA de Toulouse, Université de Toulouse
185 avenue de Rangueil, 31077 Toulouse Cedex 4, France
(2) Inria Saclay Ile-de-France, France
(8) UMR AgroParisTech/INRA MIA 518, Paris, France
(4) URGV UMR INRA 1165, UEVE, ERL CNRS 8196, Evry, France

Résumé:

Le probleme de la sélection de variables pour la classification supervisée est un sujet
bien étudié (voir Guyon and Ellisseeff,2003; Mary-Huard et al.,2007). On se focalise ici
sur la sélection de variables pour des modeles génératifs gaussiens. Il existe des méthodes
efficaces pour sélectionner les prédicteurs dans le cadre de ’analyse discriminante linéaire
(LDA). Des procédures stepwise de sélection sont disponibles dans de nombreux logiciels
de statistique (voir McLachlan, 1992, Section 12.3.3). Au contraire, il existe peu d’outils
pour I'analyse discriminante quadratique (QDA)(Young and Odell, 1986), et a notre con-
naissance, aucune procédure de sélection de variables n’est disponible dans les logiciels
standards. Cependant, on peut constater un regain d’intérét pour cette thématique ces
derniéres années. Zhang et Wang (2008) ont proposé une procédure de sélection de vari-
ables pour QDA fondée sur un critere BIC et Murphy et al.(2010) ont adapté la procédure
de Raftery et Dean (2006) dans le contexte de la classification supervisée.

Le but de notre travail est d’étendre la modélisation générale du role des variables pro-
posée par Maugis et al.(2009b), congue pour la classification non supervisée par mélanges
gaussiens. Cette modélisation est le résultat d’améliorations successives proposées par
Raftery and Dean (2006) and Maugis et al. (2009a,b). Nous désirons ainsi renforcer de
fagon significative I'intérét des classifieurs gaussiens non linéaires (Bensmail et Celeux,
1996) qui sont actuellement limités par le grand nombre de parametres a estimer. Les
modeles et algorithmes de sélection de variables proposés permettent d’interpréter le role
des variables mais aussi d’améliorer I'efficacité discriminante de méthodes telles que QDA.

Notre méthode de sélection des prédicteurs pour la classification générative gaussienne
suppose qu’il existe trois types de variables : les variables discriminantes (S) utiles pour
la classification, les variables redondantes (U) expliquées par un sous-ensemble (R) de
variables discriminantes, et les variables indépendantes (W) qui n’apportent aucune in-
formation pour la classification. La sélection de variables est importante dans la procédure
d’analyse discriminante pour obtenir un classifieur fiable et parcimonieux. Considérer le
cadre de l'analyse discriminante gaussienne nous permet de reformuler le probleme de
sélection de variables en un probleme général de sélection de modeles. Considérons les



données d’apprentissage composées de n vecteurs

(X;é) = {(Xhzn)? ey (Xnvzn); X; € RQuzi € {17 s 7K}}7

ol x; est le prédicteur de dimension @) et z; est le label du "¢ individu. La densité de

I’échantillon d’apprentissage est modélisée par V(x,z) € R? x {1,..., K},

fxlz=km,r, [, V) = &y, Skem)) @(xY|a + x76, Q) x|y, 7))

(I,—q,...,1,g) ~ Multinomial(1;py,...,px)

ou ®(.|p, X) dénote la densité d’une loi gaussienne multidimensionnelle de vecteur moyenne
et de matrice de variance 3. Les modeles considérés sont donc de la forme (m, r, ¢, V) ou
V = (S, R,U, W) est la partition des variables, m désigne I'une des 14 formes disponibles
en analyse discriminante par décomposition spectrale (Bensmail and Celeux, 1996), r est
la forme de la matrice de variance dans la régression de U par rapport a R et £ est la forme
de la matrice de variance dans la densité gaussienne modélisant la loi sur les variables
indépendantes W. Le modele sélectionné maximise alors le critere suivant :

crit(m, r,1, V) = BIC4(x%, z|m) + BIC,.,(x"|r, x®) + BIC 4., (x" [€).

Ce critere est la somme de trois criteres BIC : le premier associé a I'analyse discriminante,
le second a la régression linéaire et le troisieme a la densité gaussienne indépendante.

D’un point de vue théorique, les conditions nécessaires et suffisantes pour assurer
I'identifiabilité de la collection de modeles sont établies. Ces conditions assurent que
la partie d’analyse discriminante, la régression linéaire et la densité gaussienne associée
aux variables indépendantes se distinguent completement. De plus, la consistance de la
sélection de modeles est démontrée : la probabilité de sélectionner le vrai modele (qui est
supposé étre dans la collection) en maximisant notre critere de sélection de modeles tend
vers 1 lorsque la taille de I’échantillon tend vers l'infini. Ce résultat théorique est établi
sous des hypotheses de bornitude des différents parametres.

En pratique, le role des variables est obtenu par un algorithme fondé sur deux algo-
rithmes forward stepwise imbriqués, I'un pour la sélection de variables en classification
et l'autre pour celle en régression. Dans un premier temps, notre algorithme sépare les
variables en deux catégories, les significatives et les non informatives pour I'analyse dis-
criminante, via un algorithme forward stepwise. Dans une deuxieme phase, les variables
non informatives sont partitionnées en variables redondantes ou variables indépendantes
selon si des régresseurs parmi les variables significatives peuvent les expliquer ou non par
une régression linéaire. Finalement, on détermine les régresseurs parmi les variables signi-
ficatives qui sont nécessaires pour expliquer les variables redondantes selon une régression
multidimensionnelle.

Des expériences sur données simulées et sur données réelles illustrent I'intérét de cette
procédure de sélection de variables. En particulier, elles montrent l'intérét d’une telle



modélisation du role des variables pour améliorer les performances de ’analyse discrimi-
nante quadratique dans un contexte de grande dimension.

Mots-Clés: variable significative, redondante ou indépendante, sélection de variables,
modeles gaussiens pour la classification, régression linéaire, BIC.

Abstract:

A general methodology for selecting predictors for Gaussian generative classification mod-
els is proposed. The problem is regarded as a model selection problem. Three different
roles for each possible predictor are considered: a variable can be a relevant classification
predictor or not, and the irrelevant classification variables can be linearly dependent on
a part of the relevant predictors or independent variables. This variable selection model
was inspired by previous works on variable selection in model-based clustering (Maugis et
al, 2009a,b; Raftery and Dean, 2006). A BIC-like model selection criterion is proposed.
It is optimized through two embedded forward stepwise variable selection algorithms for
classification and linear regression. The model identifiability and the consistency of the
variable selection criterion are proved. Numerical experiments on simulated and real data
sets illustrate the interest of this variable selection methodology. In particular, it is shown
that this well ground variable selection model can be of great interest to improve the clas-
sification performance of the quadratic discriminant analysis in a high dimension context.

Keywords: Discriminant, redundant or independent variables, Variable selection, Gaus-
sian classification models, Linear regression, BIC.
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Investigating the association between different viral loads is the primary purpose of
many HIV studies. Typically, a proportion of these loads measurements fall below de-
tection limits due to the intensive use of highly active antiretroviral therapy. Such ob-
servations are said to be left-censored. Measuring the association between two variables
subject to such censoring and studying its properties are the main subject of Romdhani,
H., Lakhal-Chaieb, M.L. (2011 Submitted). Here we expose the methods proposed in this
paper and their applications.

Let X and Y denote the two continuous random variables corresponding to the mea-
surements with known lower detection limits Lx and Ly, respectively. Due to left censor-
ing, one may only observe n independent replications of (X,Y), where X = max(X, Ly)
and Y = max(Y, Ly ). Some attempts have been made to provide nonparametric measures
of association between X and Y under this setting. Typically, these are based on Kendall’s
tau, equal to 7 = F [h15] , where 115 = sign{(X; — X5)(Y; — Y3)}, sign(u) = =1 if u < 0
and 1if u > 0 and (X,Y7) and (X», Y3) are two independent replications of (X,Y’). In the
presence of fixed left-censoring, the relationship between X and Y is completely missing
if X € [0,Lx] orY € [0, Ly] and therefore it is impossible to estimate 7 nonparameti-
cally. However, one may estimate the conditional versions of Kendall’s tau 7, = E[t);;&;;]
where ¢;; is the event {max(X;, X;) > Lx, max(Y;,Y;) > Ly }. Note that ¢; denotes the
orderability event. We adapt the methodology of [5] to the current setting and average
the 1);;’s over the orderable pairs. The resulting estimator

A Z<_] (5@])¢m

S S (T

is the empirical version of 7,. We prove that /n{7, — 7} converges to N'(0,T), with T
consistently estimated by

M=2n"% Y {Qk;z@km + QuQum + leka}

(1)

and Qij obtained by plugging in estimators for the unknown quantities in @;; =

Py L (Eig) {nij—
7 }. We show that, under an Archimedean copula model for (X,Y) with generator ¢ in-
dexed by the dependence parameter «, 7, is expressed as
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where

Z(a,b) = 4 x{hi(a,b)+ hi(b,a) — ha(a,b) + hs(a,b) + hs(b,a)},
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and p, = Pr(X < Ly) and p, = Pr(Y < Ly) are the censoring fractions.

Writing (2) as 7, = g(a, p., py), one may estimate o by the root of 7, = g(«, ps, py), where
7 is given by (1) and p, and p, are the empirical estimators of p, and p,. We prove that
Vn(a —a) =n"?23,_; Rij + 0,(1), where

2 ! ](fij)(¢ij - Tb) - 9010(%]%7]0@;)(% ; L
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Y = I(Xy > Lx), B = I(Yy > Ly) and gpm(a,b,c) = 05t ™mg(a, b, c) /0'ad*bd™c.
The asymptotic normality and an estimator for the asymptotic variance of /n(& — «)
follow.

With complete observations {(X;,Y;),i = 1,---,n}, Genest et al. [11] proposed a
goodness-of-fit test based on the integral probability transformation K (t) = Pr{C(U,V) <
t},0 <t <1, where U = Fx(X) and V = Fy(Y). We adapt the methodology of [11] to
test the adequacy of an arbitrary Archimedean copula to a data set of observations with
lower detection limits. Similarly to 7, K is not identifiable nonparametically under this
setting because the missing information is not recoverable. Therefore, our procedure is
based on a conditional version of K, somewhat analogous to 7,

Keapyp,(t) =Pr{n(X,Y) <t|X > Lx;Y > Ly} = Pr{C.(U,V) < t|{U > p,; V > p,}.

Its empirical version is

() = (X > Ly Yi > Ly)I(T; < ) 5
i1 I(Xi > Lx;Y; > Ly)




We show that /n{K(t) — Ko p,p, ()} converges to a zero mean normal distribution
for all ¢ € [0, 1]. Furthermore, under an Archimedean copula model for (X,Y’), we show
that
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where a = Co(ps, py), b = min(p,, py), ¢ = max(p,, p,) and d =14+ a — b — c. A copula-
based estimator of the conditional integral probability transformation is obtained from
(4) by plugging in estimators for the parameters p,, p, and o.

Given a data set, one may conduct a goodness-of-fit test based on a comparison of K given
by (3) and Kgp, 5,. Several metrics can be used to measure the distance between these
curves. The limiting distribution of this test statistics is difficult to derive analytically.
However, it is possible to use the parametric bootstrap to approximate the associated
p-value.

The finite-sample performance of the proposed methods is evaluated by simulations and
their use illustrated with a real data set on plasma and saliva viral loads.

Keywords: Archimedean copula, Goodness-of-fit test for copulas, Kendall’s tau, Lower
detection limits.

Etudier 'association entre différentes charges virales est le but de plusieurs travaux
sur le VIH. Quand les sujets sont soumis a une thérapie antirétrovirale-hautement-active
intensive, certaines mesures des charges virales ne peuvent étre observées a cause de
I'existence de seuils de détections. De telles observations sont dites censurées a gauche.
Mesurer I’association entre deux variables sujettes a une telle censure et I’étude de ses pro-
priétés sont le sujet de Romdhani, H., Lakhal-Chaieb, M. L.(2011 Soumis). Nous exposons
ici les méthodes proposées dans ce papier ainsi que leurs applications.

Soient X et Y deux mesures ayant des seuils de détection connus Ly et Ly, respec-
tivement. A cause de la censure a gauche, on ne peut observer que n copies indépendantes
de (X,Y), ot X = max(X, Lx) et Y = max(Y, Ly). Certaines tentatives ont été faites
pour fournir des mesures non paramétriques de 1’association entre deux variables X et
Y censurées a gauche. En général, elles sont basées sur le tau de Kendall qui est défini
par 7 = E [112], avec 115 = sign{(X; — X2)(Y1 — Y2)}, sign(u) = —1si u < 0 et 1 si
u>0et (X1,Y)) et (X, Y2) sont deux copies indépendantes de (X,Y). En présence de
censure a gauche fixe, la relation entre X et Y est totalement inidentifiable si X € [0, Lx]
ouY € [0, Ly]. Il est donc impossible d’estimer 7 d’une fagon non paramétrique. Nous



pouvons, toutefois, estimer la version conditionnelle du tau de Kendall 7, = E[1;;¢;5]
ou §; est 'événement {max(X;, X;) > Lx,max(Y;,Y;) > Ly}. Notons que §; dénote
I'événement d’ordorabilité. Nous adaptons la méthodologie de [5] & notre type de données
en conditionnant par rapport a cet événement d’ordorabilité. L’estimateur obtenu

s i 1&)vy

Zi<j I(fz‘j) 7 (5)

est la version empirique de 7,. Nous prouvons que v/n{7,—7,} converge vers la distribution
N(0,T), avec

=273 " {le@km + QuQum + leka}
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un estimateur consistant de I", ou Qij est obtenu en remplacant dans ();; = %I (&ij){i—
T} les termes inconnus par leurs estimateurs. Nous montrons que, sous un modele de cop-
ule archimedienne pour (X,Y) de générateur ¢ indexé par le parametre de dépendance
«, T, s’écrit comme
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et p, = Pr(X < Lx) et p, = Pr(Y < Ly) sont les fractions de censure.

En écrivant (6) comme 7, = g(o, ps, py), on peut estimer a par la racine de I’équation
7y = g(e, Py, Dy), OU Ty, est donné par (5) et p, et p, les estimateurs empirique de p, et p,,.
Nous prouvons aussi que /n(& — a) = n=%23,_; Ri; + 0,(1), on
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Y = I(Xg > Lx), B = I(Yy > Ly) et gum(a,b,c) = 0" ™mg(a, b, c)/0'ad*bd™c. La
normalité asymptotique et un estimateur de la variance asymptotique de y/n(& — «) s’en
suivent.

Dans le cas de données completes {(X;,Y;),2 =1,---,n}, Genest et al. [11] ont proposé
un test d’ajustement basé sur la fonction K(t) = Pr{C(U,V) < t},0 <t <1, ouU =
Fx(X) et V. = Fy(Y). Nous adaptons la méthodologie of [11] pour tester 'adéquation
d’unw copule Archimedienne quelconque a un ensemble de données en présence de seuils de
détection. D’une facon similaire a 7, K n’est pas identifiable d’une facon non paramétrique
pour ce type de données. Par conséquent, notre procédure est basée sur une version
conditionnelle de K, en quelque sorte analogue a 7,

Kopep,(t) =Pr{n(X,Y) <t|X > Lx;Y > Ly} = Pr{C.(U,V) < t|U > p,; V > p,}.
Sa version empirique est

. " I(X; > Ly Y > Ly)I(T; < t)

K(t) = :
" i I(Xi > Lx; Vi > Ly) (7)

Nous montrons que /n{K(t) — Ko p,p,(t)} converge vers la distribution normale
centrée pour tout ¢ € [0,1]. Nous prouvons, en outre, que sous un modele de copule
archimedienne pour (X,Y’), on a
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ou a = Co(ps,py), b = min(p,, py), ¢ = max(p,,py) et d =1+ a — b — c. Un estimateur
de la fonction K (t), basé sur la copule, est obtenu en remplagant dans (8), les parametres
Dz, Dy €t a par leurs estimateurs.

Nous pouvons alors effectuer, sur un jeux de données, un test d’ajustement basé sur une
comparaison de K donné par (7) et Ksp,p,- Pour mesurer la distance entre ces deux
courbes, plusieurs métriques peuvent étre utilisées. La distribution asymptotique de ces
statistiques de test sont particulierement difficiles a obtenir analytiquement. Il est, par
contre, possible d’utiliser le bootstrap paramétrique pour approximer la p-value associée
au test.

La performance, a taille finie, des méthodes proposées est évaluée a 'aide de simulations
et leur utilisation illustrée par une application sur des données réelles sur le VIH.



Mots-clés: Copule Archimedienne, Tau de Kendall, Test d’ajustement de copules,
Seuil de détection.

Bibliographie

[1] Romdhani, H., Lakhal-Chaieb, M. L. (2011 Submitted) On the association between
variables with lower detection limits. Statistics in Medecine [2] Barroso, P. F.; Schechter,
M., Gupta, P., Melo, M. F., Vieira, M., Murta, F. C., Souza, Y. and Harrison, L. H.(2000).
Effect of antiretroviral therapy on HIV shedding in semen. Ann. Intern. Med. 133, 280-
284.

[3] Nie, L., Chu, H. and Kororstyshevskiy, V. R. (2008). Bias reduction for nonpara-
metric correlation coefficients under the bivariate normal copula assumption with known
detection limits. The Canadian Journal of Statistics 36, 427—442.

[4] Chu, H., Nie, L. and Zhu, M. (2008). On estimation of bivariate biomarkers with known
detection limits. Environmetrics 19, 301-317.

[5] Gibbons J.D. and Chakraborti, S. (2003). Nonparametric Statistical Inference. 4th ed.,
Marcel Dekker Inc: New York.

[6] Oakes, D. (2008). On consistency of Kendalls tau under censoring. Biometrika 95,
997-1001.

[7] Lyles, R.H., Williams, J.K. and Chuachoowong, R. (2001). Correlating two viral load
assays with known detection limits. Biometrics 57, 1238-1244.

[8] Chu, H., Moulton, L. H., Mack, W. J., Passaro, D. J., Barraso, P. F. and Munoz, A.
(2005). Correlating two continuous variables subject to detection limits in the context of
mixture distributions. Appli. Statist. 54, 831-845.

[9] Wang, A. (2007). The Analysis of Bivariate Truncated Data Using the Clayton Copula
Model. The International Journal of Biostatistics, Vol 3, Iss. 1, Article 8.

[10] Sklar, A. (1959). Fonctions de répartition a n dimensions et leurs marges. Pub. Inst.
Statist. Univ. Paris, 8, 229-231.

[11] Manatunga, A.K. and Oakes D. (1996). A meaure of association for bivariate frailty
distributions. Journal of Multivariate Analysis 56, 60-74.

[12] Genest, C. Quessy, J.-F. and Rémillard, B. (2006). Goodness-of-fit procedures for
copula models based on the probability integral transformation. Scandinavian journal of
statistics, 33, 337-366.

[13] Genest, C. and Rémillard, B. (2008). Validity of the parametric bootstrap for goodness-
of-fit testing in semiparametric models. Ann. Inst. Henri Poincar—’e A, 44, 1096-1127.
[14] Barbe, P., Genest, C., Ghoudi, K. and Rémillard, B. (1996). On Kendall’s process.
Journal of Multivariate Analysis 58: 197-229.



APPRENTISSAGE NON Sﬁi/E[)]P\{/}/ISE DES STRUCTURES DES
S

Rakia Jaziri, Mustapha Lebbah, Younes Bennani et Jean-Hugues Chenot

Laboratoire d’Informatique de Paris-Nord, Université Paris 13
99, av. J-B Clément, F-93430 Villetaneuse
{prénom.nom} @lipn.univ-paris13.fr
Institut National de I’Audiovisuel
4, av. de I’Europe 94 366 Bry-sur-Marne

{rjaziri,jhchenot} Qina.fr

Nous proposons dans cet article une nouvelle approche hybride qui fait coopérer
les cartes auto-organisatrices (SOM) et les chaines de Markov cachées (HMMs) pour
la modélisation de données structurées en séquences. La principale contribution de
I’approche proposée consiste a extraire automatiquement la topologie d’un modele de
Markov caché sans aucune connaissance préalable du domaine d’application et tout en
profitant de la topologie des séquences produites par la carte auto-organisatrice. Ce
modele (macro-HMM) est constitué d’un graphe de super-états, ou chaque super-état
représente un modele de Markov caché secondaire (micro-HMM). L’approche proposée a
été validée sur des données réelles de lettres manuscrites. Des résultats expérimentaux
illustrent ses avantages.

Mots clés: modele de Markov caché, modeles de mélanges, cartes auto-organisatrices.

1 Introduction

Les modeles de Markov cachés, Baum et al. (1970), figurent parmi les meilleures approches
adaptées aux traitements des séquences, étant donnée leur capacité a traiter des séquences
de longueurs variables, et leur pouvoir a modéliser la dynamique d’'un phénomene décrit
par des suites d’événements. Ce modele est défini par une structure composée d’états et
de transitions et par un ensemble de distributions de probabilité sur les transitions. Ils
sont largement utilisés dans de nombreux domaines de la reconnaissance des formes, la
modélisation des séquences biologiques, voir Durbin et al (1998), la reconnaissance vocale
et la reconnaissance optique des caracteres pour n’en nommer que quelques-uns. De toute
évidence, il y a beaucoup de structures possibles de modeles de Markov qui peuvent étre
construites en fonction des besoins des applications. L’une des importantes restrictions
des HMM est leur incapacité a extraire automatiquement I’architecture des modeles sans
aucune connaissance préalable du domaine d’application. Il est donc important d’avoir
des algorithmes capables de déduire, a partir d'un ensemble de données de séquences, non
seulement la probabilité de distribution, mais aussi la structure topologique du modele.
Malheureusement, cette tache est tres difficile et il n’existe que des solutions partielles.
Par exemple dans Bouchaffra, et Tan (2006) et Bouchaffra (2008), les auteurs proposent un
paradigme original, appelé topological HMM, qui manipule les noeuds du graphe associé au
HMM et ses transitions dans un espace Euclidien. D’autres approches ont été proposées,
consistant & combiner les HMMs et les cartes auto-organisatrices (Self-Organizing Map,



Kohonen (2001)), pour obtenir un modele hybride SOM-HMM dans lequel chaque cellule
de la carte représente un HMM, voir Ferles et Stafylopatis (2008). Cependant, le processus
d’organisation n’est pas intégré explicitement dans 1’approche HMM. Notre papier est
organis comme suit : La section 2 présente la nouvelle approche proposée, qui combine
les points forts des HMM et SOM. La section 3 décrit le dispositif expérimental et les
évaluations. Enfin, la section 4 présente une conclusion et des perspectives d’évolution.

2 Apprentissage non supervisé des structures des HMM

Dans notre modele, nous considérons une chaine de Markov A = (A, B,II,C) ou C =
{c1,...,ck} est I'ensemble des états, A est la matrice des probabilités de transition entre
les états, B est ’ensemble des parametres de la distribution qui est connue comme la
probabilité d’émission, et II = {m,...,mx} est 'ensemble des probabilités initiales. On
note par X un vecteur de séquences de taille N, X = {x1,X2,...,Xp, ..., Xx }, OU X,, est
un élément de la séquence. L’idée que nous proposons consiste a utiliser le pouvoir
d’auto-organisation des cartes pour guider la découverte de la structure des HMMs. Afin
d’introduire notre modele, nous définissons un HMM sous forme d’une grille de cellules C,
qui a une topologie discrete définie par un graphe non orienté. Ce graphe sera modélisé par
une carte topologique composée de K cellules corespondant chacune a un état du micro-
HMM. Pour chaque paire d’état (c,r) sur la carte, la distance 6(c, ) est définie comme le
plus court chemin reliant les deux états ¢ et r. Ainsi toutes les probabilités permettant
de définir le HMM seront estimées a partir des parametres de la carte topologique.

Nous considérons que la distribution initiale des états dépend de la cardinalité de
chaque cellule (nombre d’éléments affectés a chaque cellule). Cette probabilité est estimée
par : mw = %ﬂc"),l <1 < K; ou card(c;) est le nombre d’éléments affectés a la cellule
¢; et | X| représente la taille de la séquence. La génération d'une variable observable x;
dans I'état ¢; a un instant donné du temps est conditionnée par les états voisins ¢; au
méme instant. Cette proximité est quantifiée en utilisant la fonction de voisinage IC,

E(Ci,c]')

(0 (ciscj) = e T Tpin <T < Thnap avec 0 (¢, ¢;) la distance de Manhattan sur la
carte entre deux cellules, T est un parametre de temperature pour contréler le voisinage
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Figure 1: Approche de modélisation des cartes topologiques et du modele markovien.



dans le temps. Ainsi la probabilité de transition entre ¢; et ¢; sera définie par :
K (6 (ci,¢j))
K
> i K (6 (ci,¢5))
La probabilité d’émission a un état c¢; est définie par une gaussienne d’écart type o; et du
_ . 2
! iowell | <i< Net1<j<K

centre w,,. P (x;/c;) = 5o XD —5r

La carte topologique est eflsuite segmjentée en S clusters par I'application d’une Classi-
fication Ascendante Hiérarchique (CAH) sur les prototypes w.,. Chaque cluster modélisera
un super-état (macro-HMM) Sy, d’un modele appelé macro-HMM dont les parametres
seront aussi calculés a partir de la carte topologique et du résultat de la segmentation
ainsi défini. En d’autres termes, chaque état du macro-HMM A\* est composé de plusieurs
états initials (cellules de la carte). La probabilité initiale d’'un état du macro-HMM est
déterminée par la somme des probabilités initiales 7 des états composant: 7, = > . s, Tj-

Afin de définir les probabilités de transition du macro-HMM, chaque super-état est
associé a un micro-état ¢* représentatif du cluster. Cet état ¢* est le plus proche en terme
de distance euclidienne des centres w, des états formant le cluster. La probabilité de tran-
sition, a; j, est calculée aussi a 'aide de la fonction IC(d(cf, ¢f)) modélisant le voisinage
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entre les deux représentants. Elle est définie comme suit :

KT (6 (ch.<3))

1]

T KT (6 ()

Chaque super-état Sy est un modele de mélange a |Sy| composantes. La probabilité
d’émission est calculée par la formule suivante : P (x/Sk) = >_. cq, P (c;/ct) P (x/c))
Apres cette premiere estimation, une seconde phase d’apprentissage est lancée a partir de
la base intiale. Cette phase permet un raffinement des probabilités de transition a;, et
donc une amélioration des estimations initiales.

1<i,j<K

) f—

ai; = P(ci/c;) =

am:P(cf/c;) 1 <4,5<8

3 Expérimentation

Dans cette section, nous présentons une application de notre approche sur une base de
données réelle issue du répertoire UCI, Asuncion et Newman (2007). Les données se
composent de 2858 séquences. Elles ont été capturées a I'aide d’une tablette WACOM, ou
les 3 dimensions, x, y, et la force de pointe du stylo, ont été conservées. Chaque caractere
est une trajectoire de vitesse de pointe du stylo. Il s’agit d’'un contenu sous forme de
matrice, avec 3 lignes (z,y, z)et N colonnes, ou N est la longueur de la séquence.

Dans la premiere étape de notre expérimentation, nous avons modélisé notre approche
macro-HMM en apprenant les lettres séparément. La figure 2.a représente la projection
des données avec la carte apprise pour la lettre ’a’. Ces projections fournissent une
visualisation topographique des données séquentielles. Les points en bleu représentent les
éléments de la séquence originale. La figure 2.b présente la segmentation de la carte en
différents clusters ou chaque cluster présente un macro-état composé de plusieurs micro-
état. Nous notons R la position de I'état sélectionné c¢*. La figure 2.c montre les profils



des cellules du micro-HMM. Chaque état représente les 3 variables: vitesse x, vitesse y et
la force de pointe du stylo. Nous remarquons que les prototypes associés a chaque cluster
sont similaires et correspondant au découpage de la carte.

nnnnnnnnnnnnn

(a) (b) (¢)

Figure 2: carte 12 x 12. Projection dans le plan des composantes, x et y, des données de la
lettre a’.(a) Les points en bleu représentent les éléments de la séquence,(b) Segmentation
de la carte et selection des représentants 'R’(c) Prototypes associés aux clusters.

Une des caractéristiques qui distingue notre modele macro-HMM des autres HMM,
est la préservation du voisinage produite par la carte. Notons aussi que le nombre d’états
et la structure du modele final sont déterminés automatiquement. La figure 3 montre
I’architecture du HMM déduite automatiquement a partir de la carte topologique.

Figure 3: L’architecture du macro-HMM correspondant a la lettre 'a’.

Afin de mettre en évidence le bon déroulement de la phase d’apprentissage, nous avons
calculé pour cet exemple le chemin de Viterbi le plus probable. Le caractere coloré en bleu
est I’échantillon original et celui coloré en rouge est I’échantillon reproduit. Le graphique



a gauche de la figure 4.a présente les différents exemples d’apprentissage de la lettre ’a’
et le graphique a droite de la méme figure indique les formes générées par notre modéle
(macro-HMM). La figure 4.b indique la méme chose pour un seul exemple.

(a) (b)

Figure 4: (a) Reconstruction de la lettre avec ’ensemble des échantillons. (b) Reconstruc-
tion de la lettre 'a’ avec un échantillon.

Dans la seconde étape de notre expérimentation, nous avons testé notre modele comme
classifieur en utilisant la technique de validation croisée. Nous avons subdivisé la base en
cing sous-ensembles de données. A chaque itération, nous utilisons quatre sous ensembles
pour 'apprentissage, et le reste pour la phase de test. Les étiquettes générées ont été
comparées aux étiquettes réelles pour chaque base de test. Dans la table I, nous observons
que l'utilisation des cartes topologiques améliore les performances du modele et réduit la
variance des résultats. Nous avons comparé nos résultats avec celles d’'un HMM ergodique,
voir Bishop, C. M. (2006), possédant le méme nombre d’état. Les résultats obtenus
montrent que notre modele fournit en générale une structure plus performante.

Table 1: Performances de la validation croisée sous forme d’intervalles. Taux de bonne
classification

Lettres/modele HMM Macro-HMM
Lettre 'a [06.38 - 99.53] | [98.48 - 100]
Lettre 'b’ 07.25 - 99.81] | [98.48 - 100]
Lettre 'h’ [80.77 - 89.46] | [96.04 - 99,40]
Lettre 'm’ [64.46 - 75.71] | [98.48 - 100]
Lettre 'n’ [57.71 - 69.54] | [98.48 - 100]

4 Conclusion

Les travaux présentés dans ce papier portent sur I’apprentissage des structures des HMM
sans connaissances a priori du domaine d’application. Il s’agit d’une approche qui détermine
une structure optimisée des HMMs a partir de la topologie des séquences. Cette topologie
est détectée automatiquement par apprentissage non supervisé d’une carte topologique.
La structure des HMM identifiée est adaptée a la structure et a la qualité des données.



L’approche proposée a été évaluée sur un jeu de données de lettres manuscrites. Les
résultats obtenus sont encourageants et montrent 'efficacité de I'apprentissage automa-
tique de la structure. La topologie extraite décrit non seulement la dynamique des
séquences de données grace aux transitions entre les macro-états, mais aussi les différentes
intra-structures des séquences. Nous envisagons maintenant d’appliquer 'approche pro-
posée pour le traitement des données audio-visuelles.

Abstract: We propose in this paper a novel approach which makes self-organizing maps
(SOM) and the Hidden Markov Models (HMMs) cooperate. The main contribution for
the proposed approach is to automatically extract the structure of a hidden Markov model
without any prior knowledge of the application domain. This model can be represented
as a graph of macro-states, where each state represents a micro model. Experimental
results illustrate the advantages of the proposed approach, compared to a fixed structure
approach.
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Résumé : Dans ce papier nous traitons le probléme de la classification de données
directionnelles. Pour ce faire, nous utilisons un modéle de mélange de lois exponentielles.
Plagant I'estimation des paramétres sous ’approche maximum de vraisemblance, nous
utilisons un algorithme EM normalisé. Des expériences numériques réalisées sur des don-
nées réelles et simulées permettent d’évaluer les performances de 1'algorithme proposé.

Abstract: In this paper we focus on clustering of directional data. To this end, we
use a mixture model of exponential distributions. We use a normalized EM algorithm to
estimate the parameters of the model. Numerical experiments on real and synthetic data
allow to evaluate the performances of this algorithm.

Mots clés : Modéles de Mélange, EM Normalisé

1 Introduction

Nous supposons que les données initiales se présentent sous forme d’un tableau rectangu-
laire de taille n x d. La classification automatique d’un ensemble de n objets décrits par
un ensemble de d attributs peut étre réalisée en utilisant I’approche modéle de mélange.
Celle-ci est devenue ces vingt derniéres années une approche classique, voir par exemple
I'ouvrage de McLachlan et Peel (2000).

Dans cette approche les données sont supposées provenir d’'un échantillon de mélange
de composants, qui sont modélisés par une distribution de probabilité. Les algorithmes
souvent proposés sont basés généralement sur la maximisation d'une vraisemblance des
données observées et sont de type EM (Dempster et al. (1977)), ou encore sur la max-
imisation d’une vraisemblance classifiante et dans ce cas une version classifiante de EM
(CEM) est utilisée (Celeux and Govaert (1992)).

Les données directionnelles apparaissent souvent dans de nombreuses disciplines sci-
entifiques (voir par exemple, Mardia and Jupp (2000)) telles que 'analyse textuelle et
les données biopuces. Pour le traitement de ce type de données, I'algorithme k-means
sphérique proposé par Dhillon et Modha (2001) et destiné au traitement des données
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textuelles, utilise le cosinus de similarité entre des vecteurs normés, pour obtenir une
partition structurée sur I’ensemble des objets. Celle-ci notée z est représentée par une
matrice de classification binaire z = (z;;) de taille (n x g). Le critére & optimiser par cet
algorithme dans ce cas s’écrit :

n g
Wz, 1) = >3 zuxX] i,
1=1 k=1

ot x; = (T1, ..., Tig)" et (up)x=1.. 4 centres des classes appartiennent a 'hypersphére S9-1
de rayon 1. Notons que ce critére est associé¢ & un modéle de mélange de distributions de
Von Mises-Fisher sous contraintes (Banerjee et al. (2005)). En supposant que 1’ensemble
des objets est un échantillon i.i.d qui provient d'un mélange de g composants, la vraisem-
blance des données s’écrit

n g
f(x;0) = H Zﬂ'kS@k(XiQ ag),
i=1k=1

ot les 7, sont les proportions du mélange vérifiant : >9_, m, = 1,1, > 0, o = (g, Ek), e
et & désignent respectivement la moyenne directionnelle et le paramétre de concentration
des vecteurs autour de cette moyenne.

d_
or(Xi; ap) = cq (&) exp(&xT uy) avee ¢g (€) = ( )5;[ : o ot Iy (&) est la fonction de
27) 2 d_4
2
Bessel modifiée du 1" type d’ordre g, définie par : 1;(§) = % 2™ cos dfef 30dp.

Des algorithmes de type EM ont été développés, cependant les résultats ont été souvent
décevants lorsque la dimension est trés grande. Pour cette raison, Phuong et Vinh (2008)
ont proposé un modéle de mélanges parcimonieux défini sur une sphére de rayon quel-
conque fixé au départ. Cette démarche a permis en particulier de montrer que la qualité
des partitions obtenues dépend fonciérement du rayon de la sphére. Dans notre tra-
vail, nous allons utiliser ce modéle en s’affranchissant de la connaissance & priori de ce
parameétre.

2 Modéle de mélange

Les données utilisées sont normalisées (au sens de la norme L) de maniére & appartenir
a une sphere S, de rayon p

Sy = {x|Ix|I” = p,x € R}

Autrement dit, chaque vecteur x; est remplacé par \/ﬁﬁ L’ensemble des objets étant
supposé constitué un échantillon i.i.d et les objets sont supposés provenir d’un mélange
de g composants de distributions exponentielles de parameétres (ug),k = 1,...,¢, de la
forme suivante : .

@k(X\Q) =, Z ﬂ-kenx—ﬂknz.
k=1

2
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Les pu; sont les moyennes directionnelles associées aux classes et vérifient : ||u||” = p, k =
1,...,g, avec v, une fonction constante de normalisation de la forme :

1

.
x_
foSp ellx—pll” dx

Yo =

Dans (Phuong et Vinh (2008)), les auteurs en supposant que le rayon de la sphére est
constant (choisi par 'utilisateur) ont proposé un algorithme EM normalisé. Cependant,
en variant ce parameétre, les auteurs ont noté a partir de plusieurs essais que la qualité
des partitions dépendait fortement de ce parameétre. Pour cette raison, dans la suite nous
allons considérer que le rayon est inconnu et sera estimé au cours des itérations, ainsi

0= (ﬂ,u,p).

3 Algorithme EM normalisé

L’algorithme itératif EM remplace la maximisation de la log-vraisemblance par son es-
pérance de données conditionnellement aux données observées et I'estimation courante
6. Celle-ci s’écrit

Q(8.61)) =3 i log(mepi (xi; o))

i,k

ol sg,? = P(zg = 1]%;,09)) = —; @("(Z“T( ) ) est la probabilité a posteriori qu'un x;
/= 1 PR X0,
provienne du composant k. e '

L’objectif des estimations des paramétres du modéle décrit précédemment est réalisé
grace & EM qui se décompose en l'itération de deux étapes : Estimation et Maximisa-
tion. Dans le contexte modeéle de mélange, I'étape Estimation se réduit aux calculs des
probabilités a posteriori sg,? ; dans I'étape Maximisation, on recherche le paramétre 6

maximisant

Q0,0) =3 57 log (my,el el

ik
ou encore,
Q(0,09)) = nln~y, — 2ngp + > sgz)(ln T + 2X7 ).
ik
On peut montrer que les paramétres (g, ik, p), k = 1,...,g sont définis de la maniére
suivante :
(©)
° WI(cC) — Zznszk

i= lst:

o Mk \/_HZ : “f(c)

4p exp(—4p? ]

e Le rayon de la sphére p(© est solution de I'équation : p[g+ T oxp (<4

*stzkx 2

3

(c)
k .



A la convergence de I'algorithme, les classes sont déduites par le principe du maximum
a posteriori.

4 Conclusion

Dans ce travail, nous traitons le probléme de la classification de données direction-
nelles sous 'approche modéle de mélange. Nous utilisons un modéle parcimonieux. Les
parameétres du modéle sont les proportions des classes, les centres des classes et le rayon de
la sphére dans laquelle sont projetés les objets et les centres. L’algorithme EM normalisé
utilisé est stable et capable de surmonter la grande dimension.
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Bornes de sparsité en suites individuelles dans un cadre de régression
linéaire séquentielle, Sebastien Gerchinovitz

On s’intéresse au probleme de la régression linéaire séquentielle en grande dimension pour
des suites déterministes arbitraires. Dans ce cadre, on prouve des bornes de regret qui sont
un équivalent déterministe des inégalités oracle de sparsité introduites au cours de la derniere
décennie dans un cadre stochastique. Notre algorithme séquentiel SeqSEW procede par mélange
exponentiel et troncature dépendante des données. Dans un second temps, on applique une
version totalement automatique de cet algorithme au modele de régression avec design aléatoire.
Dans ce cadre, les bornes obtenues pour des suites individuelles impliquent des inégalités oracle
de sparsité exactes qui sont comparables a celles de Dalalyan et Tsybakov (2008, 2010), mais
qui répondent a deux questions soulevées par ces auteurs. En particulier, nos bornes de risque
sont adaptatives en la variance inconnue du bruit (& un facteur logarithmique pres) si ce dernier
est Gaussien.

Testing for conditional symmetry in absolutely regular and possibly
nonstationary dynamical models, Joseph Ngatchou-Wandji and Michel Harel

We propose a symmetry test for the errors distribution in a class of heteroscedastic models.
The observations as well as the errors are not necessarily stationnary, but are required to be
absolutely regular. The convergence of the residual-based empirical distribution function is
established, as well as some other functional limit theorems. The null cumulative distribution
function of the test statistic is approximated. A simulation experiment shows that the test
performs well on the example tested.

Une propriété d’indépendance caractérisant le produit des lois de
Kummer et gamma, Efoevi Koudou and Pierre Vallois

Koudou et Vallois (2010) ont caractérisé le produit de la loi de Kummer et de la loi gamma
par une propriété d’indépendance, sous ’hypothese de l'existence de densités deux fois diffé-
rentiables et strictement positives. Nous démontrons la méme caractérisation sous I’hypothese
plus faible de I'intégrabilité locale des logarithmes des densités. La méthodologie de la preuve

est inspirée par I'article de Wesolowski (2002) concernant la propriété de Matsumoto-Yor ca-
ractérisant le produit des lois gaussienne inverse généralisée et gamma.

Distribution of the determinant of a sample correlation matrix IN and
applications, Thu Pham-Gia

La matrice de corrélation en statistique multidimensionnelle est fréquemment utilisée dans
les applications. Cependant sa distribution exacte est seulement connue quand la matrice de
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corrélation de la population est I’Identité, sauf dans le cas d’une distribution bivariée. Aussi, la
distribution de son déterminant est inconnue. Dans cette communication nous étudions cette
derniere distribution avec les fonctions spéciales de Meijer G, qui sont a présent calculables.
Nous I'appliquons ensuite au concept de dépendance d’un systeme. Pour le cas général quand
la matrice de corrélation de la population n’est pas I'ldentité une étude par simulation procure
quelques résultats.

Echantillonnage conditionnel, Virgile Caron and Michel Broniatowski

Nous présentons un schéma d’approximation de la densité d'un vecteur aléatoire (X1,...,Xk)
conditionnée a la valeur observée de (X1 + ... + Xn)/n lorsque k/n -> 1; on traite également le
cas ou le conditionnement est de la forme (f(X1)+...4+f(Xn))/n. Les conditionnements considérés
sont supposés "normaux”, c.a.d. dans la gamme des valeurs impliquées par la loi du log-itéré. La
qualité de I'approximation est étudiée et un algorithme explicite fournit la valeur maximale de k,
en fonction de n, pour laquelle une précision relative fixée est atteinte. L’approximation proposée
permet la simulation d’échantillons (Y1,...,Yk) sous le conditionnement induit par I’'observation
(f(X1)+...4+f(Xn))/n. Nous utilisons cet échantillonnage conditionnel pour la tabulation de tests
relatifs & un parametre d’intérét sous un parametre de nuisance, lorsque le conditionnement est
définie par la valeur prise par une statistique exhaustive pour ce parametre de nuisance. Ces
méthodes sont aussi applicables pour 'amélioration d’estimateurs dans le cadre du théoreme
de Rao-Blackwell.
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BORNES DE SPARSITE EN SUITES INDIVIDUELLES DANS UN
CADRE DE REGRESSION LINEAIRE SEQUENTIELLE
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Résumé On s’intéresse au probleme de la régression linéaire séquentielle en grande di-
mension pour des suites déterministes arbitraires. Dans ce cadre, on prouve des bornes
de regret qui sont un équivalent déterministe des inégalités oracle de sparsité introduites
au cours de la derniere décennie dans un cadre stochastique. Notre algorithme séquentiel
SeqSEW procede par mélange exponentiel et troncature dépendante des données. Dans
un second temps, on applique une version totalement automatique de cet algorithme
au modele de régression avec design aléatoire. Dans ce cadre, les bornes obtenues pour
des suites individuelles impliquent des inégalités oracle de sparsité exactes qui sont com-
parables a celles de Dalalyan et Tsybakov [3, 4], mais qui répondent & deux questions
soulevées par ces auteurs. En particulier, nos bornes de risque sont adaptatives en la va-
riance inconnue du bruit (a un facteur logarithmique pres) si ce dernier est Gaussien.

Mots-clés : apprentissage séquentiel, suites individuelles, sparsité, bornes de regret.

Abstract We consider the problem of online linear regression on arbitrary deterministic
sequences when the ambient dimension d can be much larger than the number of time
rounds 7". We introduce the notion of sparsity regret bound, which is a deterministic on-
line counterpart of recent risk bounds derived in the stochastic setting under a sparsity
scenario. We prove such regret bounds for an online-learning algorithm called SeqSEW
and based on exponential weighting and data-driven truncation. In a second part we ap-
ply a parameter-free version of this algorithm on i.i.d. data and derive risk bounds of the
same flavor as in [3, 4] but which solve two questions left open therein. In particular our
risk bounds are adaptive (up to a logarithmic factor) to the unknown variance of the noise
if the latter is Gaussian.

Index terms : online learning, individual sequences, sparsity, regret bounds.

1. Cette recherche a été conduite au sein du projet INRIA CLASSIC hébergé par I’Ecole Normale
Supérieure et le CNRS.



1 Introduction

Au cours de la derniere décennie, le phénomene de sparsité a fait 1’objet de nom-
breux travaux dans le cadre stochastique. Parmi les outils introduits a cet effet, la notion
d’inégalité oracle de sparsité — ou sparsity oracle inequality en anglais — joue un role fon-
damental. En régression linéaire, de telles bornes impliquent que la tache consistant a
prédire presque aussi bien qu’'un vecteur inconnu de grande dimension est statistiquement
faisable pourvu que ce vecteur ait peu de coordonnées non nulles.

Dans cette communication, on introduit un équivalent séquentiel déterministe de la
notion d’inégalité oracle de sparsité. Les bornes déterministes obtenues seront, dans un
second temps seulement, appliquées au cas particulier de suites i.i.d.; cela permettra de
répondre a deux questions soulevées par Dalalyan et Tsybakov [4].

1.1 Modele séquentiel déterministe

Le cadre que nous considérons est celui de la prévision de suites déterministes arbi-
traires (ou suites individuelles). Un statisticien doit prédire de fagon séquentielle, a chaque
tour t = 1,2,..., la valeur y; € R d’une suite inconnue d’observations en fonction d’une
valeur d’entrée z; € X et de prédicteurs de base ¢; : X — R, 1 < j < d, a partir
desquels il formule sa propre prévision y; € R. La qualité des prévisions est évaluée avec
la perte carrée. L’objectif du statisticien est de prédire presque aussi bien que le meilleur
prédicteur linéaire u - ¢ £ ijl ujpj, ol u € R?, i.e., de satisfaire, uniformément sur
toutes les suites individuelles (x¢, y;)1<i<7, une borne de regret de la forme

> (v—%)° < inf, {Z(yt —u-p(a)’ + AT,d<u>} ,

t=1 t=1

pour un terme de regret Arg(w) aussi petit que possible et, en particulier, sous-linéaire
enT.

1.2 Scénario de sparsité

Dans le cadre décrit ci-dessus, une variante de 'algorithme de prévision séquentielle
Ridge étudié par Azoury et Warmuth [1] et Vovk [8] assure un regret d’ordre au plus
dInT. Quand la dimension ambiante d est bien plus grande que le nombre de tours de
prévision 7', cette derniere borne de regret est malheureusement bien supérieure a 7T et
est donc en quelque sorte triviale. Puisque la borne d1InT" est optimale en un certain sens
(cf. [8, Théoreme 2]), des hypotheses supplémentaires sont nécessaires pour garantir des
performances théoriques intéressantes.

Une hypothese naturelle, qui a déja été maintes fois étudiée dans le cadre stochastique,
est qu'il existe une combinaison linéaire sparse u* (i.e., avec s < T'/(InT") coordonnées non



nulles) dont la perte cumulée est petite. Si le statisticien connaissait a l’avance le support
{j: up # 0} de w*, il pourrait appliquer le méme algorithme de prévision séquentielle
que précédemment mais seulement au sous-espace vectoriel de dimension s donné par
{ueR?:Vj ¢ J(u*),u; = 0}. Le regret de cet “oracle” serait alors au plus de l'ordre de
sInT et donc sous-linéaire en T'. Sous ce “scénario de sparsité”, un regret sous-linéaire
semble donc possible, méme si, bien sur, la borne de regret sIn7T" peut seulement étre
utilisée comme une borne idéale de référence (puisque le support de u* est inconnu).

Dans cette communication et sa version papier étendue [6], on montre qu'une borne
de regret proportionnelle & s est atteignable (& un facteur logarithmique pres). On prouve
ainsi en Théoremes 1 et 2 des bornes de regret de la forme

D (e —5)* < inf {Z(yt—u-cp(a:t))2+(HuHo+1) gT,d(!|u|\1,!|<p|!oo)} Y

R4
t=1 ue t=1

ol ||ul|, dénote le nombre de coordonnées non nulles de u et ol g est croissante mais croit

au plus logarithmiquement en T, d, [[ufl, 2 S, Juy], et [lpll.. 2 sup, ey maxicjeq ;)]
Nous appellerons bornes de regret de sparsité les bornes de regret de la forme précédente.

1.3 Travaux connexes dans les cadres stochastique et déterministe

La borne de regret (1) peut étre vue comme un équivalent séquentiel déterministe des
mégalités oracle de sparsité introduites par Bunea et al. dans le cadre stochastique au
cours de la derniére décennie (cf., par ex, [2]). Le lecteur est invité a se reporter a la
version étendue [6] pour de plus amples références sur cette abondante littérature.

Mentionnons néanmoins que, récemment, depuis les travaux de Dalalyan et Tsybakov
3], des inégalités oracle de sparsité avec constante 1 ont été prouvées sans presque au-
cune hypothese sur le dictionnaire (¢;);, et pour des méthodes procédant par pondération
exponentielle qui peuvent étre approchées numériquement a un coup algorithmique rai-
sonable pour de grandes valeurs de la dimension ambiante d.

Quant au cadre séquentiel déterministe, & notre connaissance, les Théoremes 1 et 2 (cf.
aussi [6, Theorem 1]) fournissent les premiers exemples de borne de regret de sparsité au
sens de (1). De récents travaux [7, 5] en optimisation convexe séquentielle ont certes abordé
la question de la sparsité, mais sous un tout autre angle. Dans le cas de la régularisation
¢! sous la perte carrée, ces travaux proposent des algorithmes qui prédisent comme une
combinaison linéaire sparse y; = U, - ¢o(x;) des prévisions de base (i.e., ||[u;|, est petit),
alors que de telles garanties ne semblent pas pouvoir étre montrées pour notre algorithme
SeqSEW. En revanche, ils prouvent des bornes sur le regret ¢!-régularisé de la forme

T T
(= - @0 + Al ) < i, {Z(w w4 ul,) +8T,d<u>} ,

t=1

3



pour un terme de regret ET,d(U) qui croit trop rapidement (comme une puissance et
non logarithmiquement) en la dimension ambiante d, en la norme [ju||; ou en 7. Ces
algorithmes sont donc sous-optimaux dans le cadre qui nous intéresse ici (prévision sur
des boules ° de petit diametre), ce qui n’est pas le cas des méthodes satisfaisant une
borne de regret de la forme (1) comme, par exemple, notre algorithme SeqSEW.

2 Bornes de sparsité en suites individuelles

Pour simplifier ’analyse, on suppose d’abord que, au début du jeu, le statisticien a
acces au nombre 7' de tours de prévision, a une borne B, sur toutes les observations

Y1, ...,y et a une borne Bg sur la trace de la matrice de Gram empirique, i.e.,
d T
Yi,-.yr € [-By, Bl et Y > ¢ x,) < By
j=1 t=1

La premiere version de notre algorithme est définie en Figure 1. Nous ’appelons SeqSEW
puisqu’il s’agit d'une variante adaptée aux suites individuelles de 'algorithme Sparse
Exponential Weighting introduit dans le cadre stochastique par Dalalyan et Tsybakov [3].

Parametres : seuil B > 0, température inverse n > 0 et résolution 7 > 0 a
laquelle on associe le prior 7, sur R défini par

Initialisation : p, 2.
A chaque tour de prévision t > 1,
1. Recevoir la donnée x; et prédire ; = / (- ()], pe(du)
ol [z]p £ max{—B, min{B, z}}; “

2. Recevoir I'observation 1, et calculer la probabilité a posteriori p,,; sur R?
via l'expression (W, est une constante de renormalisation)

pro (du) 2 Wl exp (—nZ(ys ~Ju so(xsﬂB)Q) o (du).

FIGURE 1 — Définition de I’algorithme SeqSEWE".

Au moyen d’une analyse PAC-Bayésienne (déterministe), on montre que cet algorithme
satisfait la borne de regret de sparsité suivante.

4



Théoreme 1 Supposons que, pour des constantes connues B, > 0 et By > 0, les
(x1,91),s - - ., (x7,yr) soient tels que yy,...,yr € [—By, B, et Z;l=1 S @3 (zy) < By .

2
Y satisfait

Alors, lalgorithme SeqSEWS" calibré avec B = By, n S et T =

8B2 Ba

T T
/B
Z(yt —7,)? < inf {Z(yt —u- Lp(iﬂt))Q + 32 B; u|l, In (1 + M) } + 1632 )

£ uekt | &= 1B, ||ul,

Si le statisticien n’a pas accés a une borne a priori B, sur les observations, il peut
s’adapter séquentiellement a cette borne inconnue en tronquant les prévisions u - ¢ (x;) de
fagon dépendante des données. L’algorithme plus sophistiqué SeqSEW prédit ainsi selon

= /Rd [u-cp(xt)]Btpt(du) , ot B, = inf ({\/Q_k,k € Z} N [ max |y, +oo>) :

1<s<t—1

et ou la probabilité a posteriori p; sur R? est définie comme précédemment mais en
remplacant la température n par 1, = 1/(8B2) et, pour chaque indice s de la somme, le
seuil B par B,. Une analyse PAC-Bayésienne plus approfondie conduit a la borne suivante.

Théoréme 2 Pour tout 7 > 0, l'algorithme SeqSEW? précédent satisfait la borne

T T
: 2 2 Jull,
; g —)° < Jélﬂgd {Z(yt —u- cp(xt)) + 64 (lrgtaggpyt) |lwl, In <1 +

1 [ully7

o+
I

T
2 ng xy) +32maxyt.

1<t<T
1 t=1

M=

+ 7

J

Au vu du dernier théoreme, le choix du parametre 7 requiert encore la connaissance a priori
) d T 2 A Loty L ) « :

d'une borne Bg sur > i, >, ¢;(x:). Cela peut étre évité au moyen d’un “doubling-

trick” sur cette double somme, qui donne encore lieu a une borne de regret de sparsité.

3 Adaptativité en la variance pour des données i.i.d.

Dans cette section, on applique 'algorithme SeqSEW au modele de régression avec
design aléatoire (le cas du design fixe peut étre traité similairement, cf. [6]). Le statisticien
a acces a T copies indépendentes (X1,Y1),..., (X7, Yr) de (X,Y) € X xR de loi inconnue.
On suppose que E[Y?] < 0o ; 'objectif du statisticien est d’estimer la fonction de régression
f: X — R définie par f(z) £ E[Y|X = ] pour tout z € X. On pose aussi ||h]|,. =
(IEI[h(X)Q])l/2 pour toute fonction mesurable h : X — R telle que E[h(X)?] < occ.

5



L’échantillon (X}, Y;)L | est traité de facon séquentielle, en apphquant I’algorithme SeqSEW >
de la date 1 a la date T" avec 7 = 1/+/dT. L’estimateur fT X — R retenu est défini par

Z/Rd 5, Pe(du) .

Nous prouvons dans [6] un théoreme valable sous de faibles hypotheses sur la loi de Y.
Mentionnons seulement le cas sous-gaussien ci-dessous.

Théoréme 3 [ existe une constante absolue C' > 0 telle que, si || f]|,, < +00 et, pour une

constante o? > 0 inconnue, E[e’\(yl—f(Xl)) ‘ Xl} < N2 s alors, pour tout T > 2,

[Hf .fTH :| < lllf {Hf u - QDHLQ_FQC(”JEH 21I1T) |UHO In <1+M>}

T [lello

d
1 5 C )
+ dT ; leillz2 + T (Ifl, +0*InT) .

Cette borne est comparable a la Proposition 1 prouvée par Dalalyan et Tsybakov [4].
Elle vaut néanmoins sur R? tout entier au lieu de boules ¢! de rayons finis, ce qui résout
une question laissée ouverte dans [4, Section 4.2]. Par ailleurs, notre algorithme ne requiert
pas la connaissance a priori du facteur de variance o2 > 0 du bruit, ce qui résout une
seconde question soulevée dans [4, Section 5.1, Remark 6].
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REGULAR AND POSSIBLY NONSTATIONARY DYNAMICAL
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Let U; = {(Y;, X;), i € N} be an absolutely regular and nonnecessarily stationary process.
The condional mean and variance of Y; given Z;=(Y;_1,Yi_o,....Y;_ s, X;, X;_1,....X;_,) are
denoted m(Z;;0) and 02(Z;; p), where m and o are specified functions, p and 6 unknown
parameters. Denote U " the transpose of a vector or matrix U. Consider the standardized

form
_Yi—m(Z;p)

W=z
of Y; with cumulative distribution function Fj.

Let § = {G continue cumulative distribution function: G(z) = 1 — G(—=z), = € R}.
Let F' be the limit of the sequence F;. Our goal is to generalize the procedure proposed
in Ngatchou-Wandji (2009) to testing the null hypothesis Hy : F' € S verses Hy : F &€ S.

Such a work can be motivated by the facts that : in adaptive estimation, the hypothesis
of symmetry of the error is needed for obtaining efficient bounds; in ARCH models, the
effect of heteroscedasticity can depend on the symmetry of the error; many time series
encountered in practice are not stationary.

L =(p,0) €O xO CR xR” (1)

Define the following random functions :

~

1 n
Fn(t) = E Z H(ei(wn)ét)v teR (2)
=1

Sn(t) = 711/2/S - sin(tz)w(t)dF, (z) = % Zsin[tei(wn)]w(t), t € R,

where Supp(F) is the support of the distribution associated with F, v, = (p!,07)7 is
a consistent estimator of the true parameter ¥y = (pg,0, )", w(t) a positive continuous
function such that sup,cguppr) [tw(t)] < oo.

From the study of the asymptotic properties of the process S, (¢), many test statistics
can be derived. However, here we only study the Cramér-von Mises type test based on
the statistic

20aF (1) = LS §2e,
To= [ siwdR = > Sileitvnl)

1



We show that for all i € N, g;(1,) and €;(1)y) are asymptotic in probability, the empirical
process F,(t) of the ;(1,)’s converges uniformly in probability to F(t), and under H,
the process S, (t) converges in distribution to a mean-zero Gaussian process S(t) with
covariance kernel Y, depending of the parameters of the model and having a very gen-
eral form. It results that under Hy, 7, converges in distribution to a weighted sum of
independent chi-square random variables with one degree of freedom, the weights in that
sum being the eigenvalues of the integral operator Vy, defined for all function g satisfying

Jr 9°(s)dF(s) < oo by :
Veg(t) = / So(s, 1)g(s)dF(s). (3)

Proceeding as in Ngatchou-Wandji (2009), these eigenvalues can be estimated and the
convergence of the estimators established. The p-values of the test can next be approxi-
mated by using, for example, Imhof (1961)’s results.

Résumé - Nous proposons un test de symétrie de la loi du bruit dans une classe de
modeles hétéroscédastiques. Le cadre de cette étude est celui ou, aussi bien les ob-
servations que les erreurs, ne sont plus nécessairement stationnaires, mais absolument
régulieres. Nous établissons la convergence du processus empirique des résidus et d’autres
théoremes limites fonctionnelles. Ces résultats permettent ’approximation des quantiles
de la loi asymptotique de la statistique de test sous I'hypothese nulle. Des simulations
numériques montrent que notre test est performant sur I’exemple considéré.
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AN INDEPENDENCE PROPERTY FOR THE PRODUCT OF
KUMMER AND GAMMA LAWS

A. E. Koudou & P. Vallois
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Résumé : Koudou et Vallois (2010) ont caractérisé le produit de la loi de Kummer
et de la loi gamma par une propriété d’indépendance, sous ’hypothese de l'existence
de densités deux fois différentiables et strictement positives. Nous démontrons la méme
caractérisation sous 1’hypothese plus faible de l'intégrabilité locale des logarithmes des
densités. La méthodologie de la preuve est inspirée par larticle de Wesolowski (2002)
concernant la propriété de Matsumoto-Yor caractérisant le produit des lois gaussienne
inverse généralisée et gamma.

Abstract: Koudou and Vallois (2010) proved an independence property character-
izing the product of Kummer and gamma distributions, assuming the existence of twice
differentiable and strictly positive densities. This paper gives the same characterization
under the weaker assumption of local integrability of the logarithms of the densities.
Our proof is inspired by the Wesolowski (2002) work about the Matsumoto-Yor property
characterizing a product of generalized inverse Gaussian and gamma laws.

Keywords: Gamma distribution; generalized inverse Gaussian distribution; Matsumoto
Yor property; Kummer distribution.

1 Introduction

Consider the gamma distribution (A, ¢)(dx) = Fc(i\)x’\_le_“l(om) (x)dz, (A c>0), the

beta distribution Beta(a,b)(dz) = Fig‘;?é’g)x“_l(l — )" 1ocperydz, (a,b > 0) and (see
for instance Ng and Kotz, 1995, or Nagar and Gupta, 2002 and references therein) the

Kummer distribution of type 2 :

K@ (a,b,¢) := a(a,b,c)z" (1 + 2) " e 1 n)(z)dr, a,c>0,bER (1.1)

where a(a, b, ) is a normalizing constant.

Recall that the GIG distribution with parameters p € R, a,b > 0 is the probability
measure GIG(u, a, b) with density proportional to x“_le_%(agfler%)1(0,00)(33).

Let f be a decreasing function from (0,00) onto (0,00). Given two independent,
positive random variables X and Y, consider U = f(X +Y) and V = f(X) — f(X +Y).
For f(z) = log (HT’”), Koudou and Vallois (2010) proved that U and V are independent if

and only if there exist constants a, b, ¢ such that X follows the Kummer distribution of type

1



2, K®(a,b,c) and Y the gamma distribution v(b, c¢). The authors made the assumption
that the r.v.’s have twice differentiable density functions. The case f(x) = 1/x is named in
the literature the Matsumoto-Yor property. According to this property, (partially proved
by Matsumoto and Yor (2001) and completely shown by Letac and Wesolowki (2000)),
for f(z) = 1/z, the r.v.’s U and V are independent if and only if there exist constants
a,b,;p > 0 such that X ~ GIG(—pu,a,b) and Y ~ ~(u,b*/2). The only requirement
was that the r.v.’s be non-Dirac. The independence of the r.v.’s X, Y and of U, V is
characterized by a functional equation involving their densities and the function f (see
Equation (3.10) below. For f(z) = 1/x, Wesolowski (2002) solved that functional equation
and, by the way, rediscovered the Matsumoto-Yor property under the assumption that
the logarithms of the densities are locally integrable. We realized that their method can
be applied to the Kummer-gamma case.
We state the result in Section 1 and prove it in Section 2.

2 The result

Define on (0,00), f(z) = =~ and its inverse g(z) = f~'(z) = In(1+ 1) on (0,00).
Associated with a couple (X,Y") of positive r.v.’s consider

1 1 1
U, V) = (6X+Y T oX 1 eX+v _ 1) . (2.1)

Then

= (s (1 )ome (1) e (1)) e

Theorem 2.1 Consider positive random variables X and Y. Define U and V as above.
Assume that X andY have densities px and py respectively, that px and py are positive
and that log px and log py are locally integrable.

If X and Y are independent and if U and V are independent, then

I'(a+0)

py(y) = W(l —e ) leT W10 (2.3)
px(z) = ala+b,c, —a)e_(”b)z(l — e_g”)_b_1
e—x
exp (_Cl — e—l’> 10 (2.4)

where a, b and ¢ are constants such that a,b,c > 0 and a(a + b,c,—a) is the constant
defined in Equation (1.1).
The laws of U and V' are respectively K (a,b,c) and v(b,c).



3 Proof of Theorem 2.1

Let us first prove the following technical lemma.

Lemma 3.1 Let 6 : (0,00) — (0,00) be a locally integrable function. Consider ¢ =
(1, 09) 1 (0,00)% = (0,00)? and v = (1,12), such that ¢ and ¢ are C* and

potp(z,y) = (z,y), 2,y>0 (3.5)

and such that, for each fized y > 0, the map 1, : x — Y1z, y) is C' and bijective on
(0,00). Suppose the existence of a function G such that

G(s) —G(t) = 0((b1(s,t)) — 9(@(5,2?)), s,t > 0. (3.6)
Then G and 0 are C*.

Proof: By (3.5), G(¢1(z,y)) — G(v2(x,y)) = 0(z) — 6(y), =,y > 0. Consider any
To,x1 > 0. Since 0 is locally integrable, GG is locally integrable and we have :

1

/Zl G (1 (x,y)) do — / G (sl ) do = / 0(2)dr — (21— 20)0(y).  (3.7)

o Zo o

After the change of variable s = v (z,y) in the first integral and the change of variable
t = 1o(x,y) in the second integral, (3.7) gives

P1(x1,y) , Yo (x1,y) ,
/ G(s) (i) (s)ds — / () (051) (1) dt
P

1(z0,y) Y2(z0,y)
= / O(x)dr — (x1 — 20)0(y) . (3.8)
o

Since the left-hand side of (3.8) is continuous in y (because ¢ is C'), the function 6 is
continuous. Using (3.6) we deduce from the continuity of 6 that G is continuous (because
¢ is continuous). Since G is continuous, the left-hand side of (3.8) is a C' function in y.
Consequently, 6 is C*. We deduce, again from (3.6), that G is C'. [J

Suppose that X and Y are independent and fulfill the assumptions of Theorem 2.1,
and that U and V are independent. Let us prove that X, Y, U and V have the prescribed
densities.

X and Y being independent, as U and V', we have

pu(u)pv(v) = px(9(u+v)) py (9(u) — g(u+v)) g'(u +v)g (u). (3.9)
Using (X,Y) = (g(U+V),g(U) — g(U + V)) and reasoning as for (3.9) we get:
px(2)py (w) = pu(f(z +w)pv (f(2) = f(z + w)) [z +w)f'(2), zw>0. (3.10)
Recall that, according to (3.9), we also have

pu(2)py(w) = px(9(z + w)) py(9(2) —g(z + w)) g'(z + w)g'(2), 2w>0. (3.11)



Lemma 3.2 Consider h := —2X, k:= —L= " H(r):=log (h(log (1 + %))) , >0,

py f? " pvg?
F:=logk, «:=logpy, pB:=logpy.
Then the following functional equations hold :

s(s+2) t(t+2)
H(s)—H(t)a(m> —a<m>, s, t > 0. (3.12)

Flu) - F(v) = B(o(w) — g(u+v)) — Bg(v) — g(u+v), wv>0.  (313)
Proof of Lemma 3.2. From (3.10) we have
px(W)py(2) = pu (f(z +w)) pv (f(w) — f(z +w)) f'z+w)f (w), zw>0. (3.14)

Dividing the left-hand side of (3.10) by the left-hand side of (3.14) and taking the loga-
rithm, we have

log h(z) — log h(w) = log (pv (f(2) = f(z+w)) ) —log (p(f(w) = f(z +w))). (3.15)

Set z = log(1+%), w = log(1+%). (Note that z,w > 0 < s,t > 0). Then the
left-hand side of (3.15) is H(s) — H(t). We have successively

! . f(w):; f(2+w):2((s+5—i+2)-

o) =——=1,

Therefore, f(z) — f(z4+w) = 2(53(;5;?2), fw)— fz4+w) = 2552?2)' Thus, the right-hand

: . s(s+2) t(t+2)
f(3.1 — | = —_ 12). T 1
side of (3.15) 18@(2(3+t+2)> a(2(3+t+2) and we get (3.12). To get (3.13) we

write, using (3.11),

pu(w)py(2) = px (9(z + w)) py (9(w) — g(z + w)) ¢'(z + w)g'(w), 2w >0, (3.16)

we divide the two sides of (3.11) by those of (3.16) and take the logarithm. [J
We will need the following lemma, which proof comes easily from the definitions.

Lemma 3.3 Iflog(px) andlog(py) are locally integrable over |0, oo[, then log(py), log(py),
H and F are locally integrable.

Solution of the first functional equation (3.12)
By Lemma 3.1 applied to

o(s,t) = (2(5(5 +2) tt+2) ) , U(x,y) = e—1+/4zy + 1, 2y—1++/4dzy + 1),

s+t+2) 2(s+t+2)




the functions H and a are C'. Let us differentiate (3.12) with respect to s. With the

: AL s(s+2) . t(t+2)
notation s := S(51r2) t:= Ssriry) Ve get
. s+1 s(s+2) N~ tt+2)
H'(s) =d — ") ———. 3.17
() =) | s T a2 T WGt (3.17)
a) Let t — 0 in (3.17). We have § — s/2 and £ — 0 as t — 0. Writing
N~ tt+2) S e 1
' = o () ————
a()2(s+t+2)2 a<)s+t+2
we deduce from (3.17) that M := lim,_,o ua/(u) exists and that
s, |s+1 s M
H/ — /_ _
=G s sy Tire
le. ) Y,
s
H'(s)==d(= . 3.18
(5) =30+ 33 (3.18)

b) Let ¢t — oo in (3.17). We write

s+1 ., \2(s+1)
s+t+2_(8a(s>)s(s+2)’

a/(3)

g S(sF2) 1
“ (8)2(s+t+2)2 = (30 (8)>s+t+2‘
Let t — oo in (3.17). Since lim; ,o, § = 0, we can use the definition of M to obtain the

existence of 2N := lim,_,,, o/(u) and the fact that H'(s) = 2%;1;)1 ) + N which gives

M M
/ f— — —
H(s) =N+ =+, s>0 (3.19)

By (3.18 ) we get o/(s) = 2N + 2L, This implies the existence of a constant L such that
a(s) =2Ns+ Mlogs+ L, s>0. (3.20)

Since o = log py, we get that V' follow the gamma law with density function
pv(s) =e*VisMel 5> 0. (3.21)

Solution of the second functional equation (3.13)

By Lemma 3.1 with ¢(u,v) = (g(u) — g(u+v), g(v) — g(u+v)), the local integrability
of 3 =log(py) implies that the functions F and 3 are C'. Let us differentiate (3.13) with
respect to u :

F'(u) = (¢'(u) =g/ (utv))B'(9(u) = g(utv)) +g'(utv) B (9(v) —g(utv)), u, v > 0. (3.22)

5



a) Let v — oo in (3.22). Then calculations show that A := lim,_,o x'(x) exists and

A
F() = g (g(w) ~ 2. w0 (3.23)
b) Let v — 0 in (3.22). Then we see that B := lim,_,, #'(x) exists and
oy 14 2u ,
F'(u) = —u(1+u)A+Bg (w), u>0. (3.24)
c¢) Computing . From (3.23) and (3.24) we get ¢'(u)f'(g(u)) = —12= + Bg'(u), ie.
, B A

By integration, this gives 5(v) = Alog(l — e™") + Bv + C, where C' is a constant. Since

B = log py we get
py(v) = (1 —e )P, v >0 (3.26)
which is the desired result for the density of Y (we have B < 0 and A > 0).

Let us compute the density of U. By (3.24) we have F'(u) = —(A+ B)+ + (B —
A)—5. As a consequence, F(u) = —(A + B)logu + (B — A)log(u + 1) + J, where .J is
a constant. Thus, k(u) = e’ = 4=4=B(y + 1)P~4e/. Tt follows from the definition of k
and from (3.21 ) that, for all u > 0,

po(u) = —k(w)py(u)g' (u) = eF T u=A7BTM=1(y 4 1)B-A-12Nu 4y > ), (3.27)

and this proves that U follows a Kummer distribution.
Let us compute the density of X. Integrating (3.19) leads to

H(s) = Ns+ Mlogs+ Mlog(s+2)+1, s>0, (3.28)

where [ is a constant. Since H(s) := log (h(log (1+ %))) we have

2
h (log (1+ —)) =eleMsM(s+2)M s> 0. (3.29)
S

2
et —1

IN 2 \M 9 M
h(x)elexp<ex_1) (e“’—l) (e“—1+2> , o >0. (3.30)

As a result, by the definition of h and (3.26) we obtain

2N
pX(fL’) — 60+I22M exp <

Setting = = log(1 + 2) we have s = and

—1) eB-M=z(] _ gmayA=2M=2" 4 5 (), (3.31)
et —

which his the expected result. Plugging the expressions of the four densities (3.21), (3.26),
(3.27) and (3.31) in (3.10) we obtain A = M. This ends the proof of the theorem, with
A=b—1,B=-a M=0b—1. 0
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DISTRIBUTION OF THE DETERMINANT OF A SAMPLE CORRELA TION
MATRIX INrad APPLICATIONS

Thu PHAM-GIA,
Département de statistique, Université de Monctg Moncton, NB Canada E1A 3E9

Mots-Clés : Statistique mathématique, Fiahité, Matrice de corrélation, Meijer
Mathematical statiss¢ Reliability, Correlation matrix, Meijer.

Summary: Thecorrelation matrix in multivariate statistical analysis is often used in applications.
However, its exact distribution is only known when the population correlation matrix is the Identity,
except for the bivariate case where several results are available. Also, the distribution of its
determinant is unknown. We study here the latter distribution, using Meijer functions G, which are
computable, and apply it to the concept of dependence for a system. For the general case where the
population correlation matrix is not Identity a simulation study provides some results.

Résumé: La matrice de corrélation en statistique multidimensionnelle est fréquemment utilisée dans
les applications. Cependant sa distribution exacte est seulement connue quand la matrice de
corrélation de la population est I'ldentité, sauf dans le cas d’'une distribution bivariée. Aussi, la
distribution de son déterminant est inconnue. Dans cette communication nous étudions cette derniere
distribution avec les fonctions spéciales de Meijer G, qui sont & présent calculables. Nous I'appliquons
ensuite au concept de dépendance d'un systéme. Pour le cas général quand la matrice de corrélation
de la population n’est pas I'ldentité une étude par simulation procure quelques résultats.

1. INTRODUCTION
There are several uses of theradenantR| of the sample correlation matikin
multivariate statistical analysis (Reddon et alB@9 and in Signal processing (Leshem and
Van der Veenl (2001)). We apply it here to ReligpiTheory.

2. THE POPULATION AND SAMPLE CORRELATION MATRICES

2.1 Covariance and correlation matrices Let us consider a random vec¥rwith mean
p and covariance matriX, of the form of a (pxp) symmetric positive definite random

0y O Oy

matrix = |0, 0, of pairwise covariances between components imieix.

Jpl JPP

We obtain the population correlation matdx by dividing eacho; by ,/a“a” . Then
-1
A =[p;] =D, ?ED; ?, where D, = Diag(a,,,....0,, ), is symmetrical, with diagonals

1 Pz Py
p=1.,i=1...p,ie A=|p, 1 . For a sample of sizeof observations from
lopl 1
N,(n,X), the sample meaK = Zxa /n and the “adjusted sample covariance” matrix
a=1
] _ . S1 Sz Sy
S= Z(xa - x)(xa - x) ( or matrix of sums of squares and produ$ts,|s,, S,, )
a=1
spl SPD



are independent, with the latter having a Wishatritdution W (n-1,X). The sample

1 1, 1y,

correlation matrix R =|r,, 1 is obtained from th& by using:r; =5, /,/s;S; ,
M1 1

1 1

or R=D, 2SD, 2, whereDg = Diag(sy, S, --sS,, )- We also have [ E|A ||_1| o, ,and

p
similarly, [SEIR [[']s; - £ =diag(ay,,.-0,,) = (A=1).When considering S*$/(n-1)~

W ((n-1),2/(n-1)), we have{(s,*)2 =g, /(n —1)} i=1,..,p, between the two diagonal
elements, but exactly the same sample correlatisinixn

R can always be defined fro8) the reverse is not true. In the bivariate casgehing’s
expression:
(1)
n-4

n- —(n+2
n-2T(n- 1)(1 p)T( re)z a-pr) "7, F @/ 2,1/ 20+ 1/2%+% ol

J_r(n)

wherezFl(a,,B,A,x) is Gauss hypergeometric function, clearly show$ flepends orp
and n only.

f(r)=

For the bivariate case, we have the expressioneoftll distribution ofr when p #0, and
hence inference procedures for, the same is not true for |R| whan# | and| A | can only
be estimated via simulation. Singeare biased estimators of;, and Olkin and Pratt (1958)

2

have suggested using the modified estlmq‘t{m } Pham-Gia and Turkkan (2010)

2(n- 4)
give a closed formed expression for the densit @f this case, conditional to the density of

the variances, which reduces to (2) wher | .
3. CASE OF THE POPULATION CORRELATION MATRIX B EING IDENTITY

3.1 Densﬂy of R We have:

P n-p-2 B P n-p-2

PO IRIEICD] RN
Hence,f(R ) == p(p TS 1 (2)
Tt r(i) r,(-o
[] 2
3.2 Density of | R|: MeijerG-functions is used here. Let us recall that ( Pltzian-

8,8,
by, b,

expression of Gamma functions, i.e.

(2008) thatG(x) =GP {x

:I is the integral along the complex contour L oatianal



x°ds.

) |_'F |'|1“ a+s
GMHQ } J.|_|F(1b+s)|‘|r(<)

j=m+l j=r+l
From (2) the moments of orderof |R | can be seen as a product of moments of order t of
independent beta variables. Upon identificatiorhwvliiese products, we can see that
IR| ~X,..X_,,with X, ~ (&L, 12), withj = 2,3.,.., p.

p-1! 2 12

Since , using Pham-Gia (2008), the produckafidependent betagi(a®, ), has as
density

k O
i ra®s 0) k{yla(l)tg(l)—l, ...... a(k)+,8(k)-TOSysl

3
i=1 F(a(')) 3)

we have here, the density ¢R | as:

p 0
orin =T p-1 F(a(') +I3(|)) p-1 p-1 a(1)+18(1)—1, ______ a(p_l)+ﬁ(p_1)— osrel
& r(a<'>> a® g(P-D- 1
where g™ :n;zz,ﬂ(l) ==, ag®? =n—_3,,8(1) :g and g =n;2p,,8”"1’ :pT—l_ Hence,
_,7P1 _
[r(nzl)} E—i p(il %3 """ ’n£3

'n,p)= G u ,0<u<1 4

atn ) r=%.r=P l”;‘, ..... n(p+2) @

Fig.1 (p=4,n= 8), gives percentiles of R |, determined numerically, with the 3'and
97.5" percentiles being 0.04697 and 0.7719 respectively.

2.5 1 75 4
f(IR4IIR,])

5.0 1

2.0 4

f(IRI)

154

1.0 2.5 A

0.5 1

2.5™ percentile )
p 97.5™ percentile

0.0 T 7 T T ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0 0.2 0.4 |R| 0.6 0.8 1.0 |R1”R2|
Fig. 2
Fig. 1 Density of product of 2 indepentleorrelation
Density of|R| for n=8, p=4 determinants), =8 ,p,=4 n,=10 ,p,=5



REMARK : Gupta and Rathie (1983)) gave an equivalent egmes From (3),
asymptotically, we havenlog, |R |~)(f)(p_l),2( Muirhead (1982, p. 151)) and approximate
inferences onp can be made.

3.3 Density of the produd®]|.| R, |:
THEOREM 1: Let {X® XP,.. X"} and{X® X?,...X %} be two independent random
samples fromN, (p,,X,) and N (n,,X,) respectively, both with zero population
correlation coefficients. Then the determinai ||of the productR = R,R, of the two
correlation matriceRR;, and R, has density:

p-2 0 n-3 n-3n~-3 n~3
gvin,n, p)= AGP™2 P2y 0<v<1, (5)

n-4 n( gl+2) ,n2£4, _____ r)r(gﬂ)

where A= |i| {[F(QT—]_):F_ /[F(ni ;Z)I‘(r\ _2p| ))} and p= p,tp,.

PROOE: Applying Pham-Gia’s (2008) approach we obtain (6f (4). QED
We can similarly derive the density of the rgth®, |/ |R, |in terms of G-functions

4. APPLICATION IN RELIABILITY: DEPENDENCE WITHIN A SYSTEM

4.1 We approach this dependence cormspt by way of the correlation matrix, that
would reflect the overall degree of dependencés defined asd(d) = (1- |A |}'?, ()

with 0< ()< 1. The measure of independence within the systeheisl- (1- |A [|}'?,
estimated byl - (1- |f\ 1y°, whereA is a point estimation ofA based orR, the sample

correlation matrix . In the cas& =1 , as seen above, we can talle= E(R|) , which can be
computed.

THEOREM 2: Let the fully statistically independent systéinhave p components with a

joint normal distribution withA =1 , with p=>2. Then the distribution of the sample
coefficient of inner dependena?) is :
-1

[r(n—l)} g p-1 0 3 .n-3
f(d:n, p) = 2 o-d)P e P P11 (g 2 | ocds

n-2, . n-p n-4  n—(p+2)

I'( )..I( ) RO s
2 2 2 ’ H 2
(7)

The caseA # | will be treated by simulation in section 5. Weidef ap-component normal
system to be fully statistically independent whieed(p-1)/2 correlation coefficientsp, of its

components are all zero.

4.2 THE BIVARIATE NORMAL : Here we have a complete solution for all cases.Have
IR E 1-r?, and whenp =0, we have , the density R | as



n-1 n-3

I( 2 ) Lo 2 n-21
—<_G' Y u| , 0su <1, which is theG-function of S(——=,=), Hence, the
n-2 n-4 2 2
I'( ) -
2 2
distribution of r? is: S(1/2,(n—- 2)/2),0<r?<1, and the density of is
f(r)=01-r?)"™Y2/B@/2,0- 2)/2), for-1<r<1. (8).

We then havA |=1- 07, and 5(8) =| o |. The associated sample measure being
d@)=|r .

THEOREM 3: For the bivariate (two-component) case, we have
1) For a fully independent two-component binorma 0) , for 0<d<1:

f(n,d)=2(1-d?)" 2 |B(L/2,6- 2)/2, 0<d <1, (9)

2) For a non fully independenbtaomponent binormal system 0) , for

(03

1-pd) " 2,F(1/2,1/2;(2- 1)/2,@&pd )/ 2}

03

1+pd) " 2, F@A/2,1/2;(2- 1)/2,Epd )/2)
(10)

0<d<1: f(nd)=A@-d?) "2

Az (n=2) (-1 p* Y2
F(n—(1/2))(2r)"?
PROOF: 1) Forp ; =0, the density ofd(J), as given by (9), is obtained from (8)
by a change of variable. Expression (10) is oleghiinom (1) by the change of variable,
d=|r|.

with

QED.

4
(d) f(d)
3 1

Fig. 3 Fig. 4
Density of sample measure of dependence  siBeofd(J) for a system with
binormal distributionp =0, n =10, p = 4) system dependera@}) ( n=8, p =0.25)

Numerical computations givie(d) = 0.1766%for the first case. Estimation od(J)
from d () now follows the same principles @&s from r.

5. SOME RESULTS FOR THE MULTINORMAL CASE (p =23 and A#1).

5.1 Simulations related to R: Starting from a normal mod& ~ N (n,A), AZ1,

simulation can be used. We start from (fhex4) population covariance matrix taken from
Pham-Gia, Turkkan & Vovan(2008).



0.122 0.097 0.016 0.0 1 0.7425 0.2672 0.278

0.140 0.011 0.00 1 0.1777 0.232
Q= , A= , Where all
0.030 0.00 1 0.3316
0.011 1

p; #0. We generate 10000 samples of 100 observatectsfeom N, (p, X) , which give

10000 values of the covariance matrix S, whichurn, give matrix values fdR, scalar
values for R |.

5.2 The simulated distribution oR | is given by Fig 6. Replacing the valuesby the

we obtain R|. also given in

- r__2
corrected value; {1+ 2( 114)}, the unbiased estimator gb,,
n —_—

Fig. 6. The approximate density oR | has higher mean and median. The two variation
intervals are very small. Taking the mean of thstrdiution of R |, we have: ER |= 0.84 x

10° from which an estimate ofA|| can be made.

4e+5

3e+5 | 9(RD

ity

2e+5

Densi

a(IR|)

le+5

0

0.0 5.0e-6 l.OeA-S 1.5e-5 2.0e-5
IRILIR|

Fig. 6 Simulated densities oR| and R|
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ECHANTILLONNAGE CONDITIONNEL
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Abstract

Nous présentons un schéma d’approximation de la densité d’un vecteur aléatoire
(X1, ..., X}) conditionné a la valeur observée de X, = Z (X;+...+X,) lorsque
k/n — 1; on traite également le cas ot le conditionnement est de la forme % Yo F(X).
Les conditionnements condidérés sont supposés "normaux”, c.a.d. dans la gamme
des valeurs impliquées par la loi du log-itéré. La qualité de ’approximation est
étudiée et un algorithme explicite fournit la valeur maximale de k, en fonction de
n, pour laquelle une précision relative fixée est atteinte. L’approximation proposée
permet la simulation d’échantillons (Y7, ..., Y%) sous le conditionnement induit par
I’observation % S, f(X;). Nous utilisons cet échantillonnage conditionnel pour la
tabulation de tests relatifs a un parametre d’interét sous un parametre de nuisance,
lorsque le conditionnement est définie par la valeur prise par une statistique ex-
haustive pour ce parametre de nuisance. Ces méthodes sont aussi applicables pour
I’amélioration d’estimateurs dans le cadre du théoreme de Rao-Blackwell.

We study the density of a random vector (Xi,...,X;,) conditionned upon the
observed value of X, = %(X1 + ...+ X,). The case where the observed value is
%Z?zl f(X;) is also considered. A sharp approximation scheme is provided in
the case when k/n — 1, namely on long runs. The value of observed conditionning
statistics is assumed to be in the range provided by the law of the iterated logarithm.
An algorithm is provided in order to obtain the maximal value of k, depending on
n, which ensures a prescribed relative accuracy for the approximation. The ap-
proximate density leads to a simulation scheme for sampling (Y7, ..., Y%) under the
conditioning %Z?:l f(X;) = s. This conditional sampling scheme is used in order
to state critical point event values for tests in models with nuisance parameters,
conditioning on the sufficient statistics for the nuisance. Also the conditional sam-
pling scheme can be used for Rao-Blackwellization of estimators.

Keywords: Statistique mathématique, Schéma d’approximation, Parametre de
nuisance, Simulation, Rao-blackwellisation.

1 Introduction et notations.

Cet exposé traite du comportement asymptotique de la distribution d’une marche aléatoire
conditionnée par la valeur finale de sa somme quand le nombre de variables augmente.



Notons X7 := (Xy,...,X,,) n copies indépendantes d'une variable aléatoire réelle X
de densité p sur R et U} = f(X;) + ...+f(X,), ou f est une fonction réelle. Nous
notons E[f (X)] = u et Var(f (X)) = o* La fonction caractéristique de la variable
aléatoire f (X) est supposée appartenir a L” pour r > 1. Nous considérons ’approximation
en densité du vecteur X¥=(Xy,...,X,) sur R* quand U} = n(a,0 + p) avec a = a,

satisfaisant
lim sup ﬂ =1
n—oo  V2loglogn

et k := k, est une suite d’entiers telles que

(1)

0 <lim sup k/n <1 (2)
n—oo
avec
lim n — k = oo. (3)
n—oo

Des résultats équivalents quand les X; sont des vecteurs aléatoires de RY et quand f
est une fonction mesurable de R? dans R® seront aussi proposés pour d et s plus grand que
1. Le cas d = 1 et (1) remplacé par une condition de type grande ou moyenne déviation
est traité dans Broniatowski et Caron (2010).

L’événement conditionnant s’écrit donc:

&l = (U} =n(ano + p))

On suppose que
or(t) = Eexptf (X) < o0

pour ¢ dans un voisinage non vide de 0. On définit les fonctions my(t), s3(t) et purs(t)
comme la premiere, deuxieme et troisieme dérivée de log ¢ (t).

Notons B/ la distribution de X7 conditionné par &/ et p/ sa densité sur R¥, k < n.
On notera

ph(XE = YY) = p(X] = Y[ UL = n(0a + ). = pxtjup=nioasm- (Y1) (4)

2 Approximation de la densité conditionnelle.

Nous introduisons une suite positive ¢, qui satisfait

lim e,vVn —k = oo (E1)
n—oo
lim e, (logn)® = 0. (E2)
n—oo

2 : oL
Nous montrerons que €, (logn)~ est la vitesse de convergence de I’approximation.

2



Notons 1 (@)
o _ exptf(x
=0

avec my(t) = o et a appartient au support de Py, la distribution de f(X) supposée
absolument continue.
Nous définissons dans la suite une densité hyqy,(yr) avec f.d.r. Hyqy,, sur RF. Notons

ho(1| yo) = W;aw(yl)

oll yo est arbitraire, et pour 1 <4 < k — 1 définissons h;(y;41] yi) de maniere récursive.
Soit ¢; I'unique solution de 1’équation

= my(t/o) = (gas - 1) 5)

n

px (z)

ottuf == f(y1) + ...+ f (vi)

Définissons
hi(yiralyr) = Cipx (g )n (@B, o, (f(yir1) — ) /o) (6)
ou C; est une constante de normalisation et n (u, 7, z) est la densité normale de moyenne
w1 et de variance 7 en x. Les parametres ci-dessus sont définies par:

a=o%si(ti/o) (n—i—1) (7)

opigs (t:/0) .

= i o) (i — 1)

On défnit alors -

hoatu (y]f) = H hi(Yit| yi) (9)

i=0
Théoréme 1 En supposant (1), (E1) et (E2). Alors (i)
Pl (XY = Y1) = hoau(Y) (1 + 0y (e (log n)*))
and (ii)
prL (X’If = }qk) = ha'a"!‘/»"(}/lk)(]' + 0H(7a+u (En (]'Og n)Q))
Preuve. Voir Broniatowski et Caron (2011). m

Remarque 2 On remarque que ’approximation est obtenue sur les trajectoires typiques;
(i) sous l’échantillonage conditionnel, (ii) sous l’échantillonnage approximant la loi con-
ditionnelle; c’est ce cas qui est utilisé en statistique.

Remarque 3 Quand les X; sont i.i.d. de loi normal centrée réduite et que f est la fonc-
tion définie sur R par f(x) =z, alors le résultat du théoréme d’approzimation précédent
est vrai sans aucun terme d’erreur pour tout k=1,2,...,n-1.



3 Choix de k.

La précision de ’approximation est determiné par

P£ (Ylk) - hoa+u (Y1k)

RE(k) := | Varn,,,, 1p, (Y}) (10)
avec D := D;, x R"* ou
hoasn(TF
Dy o= {ab + Rl g e 0g ) (11)
pn(z7)

ol c est une constante indépendante de k et n. Dy est donc I’ensemble portant 1’essentiel
de la masse de Hyq4 ) et lim Hyqy,(Dy) = 1.

Apres developpement, la régle proposée est simple a implémenter et dinne de bons
résultats. Soit § un niveau de précision voulu pour RE(k). Le graphe de RE(k) permet
d’obtenir la valeur supérieure de k pour laquelle 'erreur relative est inférieure a o:

ks :=sup (k: RE(k) <9).

Sans entrer dans la forme explicite de 'approximation de RE(k) (voir Broniatowski et
Caron (2011)), les graphes suivants montrent la bonne adéquation de l’approximation
pour des grandes valeurs de k (cas exponentiel). Sur la courbe en pointillé, on peut lire
la valeur approchée de RE(k) tandis que la courbe pleine représente la vraie valeur de

RE(k).

0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000

Figure 1: RE(k) en fonction de k Figure 2: RE(k) en fonction de k
pour n=100 et P(S} > na) ~ 1071 pour n=1000 et P (S} > na) ~ 1071



4 Tabulation d’un test en présence d’un parametre
de nuisance.

On suppose que la distribution de I’échantillon X7* est indexée par deux parametres (0, 7) .
Le parametre d’interet est 6 et n celui de nuisance. Nous nous interessons a effectuer de
I'inférence sur  conditionnellement a une statistique exhaustive UJ* pour 7. Notre propos
s’'interesse a la région critique pour une hypothese simple # = 6, conditionnée a la valeur
observée de S(X}") = a,. Des approches similaires ont été proposés par de nombreux
auteurs, c¢’est aussi le sujet du Chapitre 5 dans Lehman (1986).

L’échantillon observé est supposé réel et i.i.d. d'une famile exponentielle de dimension
deux avec parametres (0, 7):

dFp,(x) = exp (0t(x) + nf(x) — K(0,n)) Lo(x)dx

avec (Qest inclus dans R.
A 0, fixé, une statistique exhaustive pour le vecteur aléatoire X7 est U]* pour laquelle
pour tout 8
APy (2| UL = ay,) = exp (0 (t(z1) + ... + t(zy)) — K, (0)) H 1o(z;)dxy...dx,
i=1
pour une normalisation K, (6).
On suppose que

lim a, = ng.
n—oo

Considerons le test de Neyman-Pearson pour 6 = 6, versus f # 6, conditionnellement
a Up = a, pour la statistique 77" avec T7" = £ 3" #(X;), ol ¢(.) telle que Eg, (£(X)) est
finie. Soit s, fixé et on définit 0 < a < 1 le niveau du test telle que

P[TT" > 54|57 = na,] = P (17" > s4) = a. (12)

On propose comme estimateur pour « :

b= 13 L (V) (13)

ot les Y/ (1) sont de densité hyq, 4, définie dans la section 2 avec Fy,[f (X)] = p et
Varg, (f (X)) = o2

On suppose, de plus, qu'il existe une fonction C'(x) définie sur R™ qui tends vers 0 &
I’infini telle que

liminf sup S (@IPIX > 7]

>0 14
T—=00 AcV(0) C(x) 1)

ot V(0) est un voisinage fixé de 'origine sur lequel E[e*(®)] est supposée finie.
Le théoreme principal de cette section est le suivant:

5



Théoréme 4 Soient 0 <y < 1 et 6% telle que

lim 6% =0 (15)
L—oo
lim Lé* = oo (16)
L—o0
Alors
A n—k\" 2 L
a =« + O k + O(En(log n) ) + OH0a+;L (571) (17)

La figure 3 présente une tabulation de la fr.d. complémentaire de 6 (courbe rouge)
pour la loi I'(#, ) ou la statistique exhauxtive pour 7 est % Yo Xietoud =1.5 n =100,
k=90 et L = 1000. La courbe verte présente la loi limite de 'estimateur du maximum
de vraisemblance de # dans le modele non conditionné.

Figure 3: F.d.r. complémentaire en fonction
de o
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Epidémiologie

Méthode de la série de cas : modeles et applications récentes, Mounia
Hocine Hocine, Michel Chavance and Paddy Farrington

La méthode de la série de cas a été développée par Farrington en 1995 afin d’étudier la liaison
entre une exposition intermittente et un événement a survenue aigiie, rare, potentiellement
récurrent, en n’utilisant que des sujets cas. Cette méthode a été largement utilisée en pharmaco-
épidémiologie, en particulier dans les études de sécurité vaccinale. Elle repose sur un modele
de Poisson conditionné sur le nombre d’événements du sujet et ses antécédents d’exposition.
Le conditionnement conduit a un ajustement sur les facteurs constants au cours du temps,
et permet ainsi d’éviter certains biais de sélection ou de confusion auxquels sont exposées les
enquétes cas-témoins ou les études de cohorte. Les avantages de la méthode de la série de cas
ainsi que ses applications récentes seront présentées.

Waffect : a method to simulate case-control samples in genome-wide
association studies, Vittorio Perduca, Raphaél Mourad, Christine Sinoquet
and Gregory Nuel

Dans une étude d’association a I’échelle du génome, les génomes d’un grand groupe de per-
sonnes sont examinés afin d’établir si une association significative existe entre une maladie et
les genes. Le groupe de personnes est divisé en cas (les personnes atteintes) et témoins (ceux qui
ne sont pas atteints). L’association est évaluée a travers des tests d’hypotheses. La distribution
sous I’hypothese nulle HO est étudiée empiriquement en permutant le statut cas/témoins, tandis
que pour simuler sous H1 des modeles génétiques complexes sont généralement utilisés. Nous
avons développé une approche alternative a ce probleme. L’idée est d’imiter les simulations sous
HO en affectant le statut des individus sous la contrainte que la probabilité d’étre un cas est
compatible avec le modele de maladie choisi et que le nombre total de cas est fixé. Nous propo-
sons un algorithme simple mais efficace pour effectuer cette affectation. Nous appliquons notre
algorithme a des données réelles issues du 1000 genomes project afin de comparer la précision de
différentes méthodes pour identifier des marqueurs génétiques causaux. Les résultats montrent
que la précision diminue rapidement quand la longueur des régions candidates augmente.

Estimation par imputation multiple du risque relatif et de la capacité
prédictive dans les enquétes cas-cohorte, Helena Marti and Michel
Chavance

Les estimateurs pondérés utilisés en analyse des études cas-cohorte sont parfois peu effi-
caces. Or, l'enquéte cas-cohorte représente un cas particulier de données incompletes et des
méthodes d’analyse pour données incompletes peuvent étre pertinentes, en particulier, I'im-
putation multiple. Cette approche est basée sur la génération de plusieurs jeux plausibles de
données completes, prenant en compte I'incertitude sur les données manquantes. Si le modele
d’imputation est correct, ’estimateur de I'imputation multiple est sans biais. Nous avons mon-
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tré qu'un modele d’imputation correct peut étre estimé a partir des données complétes (cas et
témoins) en utilisant la variable indicatrice des cas parmi les variables explicatives. Nous avons
simulé des enqueétes cas-cohorte dont les sous-cohortes étaient sélectionnées par un tirage strati-
fié. ’imputation multiple et les estimateurs pondérés fournissaient des estimations non-biaisés.
Les estimations de I'imputation multiple étaient plus précises que celles obtenues par I'analyse
pondérée pour les variables de phase-1, et aussi ou légerement plus précises pour la variable
de phase-2. En outre, I'imputation multiple permet d’estimer, dans les enquétes cas-cohorte, la
capacité prédictive d’'un modele ou celle d’une variable supplémentaire ainsi que la variance de
cette estimation.

Initialisation de I'algorithme EM champ-moyen pour les mélanges de
Poisson pour données spatiales et application a la cartographie du risque
en épidémiologie, Lamiae Azizi, Florence Forbes, Myriam Charras-Garrido,
Dauvid Abrial and Senan Doyle

Dans ce travail nous présentons une nouvelle stratégie d’initialisation pour I'algorithme EM
champ-moyen utilisé pour 'estimation des parametres d’'un champ de Markov cache. Nous pré-
sentons un modele de mélange de Poisson pour les données épidémiologiques, ou I’appartenance
aux composantes du mélange est modélisé comment étant un modele de Potts. L’algorithme
EM est connu par sa forte dépendance aux conditions initiales. La stratégie d’initialisation
proposée est une adaptation, dans un cadre spatial, de celle proposée par Biernacki (2004)
pour les modeles de mélanges gaussiens. L’idée est de contraindre les valeurs initiales des pa-
rametres de mélange a étre dans I'espace des trajectoires de l'algorithme EM. Nous proposons
par la suite une procédure complete d’initialisation permettant d’obtenir des valeurs initiales
"raisonnables” des parametres du champ de Markov. Une étude approfondie sur un ensemble de
données simulées et un jeu de données réelles concernant la maladie de I’Encyphalopathie Spon-
giforme Bovine en France, montrent la performance de cette stratégie comparée aux stratégies
d’initialisation classiques.

Gestion des troncatures dans I’analyse des données longitudinales :
application a I'’étude du développement de la réponse anticorps du
paludisme, Djénéba Thiam, Célia Dechavanne, André Garcia and Grégory
Nuel

Dans ce papier nous présentons une méthode qui combine un algorithme de type Stochastic
Expectation Maximization et un algorithme de Gibbs-Sampling pour la gestion des troncatures
hautes et basses dans le cadre des modeles linéaires a effets mixtes. Nous comparons a l'aide de
simulations cette méthode aux approches d’imputation simple les plus couramment utilisées.
La méthode implémentée se montre plus efficace que les méthodes d’imputation simple usuelles,
notamment pour ’estimation des effets aléatoires d'un modele linéaire a effets mixtes.

Ce travail s’integre dans le cadre de I’étude de cohorte de nouveau-nés menée par I’équipe de
I'IRD UMR216 (Santé de la mere et de I’enfant en milieu tropical) au Bénin pour ’analyse de la
réponse anticorps de I’enfant entre trois mois et dix-huit mois face au paludisme a Plasmodium
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falciparum, avec prise en compte des facteurs environnementaux et cliniques. Cette premiere
étape de 'analyse des données permettra de comprendre en fonction des différentes covariables
la variabilité liée a chaque individu de la cohorte.
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La méthode de la série de cas : modeles et applications récentes

Mounia Hocine!, Michel Chavance?, Paddy Farrington®

! Conservatoire National des arts et Métiers, 292 rue Saint Martin 75003 Paris
2 INSERM U1018, CESP, Biostatistique, 16 av. P. V.Couturier 94807 Villejuif

® The Open University, Walton Hall, Milton Keynes MK7 6AA, Royaume Uni

La méthode de la série de cas a été développée par Farrington [1] en 1995 afin
d’évaluer la liaison entre un événement a survenue aigie, rare, potentiellement récurrent
et une exposition intermittente, en utilisant seulement les données des sujets cas. C’est une
alternative aux etudes épidémiologiques classiques cas-témoins et cohorte. La méthode de
la série de cas s’applique lorsque la responsabilité de I’exposition dans la survenue de
I’événement d’intérét n’est plausible que dans un intervalle de temps limité, et s'appuie sur
un partage de la période d'observation du sujet en périodes "a risque™ au cours desquelles
I'exposition est supposée pouvoir entrainer la survenue de I'événement d'intérét et en
périodes "sans risque™ ou une telle responsabilité est exclue. En pratique, les sujets sont
comparés a eux mémes, comme dans les essais thérapeutiques en Cross-over.
Concretement, on suppose que le risque de survenue de I’événement d’intérét est égal au
risque de base durant les périodes sans risque, et qu’il est multiplié par une quantité RR
durant les périodes a risque. Ce risque relatif RR est estimé en comparant I’incidence des
événements pendant les périodes a risque et les périodes sans risque.

Cet auto-appariement entraine plusieurs avantages par rapport aux études de

cohorte et cas-témoins :



I’ajustement sur I’ensemble des facteurs de confusion qui ne varient pas au cours
du temps (sexe, caractéristiques génétiques, socio-économiques, ...) est
automatique ;

- lamise en ceuvre est facile et rapide puisque aucune information n’est recherchée
sur les non cas ;

- les difficultés liées au choix de témoins pertinents sont évitées.

La méthode de la série de cas a été utilisée dans divers domaines de
I'épidémiologie, en particulier dans des études de sécurité vaccinale. Elle a également été
utilisée en pharmaco-épidémiologie non vaccinale, pour étudier la liaison entre vol de
longue durée et thromboembolie veineuse, la relation entre prescriptions de divers
médicaments et accidents de circulation, etc.

Des modeles ont été développés récemment pour permettre une plus large
utilisation de la méthode de la série de cas lorsque les hypothéses sur lesquelles elle est
basée ne sont pas vérifiées. Ces modeles ainsi que plusieurs applications récentes de la

méthode seront présentés.

[1] Whitaker HJ, Farrington CP and Musonda P. Tutorial in Biostatistics: The self-

controlled case series method. Statistics in Medicine 2006;25(10):1768-1797.

Abstract

The case series method was developed by Farrington (1995) to investigate the strength of
association between a time-varying exposure and an acute rare event potentially recurrent,
using cases only. It can be used when the exposure can only be causally related to the
event during a limited period of time and it has been widely used in pharmaco-

epidemiology, particularly in the study of vaccine safety. The method is derived from a



Poisson model by conditioning on the individual total number of events and his exposure
history. As a consequence of this conditioning the effects of fixed covariates cancel out,
and offer to the method a particular advantage as compared to cohort and case-control
studies.

Key words: Case series, self-control, acute event, transient exposures, vaccination.
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Resumé

Dans une étude d’association a 1’échelle du génome, les génomes d’un grand groupe de per-
sonnes sont examinés afin d’établir si une association significative existe entre une maladie et les
geénes. Le groupe de personnes est divisé en cas (les personnes atteintes) et témoins (ceux qui
ne sont pas atteints). L’association est évaluée a travers des tests d’hypotheses. La distribution
sous 'hypothese nulle HO est étudiée empiriquement en permutant le statut cas/témoins, tandis
que pour simuler sous H1 des modeles génétiques complexes sont généralement utilisés. Nous
avons développé une approche alternative a ce probleme. L’idée est d’imiter les simulations sous
HO en affectant le statut des individus sous la contrainte que la probabilité d’étre un cas est com-
patible avec le modele de maladie choisi et que le nombre total de cas est fixé. Nous proposons
un algorithme simple mais efficace pour effectuer cette affectation. Nous appliquons notre al-
gorithme & des données réelles issues du 1000 genomes project afin de comparer la précision de
différentes méthodes pour identifier des marqueurs génétiques causaux. Les résultats montrent
que la précision diminue rapidement quand la longueur des régions candidates augmente.

Mots-clés: Echantillonnage forward-backward, phénotype, puissance, aire sous la courbe

Abstract

In a Genome-Wide Association Study (GWAS) the genomes of a large group of individu-
als are examined to establish the presence of a significant association between a disease and
particular genes. The group of individuals is divided in cases (people with the disease) and
controls (people without). The association is assessed through statistical hypothesis testing.
The distribution under the null hypothesis HO is empirically studied shuffling uniformly affecta-
tion status (case and control memberships), while complex genetic models are usually used to
simulate under the alternative hypothesis H1. We have developed an alternative approach to
this problem. The idea is to mimic the HO simulations by affecting status to individuals under
the constraint that the probability to be a case is consistent with the chosen disease model and
that the total number of cases is fixed. We suggest a simple but efficient algorithm to perform
this constrained affectation. We apply our algorithm to a real data set from the 1000 Genomes
Project to compare the accuracy of different methods for identifying causal genetic markers and
show that accuracy quickly decreases as the candidate regions get wider.

Keywords: Forward-backward sampling, phenotype, power, area under the curve



1 Introduction

Genome-wide association studies (GWAs) are a widely-used approach to address the local-
ization of causal mutations responsible for common complex genetic diseases, Morris and
Cardon (2007). Such studies involve the investigation of hundred of thousands to millions
of genetic markers (such as single nucleotide polymorphisms — SNPs), for a cohort of cases
and controls whose sizes range in the thousands to tens of thousands individuals. GWASs
have met many successes, most notably for type 1 and type 2 diabetes, inflammatory
bowel disease, prostate cancer and breast cancer, Hindorff et al. (2009).

In GWASS, very high false positive rates are expected unless a correction for multiple
testing is performed. Symmetrically, control for true negative rate - or power - is necessary.
Power estimation is the key to evaluate the efficiency of GWAS methods, Spencer et al.
(2009). The correct estimation of both rates must take into account the existence of
high-dependency patterns between SNPs, or linkage disequilibrium (LD). The accurate
estimation of the family wise type I error risk in presence of LD consists in sampling
the Hy distribution through permutations of phenotypes, Zhang and Ott (2010). Thus,
any association between loci and the phenotype is broken. This permutation strategy is
implemented as a gold standard in numerous toolsets designed for GWASs, e.g. Purcell
et al. (2007).

Power is a still more complicated function of several factors: study design, correlation
patterns in the genotypic data, sizes of cohorts, frequency of the causal allele, relative risk
conferred by the causal factor, genetic model (additive, dominant, recessive, multiplica-
tive), Lettre et al. (2007).

Two main strategies have been developed to simulate H;: (i) the prospective one,
Hyam et al. (2008), which first generates a large sample of haplotypes conditional on
reference haplotypes such as HapMap haplotypes, The International HapMap Consor-
tium (2007), then pairs haplotypes to build diplotypes and assigns the disease status
depending on the penetrance model involving a randomly selected causal SNP, and (ii)
the retrospective strategy, Spencer et al. (2009), which first randomly selects a causal SNP
and generates a fixed number of cases and controls, then assigns diplotypes at the causal
SNP for cases and controls depending on the penetrance model and finally builds haplo-
types (two for each diplotype) for all remaining SNPs of the chromosome, conditionally
on reference haplotypes. Nevertheless, both strategies entail implementation problems
when applied to power estimation in GWASs. The first strategy presents the drawback to
not allow the control of the numbers of cases and controls. To tackle this issue, rejection
sampling of case-control samples is used, but leads to a waste of data and time. The sec-
ond strategy controls these numbers by first fixing them, but requires to build haplotypes
for each simulation. The widely-used simulator Hapgen, Su et al. (2010), implements the
second strategy.

We propose a new method able to assign exactly n cases and m controls conditionally
on the n + m observed genotypes. We first describe the method itself, which we called



WAFFECT, then illustrate its interest on real GWAS data by comparing the power of
several approaches. WAFFECT will be soon available as an R package. It can affect the
phenotypes of 10,000 individuals with 5,000 cases in 2.2 seconds (on a common - even a
bit outdated - workstation).

2 Methods

Let I = {1,...,q} be the ordered set of all individuals. We denote P;, i € I, the random
variable accounting for the status (phenotype) of individual i, P; € {0,1} where 0 stands
for control and 1 for case. Let P(P, = 1) = m;. We denote N;, i € I, the random
variable counting the total number of cases among individuals indexed by {1,...,i}: N; =
Z;Zl P;, with the convention that Ny = 0. Observe that N; = N;_; + F; and therefore
N; € {0,...,i} for each i. When all the probabilities 7; are given, we are interested in
sampling the values of the P;s, given the condition that the total number of cases N, must
be equal to r, i.e. in sampling the distribution P(P, ..., P,|N, = r). To achieve this goal
we find recursive formulas for the probabilities P(P; = 1|N;—y = m,N, =7r), i € I:

Theorem 1 For each individual 1 =1,...,q:

]P(R = 1’Ni_1 = m,Nq = ?") = B'_l(m) s

(1)
where the backward quantities B; can be computed using the recursive formulas
Bi(m) = mis1Bipi(m + 1) + (1 — mip1) Biga (m), (2)

with the following edge conditions: By(0) = m B1(1)+ (1 —m1)B1(0) and By(m) = §(m,r),
0 being the Kronecker’s symbol.

The theorem gives a recursive algorithm, which we called WAFFECT, to sample in
the space of all possible configurations of the P;s under the condition that the number of
cases must be r and knowing for each individual ¢ his probability m; to be a case. Simply
compute all the backward quantities with Eq. (2), starting from ¢, and then, starting
from the first individual ¢ = 1, affect a status for the individual i accordingly to the

. . C e - 7 Bi(Ni_1+1)
binomial distribution P; B <—BH o)

that if m; = my for each 7, then WAFFECT outputs a permutation of the phenotypes; this
is equivalent to simulating under HO. It is possible to simulate affectations in the case of
more than two classes by calling recursively WAFFECT. For instance, in the case of three
classes {0, 1,2}, start by affecting status 0 versus status {1, 2} and then iterate WAFFECT
for the individuals with status {1, 2} to affect status 1 versus status 2.

>. The pseudocode is given below. Observe



Algorithm 1 WAFFECT(M, r)

Input: vector of probabilities 7 = (7;);=1,., , number r of cases
Output: A vector of affectations for the individuals

1: Bis ¢ x (r + 2) matrix, B = 0 {/* Initialization of B *}
2. By(r)=1

3: for i = ¢—1to 0 do {/* Iterative computation of B; */}
4:  for m =0tor do

: Bi(m) = i1 Biga(m + 1) + (1 — 1) Biya(m)

6: end for

7: end for

8: Sample P, with P, ~ B <7r1131(1;1?11,(?1)31(0)) {/* Sampling initialization */}
9: Ny =P

10: for i =2 to ¢ do {/*Sampling of P,,..., P,*/}

11:  Sample P, with P, ~ B (%)

12: Nz = Ni,1 + B

13: end for

14: return Pp,..., P,

3 Application

We apply WAFFECT on real data to assess the accuracy of different association methods
based on the Cochran-Armitage trend test.

The original data set consists on the real genotypes of 629 individuals from the 1000
Genomes Project, The 1000 Genomes Project Consortium (2010). We focused on the first
100,000 SNPs on the X chromosome. In the pretreatment stage, we filtered out all the
SNPs with Minor Allele Frequency (MAF) less than or equal to 5%, ending up with 8,048
SNPs. Then, we arbitrarily defined an additive disease model with two interacting causal
SNPs. In particular, we choose two SNPs S;, Sy (having base-pair positions 627,641 and
1,986,325) with low frequencies and showing no linkage disequilibrium (i.e. correlation).
For each individual, we defined the following relative risk RR: RR = 1+ 0.1 x Gg, if
Gs, =0, RR=140.1xGg, if Gs, =0, RR=1.340.1 x (Gg, + Gg,) if Gg, x Gg, > 0,
where Gg, € {0,1,2} is the number of the less frequent allele in the genotype of Sy, Ss.
The last expression defines an epistasis (interaction) between the two genes. Then, for
each individual we computed his probability m; to be a case accordingly to his genotype
and the disease model. Running 100 times WAFFECT on the vector (7;);—1.._¢29 and under
the constraint that the total number of cases must be 314, we obtained 100 simulations
of the phenotype of each individual under H1. Similarly, we obtained 100 affectations of
the phenotypes under HO, running WAFFECT on a vector whose elements have all the
same value in (0,1) (e.g. m; = 0.2 for each ). At last, association analysis was performed



running the toolset PLINK v1.07, Purcell et al. (2007). In particular, for each SNP we
obtained the p-value for the trend statistics under HO and H1. The association methods
we studied consider two intervals of varying lengths centered in the two causal SNPs,
their statistics being the max of —log of the p-values in this region. The lengths we
considered are ¢ =0, 1, 5, 10, 50 and 100 kb. For each length, we assessed the accuracy
of the method analyzing the trade-offs between false positive rate and true positive rate
(power). More precisely, for each ¢ we computed the corresponding Receiver Operating
Characteristic (ROC) curve, the empirical Area Under the Curve (AUC) value and an
upper bounds o, for the standard deviation of the estimate, see for instance Metz (1978).
The results, depicted in Figure 1, show that we have excellent accuracy when length is
0 kb, and good accuracy up to a length of 1 kb. For greater lengths, AUC < 0.8 and
accuracy quickly decreases. The association method is therefore typically suitable for
testing the association between a given disease and a pair of candidate genes but not for
wider regions.

1.0
\

‘ 14 ‘ AUC ‘ Om ‘ Accuracy ‘
0kb | 0.97 | 0.017 | excellent
1kb | 0.87 |0.033 good

5kb | 0.79 | 0.040
10 kb | 0.77 | 0.042 fair
20 kb | 0.75 | 0.043
50 kb | 0.68 | 0.047 poor
. 100 kb | 0.62 | 0.049 fail
— bow oo kb | 0.51 | 0.050

= infkb
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.8
1
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1
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0.2

0.0
1
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Figure 1: ROC curves, AUCs and s.d. upper bounds o, at different lengths ¢

4 Conclusions

We introduced a new iterative algorithm to sample case-control affectations under the
constraint that the probability to be a case is consistent with the chosen disease model
and that the total number of cases is fixed. This method can be used to simulate under H1
for assessing the power of GWAS methods. It generalizes permutations, the gold standard
for sampling under Hy. New values of the disease status are generated by permuting them
according to weights (the probabilities to be affected). Like permutations, it presents the

5



advantage that genotypes are fixed and only phenotypes are sampled. Two other possible
ways to sample case-control affectations along these lines involve rejection and MCMC
algorithms. An R package including all these algorithms will be released shortly. Our
algorithm allows to evaluate the performance of GWAS methods using real GWAS data
sets. We applied it to data sets from the 1000 Genomes Project to assess the accuracy of
a region candidate approach and showed that, given the chosen design (629 individual)
and the modest effect used for the simulation (relative risk of 1.7 in the most favorable
case), we have only power to detect the association signal at the gene candidate level. For
wider candidate regions, the power drops quickly.
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Résumé

Les estimateurs pondérés utilisés en analyse des études cas-cohorte sont parfois
peu efficaces. Or, 'enquéte cas-cohorte représente un cas particulier de données
incompletes et des méthodes d’analyse pour données incomplétes peuvent étre per-
tinentes, en particulier, I'imputation multiple. Cette approche est basée sur la
génération de plusieurs jeux plausibles de données completes, prenant en compte
I'incertitude sur les données manquantes. Si le modele d’imputation est correct,
I'estimateur de l'imputation multiple est sans biais. Nous avons montré qu’un
modele d’imputation correct peut étre estimé a partir des données completes (cas
et témoins) en utilisant la variable indicatrice des cas parmi les variables explica-
tives. Nous avons simulé des enquétes cas-cohorte dont les sous-cohortes étaient
sélectionnées par un tirage stratifié. L’imputation multiple et les estimateurs pondérés
fournissaient des estimations non-biaisés. Les estimations de 'imputation multiple
étaient plus précises que celles obtenues par 'analyse pondérée pour les variables de
phase-1, et aussi ou légerement plus précises pour la variable de phase-2. En outre,
I'imputation multiple permet d’estimer dans les enquétes cas-cohorte la capacité
prédictive d’un modele ou celle d’une variable supplémentaire ainsi que la variance
de cette estimation.

Mots-clés: Enquétes cas-cohorte, imputation multiple, valeur prédictive.

Abstract

The weighted estimators used for analyzing case-cohort studies are not fully ef-
ficient. However, case-cohort studies represent a special type of incomplete data,
and methods for analyzing incomplete data could be appropriate, in particular,
multiple imputation. This approach is based on the generation of several plausi-
ble complete data sets, taking into account the uncertainty about missing values.
When the imputation model is correct, it reflects appropriately the distribution of
the incomplete variables, respectively among the cases and controls, and the mul-
tiple imputation estimator is unbiased. We have shown that a correct imputation
model can be estimated from the fully observed data (cases and controls) using the



case status as an explanatory variable. Simulated case-cohort data with subcohort
selected by stratified sampling were analyzed. Multiple imputation and weighted
estimators provided unbiased estimators. The multiple imputation estimators were
slightly more precise than those obtained with weighted analysis, especially when
the phase-2 variable was linked to the event occurrence. Moreover, multiple im-
putation allows estimating the predictive value of a model or of a new variable in
case-cohort surveys.

Keywords: Case-cohort designs, multiple imputation, predictive value.

1 Introduction

Les études de cohorte sont de plus en plus souvent utilisées en épidémiologie parce qu’elles
sont plus faciles a interpréter en termes de causalité. Généralement les maladies étudiées
ont une incidence tres faible, et la puissance dépend du nombre de cas. Les études de cas-
cohorte permettent d’en réduire le coiit au prix d’une perte minime d’efficacité (Langholz
1990).

Les études cas-cohorte sont réalisées en deux phases. 1) La cohorte est sélectionnée par
tirage au sort. On recueille I'information de phase-1 sur tous les sujets. Une sous-cohorte
est sélectionnée par tirage au sort et la cohorte entiere est suivie de maniere a identifier la
date de survenue du ou des événements d’intérét. 2) On recueille 'information de phase-2,
plus cotiteuse, sur tous les cas, qu’ils appartiennent ou non a la sous-cohorte, ainsi que
sur les témoins de la sous-cohorte. La sous-cohorte peut étre sélectionnée par un tirage
uniforme ou stratifié (Prentice 1986, Therneau 1999, Borgan 2000).

La méthode usuelle d’analyse des enquétes cas-cohorte est ’analyse pondérée, décrite
initialement par Prentice (1986). Or, I'enquéte cas-cohorte peut aussi étre vue comme
un cas particulier de données manquantes au hasard puisque le processus d’observation
est controlé par les organisateurs de I’étude. Ainsi, des méthodes d’analyse pour données
incompletes peuvent étre pertinentes, en particulier, 'imputation multiple.

En outre, I'estimation de la valeur prédictive d’un modele ou d’une nouvelle variable dans
le cadre des enquétes cas-cohorte est peu développée. Les mesures classiques proposées
dans les études de cohorte ne sont pas adaptées a ce type d’échantillonnage. Cependant,
tous les outils proposés dans le cadre des études de cohorte peuvent étre appliqués aux
enquétes cas-cohorte grace a I'imputation multiple.

L’objectif de ce travail était de mettre en ceuvre I'imputation multiple pour analyser
les enquétes cas-cohorte et pour estimer la valeur prédictive d’un modele ou d’une vari-
able supplémentaire. Nous avons validé I’approche par des simulations et nous présentons
les résultats de 'analyse d’une étude cas-cohorte issue de la cohorte 3C.



2 Observations incomplétes et imputation multiple

Little et Rubin (1987) proposent de distinguer trois processus d’observation: données
manquant completement aléatoirement (MCA) lorsque la probabilité qu'une observation
soit incomplete est constante; données manquant aléatoirement (MA) lorsque cette proba-
bilité ne dépend que de valeurs observées; et données manquant non aléatoirement (MNA)
lorsque cette probabilité dépend de valeurs non observées.

Les observations incompletes posent des problemes de biais, de précision et de puis-
sance. Si on limite 'analyse aux seules observations complétes on s’expose a un biais
de sélection pour les processus d’observation MA et MNA. Avec des données MA et
une méthode d’analyse pertinente, il est possible d’effectuer des inférences correctes. Le
plan cas-cohorte est I'une des rares situations ou 'on peut affirmer que les données sont
MA car l'observation ne dépend que du statut cas-témoin (échantillonnage uniforme) et
éventuellement de variables observées (échantillonnage stratifié).

L’imputation multiple permet d’obtenir une approximation de I’estimateur du maximum
de vraisemblance partielle. Sous I'hypothese de données MA, elle permet de : a) Corriger
le biais, b) Obtenir une variance asymptotique correcte. Cette méthode repose sur la
génération de plusieurs (M) jeux plausibles de données completes, en prenant en compte
tous les niveaux d’incertitude concernant les valeurs manquantes. On ne remplace pas les
données manquantes par leur espérance mais par une valeur tirée dans la loi postulée par le
modele, et, pour tenir compte de 'incertitude sur les parametres du modele d’imputation,
on effectue plusieurs imputations avec des parametres tirés dans la loi asymptotique de
I’estimateur obtenu a partir des observations completes.

On obtient une estimation du paramétre d’intérét 6,,, m = {1,..., M} et une esti-
mation de la variance de ’estimateur, V(ém) pour chaque jeu de données complétées. Si
le modele d’imputation est correct, les estimateurs 0,, sont non-biaisés. Puis, on obtient
une estimation unique moyenne de ces M estimateurs, qui est aussi non-biaisée:

. 1 M
QIM:MmZZIHm

On peut, grace a la multiplicité des imputations, estimer correctement la variance de
cet estimateur unique, formée par deux composantes: La composante intra-imputations
(Wrar) et la composante inter-imputations (Byp):

R - N 1 M A M N o N 2 o 2 /
V(i) =Win+ By =— > V(b)) + (1+ M m=1(0m = O131) (O — Or1)
M 2 M1

L’imputation multiple demande de modéliser correctement les relations entre les vari-
ables incompletes et les variables qui lui sont liées. Nous avons montré que le modele
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d’imputation peut étre estimé sur tous les sujets, cas et non-cas, en introduisant une in-
dicatrice des cas comme variable explicative. En pratique, en plus de I'indicatrice de cas
et des variables de stratification, il est nécessaire d’ajuster sur les variables explicatives
du modele de Cox et sur d’autres variables prédictives, si elles sont disponibles (Marti et
Chavance, 2011).

3 Capacité prédictive d’un modele

L’évaluation de la capacité prédictive pose des problemes spécifiques lorsque la variable
réponse est censurée. Nous nous sommes intéressés a U'indice C de Harrell (1982), qui
est une adaptation de la statistique U de Mann-Withney en présence de censure. La
statistique U mesure la concordance entre deux variables X et Y. Elle est fondée sur
la comparaison de toutes les paires de sujets avec (X; > X; et ¥; > Y ou X; < X
et Y; <Y;), ot ¢ et j indicent les observations. Néanmoins, pour les données de survie,
il n’est pas possible de comparer toutes les paires de sujets a cause du processus de censure.

Soit T; le délai de survie pour un sujet ¢, ¢ = 1,...,n et C; le délai de censure pour
un sujet 7. On observe X; = min(T;,C;). Soit D; le délai de survie prédit, et Y; la
probabilité de survie prédite au temps ¢ (durée de I’étude). Les paires formées par deux
sujets censurés n’apportent pas d’information sur leur concordance avec la survie prédite
par le modele car les délais de survie sont inconnus. De méme, les paires formées par
un sujet dont la date de déces est connue et un sujet censuré avant le déces, n’apporte
pas d’information sur la concordance car le délai de survie inconnu peut étre inférieur ou
supérieur au délai de survie observé. Harrell a donc défini comme paires utilisables celles
dont les délais de survie prédits et observés sont comparables. L’indice de Harrell est la
proportion de paires concordantes parmi les paires utilisables:

Tec

C:

(1)

Te + Tg
ou 7. est la probabilité de concordance de la paire (i,7), ¢ # j, 4,7 = 1,...,n:
WC:P(XZ‘<XJ‘ et YL<}/j)+P(X’L>X] et YZ>YJ) (2)

Nous supposons que le délai de survie et la probabilité de survie prédite sont continus, d’ou
P(X; = X;) = P(Y; =Y;) = 0. Alors, de facon analogue, la probabilité de discordance
Tq est:
Tqg = P(Xi<Xjet Y;>Y}-)—|—P(XZ->Xjet YZ<YJ)
= 1-m (3)

Nous avons montré que dans le cadre des enquétes cas-cohorte, I'application naive de
I'indice C n’est pas adéquate car les paires utilisables ne peuvent étre définies que pour
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les sujets appartenant a I’échantillon cas-cohorte, ce qui peut entrainer des estimations
biaisées de la capacité prédictive du modele. Cependant, nous avons aussi montré, a ’aide
des simulations, que I'imputation multiple permet d’estimer la capacité prédictive d'un
modele et d’une nouvelle variable ainsi que leurs variances dans le cadre des enquétes
cas-cohorte.

4 Résultats

Nous avons validé I'imputation multiple par des simulations et nous présentons ’application
dans une étude cas-cohorte issue de la cohorte 3C. Brievement, des sujets agés de 65 ans
et plus ont été recrutés entre 1999 et 2001 dans trois villes francaises: Bordeaux, Di-
jon et Montpellier. La taille de la cohorte était de N = 9.294. Une étude cas-cohorte
a été menée visant a évaluer la relation entre le niveau plasmatique de D-dimere (un
marqueur de coagulation et fibrinolyse), et les risques d’événement coronarien (EC) et
de démence vasculaire (DV) a 4 ans. La cohorte a été stratifiée sur le sexe, la ville et
I’age. L’information de phase-1 concernait les caractéristiques socio-démographiques, le
niveau d’éducation, la consommation d’alcool et de tabac. La tension artérielle, le poids
et la taille étaient aussi recueillis. Une sous-cohorte de taille n = 1.254, (13,5% de la
cohorte complete) a été échantillonnée par tirage stratifié sur le sexe, la ville et I'age.
L’incidence d’EC et DV était respectivement de 2% et 0,6%. Les niveaux plasmatiques
de D-dimere étaient disponibles seulement pour les sujets de phase-2. Carcaillon (2009)
a observé dans cette enquéte une augmentation linéaire du risque de DV par rapport au
quintiles des niveaux de D-dimere.

Nous avons réanalysé ces données par imputation multiple et par estimateurs pondérés,
puis nous avons évalué la capacité prédictive du D-dimere sur le risque de DV. A cause
du petit nombre d’événements, nous n’avons pas utilisé les quintiles de D-dimere mais les
tertiles. Nous avons construit un modele d’imputation prenant en compte la relation en-
tre les niveaux plasmatiques de D-dimere et les variables de phase-1: I'indicatrice de cas,
les variables de stratification, le niveau éducationnel, 'IMC et I'apolipoprotéine €4 (apoe
€4). Les estimations fournies par 'imputation multiple étaient légerement inférieures aux
estimations fournies par les estimateurs pondérés et légerement plus précises. Le risque
de DV augmentait significativement avec les niveaux de D-dimere (p de tendance = 0,016).

Nous avons estimé la capacité prédictive de la variable de phase-2, D-dimere. C; était
la valeur prédictive du modele de Cox M, ajusté sur les variables de phase-1 age, sexe,
centre, niveau éducationnel, et apolipoprotéine €4 (apoe €4). Cy était la valeur prédictive
correspondant au modele M; plus la variable additionnelle D-dimere. La valeur prédictive
du D-dimere était A, la différence entre Cy et C';. La valeur prédictive du modele incluant
seulement les variables de phase-1 étaient 0,86. L’addition du D-dimere n’améliorait pas
significativement la valeur prédictive du modele, A = 0,009, 95%CI = (-0,011; 0,029).



5 Conclusion

En conclusion, I'imputation multiple, menée prudemment, est une alternative simple a
I’approche pondérée. Elle permet d’estimer correctement les risques relatifs ainsi que leurs
erreurs standard. Les estimations sont plus précises pour les variables de phase-1 et autant
ou légerement plus précises pour la variable de phase-2. Par ailleurs, I'imputation multiple
permet d’estimer dans les enquétes cas-cohorte, la capacité prédictive d’'un modele ou
d’une variable supplémentaire ainsi que leurs variances.
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Résumé

Dans ce travail nous présentons une nouvelle stratégie d’initialisation pour ’al-
gorithme EM champ moyen utilisé pour I’estimation des parametres d’un champ de
Markov caché. Nous présentons un modele de mélange de Poisson pour les données
épidémiologiques, oi I'appartenance aux composantes du mélange est modélisé com-
ment étant un modele de Potts. L’algorithme EM est connu par sa forte dépendance
aux conditions initiales. La stratégie d’initialisation proposée est une adaptation,
dans un cadre spatial, de celle proposée par Biernacki (2004) pour les modeles de
mélanges gaussiens. L’idée est de contraindre les valeurs initiales des parametres de
mélange a étre dans I'espace des trajectoires de ’algorithme EM. Nous proposons
par la suite une procédure compléte d’initialisation permettant d’obtenir des valeurs
initiales ”raisonnables” des parametres du champ de Markov. Une étude approfon-
die sur un ensemble de données simulées et un jeu de données réelles concernant la
maladie de I’Encyphalopathie Spongiforme Bovine en France, montrent la perfor-
mance de cette stratégie comparée aux stratégies d’initialisation classiques.

Mots clés : Champs de Markov cachés, Le variationnel EM, Mélange de Poisson,
Cartographie du risque.

Abstract

In this work, we are interested in presenting a new strategy of initialisation for
the variational EM mean-field algorithm used for the estimation of a Hidden Markov
model parameters. We present a model based on finite mixture Poisson, in which
the allocation to the mixture components is modelled through a spatially correlated
process, the Potts model. The EM algorithm is suffering from its high dependence
to the starting values. The proposed strategy is an extension in a spatial context, to
the one proposed by Biernacki (2004) in the multivariate Gaussian mixture context.
It consists on randomly drawing initial mixture parameters in an appropriate space
including all possible EM trajectories. We complete this search procedure by pro-
posing a strategy which permits us to obtain a reasonable starting values for the



Markov field parameters. An intensive study on a set of simulated and real data
shows that this strategy outperforms the classical methods.
Keywords : Hidden Markov field, Variationnal EM, Poisson mixture, Disease map-

ping.

Introduction

L’objectif principal de la cartographie du risque en épidémiologie est de restaurer
la réalité sous-jacente a partir des observations dont on dispose plus une estimation
raisonnable du risque en chaque point de la zone étudiée. On suppose que nos
données observées Y proviennent d’une population hétérogene et que l'affectation
d’une observation a une classe est inconnue. Les modeles de mélanges semblent
étre un bon candidat pour résoudre ce genre de probleme et considerent que la
population sous-jacente est un ensemble de composantes avec différents niveaux de
risque. Les données dont on dispose en épidémiologie sont des données de comptage
qui seront modélisées par un modele de mélange de Poisson. L’image a restaurer
définit un champ Z = Z;,i € S qui sera modélisée dans notre travail par un modele
de Potts a K couleurs. L’estimation des parametres du modele est faite par une
approche variationnelle de 1’algorithme Expectation-maximisation (EM) basée sur
la théorie du champ moyen. Cet algorithme est encore plus sensible a I'initialisation
dans le cas des mélanges de Poisson que dans un cadre gaussien. Les méthodes
d’initialisation usuelles ne donnent pas des résultats satisfaisants dans la plupart
des cas et spécialement dans le cas des maladies animales ou le taux de risque est
relativement petit. Nous proposons une adaptation de la méthode d’initialisation
proposé par Biernacki (2004) pour des mélanges gaussiens a notre cas d’étude.

1 Modele de Cartographie du risque a ’aide
des champs de Markov cachés

Les données dont on dispose en épidémiologie sont respectivement le nombre
de cas infectés (malades ou morts..) y;(¢ = 1,...,n) pour une maladie donnée et
leffectif de la population cible (données démographiques) n; pour chaque unité
géographique. I’hypothese clé est que le nombre de cas y; suit une loi de Poisson
de parametre \; avec :

f(Yi = yilAi) = exp(niXi) i
!

(1)
L’objectif de la cartographie est d’affecter chaque unité ¢ a un des K différents
niveaux de risque qui sont inconnus et ont besoin d’étre estimés. En général, les
niveaux de risque sont supposés étre semblables pour les régions voisines. L’idée est
d’exploiter cette information spatiale pour une meilleure estimation du risque. En



prenant en compte ces informations, les données sont divisées en données observées
y = {y1,...,yn} et en données non observées (ou manquantes) z = {z1,...,2n}.
La dépendance spatiale entre les variables aléatoires voisines Z; est prise en compte
en assumant que la distribution jointe de {Z1,...,Z,} est un modele de Potts a K
couleurs défini sur un graphe prédéfini G avec :

Pg(z|a, B) = W(a, )" exp(—H (2]a, B))

; avec W est la constante de normalisation, («, 3) sont les parametres du champ de

Markov caché et :
H(zlo, B) =Y Vilzi) + > Vij(zi, 2))

= in~j
1 siz =z
N _ _ 1 . _
Dans notre modele, Vi(2;) = —a, et Vij(zi,2) = {5 si|zi—z| =1
0 sinon.

2 L’algorithme EM champ moyen pour champs
de Markov cachés

En cartographie de risque, le but est de restaurer 'image z interprétée comme
une classification du risque en K classes. Les étiquettes sont inconnues et considérées
comme des données manquantes. L’objectif est de classer chaque région dans une
des K classes. Pour cela, on considere la stratégie de la maximisation des proba-
bilités marginales (MPM) qui consiste & maximiser Vi, P(Z; = z;]y). L’algorithme
EM est le plus approprié pour 'estimation des parametres en présence des données
manquantes. Dans le cas des champs de Markov cachés, et a cause des dépendances
spatiales, ’algorithme EM a besoin d’approximations. On propose d’utiliser des ap-
proximations basées sur la théorie du champ moyen Celeux (2003). L’idée est de
se ramener a un systeme de variables indépendantes en négligeant les fluctuations
des voisins d’un site ¢ : En résumé faire comme si ces voisins prennent leur valeur
moyenne. L’algorithme se décompose a l'itération ¢q en 2 étapes :

— Générer a partir des données y et des estimations courantes des parameétres

gla—1) — (a(q’l),ﬁ(qfl),)\(q’l)), une configuration (9 = (2@, . ,27({1)) pour
les Z; et approximer la distribution Pg(z|«, 3) par

(q)(Z|Oé ) HPG(Z1|Z_/\/’(Z)7 7ﬁ)

— Appliquer I’ algorlthme EM sur le modele factorisé

Po(y,z|0) = 11 fi(vilzi, )P(;(zl|zN(l)7 a, B) & partir des estimations #(¢~1) en
€S
vue d’obtenir de nouvelles estimations 6(9) :

1. étape E Calcul des probabilités a posteriori pour tout i et k :

tEZ) - P( - k\y,zj\'}(), (q 1))



2. étape M Mise a jour des parametres 6 :

>y
(99 _  i€S !

fOI' all k, )\kq = ZZT% N (2)

€S

and

K
(o, 5)@ = argn;%xzzgg log 70, (3)

ieS k=1

ou ﬁgg) =P(Z; = k|2j(\'})(i); a, B).

3 Initialisation de L’algorithme EM champ moyen

L’algorithme EM souffre de sa grande sensibilité aux conditions initiales, encore
plus quand il s’agit d’'un modele de mélange de poisson avec des moyennes petites.
Plusieurs stratégies d’initialisation ont été proposées dans le cas des mélanges gaus-
siens pour s’affranchir de cette limite. Dans ce travail, nous proposons une adapta-
tion de la stratégie d’initialisation prenant en compte les trajectoires de ’algoritme
EM proposé par Biernacki pour les modeles de mélanges gaussiens. L’idée de cette
stratégie est de s’assurer que les valeurs initiales tirées explorent largement 1’espace
des trajectoires de 'algorithme EM et s’approchent le plus possible des vrais va-
leurs.

Soit n = ) n; Deffectif de la population totale. A chaque itération ¢, on a
1€S

> fini
n;q) _ €S -

qui est interprété comme la proportion de la population qui appartient au niveau

K
de risque k. Il s’en suit que nlgq) =1let:
k=1

K @@ ES: Yi

j : 1€ Ky
’n,kq )\k:q = T = )\

k=1

X peut étre interprété comme un risque moyen et a I’avantage de ne dépendre que
des données observées. A chaque itération ¢, I’estimation courante du parameétre /\,(fq)
satisfait cette équation et tous les trajectoires de ’algorithme EM sont supposées
étre dans 'espace défini par cette équation. Donc I'idée serait d’avoir des valeurs
initiales de A\ tirées dans cette espace. la procédure de tirage se fait en 2 étapes :

4



(0)
k

1. On tire des valeurs de n, ’ selon une distribution de Dirichlet D(m,..., ) avec

K
7m = 1 pour une distribution uniforme dans I’espace défini par ) nl(€0) =1.
k=1
2. On tire uniformément et sans répétition des valeurs de )\l(o) dans I’échantillon

yl yN z . . ) .
FYRRREE W} sauf pour une des composantes k du mélange (choisie par 1'uti-

lisateur) qui vérifie ’équation :

3 0) (0
A= SN
N0 '
k

A9 —

Ces étapes génerent un vecteur de parametres. Le nombre de valeurs initiales obtenu
est décidé par l'utilisateur en fonction de son usage. Cette procédure de recherche
ne garantit en rien la positivité des valeurs générées. Si ce n’est pas le cas, la valeur
simulée est écartée et on réitere la procédure.
Pour illustrer cette stratégie, on la compare a 2 autres stratégies qui sont I'initiali-
sation aléatoire et I'initialisation avec une partition déterminée au préalable. Pour
cela, on prend un exemple de mélange indépendant avec 2 classes de moyennes
A1 = 0.1 et Ao = 0.2 et de proportions m; = w3 = 0.5. Les valeurs y; sont simulées
selon le modele (1) et avec des n; tirés aléatoirement et sans répétition entre 10 et
109. On génere 100 valeurs initiales avec les 3 stratégies comparées. Figure 1 montre
les valeurs obtenues apres 1 itération de ’algorithme EM de 20 valeurs choisies (plus
facile & visualiser) parmi les 100 générées par les 3 différentes stratégies. On peut voir
qu’avec la stratégie proposée, on obtient des valeurs proches des vraies alors qu’avec
I’initialisation aléatoire, les valeurs sont plus dispersées et avec l'initialisation par
partition les valeurs sont regroupées n’importe ou. Cette stratégie ne nous fournit
que des valeurs initiales des parametres A et il nous reste a initialiser “raisonnable-
ment“ les parametres « et 8. Pour ce faire, nous proposons une procédure complete
de recherche de raisonnables valeurs initiales des parametres 6, qui se décompose en
2 étapes :

1. Générer un nombre M de valeurs initiales A° selon la procédure de tirage

précédente.

2. Pour chaque valeur initiale générée (A°), on pose a® = 0 et 5% = 0. On tourne
I’algorithme EM champ moyen jusquéa sa convergence en gardant la valeur de
B fixée a sa valeur initiale 1.

A Tissue de ces 2 étapes, on obtient un ensemble de valeurs initiales pour ’en-
semble des parametres 6. On fait tourner notre algorithme EM champ moyen en
initialisant avec cet ensemble de parametres obtenu jusquaa sa convergence. On
retient au final le résultat associe a la plus grande vraisemblance.

4 Illustration numérique

L’objectif de notre étude est de traiter les maladies animales rares pour lesquelles
le nombre de cas observé est moindre que 10 par unité géographique. Pour illustrer



(a) (b) (c)

FIGURE 1 — 20 valeurs de (A1, A2) obtenus apres 1 itération de I’algorithme EM quand,
(a) : les valeurs initiales ont été générées aléatoirement ; (b) : les valeurs initiales ont été
générées avec notre stratégie; (c) : les valeurs initiales ont été générées selon une partition.

la performance de notre modele, nous présenterons les résultats obtenus sur des
données simulées et des données réelles. Pour les données réelles nous étudions I’En-
cyphalopatie Spongiforme Bovine en France entre 2001 et 2005. Dans les résultats
présentés pour les données simulées, nous comparons la stratégie d’initialisation pro-
posée avec les stratégies usuelles et montrons 'efficacité de celle- 1a dans la majorité
des situations susceptibles de se produire en réalité. Malgré la difficulté des données
étudiées et en présence d’un nombre important de 0, notre modele initialisé par la
stratégie proposée donne des résultats satisfaisants.
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Abstract

In this paper we introduce a methodological approach to cover the problem of truncation
in the response variable of a linear mixed model. We show how to overcome this problem using
a Stochastic Expectation Maximization (SEM) algorithm associated with Gibbs-sampling tech-
niques. We compare our new approach to several popular heuristics for this problem (remove
truncated data, replace truncated data by the detection level or by half the detection level) and
show how the SEM supersedes these methods.

This work is closely connected to an research team in epidemiology UMR216 (Mother’s and
Child’s Health in Tropical Environments, IRD (Institut de Recherche pour le Développement).
The aim of the UMR216’s study in Tori-Bossito in Bénin is to understand the newborn antibody
response against malaria. We validate our methodology using these data.

Résumé

Dans ce papier nous présentons une méthode qui combine un algorithme de type Stochastic
Expectation Mazimization et un algorithme de Gibbs-Sampling pour la gestion des troncatures
hautes et basses dans le cadre des modeles linéaires a effets mixtes. Nous comparons a 'aide
de simulations cette méthode aux approches d’imputation simple les plus couramment utilisées.
La méthode implémentée se montre plus efficace que les méthodes d’imputation simple usuelles,
notamment pour 'estimation des effets aléatoires d’un modele linéaire a effets mixtes.

Ce travail s’integre dans le cadre de I’étude de cohorte de nouveau-nés menée par I’équipe de
I'IRD UMR216 (Santé de la mere et de 'enfant en milieu tropical) au Bénin pour 'analyse de la
réponse anticorps de ’enfant entre trois mois et dix-huit mois face au paludisme a Plasmodium
falciparum, avec prise en compte des facteurs environnementaux et cliniques. Cette premiere
étape de 'analyse des données permettra de comprendre en fonction des différentes covariables
la variabilité liée a chaque individu de la cohorte.

Mots-clefs : Troncature ; algorithme SEM ; Gibbs-Sampling ; modeles linéaires a effets mixtes.



Introduction

Le probleme de données non observées en raison d’une limite de la technique utilisée est
courant dans I’étude des données longitudinales. En biologie les valeurs non observées en dessous
du seuil de détection de 'outil de mesure sont le plus souvent supprimées ou remplacées par le
seuil de détection lui méme ou la moitié du seuil de détection. Ces méthodes sont connues pour
introduire du biais au niveau des estimateurs et entrainer perte d’information. Le biais induit
est d’autant plus important que le taux de troncature est élevé.

Maximiser la vraisemblance en présence de données incompletes est difficile voire impossible
& faire analytiquement. Aussi a t’on recours a des algorithmes numériques d’optimisation ou
a des méthodes d’imputation multiples. Diverses approches ont été traitées dans la littérature
pour y faire face dans le cadre des modeles linéaires a effets mixtes. Nous pouvons citer les
algorithmes de type EM (Hughes, 1999). Il y a aussi les approches plus directes qui font appel
a des algorithmes d’optimisation directe de la vraisemblance (Jaqmin-Gadda and al, 2000).
L’efficacité de ces méthodes dépend du nombre d’observations, du nombre de covariables, du
nombre d’effets aléatoires (Thiebaut and Jaqmin-Gadda, 2004).

Le probleme de données non observées a aussi été étudié dans le cadre des modeles non
linéaires a effets mixtes. La méthodologie est proche de celle développée par Hughes (1999) dans
le cas linéaire et consiste a utiliser des extensions de l'algorithme EM pour gérer ce probleme
(Samson and al, 2006).

Nous nous proposons de mettre en ceuvre un algorithme de type Stochastic Expectation
Maximization (SEM) associé a un algorithme de type Monte Carlo Chain of Markov (MCMC),
le Gibbs-Sampling.

Nous appliquons ensuite la méthode implémentée aux données de la cohorte de Tori-Bossito
sur ’étude de la réponse anticorps du nouveau-né face au paludisme, données sur lesquelles on
observe environ 30% de troncature.

Méthodes

Algorithme Stochastic Fxpectation Maximization
Les mesures compleétes Y d’un individu ¢ sont composées de mesures non tronquées X et de
mesures tronquées S : Y = (X, 5).

Algorithmel SEM : N nombre d’itérations, M valeur de “burn-in” 1.

Initialisation arbitraire de ©(©)
Pour j € {1, ,..., N}
Tirage aléatoire de S = s/ ~ fg;) (S| X)
QU+ = argmaxe £(O|X =z,5 = s/)
Fin for
O-— - Z?Q:M o)

1
2
3
4
b}
6

— — ~— — — —

1 se passe un temps de chauffe avant que la chaine de Markov entre dans sa phase stationnaire : c’est
la phase transitoire de la chaine; durant cette phase les parametres se cherchent ces valeurs sont dites
valeurs de burn-in



La loi f(S|X) pouvant parfois étre tres compliquée, on doit parfois recourir a des approxi-
mations numériques comme le Gibbs-Sampling pour simplement étre capable d’échantillonner
sous cette loi. Ainsi la partie 3 de l'algorithme SEM est réalisée en utilisant la méthode de
Gibbs-Sampling, qui permet de tirer les valeurs non observées conditionnellement aux valeurs
observées et en respectant la contrainte de seuil de détection ou de saturation.

Le processus (@j )j>0 est un processus de Markov d’ordre 1 dont I’espérance sous la loi sta-
tionnaire est 'estimateur du maximum de vraisemblance (Celeux and Diebolt, 1988).
Algorithme du Gibbs-Sampling
Considérons 'exemple de trois variables aléatoires .

Soit X = (X,Y,Z), le Gibbs-Sampling (Casella and George, 1992) génere un échantillon de loi
f(z) sans passer par le calcul de la densité, en passant par les lois conditionnelles f(X|Y, Z), f(Y|X, Z), f(Z]Y, X).
Ainsi nous obtenons une séquence de variables aléatoires :

X0 y© 7O x®y®) zk (1)
X y©) 70) gont initialisés par une valeur arbitraire et ainsi & chaque itération les va-

riables aléatoires X7, Y1) ZU) sont tirées & partir des lois conditionnelles comme suit :

XU+~ f (X|y(j),Z(j))
YU+ ~ f (Y‘X(J'Jrl),Z(j))
ZUtD) ~ f (Z|X(j+1)’y(j+1))

Prenons 'exemple de 3 variables aléatoires.

Algorithme2 Gibbs-Sampling : G nombre d’itérations

1) Initialisation de (X(O),Y(O),Z(O))

2) Pourge{l, ,..., G}

3) Tirage aléatoire de X9+ conditionnellement & (X ), z (g))

4) Tirage aléatoire de Y9™1) conditionnellement & (Y91, Z(9))
5) Tirage aléatoire de Z(9*1) conditionnellement & (Z(9+1), X (9+1)
6) Fin for

Application

La réponse immunitaire d’un enfant (variable d’intérét) est mesurée en concentration d’an-
ticorps dirigé contre un antigéne a l'aide de la technique ELISA 2. Cette technique est connue
pour avoir des seuils de détection et de saturation; ce qui fait qu'une partie du signal mesuré
n’est pas observé. Cette limite de la technique ELISA implique des troncatures basses pour les
mesures en dessous du seuil de détection et des troncatures hautes au dela du seuil de satura-
tion. D’autre part les données immunologiques sont caractérisées par beaucoup de variabilité et

2Enzyme-Linked ImmunoSorbent Assay



Valeurs réelles Estimations
DL HDL SEM

troncatures | Parametre Valeur | Valeur | Biais | Valeur | Biais | Valeur | Biais
o 1.20 1.36 -0.16 1.47 -0.27 | 1.18 | -0.02

10% o 1.26 1.17 0.09 1.14 0.12 1.28 | -0.02
i 2.52 2.24 0.28 2.09 0.43 2.55 | -0.03
v 0.011 | 0.026 |-0.015| 0.03 |-0.019 | 0.015 | -0.004

o 1.20 1.54 -0.34 1.66 -0.46 | -1.16 | -0.04

20% o 1.26 1.08 0.18 1.05 0.21 1.34 0.1
1 2.52 2.02 0.5 1.88 0.64 2.63 -0.1
v 0.011 | 0.027 |-0.016 | 0.03 0.019 | 0.015 | -0.004

o 1.20 1.78 -0.58 1.82 -0.62 | 1.37 | -0.17

30% o 1.26 1.00 0.26 0.99 0.27 1.35 0.09
1 2.52 1.77 0.75 1.74 0.78 2.75 | -0.23

v 0.011 | 0.032 |-0.021 | 0.032 |-0.021 | 0.02 | 0.009

TaAB. 1 — Comparaison quantitative des valeurs réelles des parametres avec leur estimation
en remplagant les troncatures ( 10%, 20%, 30%) par le seuil détection (DL) ou la moitié
du seuil de détection (HDL)

d’hétérogénéité. Enfin I’étude concerne sept réponses anticorps ce qui implique une variable de
réponse multidimensionnelle.

L’étude de ces données nécessite la création ou l’extension de méthodes adaptées aux ca-
ractéristiques statistiques des données. 11 s’agit d’un travail en plusieurs étapes dont la premiere
consiste en la gestion des troncatures de maniere a optimiser ’estimation des parametres d'un
modele & données répétées.

Afin de nous assurer de l'efficacité de l'algorithme SEM pour la gestion des troncatures
nous comparons sur des simulations, I'estimation des parametres par SEM et ’estimation des
parametres avec les méthodes usuelles. Le modele est un modele linéaire a effets mixtes avec
ordonnée a 'origine et pente aléatoire (2).

Le jeu de données est constitué de 184 enfants de six mesures chacun. ¢;; représente la
concentration d’anticorps de l'enfant ¢ au temps t. Les mesures correspondent aux temps en
mois : ¢t € {3,6,9,12,15,18}

logcir = (o + ;) + Bit + cig (2)

~ (a4, Bi) ~ N(0,%) effets aléatoires ;

— &t ~ N(0,0%) résidus iid

Sur ce jeu de données ne présentant pas de troncatures nous créons 10%, 20%, 30% de
troncatures, ensuite nous comparons les effets fixes, effets aléatoires et résidus des données
completes (sans troncatures) a leurs estimations. Nous considérons dans un premier temps o, 3;
indépendants et nous nous intéressons a la gestion des troncatures basses. Ce raisonnement reste
valable pour les troncatures hautes. Les parametres du modele a estimer sont :



Random intercept : HDL Random intercept : SEM

20% troncated data
20% troncated data
0
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F1G. 1 — Comparaison graphique des valeurs réelles des effets aléatoires pour chaque enfant
(en abscisse) avec leur estimation (en ordonnée) en remplagant les 20% de troncature par
la moitié du seuil de détection (HDL). La droite rouge est la premieére bissectrice ; plus on
est proche de cette droite et moins il y a de biais au niveau des estimateurs.

— effet fixe : o}
— variances des effets aléatoires : p?,?;
— variance résiduelle : o2.
L’estimateur converge apres (environ) 500 itérations de l’algorithme SEM, avec une phase de
burn-in de 100 itérations.
En observant le tableau 1, nous remarquons que l'imputation déterministe des troncatures
conduit & un biais important, il en est de méme pour la suppression des troncatures (pas
représenté dans ce tableau). Parmi les quatre méthodes d’estimations testées, I’algorithme SEM

se montre plus efficace que les autres quel que soit le seuil de troncature.

La figure 1 représente les estimations des a; pour chaque enfant. On remarque qu’en rem-
placant les troncatures par la moitié du seuil de détection, il apparait un biais systématique au
niveau des estimations qui est incontrélable. On retrouve ce méme biais pour la suppression des
troncatures ou le remplacement par le seuil de détection. Les estimations par I’algorithme SEM
réduisent amplement ce biais.

Discussion

Dans ce travail nous présentons une méthode qui permet de prendre en compte les données
tronquées dans un modele linéaire & effet mixte. Nous validons cette approche sur des données de
réponse anticorps issues de ’étude de cohorte menée au Bénin par I’équipe de 'IRD UMR216,
ou la concentration d’anticorps représente notre variable d’intérét.

Nous comparons cette méthode aux autres approches d’imputation simple couramment uti-



lisées en faisant varier le taux de troncature. En plus du biais sur les effets fixes d’un modele
linéaire a effets mixtes, on constate un biais important au niveau de 'estimation des effets
aléatoires, or sur I’étude de la réponse anticorps du nouveau-né face au paludisme, ce sont ces
effets aléatoires qui permettent de comparer les enfants entre eux et de mieux observer la varia-
bilité liée a chaque individu. L’approche SEM couplée a du Gibbs-Sampling réduit nettement ce
biais.

Un des inconvénients de cette méthode est le temps de calcul relativement long di a l'esti-
mation des parametres d’un modele linéaire a effets mixtes & chaque itération de 'algorithme.
D’autre part se pose la question d’initialisation du parameétre pour converger plus rapide-
ment. Les méthodes directes implémentées par Hughes (1999) et Thiebaut and Jagmin-Gadda
(2004) seront plus optimales en terme de vitesse de convergence dans la mesure ou l’estima-
tion est intégrée directement dans le modele. Notre méthode a toutefois 'avantage d’étre facile
a implémenter sur des logiciels statistiques standards (R par exemple), de plus elle s’adapte
aisément au modele utilisé (modele linéaire a effets mixtes, modeles mixtes hiérarchiques). Ce
travail constitue une premiere étape pour la gestion des troncatures de maniere simple et plus
rigoureuse que les méthodes d’imputation simples usuelles dans le cas unidimensionnel.

Les prochaines étapes de ce travail seraient de tester l'efficacité de cette méthode dans le cadre
d’une analyse jointe, puisque dans I'application sur les données immunologiques il y a un aspect
multidimensionnel & prendre en compte. D’autre part pour tenir compte de ’hétérogénéité des
données, nous passerons a un modele a trajectoires latentes ou modele de mélange avec gestion
des troncatures.
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La Statistique Spatiale

Analyse spatiale du travail des enfants, Sébastien Djienouassi

Cette étude examine la relation entre offre d’éducation et travail des enfants. Plus particu-
lierement, nous nous intéressons aux causes de 1’échec de la scolarisation universelle face au
travail des enfants dans les pays en développement. En utilisant les données de I'enquéte sur
I’emploi et le secteur informel réalisée par I'Institut National de la Statistique, nous arrivons
a la conclusion que cet échec est imputable a I'absence de coordination entre les politiques
d’éducation, de santé et de répartition de revenus. De plus, les politiques de lutte contre le
travail des enfants ne tiennent pas compte de I'hétérogénéité des comportements et des effets
d’autocorrélation spatiale caractérisant les localités et retracant 1’effet de voisinage.

Modelling spatial autocorrelation in hyperspectral remote sensing data,
Saoussen Bahria and Mohamed Limam

Modeling spatial correlation is a key challenge in classification problem that arise in remote
sensing field. Spatial autoregressive model (SAR) is an extension of the classical regression
model used for modeling spatial autocorrelation in spatial data. Geostatistical model produce
great results for modeling spatial autocorrelation in remote sensing literature. The purpose of
this paper is the comparison of the two family of models applied on a benchmark hyperspectral
data set. The AVIRIS-Indian Pines 1992 data was used for empirical work. Numerical results
show the superiority of geostatistical model to estimate spatial autocorrelation in hyperspectral
remote sensing data.

Simulation d’un vecteur gaussien : une approche propagative de
I’échantillonneur de Gibbs, Nicolas Desassis and Christian Lantuéjoul

Partant de I’échantillonneur de Gibbs, un algorithme itératif est construit, permettant de
simuler un vecteur gaussien sans recourir a l'inversion, ni méme a la factorisation d’une ma-
trice de covariance. Un apercu est donné des multiples facons dont cet algorithme peut étre
implémenté. Son efficacité pratique est illustrée sur un exemple, et un résultat théorique de
convergence est énonceé.
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Estimation for random coefficient autoregressive models on a plane,
Soumia Kharfouchit and Houda Mehri

In this paper, we introduce a new class of non linear spatial models. This class is generated by
a spatial random coefficient autoregressive process. A sufficient condition for the existence of a
stationary and ergodic solution is given and a quasi-maximum likelihood estimation procedure
is proposed.

A factor model approach for the segmentation of correlated time series,
Emilie Lebarbier and Stéphane Robin

On s’intéresse a la segmentation d’un ensemble de séries d’observations corrélées, typiquement
organisées spatialement. On propose de modéliser la dépendance entre les séries au moyen d’un
modele a facteur. Cette modélisation de la dépendance autorise 1'utilisation d’algorithmes de
segmentation efficaces pour obtenir les estimateur du maximum de vraisemblance. On propose
également une procédure de sélection de modele pour déterminer le nombre de points de ruptures
ainsi que le nombre de facteurs.
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Résumé

Cette étude examine la relation entre offre d’éducation et travail des enfants. Plus particuliérement, nous nous
intéressons aux causes de 1’échec de la scolarisation universelle face au travail des enfants dans les pays en
développement. En utilisant les données de I’enquéte camerounaise sur 1’emploi et le secteur informel réalisée par
I’Institut National de la Statistique, nous arrivons a la conclusion que cet échec est imputable a I’absence de
coordination entre les politiques d’éducation, de santé et de répartition de revenus. De plus, en utilisant les modéles
d’économétrie spatiale, nous arrivons a la conclusion que les politiques de lutte contre le travail des enfants ne tiennent
pas compte de I'hétérogénéité des comportements et des effets d'autocorrélation spatiale caractérisant les localités et
retracant I'effet de voisinage.

Mots clés : Travail des enfants ; Education ; Santé ; Inégalités ; Effets de diffusion ; Effets multiplicateurs.

Abstract

This study examines the relationship between education and child labour. In particular, we investigate reasons why the
universal schooling has failed against child labor in developing countries. Using data from the Cameroonian survey on
employment and informal sector conducted by the National Institute of Statistics, we find evidence that the failure of
universal schooling should be imputable to the lack of coordination between education, health and income distribution
policies. Furthermore, using models for spatial econometrics, we concluded that policies against child labor do not take
into account the heterogeneity in households’ behavior and spatial autocorrelation effects which characterize localities
and retrace the effect of neighborhood.

Keywords: Child labor; Education; Health; Inequality; Diffusion’ effects; Multiplier effects

1. Introduction

Le phénoméne du travail des enfants dans le monde reste préoccupant. Selon la derniére estimation mondiale
de I’incidence du travail des enfants effectuée par I’Organisation Internationale du Travail (OIT, 2005), plus
de 246 millions d’enfants sont au travail dans le monde. L’ Afrique subsaharienne présente la proportion la
plus élevée avec pres d’un tiers des enfants de moins de 14 ans exercant une activité économique.

La plupart des pays ont adopté des lois interdisant le travail des enfants ou visant a y imposer des restrictions
rigoureuses, dont la majeure partie est inspirée et guidée par des normes internationales adoptées par I'OIT.
Malgré ces efforts, le travail des enfants continue d'étre largement répandu. L’efficacité des politiques
économiques visant & réduire le phénoméne requiert la connaissance des facteurs qui expliquent son
existence. C’est ainsi qu’il est impératif qu’une politique dans ce domaine soit basée sur une analyse
rigoureuse du travail des enfants.

Des débats autour des déterminants du travail des enfants abondent de plus en plus dans la littérature
théorique et empirique. Au coeur de ces débats se situe en bonne place I’offre d’éducation qui est, d’apres le
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BIT, I’alternative inéluctable au travail des enfants (BIT, 2004). Bien qu’il soit connaissance commune que
I’investissement en capital humain des enfants pour les ménages et ’acquisition de technologies intensives
en main d’ceuvre qualifiée pour les entreprises soient Pareto-efficients, les parents continuent de mettre les
enfants sur le marché du travail. Ceci en raison de la faible offre d’emploi qualifié dans les entreprises et de
la réticence des entrepreneurs a investir dans des technologies qualifiées, étant donné qu’ils n’espérent pas
avoir une main d’ceuvre qualifiée dans le futur (Dessy et Pallage, 2001). L’intensification des programmes
d’éducation serait donc un signal en direction des entreprises sur la disponibilité future du travail qualifié.
Dans leur modéle, Dessy et Pallage montrent qu’une scolarisation obligatoire des enfants, combinée a des
incitatifs adéquats suffit a éradiquer le travail des enfants. Cette these est largement soutenue par les
Obijectifs du Millénaire pour le Développement (OMD®) qui définissent d’ailleurs 1’éducation pour tous
comme un des objectifs a atteindre d’ici a 2015.

De plus, des études empiriques dont celle de Psacharopoulos (1994) ont montré que les rendements de tous
les niveaux d’éducation (publique et privée) sont plus élevés que les rendements des investissements en
capital dans toutes les régions du monde. De tout point de vue, I’investissement en éducation est une
opportunité attractive. La question qu’on serait donc en droit de se poser est celle de savoir pourquoi le
travail des enfants continue t-il de galoper dans les pays en développement alors qu’il est économiquement
inefficient. L’éducation universelle aurait-elle échoué face au phénomeéne de travail des enfants dans ces

pays ?

Un pan de la littérature soutient en effet que les vastes dépenses d’éducation observées dans les pays en
développement ne sont pas la meilleure fagon d’éradiquer le travail des enfants. L offre d’éducation serait
efficace, soit si elle était couplée a I’offre de santé dans un environnement ou les ménages ont une forte
aversion au risque (Chakraborty et Das, 2005 ; Grigoriou et Graziosi, 2008), soit dans un environnement ou
les inégalités de distribution de revenus sont faibles (Tanaka, 2003), soit dans un contexte de marché de
crédit parfait (Ranjan, 1999).

Mais toutes ces études manquent de rigueur dans le traitement du travail des enfants en tant que phénomeéne
social et par conséquent, sujet a des effets multiplicateurs des pairs et a des effets de diffusion. En effet, la
pauvreté, largement admise comme cause principale du travail des enfants, a été démontrée par de nombreux
auteurs (Elbers, C et al., 2005 ; Benson et al., 2005) comme sujette a une forte concentration spatiale
positive. Il'y a donc de fortes raisons de penser que le travail des enfants le soit aussi.

Notre étude se situe a la croisée de ce débat. Le but est de comprendre sur une base empirique pourquoi
I’éducation universelle aurait échoué face au travail des enfants. Nous analyserons en particulier I’effet sur le
travail des enfants, de I’interaction entre offre d’éducation, offre de santé et répartition de revenus. La
cohabitation entre gratuité de 1’enseignement primaire, fortes inégalités de répartitions de revenus et forte
incidence du travail des enfants suscite la curiosité et fait de I’expérience camerounaise un cadre judicieux
d’analyse pour comprendre et tester le sens des corrélations ci-dessus. La particularité de notre étude est la
prise en compte de I’interaction spatiale du travail des enfants. Les données utilisées sont issues de 1’enquéte
nationale réalisée sur I’emploi et le secteur informel en 2005 par I’Institut National de la Statistique.

2. Approche méthodologique

La majorité des études sur le travail des enfants au Cameroun arrivent a la conclusion que, comme la
pauvreté, le travail des enfants est prépondérant dans les régions septentrionales du pays. Une confrontation
avec I’offre d’éducation montre que dans les départements ot le nombre d’instituteurs pour 100 éléves est
trés faible, le travail des enfants est en général trés élevé. Le besoin d'intégrer la dimension spatiale pour
mesurer I’effet de 1’offre d’éducation comme politique de ciblage contre le travail des enfants s’impose.
Cependant, la prise en compte de cette dimension ne peut pas se limiter a l'introduction de quelques variables
supplémentaires, il faut tenir compte de I'effet de voisinage et de I'nétérogénéité des comportements des
ménages des différentes localités. Le recours aux méthodes de I'économétrie spatiale est une nécessité. Les
estimations intégrant ces nouvelles dimensions donneraient lieu & des meilleures approximations de la réalité
et une meilleure évaluation des effets des différentes politiques de ciblage. Nous allons de ce fait tester le
probléme d’autocorrélation (interaction liée a la proximité) et d’hétérogénéité spatiale. Le test

! Les Objectifs du millénaire pour le développement (OMD) sont huit objectifs que les Etats membres de I'ONU ont convenus
d'atteindre d'ici a 2015. La déclaration fut signée en septembre 2000.




d’hétérogénéité se fera par la prise en compte des variables telles que le nombre d’unités de consommation?,
la structure de I’économie (proportion d’agriculteurs), etc.

2.1 Le test d’autocorrélation spatiale

La premiére étape de notre analyse exploratoire consiste a évaluer 1’autocorrélation spatiale globale au sein
de I’échantillon, afin de déterminer si, globalement, il existe une concentration spatiale des localités
similaires en termes de travail des enfants et des autres variables explicatives. Afin de tester cette hypothése,
nous faisons recours a deux statistiques : la statistique | de Moran et la statistique ¢ de Geary définies
respectivement comme suit (Anselin 1995) :

N2 2 W (=90, - )

Pzi(yi—)_/)z
_(N “D > Wi (i -
2P (¥, -Y)?

Ou vy; est la valeur de la variable observee dans la localité i, Y est la moyenne de cette variable au niveau
national, N est le nombre de localités, P = Z#; W; est la somme des pondérations et w;; est I'élement de la

matrice de poids spatial®. Une valeur positive et statistiquement significative de ces statistiques indique la
présence d'une concentration spatiale des valeurs similaires, alors qu'une valeur négative et statistiquement
significative indique une concentration de valeurs dissimilaires.

Tableau .1 : Test d’autocorrélation spatiale

Moran Geary
I p-value c p-value
Travail 0.119* 0.061 0.809** 0.034
Gini 0.218*** 0.004 0.717*** 0.008
Education 0.068 0.134 0.715* 0.079
Santé 0.025 0.304 0.864 0.144
Pauvreté 0.524*** 0.000 0.472%** 0.000

Significativité : 10% (*¥), 5% (**), 1% (***)
Source : nos soins a partir des données d’EESI

Le tableau 1 donne les résultats des deux tests de Moran et de Geary pour les variables taux de travail des
enfants (travail), indice de Gini pour la mesure des inégalités (Gini), nombre d’instituteurs pour 100 éléves
(Education), nombre de cadres moyens et supérieurs de santé pour 1000 habitants (Santé) et le taux de
pauvreté par région (Pauvreté). Mises a part les variables Education et Santé qui dépendent beaucoup plus
des politiques publiques, les deux tests sont positivement significatifs pour Travail, Gini et Pauvreté. Ce qui
indique la présence d’une autocorrélation spatiale (relation avec le décalage spatial) pour ces variables. Nous
pouvons donc confirmer I’existence des concentrations de pauvres, a revenus trés inégalement répartis et a
forte incidence du travail des enfants, et des concentrations de non pauvres, a faibles inégalités de répartition
de revenus et faible incidence du travail des enfants. Ce qui retrace la significativité de 1’effet de voisinage et
de concentration dont la non prise en compte pourrait justifier I’échec des programmes visant a éradiquer le
travail des enfants. Ce constat nous pousse a tenir compte, dans nos procédures d’estimations
économétriques, de l'autocorrélation et de I'hétérogénéité spatiale.

2.2 Méthodes d’estimation

Comme dans ’article de Elbers et al (2005), nous utilisons une équation de la forme :

Y =XB+¢

2 Les unités de consommations sont standardisées grice a 1’échelle RDA. Plus loin les coefficients de pondération sont présentés.

La matrice de poids spatial est une matrice carrée d’ordre N, symétrique et positive. L'élément w; mesure le degré d’interaction entre deux régions
voisines i et j. Celle que nous utilisons ici et qui est la plus utilisée est la matrice de contiguité d'ordre 1, son élément w; est égal & 1 si les deux régions
i et j ont une frontiére commune, il est égal & zéro dans le cas contraire
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Ou Y; est le taux de travail des enfants de la région i, X est la matrice des variables explicatives et &; est le

terme d'erreur qui suit la loi normale. Deux méthodes d’estimation seront mises a contribution afin d’estimer
les paramétres de cette équation.

Modele linéaire

Nous estimons dans un premier temps le taux d’activité des enfants des régions par les moindres carrés
ordinaires. Dans cette estimation nous faisons abstraction de I'autocorrélation spatiale qui peut caractériser le
comportement des ménages. En outre nous supposons la stationnarité des effets des différentes variables
explicatives sur I’offre microéconomique du travail des enfants.

Modéle spatial

L’introduction de I’interaction spatiale dans le modéle ci-dessus peut prendre deux formes. Dans la premiére,
on considére que I’interaction spatiale porte sur la variable expliquée. On aboutit alors au modele spatial
autorégressif (SAR) :

Y, = Wy, + X, B+g < (I - V)Y, = X, B+¢

ol, on fait sur ¢ les hypothéses standard des moindres carrés, E(¢) = 0 et V(&) = 6°V. Cette méthode
insére une variable spatiale retardée parmi les variables explicatives définie par Wy ou W est la matrice des
effets d’autorégression spatiale (ici nous utilisons la matrice spatiale de contiguité d'ordre 1). Le modéle
spatial autorégressif s’impose en particulier dés qu’on n’a aucune raison de penser que la variable expliquée
est d’espérance nulle partout dans 1’espace (Jayet, 2001).

Dans le deuxiéme cas, I’interaction spatiale porte sur la partie aléatoire du modéle, &, qui Suit un processus
autorégressif spatial. On aboutit au modele avec autocorrélation spatiale des résidus (SEM) :

Yi=XB+e

(I-yG)e =n, < (1=yG)(y; — X, 8) =n,

ou G est la matrice des effets d’autocorrélation spatiale et 77 est un vecteur d’aléas indépendants vérifiant
E(n)=0etV(n)=c"V.

Gréce a ces estimations nous pourrons tenir compte de I'effet de voisinage et d'interdépendance entre les
différentes régions mesurées par le coefficient autorégressif # ou le coefficient d’autocorrélation V.

3. Principaux résultats

Le tableau 2 nous méne aux conclusions similaires a celles des équations de participation et d’offre du travail
des enfants que nous ne présentons pas ici. Il ressort que l'augmentation du nombre d’instituteurs
(INSTITUT), l’accroissement du nombre moyen d’unités de consommation par ménage (UCMOY),
I’augmentation des salaires des instituteurs conjointement & 1’amélioration de [’offre de santé
(LNSAL*SANTE), ’augmentation des salaires des instituteurs dans un environnement de fortes inégalités
(LNSAL*GINI) ont tous des effets positifs et significatifs sur I’éradication du travail des enfants. Par contre
l'augmentation du salaire des instituteurs (LNSAL), I’accroissement des inégalités (GINI), la proportion des
adultes analphabétes (ANALPH), ’accroissement de 1’offre de santé (SANTE) ont tendance a perpétuer le
phénomene. 11 est important de noter que 1’offre d’éducation a travers les constructions massives des écoles
n’a pas d’effet significatif sur le travail des enfants. Le coefficient devant la variable distance parcourue pour
atteindre 1’école publique la plus proche (DISECOLE) est non significatif dans toutes les estimations,
confortant ainsi 1’idée selon laquelle les vastes dépenses d’éducation observées récemment dans les pays en
développement, ne sont pas un bon moyen pour 1’éradication du travail des enfants.

De facon générale, les signes associés aux différentes variables explicatives sont, pour la plupart, conformes
a l'intuition, cependant, les grandeurs rapportées par les différentes méthodes d'estimation sont assez
différentes. Une premiére comparaison des coefficients estimés des modeles MCO (colonnes 1 et 4) et des
modeles SAR (colonnes 2 et 5) montre que les variables INSTITUT LNSAL SANTE, INSTITUT*SANTE,
INSTITUT*GINI, LNSAL*SANTE, LNSAL*GINI, ANALPH, UCMOQY sont toutes significatives dans les
deux types d’estimation. Cependant, les variables des inégalités (GINI) et de temps mis pour atteindre 1’école
publique la plus proche (DURECOLE) ne sont significatives que dans les modeles SAR. De plus, I’effet des
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variables dans les modéles MCO a en général une ampleur plus importante. Cette surévaluation pourrait étre
la conséquence du cumul de I'effet direct et I'effet indirect de chaque variable explicative.

La significativité du coefficient de corrélation rho justifie I’utilisation du modele spatial autorégressif. La
significativité¢ de rho signifie qu’en moyenne la proportion d’enfants actifs dans une localité n’est pas
seulement expliquée par les valeurs des variables explicatives associées a cette localité, mais aussi par celles

associées a toutes les localités voisines a travers la transformation spatiale inverse (1 — oW )™. Cet effet de
multiplicateur spatial décline avec 1’¢loignement.

Tableau 2 : Résultats des estimations spatiales

10-17 ans 10-14 ans
TRAVAIL 1) 2 3) 4 (5) (6)
MCO SAR SEM MCO SAR SEM
INSTITUT -0,295%** -0,284*** -0,296*** -0,247*** -0,234*** -0,267***
(0,048) (0,040) (0,044) (0,065) (0,056) (0,064)
LNSAL 0,252%** 0,230*** 0,252*** 0,257%** 0,232*** 0,261***
(0,068) (0,048) (0,048) (0,084) (0,061) (0,063)
GINI** 1,511 1,489* 1,433** 1,603 1,515 1,218**
(1,065) (0,810) (0,572) (1,229) (0,940) (0,618)
SANTE 0,341*** 0,374%*** 0,370*** 0,253** 0,275*** 0,277**
(0,107) (0,091) (0,105) (0,111) (0,094) (0,123)
INSTITUT*SANTE 0,013*** 0,014*** 0,013*** 0,014*** 0,014*** 0,012%***
(0,005) (0,004) (0,004) (0,005) (0,004) (0,004)
INSTITUT*GINI 0,634*** 0,613*** 0,642*** 0,505%** 0,483*** 0,552***
(0,105) (0,089) (0,103) (0,150) (0,133) (0,147)
LNSAL*SANTE -0,039*** -0,042*** -0,042*** -0,031*** -0,033*** -0,033***
(0,010) (0,009) (0,010) (0,011) (0,009) (0,012)
LNSAL*GINI -0,431*** -0,409*** -0,428*** -0,383*** -0,358*** -0,398***
(0,067) (0,056) (0,058) (0,094) (0,083) (0,084)
ANALPH 0,533*** 0,595*** 0,478*** 0,486*** 0,549*** 0,456***
(0,137) (0,102) (0,083) (0,171) (0,123) (0,200)
UCMOY -0,127*** -0,113*** -0,125*** -0,127*** -0,108*** -0,132%***
(0,037) (0,031) (0,025) (0,043) (0,035) (0,032)
DISECOLE -0,006 -0,008 0,026 -0,008 -0,008 0,013
(0,059) (0,037) (0,047) (0,073) (0,047) (0,051)
DURECOLE 0,005 0,005* 0,001 0,007 0,006* 0,002
(0,005) (0,003) (0,004) (0,006) (0,004) (0,005)
_cons -0,415 -0,259 -0,359 -0,818 -0,623 -0,479
(1,215) (0,870) (0,686) (1,448) (1,030) (0,728)
Irho -0,269** -0,295*
(0,127) (0,158)
/lambda -0,799** -0,862*
(0,405) (0,452)
/sigma 0,057*** 0,053*** 0,075%** 0,068***
(0,006) (0,006) (0,009) (0,009)
R2 0,88 0,90 0,87 0,81 0,83 0,80

Note : TRAVAIL Taux d’activité des enfants par strate ; INSTITUT Nombre d’instituteurs pour 100 éléves du primaire ; LNSAL Log du
salaire moyen des instituteurs par strate ; PLURI Taux de pluriactivité des instituteurs ; GINI** Indice de Gini instrumenté ; SANTE
Nombre de cadres de santé (médecins, infirmiers et pharmaciens) pour 1000 habitants ; ANALPH Proportion des adultes sans
instruction ; UCMOY Nombre moyen d’unités de consommation par strate ; DISECOLE Distance moyenne par rapport a I'école
publique la plus proche ; DURECOLE Temps moyen pour arriver a I’école publique la plus proche par le moyen de locomotion usuel.
Entre parenthéses les écarts-types robustes a I’hétéroscédasticité. Significativité : *** p<0.01, ** p<0.05, * p<0.1

Source : nos soins a partir des données d’EESI

La comparaison des coefficients donnés par MCO et par SEM (Spatial Error Model) montre également
quelques différences avec notamment, le coefficient des inégalités qui n’est significatif que dans les modéles
SEM. La significativité de lamda qui est le coefficient d’autocorrélation spatiale des erreurs traduit le fait
qu’un choc aléatoire dans une localité donnée affecte non seulement le travail des enfants de cette localité,
mais a également un impact sur le travail des enfants dans les autres localités a travers la transformation

(I =AW)™. C’est I’effet de diffusion, effet qui décline aussi avec 1’éloignement.
Ces constatations nous autorisent a conclure que la proposition de n'importe quelle politique d’éradication du
travail des enfants, et plus particulierement les politiques de ciblage d’éducation doit prendre en compte

l'autocorrélation spatiale du phénomeéne de travail des enfants. Par conséquent, I'effet de cette politique,
comme de n’importe quelle autre politique visant & éradiquer le travail des enfants, ne peut se faire sur la
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base d'une estimation basée sur les méthodes a-spatiales classiques qui supposent l'absence d'effet indirect lié
au positionnement géographique. L'utilisation des méthodes a-spatiales est d'autant plus contraignante
qu'elles ne tiennent pas compte des différences dans les comportements et par suite des réactions des
ménages appartenant a des localisations géographiques différenciées. La non prise en compte de ces aspects
peuvent en partie, justifier I’échec de I’éducation universelle face au travail des enfants.

4. Conclusion

Les questions portant sur le travail des enfants restent une préoccupation majeure dans les pays en
développement au regard des efforts fournis de part et d’autre pour réduire ce phénomeéne a défaut de
I”éradiquer totalement.

Il ressort de ce qui précéde que la diversité spatiale est un phénomene important dans I'analyse du travail des
enfants. Nos analyses ont été consolidées par la prise en compte des effets de voisinages spatiaux et de
I'nétérogénéité des comportements entre les différentes localités géographiques. Nous avons montré que le
travail des enfants est un phénomene autorégressif et a erreurs autocorrélées. C'est-a-dire que la proportion
d’enfants actifs dans une localité n’est pas seulement expliquée par les valeurs des variables explicatives
associées a cette localité, mais aussi par celles associées a toutes les localités voisines et que tout choc
aléatoire dans une localité donnée affecte non seulement le travail des enfants de cette localité, mais
également le travail des enfants dans les localités voisines. Ces effets diminuent cependant avec
I’¢éloignement. Ce résultat est trés fort et explique en partie 1’échec de la scolarisation universelle et des
vastes programmes d’éducation face au travail des enfants. Toute politique en termes de lutte contre le travail
des enfants mérite une attention particuliere ; le planificateur devrait tenir compte de I'nétérogenéité des
comportements mais aussi des effets d'autocorrélation spatiale caractérisant les localités et retracant I'effet de
voisinage.
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Modeling spatial autocorrelation in hyper-spectral remote sensing
data

Saoussen Bahria and Mohamed Limam

LARODEC, High Institute of Management, University of Tunis, Tunisia

Abstract.

Modeling spatial correlation is a key challenge in classification problem that arise in remote
sensing field. Spatial autoregressive model (SAR) is an extension of the classical regression
model used for modeling spatial autocorrelation in spatial data. The purpose of this paper is
the comparison of the SAR model and the linear regression model which ignore the spatial
information. The AVIRIS-Indian Pines 1992 data was used for empirical work. Numerical
results show the superiority of SAR model to estimate spatial autocorrelation in hyperspectral

remote sensing data.
Keywords. Hyper-spectral data, spatial autocorrelation, spatial autoregressive model.
Résumeé.

La modélisation de la corrélation spatiale présente un grand défi pour I’amélioration de la
classification des données de télédétection. Le modéle autorégressif spatial est une extension
du modéle linéaire classique. Ce modele est utilisé pour la modélisation de 1’auto-corrélation
spatiale dans les données spatiales. L’objectif de cette communication est la comparaison du
modele autorégressif spatial et le modele de régression linéaire qui ignore la corrélation
spatiale caractérisant les données de télédétection. La performance des deux modeles a été
évaluée sur la base de données hyper-spectrale benchmark AVIRIS-Indian Pines 1992 . Les
résultats numériques montrent la supériorité du modele autorégressif spatial pour I’estimation

de la corrélation spatiale dans les données hyper-spectrales.



1- Introduction

In spatial literature, classical data mining algorithms, such as linear regression suppose that
the learning samples are independently and identically distributed (i.i.d). However, spatial
data characterized by a spatial dependence does not respect this assumption. In this context,
many approaches propose the improvement of modeling spatial data taking into account
spatial autocorrelation. In particular, in the remote sensing field, Griffith (2001) gives a new
approach to modeling spatial dependence in high spatial resolution hyper-spectral data..
Licshtein et al (2002) deal with spatial autocorrelation and spatial autoregressive models in
ecology. Overmars et al. (2003) analyse the spatial autocorrelation in multi-scales land use
models. Vanoort et al. (2004) introduce spatial variability for the improvement of
classification accuracy of agricultural crops in the Duch national land cover database.
Dormann et al. (2007) gives a review of methods that account spatial autocorrelation in the
analysis of species distributional data.

The purpose of this work is the improvement of spatial autocorrelation modeling in hyper-
spectral data using SAR model. Linear model assume the hypothesis of independently and
identically distributed data. However, the main characteristic of hyper-spectral data is the
dependence between neighbor pixels. As a consequence, we compare SAR model versus
linear regression one for modeling hyper-spectral data.

This paper is organized as follows: section 2 presents the data and the methodology used is
this work. Empirical results are discussed in section 3. Section 4 presents the conclusion and

discussion of the proposed work.

2. Data and Methodology
2.1. Dataset: The AVIRIS Indian Pines-1992

The AVIRIS Indian Pines hyperspectral benchmark dataset is available online at
http://aviris.jpl.nasa.gov/html/aviris.freedata.html. The scene used for experiment is taken on
NASA ER2 flight on 12 June 1992. It consists of 145*145 pixels (20 m of spatial resolution)

and 220 spectral bands, with about two-thirds agriculture, and one-third forest or other

perennial vegetation, 16 ground truth classes (1-Alfalfa, 2- Corn-natill, 3- Corn-min, 4- Corn,
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5- Grass/Pasture, 6- Grass/Trees,7- Grass/Pasture-mowed, 8-Hay/windrowed, 9-Oats, 10-
Soybeans-notill, 11- Soybeans-min, 12- Soybeans-clean, 13-Wheat, 14-Woods, 15-Bldg-
Grass-Trees, 16-Stone-steel-towers). It is called as Indian Pines 1 in the AVIRIS JPL
repository. A total of 20 bands [104-108, 150-163, 220] are removed due to the water
absorption region. The remaining 200 spectral channels were effectively used for the
experimental study. A total of 10148 and 2031 pixels are used for training and testing,
respectively.

Alfalfa

Corn—no till

Corn —minimum till
Corn

Grass/pasture
Grassl/trees
Grass/pasture-mowed

Hay-windrowed

Oats
Soybeans —no till
Soybeans —minimum till

Soybeans —clean
Wheat

Woods
Building—grass—trees

Stone—steel-towers

Figure 1. AVIRIS Indian Pines image (Ground reference)

2.2. Methodology

A comparative study was conducted. The SAR model was applied on the AVIRIS
benchemark data sets. Then linear regression model was used for the same data set. The

comparison was done in terms of the pseudo-R?.

The SAR model is given by:



Y =8Wy+ XB +u 1)
u=pMu+09

where Y is the N x 1 vector of observations on the dependent variable, X is the N x k matrix
of observations on the independent variables, W and M are N x N spatial-weighting matrices
that parameterize the distance between neighborhoods, u are spatially correlated residuals and
Q are independent and identically distributed disturbance, p and & are scalars that measure,

respectively, the dependence of y; on nearby y and the spatial correlation in the errors.

For the experimental implementation, the software Matlab 6.5 was used on a Pentium M 2.1

GHz personal computer with 3 GB of memory.
3- Results

The superiority of SAR model versus the linear regression model for the estimation of
spatial autocorrelation in hyperspectral data was show in table 1. For all selected bands, SAR
model gives better Pseudo R? than linear regression model. The difference of performance
between the two models is very larger, (0.9037-0.5316) for the band 5, (0.8789-0.4722) for
the band 60, and (0.8622-0.4510) for the band 120.

Table 1. SAR and linear regression model estimation results for selected AVIRIS

Hyper-spectral image’s bands

Band SAR p* Pseudo R” SAR Pseudo R —linear
model
5 0.9584 0.9037 0.5316
60 0.9460 0.8789 0.4722
120 0.9390 0.8622 0.4510

4- Conclusion

In this work, the spatial autocorrelation is taking into account in hyper-spectral data using
SAR model. Empirical results show the higher performance of SAR model vesus linear

regression model which ignore the spatial autocorrelation.

Further improvement of hyperspectral data modeling could be investigated based on

geostatistical tools...
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SIMULATION D’UN VECTEUR GAUSSIEN:

UNE APPROCHE PROPAGATIVE
DE L'ECHANTILLONNEUR DE GIBBS

Nicolas Desassis & Christian Lantuéjoul

Ecole des Mines-Paristech, 35 rue Saint-Honoré, 77305 Fontainebleau, France

Résumé: Partant de ’échantillonneur de Gibbs, un algorithme itératif est construit, per-
mettant de simuler un vecteur gaussien sans recourir a l'inversion, ni méme a la factori-
sation d’une matrice de covariance. Un apercu est donné des multiples facons dont cet
algorithme peut étre implémenté. Son efficacité pratique est illustrée sur un exemple, et
un résultat théorique de convergence est énoncé.

Abstract: Starting from the Gibbs sampler, an iterative algorithm is designed for sim-
ulating a Gaussian vector, that requires neither the inversion nor the factorization of a
covariance matrix. A brief survey is given of the various ways to implement it. An example
illustrates its feasibility, and a theoretical result is stated about its rate of convergence.

Mots clés: vecteur aléatoire gaussien, échantillonneur de Gibbs, simulation

De I’échantillonneur de Gibbs a un algorithme de propagation

Soit Y = (Y,, € I) un vecteur gaussien centré normé de matrice de covariance C.
Pour simuler Y itérativement, une approche classique est I’échantillonneur de Gibbs des
fréeres Geman (1984). Dans sa formulation géostatistique, une itération a partir de 1’état
courant y¢ se fait comme suit: une composante « est d’abord sélectionnée au hasard,
puis la valeur courante y¢ est remplacée par une nouvelle valeur y!! générée selon une loi
gaussienne G(y,(1%),02), les autres valeurs restant inchangées, i.e. y", = y° . Dans cette
loi gaussienne, y,(1%) = Y52, AGys désigne le krigeage simple de la composante « sur les
autres composantes, et o2 la variance de krigeage. L’ensemble de tous les pondérateurs
de krigeage est donné par 'inverse de la matrice de covariance de Y:
5= -2
(0704

Des que le vecteur Y possede un assez grand nombre de composantes, le calcul de la ma-
trice C~1 devient impossible et 1’échantillonneur de Gibbs ne peut plus étre rigoureuse-
ment implémenté.

Une facon de contourner le probléme est de travailler non pas sur Y, mais sur X = C~1Y.
Comme le remarquent Galli et Gao (2001), X est un vecteur gaussien de matrice de



covariance C'~! ce qui fait que I’échantillonneur de Gibbs peut étre appliqué sur ce vecteur
sans aucune approximation. Il suffit ensuite de remonter a ¥ en posant Y = CX.

De facon plus précise, le krigeage de X, sur les autres variables de X vaut

COé c c c c
ral%) = = & a5 = = ¥ Cust = 26—
Ba oo

B

et la variance de krigeage vaut 1. On a donc 2 = z¢ — yS + u, ou u est une valeur
gaussienne centrée réduite, ainsi que 2", = 2.

Regardons maintenant ce que devient ce passage de z¢ a z" sur le vecteur d’intéréet Y:

ys = > Cayal = Cpa(ag, —yo +u) + D Coal) =y + Cpal—ys, +u)  fel
K Y#a

Pour 8 = a, cela donne y! = ¢ — y- + v = u. Finalement

Ys =Ys+ Caplya —vs)  BEI (1)

L’algorithme obtenu s’interprete ainsi: a chaque itération, un indice « est sélectionné au
hasard. La valeur courante y¢ est remplacée par une valeur gaussienne centrée réduite y.
L’écart entre y et y., est ensuite propagé aux autres composantes. Plus C,z est faible,
plus l'effet de la propagation sur la composante 3 est limité. Une écriture pseudocode de
cet algorithme est donnée ci-dessous:

(1) poser y¢ = 0;

(11) générer a ~ U(I) ainsi que Yy ~ G;

(i) poser yi = y§ + Cop(yn — y5,) pour tout B # a;
(iv) retourner en (ii).

Pour la suite, la composante « sera appelée pivot.

Généralisations

Un aspect attrayant de cet algorithme propagatif est qu’il est susceptible de multiples
généralisations.

Une premiere généralisation consiste a générer la variable pivot y” en fonction de la valeur
courante y<. L’exemple le plus simple est de prendre y” = ryS + V1 — r?u, ot u ~ G et
|r| < 1. Dans le cas r = 0, on retrouve le cas de la section précédente. Pour r ~ 1, cette
mise a jour de la variable pivot garantit que 1’état nouveau reste proche de ’état courant,
ce qui est parfois bien utile lorsque 'algorithme propagatif est utilisé pour spécifier un
état candidat qui doit étre ensuite validé selon un critere de Metropolis-Hastings: un écart
trop important entre les états courant et nouveau conduit a un taux de rejet inacceptable.
Il en est ainsi de la simulation conditionnelle de certains modeles stochastiques spatiaux
(Lantuéjoul, 2011).



Pour la seconde généralisation, écrivons I’équation de propagation (1) sous la forme

Ys — Caplya = Y5 — Capys,  BEL

Compte tenu de ce que Copy;, et Cugy, sont les krigeages de yj et de yj sur les valeurs
pivot yS et y, il apparait que I’équation (1) préserve les résidus de krigeage.

La plupart du temps, le krigeage n’est pas effectué a partir d’'une seule donnée o, mais
a partir d’un ensemble plus riche A. A partir de la, on peut se demander si I’algorithme
propagatif reste valable lorsque le pivot « est remplacé par une famille A de pivots, I’étape
de propagation étant congue de fagon a préserver les résidus de krigeage. On est donc
amené a considérer I'algorithme suivant, dans lequel y5(A) et y5(A) désignent les krigeages
de yj et de yj sur les valeurs des pivots y4 et y, Caa est la matrice de covariance du
vecteur aléatoire Yy = (Y,,a € A), et S est une loi de probabilité qui sélectionne une
partie non vide de I:

(1) poser y¢ = 0;
(i1) générer A ~ S(I) ainsi que y’ ~ G(0,C4a);

(i) poser y5 = y5 + yz(A) — y§(A) pour tout 3 & A;
(1v) retourner en (ii).

La convergence de cet algorithme vers la loi gaussienne cible est établie moyennant une
légere restriction sur le choix de la loi § des pivots: chaque composante o doit avoir une
chance non nulle de figurer dans un pivot (Lantuéjoul, 2011).

Bien stir, il n’y a aucun inconvénient a combiner les deux généralisations précédentes. On
)
peut ainsi générer y’; en fonction de y%, par exemple en posant

yh =rys + V1 —r2uy

ol u4 est un vecteur gaussien centré de covariance Cy4. De surcroit, on peut établir que
le passage de de Y a Y™ est réversible des qu’il est de méme du passage de Y4 a Y} pour
tout bloc pivot A.

Exemples

Pour illustrer cet algorithme propagatif, nous montrons la simulation d’un vecteur gaussien
sur une grille de 100 x 100 a maille unité. Sa matrice de covariance C' est construite a
partir de la fonction hyperbolique

C(h) = (1 - ’2}6’)_

Plutot que de générer un pivot a chaque itération, on procede par balayages aléatoires
(scans), au cours desquels les noeuds de la grille sont ordonnés au hasard pour servir
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de pivot une et une seule fois. La mise a jour de la valeur de chaque pivot se fait
indépendamment de sa valeur courante. Partant d’un état initial identiquement nul, la
figure 1 montre I’évolution du variogramme de la simulation en fonction du nombre de
balayages.

0.8
0.8

—— model

—— 1scan

— 5 scans
10 scans
20 scans

0.6

0.6

gamma(h)
0.4

gamma(h)
0.4
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Figure 1: A gauche, variogrammes de simulations de covariance hyperbolique en fonction
du nombre de balayages. A droite les variogrammes de 5 simulations obtenus avec 100
balayages

Une telle opération peut étre répétée. Il s’avere qu’en moins de 100 balayages les fluctu-
ations statistiques obtenues sont compatibles avec celles que 1'on est en droit d’attendre
du modele. La figure 1 montre aussi les variogrammes expérimentaux de 5 simulations
indépendantes, obtenues en 100 balayages.

D’autres essais ont été effectués avec d’autres modeles de covariance, en particulier les
covariances dites stables

iy -oo(-(H)) 0<as:

Les résultats obtenus avec le facteur d’échelle a = 30 sont reproduits en figure 2. Pour o =
0.5, la convergence est tres rapide; moins de 50 balayages suffisent a restituer correctement
les fluctuations statistiques du variogramme. Ce nombre augmente en fonction de a. De
I'ordre de la centaine dans le cas &« = 1 (comme pour la covariance hyperbolique), il passe
a 150 pour = 1.5. Lorsque o = 2, la convergence de I’algorithme n’est pas atteinte au
bout de 200 balayages.

Comment interpréter ces résultats? Les quatre covariances considérées different essen-
tiellement par leur comportement a l’origine, non différentiable de pente infinie pour
«a = 0.5, non différentiable de pente finie pour a = 1, une fois différentiable pour @ = 1.5
et infiniment différentiable pour @ = 2. Il semble donc que la vitesse de convergence
dépend en bonne partie du degré de régularité de la covariance au voisinage de 'origine.
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Figure 2: Fluctuations statistiques associées aux covariances stables d’ordre 0.5, 1 (expo-
nentiel), 1.5 et 2 (gaussien) apres 50, 100, 150 et 200 balayages. L’algorithme de simulation
converge d’autant plus vite que la covariance est moins réguliere au voisinage de 1’origine.

Il est a noter qu’'une stratégie de propagation a partir de pivots non ponctuels s’avere bien
plus efficace. Dans le cas de la covariance gaussienne (a = 2), la figure 3 montre que la
convergence s’obtient en 50 balayages avec des pivots de 5 pixels. L’algorithme marche de
la facon suivante: a chaque balayage, les 10000 pixels du champ sont ordonnés au hasard
et regroupés par paquets de 5 pour servir de pivots. On dispose ainsi de 10000/5 = 2000
pivots, c’est-a-dire 2000 itérations par balayage.

Quelques mots sur la vitesse de convergence de ’algorithme

Lorsque la simulation est initialisée par la réalisation d’'un vecteur gaussien de matrice de
covariance C9) le vecteur obtenu au terme du n® balayage par mise a jour indépendante
est aussi gaussien. Sa matrice de covariance C™ est liée & C'© et C par la relation
(Desassis, 2011)

c™ —c=p"c? -qc)B (2)
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Figure 3: Fluctuations statistiques associées a la covariance gaussienne avec des pivots de
5 composantes avec 50 balayages

Il s’ensuit que la vitesse de convergence de ’algorithme est régie par le carré du rayon
spectral de B, d’ou l'intérét de son expression. On peut montrer que 1’'on a

B=(Id—L)"'U,

ou Id, L et U sont respectivement les matrices diagonale (identité), triangulaire inférieure
et triangulaire supérieure de la matrice C'.

Plus généralement, lorsque " = ryS ++/1 — r2u, C™ vérifie une équation similaire a (2),
mais B est remplacée par la matrice

B, =[Id— (1 —r)L] ' [rId+ (1 —r)U]

Le théoreme d’Ostrowsky-Reich implique que le rayon spectral de B, est strictement
inférieur a 1, ce qui assure que la vitesse de convergence de 'algorithme est géométrique.

On peut étre amené a penser que cette vitesse va se dégrader au fur et a mesure que r
s’éloigne de 0. Rien n’indique qu’il en soit ainsi. On constate expérimentalement que le
rayon spectral de B, n’atteint pas son minimum en r = 0, mais plutot pour des valeurs
de r négatives, souvent entre —0.3 et —0.6.
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Abstract: In this paper, we introduce a new class of non linear spatial models. This class is
generated by a spatial random coefficient autoregressive process. A sufficient condition for
the existence of a stationary and ergodic solution is given and a quasi-maximum likelihood
estimation procedure is proposed.

Keywords: Random Coefficient Autoregressive model. Spatial statistics. quasi-maximum
likelihood.

1 Introduction
The study of random coefficient autoregressive processes (RCA) a long a line (time t) has
received much attention in the economic literature: see, for example, Kendal (1953). These
processes describe the fact that a random variable X; arises as the linear combination of p
preceding variables a;(t)X¢—; + -+ a,(t)X,_, plus a random deviation, where
a;(t), ..., a,(t) are random variables. Relatively few results have yet emerged for comparable
processes on a plane. Unlike the time series RCA case, several kind of spatial random
coefficient autoregressive models (SRCA) may be defined, most of the different
representations appear to depend on the order chosen on the lattice Z2. These models
incorporate spatial effects, they can be applied in regional science, labor economics, and real
estate economics. Hence, our model is a R-valued spatial process on a regular rectangular grid
defined in two dimensions with sites labeled (i,j), with an associate random variable X (i, j)
defined at each site, as
X)) = Xkpky) ES]O,p][ﬁklkz + .Bklkz(irj)]x(i —ky,j—ky) + @, )), (1.1)
where the index set S10, p] is defined as
510,p] = {(L, m) €Z?, (L, m) < p or (I, m) = p} — {(0,0)},
and < denote the lexicographic order on Z%(i.e. for all s=(s;,sy)andt= (t;,t,) in Z2,
s < t(sispriorto t) ifand onlyif [(s; < t;) or (s; = t; and s, < t;)]).
for this model we need the following assumptions
i) {e(i,)),(i,j) €Z?} is an i.i.d. sequence of random variables with mean zero and
variance ¢2.
i) The B,k k1 = 1,...,p1, kz = 1, ..., p,, are real constants.
iii) (ﬁklkz(i,j), (i, J) €Z?)12k,<p, is a sequence of i.i.d. random variables with zero
1<k,<p,
mean. ([3,<1,CZ(1',j))1S,(1Sp1 is independent of {<(i,j)} for all (i,j) Z2.
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1v) Letting

EO("’]) Epl(l’]) Bl(lr]) Epl(lr]) 0
BGH=( ¢ - O )mep={ © - 0 O
0 . 0 0 0 0

where B, (i,j), Bs(i,j) and 0 are p,-vectors such that,

Ek(l']) = (ﬂkl(l'])' 'ﬁkpz(i'j))l ﬁk(l']) = (O, ”‘,0,,850(1:,].)), k = 0, "',pl
and 0 = (0,-+-,0), we suppose that
E{B;(i, )®B,(i,j)} = €1 and E{B, (i, ))®B,(i,))} = C,.
To establish the existence of a stationary and ergodic solution of equation (1.1) we need to
represent the pth order SRCA model as a state-space version of equation (1.1), obtained by
defining the (p; + 1)p, X 1 vectors

X)) = (1), 2, () and £, ) = (0,-,0,2(, )
where x,(i,j) = (X(i =k, j), X(i —k,j — 1), X(i — k,j —p, + 1)),
we also need the (p; + 1)p, X (p; + 1)p, matrices

EO EP1 :El ,B_pl 0
Ml = O 0 'MZ — () 0 O
0 .. 0 0 .. 0 0

where Br = (ﬁm"",ﬁkpz), Bi = (0,-,0,B50), k =0,-,p;.

With this notation, equation (1.1) can be rewritten in the form

2  Conditions for stationarity

In this section we shall investigate the conditions under which the process (1.2) is strictly
stationary and ergodic. Our strategy largely follows the time domain approach of Lui and
Brockwel (1990) in the case of general bilinear time series model.

3 GMM estimation

In this section, a quasi-maximum likelihood estimation procedure is proposed for SRCA
models. The estimators are shown to be consistent and asymptotically normal
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Résumé. On s’intéresse a la segmentation d’un ensemble de séries d’observations corrélées,
typiquement organisées spatialement. On propose de modéliser la dépendance entre les
séries au moyen d’un modele a facteur. Cette modélisation de la dépendance autorise
I'utilisation d’algorithmes de segmentation efficaces pour obtenir les estimateur du maxi-
mum de vraisemblance. On propose également une procédure de sélection de modele pour
déterminer le nombre de points de ruptures ainsi que le nombre de facteurs.

Abstract. We consider the segmentation of set of correlated time-series, typically with
some spatial structure. We propose to model the between-series dependency with a factor
model. This modelling allows us to use efficient segmentation algorithms to obtain the
maximum likelihood estimates. We also propose a model selection procedure to determine
the number of change point in each series and the number of factors.

Keywords. E-M algorithm, Factor model, Segmentation.

1 Introduction

We consider the detection of change-points in a set of time-series. We are typically
interested in the case where this data consist in series of measurements observed along
time in different locations. Each series is supposed to be affected changes at series-specific
breakpoints and the signals observed at each location are supposed to be correlated due
to their spatial organisation.

One of the difficulty here is to propose a modelling that leads to an efficient estima-
tion algorithm. Indeed, the inference of segmentation models often require to search over
the space of all possible segmentations, which is prohibitive in terms of computational
time. Dynamic programming (DP) strategies remain among the most efficient but can
only be applied when the contrast to be optimised is additive with respect to the seg-
ments. In presence of dependency, the contrast (e.g. the log-likelihood) is generally not
additive. Our strategy consists in 'removing’ the dependency so that, at a given step of
the estimation algorithm, dynamic programming can be applied to transformed data.



A similar setting is considered in [2] where a variance component model is used to
account for the dependecy between the series. Our purpose here is broaden the set of
possible dependency structures that the modelling can account for. The factor model
provides a convenient and efficient way to describe various covariance matrices, still limit-
ing the number of parameters. It can be viewed as a generalisation of variance components
models, where the components are unknown and need to be estimated, together with the
associated variances. It is based on the spectral decomposition of the covariance matrix
and has been successfully applied in situation where very little is known about the corre-
lation structure (see e.g. [1]). The inference of factor models is often achieved via an EM
algorithm.

We present here a general model for correlated Gaussian time series, based on a factor
model for the covariance matrix. We show that some by-product of the EM algorithm
can be used to 'remove’ the dependency between the series. This allows use to combine
EM and DP algorithms together. We then discuss the issue of choosing both the number
of breakpoints and the number of factors. Simulation and illustrations will be presented
in the oral presentation.

2 Data, notations and model

Data and notations. We consider M series with n,, points each. We note v, the
observed signal of series m at time t. The total number of observations is N = Z%zl N,
In the following, we consider that n,, = n whatever the series. The data y are modeled by
a random Gaussian process Y with size [n x M]. In general we denote A; the row vector
with size M of the matrix A and A™ its column vector with size n. Thus Y™ represents
whole series m, while Y; stands for the observations at time ¢ in all the series.

Segmentation. We consider here that each series has its own segmentation: the mean
of the series { Y, }+ is subject to K, — 1 specific abrupt changes at breakpoints {¢7*} (with
convention ¢7' = 0 and % = nmay) and is constant between two breakpoints within the
interval [;* =]ty ,#7]. In the following we denote by K = S-™ K, the total number of
segments and n}* = ¢ — 7" | the length of segment k for series m (k=1,...,K,,). The
segmentation model is written as follows:

where the error vectors {F;}; has a centered Gaussian distribution with a covariance
matrix X to be specified.

Correlations between series. We want to take into account the correlations that can
exit between series. In the case of spatial data, the correlation can take the form e=4mm)
where d(m,m’) is the distance between the locations of series m and m’. However this



correlation structure (or other structures) hampers the use of the DP algorithm to obtain
the best segmentation.

We propose here to consider the factor analysis model framework. That consists in iden-
tifying a linear space of () random vectors that captures the dependence among the series
(see [1]). In others words, we set

¥ = BV(Z)B' + ¥,

where Z corresponds to the ) random vectors and B the associated coefficients. The
dependence between series is then free from any spatial structure. In the above decom-
position, BV(Z)B’ refers to the shared variance and ¥ to the specific one.

Model. With the previous decomposition of the variability, the model (1) can be rewrit-
ten as a mixed linear model:

M
Yim = ftkm + O Zighgm + B WVt € I

q=1

where the {E} }; are i.i.d. centered Gaussian vectors with variance matrix ¥ and the {Z,;},
are i.i.d. centered Gaussian vectors with variance I (without loss of generality), the two
sets of vectors being independent. So ¥ can be decomposed as

> =BB'+ U. (2)

Here W is supposed to be diagonal ¥ = ¢2I,,;. This will allow us to use the DP algorithm
for the segmentation parameter estimation. The matrix formulation of this linear model
is

Y=Tu+7ZB +E (3)

where

e Y, with size [n x M], stands for the observed data,

e T is the incidence matrix of breakpoints with size [n x K|, T™ = Bloc []ln% ] , and
T=[T"T7%..T"].

p the means with size [K x M] (and p}* the mean of the segment k for series m)
such that p™ = Bloc [p ], and p = [p! p? ... pM].

Z with size [n x Q] and B with size [M x @],

E with size [n x M].

The main difference between this model and a classical mixed linear model is that both
the incidence matrix T and the factor matrix B are unknown.



3 Estimation using the EM algorithm

We now consider the maximum-likelihood inference of model (3). This can be done via an
EM algorithm, considering that Z represents the missing data (hidden and unobserved).
The parameters of the model are ¢ = (T, u,0% B). In this setting, the complete-data
log-likelihood is:

log L(Y,Z; ¢) = log Lo(Y|Z; ¢) + log L1(Z).

Since the distribution of Z does not depend on the parameters ¢, only the first term will
be considered which is written:

~2log Lo(Y|Z; ¢) = Nlog (2n) +nlog (|[) + Y [IY; — ey — ZiB'[l5-+
t=1

then its conditional expectation, Qo(¢; ¢™) = E,m {log Lo(Y|Z; ¢)| Y} satisfies

—2Q0(¢: ¢") = Nlog(27) + nlog (|¥]) + Z [||Yt — k() — Zﬁh)B’ll?p-l +Tr (B/\pleWEh))] ’

t=1

where E,{-} is the expectation operator using ¢ as the parameter value and V,{-} the
corresponding variance, Z\" = Eym {Z¢|Y}, Tr(A) is the trace of matrix A, |A| its de-
terminant and W." = Vg {Z:| Y}

E-step This step consists in the calculation of the conditional expectation which only
requires the calculation of Z and W: at iteration (h + 1), we get

2§h+1) Y(h)B h)/O_
W§h+1):(l ‘I’B/ h)/o_ ) 1‘

where fft( =Y — (]8)

M-step This step consists in the estimation of the parameters by maximizing the ob-
tained conditional expectation.

e Estimation of the variance component o?:

h
G2+ Nz[ "4 Ty (Bf<h>B<h>w,§ +1>)],

where E =Y, — Z b



e Estimation of B.
n n -1

B+ — Z(Y‘;/ . ui’éi))’zﬁh”) Z(Z(hﬂ)z(hﬂ) + Wt(h+1))

t=1 t=1
e Estimation of the segmentation parameters T .

{T(h+1)7u(h+1)} - argn%aXQg,

)

= argmaxd [V = (Tp)e = 2BV,
=1

n ~

— argmax Y [V = (Tl 00
=1

where fft =Y, — zth)B’(hH). This last term can be viewed as a correction to

remove dependency between the series. Since W is diagonal the DP (in particular

the two-stages DP) can be used to obtain the segmentation parameter estimations.

4 Model selection

Here either the number of factors ¢ and the number of segments K should be estimated.
The joint estimation of two parameters is not classical. We propose here a heuristic
to select both these two parameters. First, for each K, ¢ is selected by using the BIC
criterion:

gk = argmin BIC(qk),
qed{1,...,.M—1}
= argmin —2£(T\MK,2q)+Dqlog(n),
ge{l,...,.M -1}

where E(f\p, K 2,) is the log-likelihood calculated at its maximum for a fixed K and a fixed
¢, and D, is the number of parameters in a model with ¢ factors, D, = ¢(2M —q+1)/2+1.
Indeed for the variance components, according to the variance decomposition (cf equation
(2)), the number of parameters are M x g for B and one for o?. Moreover, with the
orthogonality condition on B, only Mq — q(q — 1)/2 need to be estimated.

To select the number of segments, we use the modified BIC proposed by [3] adapted to
the joint segmentation by [2]

N +1

MmBICjointseg(K) = (—) log SSan — (%) log SSWg(f) + log [F (

2 2

1o« 1
) Zlogﬂ?+<§—(K—M)) log (N),
=1 k=1

5

N-K+1



where

SSu=> (Y, - V)&, (Y, - V),

t=1

with 77" is the length of segment k in profile m (A = & — ¢ + 1), and mug is a

i (t)ift € Im.

vector of size M with the component m is g = (A7) 1> t—im 1 Um

References

[1] C. Friguet, M. Kloareg, and D. Causeur, A factor model approach to multiple
testing under dependence, J. Amer. Statist. Assoc. 104 (2009), no. 488, 1406-15,
D0I:10.1198/jasa.2009.tm08332.

[2] F.Picard, E. Lebarbier, E. Budinska, and S. Robin, Joint segmentation of multivariate

gaussian processes using mized linear models, Comput. Statist. and Data Analysis 55
(2011), no. 2, 1160-70.

[3] N. R. Zhang and D. O. Siegmund, A modified Bayes information criterion with ap-
plications to the analysis of comparative genomic hybridization data, Biometrics 63
(2007), no. 1, 22-32.



JEUDI 26 MAT 2011, 14h

Fiabilité - Qualité

Estimation du taux de défaillance pour des équipements industriels sous
contraintes d’environnement, Lise Guérineau and Evans Gouno

Certains équipements industriels évoluent dans des conditions environnementales fluctuantes
qui agissent sur leur niveau de fiabilité. Nous proposons une modélisation du taux de défaillance
intégrant l'effet de I'environnement. Cette modélisation a été motivée par un cas concret concer-
nant des composants du réseau électrique, pour lesquels les pannes apparues sur le parc sont
répertoriées. L’approche s’appuie donc sur 'observation des matériels en conditions réelles d’uti-
lisation.

Le taux de défaillance est supposé constant par morceaux et la valeur de celui-ci sur chaque
intervalle de temps est régie par un méme modele combinant deux effets :

— l'effet de la température extérieure, intégrée dans le modele par un facteur d’accélération

de type Arrhenius,

— l'effet d’'un phénomene de diffusion d’humidité, intrinseque a I’équipement, intégré dans le

modele par un facteur d’accélération de type Peck.

Ce genre de modélisation a déja été développé dans le cadre des essais accélérés mais dans ce
contexte, le taux de défaillance est supposé monotone et les contraintes sont controlées. Dans
notre situation, le taux n’est plus monotone et les contraintes ne sont pas controlées. Cependant,
elles sont connues. On a un taux de défaillance dit en montagnes russes.

On utilise alors une méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les parametres
du modele. La démarche est éprouvée sur des données simulées, puis appliquée sur le jeu de
données réelles qui a motivé 1’étude.

Les résultats permettent aux industriels d’améliorer leurs connaissances sur la longévité et la
vulnérabilité de leur matériel face a des agressions liées a I’environnement.

Détection de la défaillance des entreprises tunisiennes par la régression

logistique semi paramétrique et les réseaux de neurones, Sami Mestiri and
Abdeljelil Farhat

L’objectif de cet article est de comparer deux techniques de classification des entreprises :
la régression logistique semi paramétrique et les réseaux de neurones dans le but de prévoir le
risque de crédit des banques tunisiennes. L’échantillon utilisé comporte 528 firmes tunisiennes
de différents secteurs d’activités dont nous disposons des bilans et des comptes financiers des
exercices 1999-2006. Nous avons démontré que '’examen soigneux du rapport fonctionnel entre
les ratios et la probabilité de la détresse et 'emploi de modeles basés sur les réseaux de neurones
améliore la qualité des prévisions des modeles en terme de bon classement.
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Fuzzy multivariate cumulative sum and exponentially weighted moving
average control chart, Ali Achouri and Hassen Taleb

In this article, fuzzy set theory is proposed to construct multivariate cumulative sum (cusum)&
exponentially weighted moving average (ewma)control chart. Real data taken from “Id “eal Sa-
nitaire” process is used.Product units are classified into 5 categories. Each sample is presented
by a single fuzzy set and each category is described by a linguistic variable. The resulted control
charts are compared and analysed.

Multi-scale process monitoring in Nanomanufacturing, Sihem Ben Zakour
and Hassen Taleb

The detection of the end of polishing during the chemical mechanical planarization (CMP)process
is a critical task in semiconductor manufacturing. The disadvantages of offline approach has
incited the researchers to discover an efficient substitute. In this paper, an alternative approach
has presented named online method in which a sequential probability ratio test (SPRT) was
developed and applied to the wavelet decomposed Acoustic emission data collected during the
progression of the CMP process. This test is shown to be efficient in controlling complex pro-
cesses and appropriated for real-time application by developing a moving block strategy.

A Data Depth Based EWMA Control Chart, Amor Messaoud, Giovanni
Porzio, Hela Abidi and Mohamed Limam

Nonparametric control charts are attractive in many industrial applications because they do
not require knowledge about the shape of the underlying distribution. A new nonparametric
control chart for multivariate processes is proposed. It is based on the concept of data depth
approach. Its design is discussed and it is applied to a data set from a drilling process.
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ESTIMATION DU TAUX DE DEFAILLANCE POUR DES
EQUIPEMENTS INDUSTRIELS SOUS CONTRAINTES
D’ENVIRONNEMENT

Lise Guérineau®® & Evans Gouno®

EDF RéD Université de Bretagne Sud
(a) 1, avenue du Général de Gaulle (b) Campus de Tohannic
BP 408 — 92141 CLAMART BP573 — 56017 VANNES

Mots-clés : Taux de défaillance par morceaux, Maximum de vraisemblance, Censure,
Modele d’accélération, Peck, Arrhenius

Résumé

Cet article se propose de traiter des données de fiabilité concernant des matériels ex-
posés a un environnement fluctuant. Une méthode est envisagée pour estimer le taux de
défaillance ainsi que des parametres rendant compte de 'effet des conditions physiques
(température, diffusion d’humidité). La méthode est éprouvée sur des données simulées,
puis appliquée sur un jeu de données réelles.

Key words : Piecewise exponential failure rate, Maximum Likelihood, Censoring, Ac-
celeration model, Peck, Arrhenius

Abstract

This article deals with reliability data for systems under time-varying environmental
conditions. A method is proposed to estimate the failure rate, incorporating parame-
ters that relate to the effect of physical conditions, ie temperature and moisture diffusion.
The method is assessed on simulated data and is applied on a real data set.

Introduction

Carer et al. (2010) proposent d’utiliser un modele de type Cox pour intégrer dans
I’étude de la fiabilité de matériels électriques des contraintes physiques. Le travail présenté
ici reprend cette idée et développe une méthode d’inférence pour analyser des données
concernant des équipements mis en service a différentes dates et évoluant sous des profils
de contraintes qui varient dans le temps. L’objectif est d’étudier la relation entre le taux
de défaillance et I’environnement. En particulier, on s’intéresse a ’effet de la température
extérieure et a un phénomene intrinseque a 1’élément, phénomene de diffusion d’humidité.
La modélisation de ce dernier s’appuie sur des résultats proposés par des auteurs tels que
Crank (1979) et Tencer (1994). Contrairement a ce que supposent de nombreuses études,
la fiabilité dans ce contexte n’est pas nécessairement monotone. On a en général un taux
de défaillance dit en montagnes russes.



L’estimation de taux de défaillance possédant cette propriété a été étudiée par Kim et
Proschan (1991). Nous envisageons ici d’intégrer dans le modele de Kim et Proschan, des
modeles d’accélération de type Arrhenius / Peck. L’approche est voisine des méthodes
proposées par Gouno (2007) dans le cadre des essais accélérés en step-stress. Le retour
d’expérience sur les pannes peut étre vu comme le résultat d’un test < grandeur na-
ture > ou les contraintes environnementales ne sont pas controlées. Des modeles de fia-
bilité basés sur des observations en conditions réelles ont déja été étudiés par Monroe
et Pan (2008). Notre approche differe dans le sens o aucune distribution n’est ajustée
aux variables d’environnement : elles sont soit observées, soit modélisées de maniere a
approximer au mieux la réalité.

1 Modele et Hypotheses

Dans une période de temps donnée, découpée en m intervalles de longueur 7, des
équipements sont mis en service a différentes dates (dates de pose). On observe des dates
de panne pour certains éléments. A un élément posé dans un intervalle quelconque, on
associe une date de pose correspondant a la borne inférieure de cet intervalle. Ainsi, une
date de pose est un multiple de 7. Les éléments évoluent dans des conditions environne-
mentales dont le niveau varie avec le temps. Nous supposons cependant que celui-ci reste
constant dans chaque intervalle.

Le modele présenté est inspiré d’un cas concret ou 1’élément subit 'influence de
la température, mais aussi de I'humidité qu’il contient. On note T;, la valeur de la
température dans le i intervalle. La valeur de I’humidité dépend du temps de service
et sera fonction de la date de pose; on note HR;_4, sa valeur dans le (i — d)®™® intervalle
apres sa date de pose d. On note 7. s la température moyenne et H R,y I’humidité initiale.

On exprimera le taux de défaillance d’un élément mis en service a la date d par une
fonction étagée de la forme :

M) = 3 Aaslp @ )

ou pour alléger les écritures on a noté d pour d/7. Cette hypothese est équivalente a
considérer que la durée de vie d'un élément dans le j°™¢ intervalle apres sa date de pose d,
suit une loi exponentielle de parametre ;4 ;. Le parametre sera exprimé en fonction des
conditions environnementales & ’aide d'un modele d’accélération de type Peck/Arrhenius.

E, 1 1 HR; \"



ou e )\g est le taux de référence,
e I, I'énergie d’activation,
e K =8,61.107%¢V/Kelvin la constante de Boltzmann et
e 7 un réel positif, le coefficient de Peck.

Ce type de modele combine un facteur d’accélération lié a la température, décrit par
Lall (1996) et un facteur d’accélération lié a ’humidité, introduit par Peck (1986).

2 Estimation

Les parametres du modele a estimer sont \g, E, et 1. Considérons 1’élément ¢. Notons
d; sa date de pose. Sous 'hypothése d'un taux de défaillance de la forme (1), sa durée
de bon fonctionnement dans l'intervalle [(¢ — 1)7; /7] est une variable aléatoire dont la
densité a pour expression :

l—1
fa,(x) = Ageexp {— D AatiT = Ao — (£ - 1)7)}

j=1

On introduit §; I'indicateur de censure. §; = 1 si la durée de bon fonctionnement de
I’élément 7 est censurée a droite — c’est a dire si I’élément ¢ ne présente pas de défaillance
dans la période d’observation — et 0 sinon. Pour n éléments observés, la vraisemblance a
donc pour expression :

L(Xo, Ea,n) = [ [ lfa ()] [Ra, (mr — di7)]”
=1

ou x; est la durée de bon fonctionnement de I’élément 7 et

mT—d; T m—d;
Ry, (mt — d;T) = exp {—/ )\di(s)ds} = exp {— Z )\dﬁjT}

est la fonction de fiabilité pour un élément posé a la date d;. On supposera que lorsqu’une
défaillance survient dans un intervalle, elle a lieu au début de celui-ci. Ainsi, les x; sont
des multiples de 7. Comme pour les dates de pose, on allégera les écritures en notant x;
pour x;/7. La log-vraisemblance s’exprime alors par :

n m—d;
log L(Xo, Eq,n) = Z((l—d)log)\d+x+1—[1—5 ZAMM ZAM} )
=1 7=1 7=1

=k log /\O + Z 1 - z and +x;+1 + 772m1+1 )\07— Z Ui(Eaa 77)

=1 =1



n

ou k= Z(l — ;) est le nombre de défaillances observées et

i=1
xX; m—di
Ui(Ean) =Y (1= 6;) exp{ Eaya; + 12} + Y 6 exp{ Eayarr; + 02}
j=1 j=1

Les estimateurs du maximum de vraisemblance de )y, F, et n sont obtenus en utilisant
un algorithme de Newton-Raphson.

3 Simulations et Applications

On génere des données avec différentes valeurs de parametres pour n = 50 éléments
suivis pendant 3 années civiles (m = 36 intervalles de longueur 7 = 1 mois). Le tableau 1
donne pour chaque jeu de parametres la moyenne des estimations, 1'écart-type ainsi que
Ierreur quadratique moyenne.

Nous avons appliqué la méthode sur des données collectées sur un matériel électrique.
La figure 1 donne une représentation du taux de défaillance estimé obtenu.

TABLE 1 — Moyennes, biais et erreurs quadratiques moyennes (EQM) calculés a par-
tir d’échantillons de 500 estimations, pour différentes combinaisons des paramétres (pa-
rametres d’initialisation pour l’algorithme de Newton-Raphson : \g = 0,1, E, =1, 1= 3)

Exact | Moyenne Biais EQM | Exact | Moyenne Biais EQM

Xo | 0,08 | 0,08378 0,00378 0,00046 | 0,08 | 0,08652 0,00652 0,00032
E, | 088 | 090365 0,02365 0,05653 | 0,05 | 0,19523  0,14523  0,04766
n | 1,23 | 1,02521 -0,20479 0,30846 | 1,79 | 1,56142 -0,22858 0,33988
Xo | 0,08 | 0,08737 0,00737 0,00039 | 0,08 | 0,08866 0,00866 0,00075
E,| 01 | 022461 0,12461 0,04501 | 2,1 | 1,68384 -0,41616 0,25014
n | 256 | 234348 -0,21652 0,39207 | 2,95 | 2,57029 -0,37971 1,81504
Xo | 0,08 | 0,00250 0,01250 0,00061 | 0,88 | 0,09260 0,01260 0,00077
E, | 1,17 | 1,08988 -0,08012 0,05193 | 1,83 | 1,52107 -0,30893 0,16340
n | 335 | 2,88426 -0,46574 0,92119 | 3,47 | 2,91897 -0,55103 1,61020




Fic. 1 — Taux de défaillance d’éléments posés a différentes dates pour le modéle ajusté
sur les données réelles (Ao = 0,00024, E, = 0,61481,n = 2,41268)
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4 Remarques et Conclusion

L’estimation des parametres F, et n permet de quantifier I'effet de la température et
celui de '’humidité :
— FE, affecte le contraste entre la fiabilité des mois chauds et celle des mois froids. Plus
E, est élevé, plus ce contraste sera important (Fig.2),
— 1 joue sur la tendance au vieillissement. Cette tendance croitra d’autant plus rapi-
dement que 7 est grand (Fig.2).

Fi1G. 2 — Taux de défaillance pour des éléments installés au début d’une étude de trois
ans, pour différentes combinaisons des paramétres (simulations)
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Nous pouvons imaginer étendre ce modele a d’autres facteurs environnementaux sui-
vant I’équipement a étudier. Nous sommes alors en mesure de connaitre 1'effet environ-
nemental prépondérant sur le mécanisme de panne, ou encore de prédire la réaction des
matériels sous différents scénarios d’environnement. Ce modele physico-statistique offre
aux industriels une meilleure visibilité sur le comportement de leurs équipements face
aux agressions climatiques. Ces informations peuvent étre utiles dans 1’élaboration d’une
politique de maintenance préventive.
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Résumé : L’objectif de cet article est de comparer deux techniques de classification des
entreprises : la régression logistique semi paramétrique et les réseaux de neurones dans le
but de prévoir le risque de crédit des banques tunisiennes. L’échantillon utilisé comporte
528 firmes tunisiennes de différents secteurs d’activités dont nous disposons des bilans
et des comptes financiers des exercices 1999-2006. Nous avons démontré que ’examen
soigneux du rapport fonctionnel entre les ratios et la probabilité de la détresse et ’emploi
de modéles basés sur les réseaux de neurones améliore la qualité des prévisions des modéles
en terme de bon classement.

Mots clés : Prévision; Risque de crédit ; Régression logistique semi paramétrique ; Ré-
seaux de neurones; Courbe ROC.

Abstract : The aim of this paper is to compare the forecasting financial distress models
named the the semi parametric logistic scoring and neural networks. Financial variables
are used to predict financial situation of Tunisian firms. The semi parametric logistic
scoring is established by the careful examination of the functional relationship between
the ratios and the probability of the distress. The proposed semi parametric model has a
better discriminatory power and a predictive performance.

Key words : Forecasting ; Logistic semi parametric model ; Neural networks ; Curve ROC.

Introduction et sommaire

La prévision de la détresse financiére d’entreprises est une procédure trés importante
pour ceux qui y sont impliqués (actionnaires, gestionnaires, salariés, préteurs, fournisseurs,
clients et surtout I'Etat). Les modéles de prévision servent comme "systéme d’alerte " pour
les gestionnaires d’entreprises qui peuvent entreprendre des actions de prévention contre
le risque de faillite (par exemple, opération de rachat, de liquidation, de redressement,
etc.). D’autre part, ces modeéles peuvent étre aussi utiles pour les professionnels des éta-
blissements financiers dans I’évaluation et la sélection des entreprises auxquelles ils prétent
des crédits. En partant de ces considérations et devant I'ampleur du phénomeéne, diverses
études et recherches ont été menées dans ce sens durant ces trente derniéres années. Elles
visaient a mettre en évidence les principaux indicateurs permettant de prévoir a temps les



difficultés éprouvées par les entreprises. Nous pouvons citer parmi les premiers travaux, a
titre d’exemple, ceux de Beaver (1966) et Altman(1968).

Depuis cette période et jusqu’'a nos jours, le nombre des études sur 1’évaluation des
risques de faillite et la prévision de la détresse financiére des entreprises ne cesse d’ac-
croitre. Il suffit de citer Bardos et Zhu (1997), Chava et Jarrow (2004) et Hillegeist (2004).
La grande majorité de ces recherches s’appuie sur des outils d’analyse statistique de gran-
deurs comptables et de ratios financiers pour discriminer les entreprises saines des entre-
prises défaillantes. Ces études ont abouti & une fonction de score qui est un indicateur de
synthése censé de donner en un chiffre, le degré de défaillance possible d’une entreprise.

Ce papier s’intégre dans le cadre de comparaison deux techniques de classification des
entreprises : la régression logistique semi paramétrique et les réseaux de neurones. Ainsi,
nous avons réalisé une recherche exploratoire des nouvelles relations fonctionnelles entre
les ratios et la probabilité de la détresse. Ces relations fonctionnelles ont été estimées a
travers le modele de régression logistique semi paramétrique. D'un autre coté, nous avons
appliqué la technique des réseaux de neurones artificiels a la prévision de la détresse
financiére des firmes tunisiennes.

Dans une étude relative a des entreprises américaines, Press et Wilson (1978) ont utilisé
des données de ratios en coupe transversale pour examiner si les coefficients de la fonction
de score estimés a partir du modele de la régression logistique sont des déterminants
valides de la faillite des entreprises. Une caractéristique importante de ce modéle régression
logistique est la liaison paramétriquement de la moyenne conditionnelle de la variable
expliquée est liée aux variables explicatives.

En réalité, 'hypothése que la forme fonctionnelle dans le modéle de régression est
linéaire souvent n’est pas appropriée surtout lorsque le phénomeéne étudié est compliqué.
Pour contourner cette lacune, Zhang et Lin (2003) ont proposé une modélisation flexible
des effets des variables explicatives ou le prédicteur linéaire dans le modéle de régression
est remplacé par des fonctions non paramétriques. Le nouveau modéle est nommeé le
"Modéle de régression logistique semi paramétrique". L’intérét principal du modéle semi
paramétrique est qu’il permet de distinguer les relations linéaires et les relations non
linéaires au sein d’'un méme modéle.

Dans notre application, nous avons choisi de retenir 8 ratios significatifs liés aux dif-
férentes dimensions de ’analyse financiére et qui représentent les différents critéres d’ap-
préciation de la bonne santé d’une entreprise. Sur la base de des constats tirées a partir
des présentations graphiques de nuages des points des ratios en fonction des rapports de
chances correspondants, il est intéressant de considérer une modification de la variable Ry,
dans le modéle de régression. Ainsi, nous considérons ce modéle de régression logistique
semi paramétrique, qui s’écrit sous la forme suivante :



log (1 Di ) = B1R7; + B3Ry + BaR10i + BaRuai + PsRisi + BeRooi + f(R21) (1)

— M

Avec p; = P(y; = 1|R;), pour (i = 1,...,n) est la probabilité a posteriori d’appar-
tenance au groupe d’entreprises en détresse, § est un coefficient inconnu et f est une
fonction de lissage inconnue.

Selon I'approche de Wand et Ngo (2004), 'estimation du modéle de régression logis-
tique semi paramétrique (1) revient a estimer le modéle de régression logistique a effets
aléatoires en supposant que le vecteur des effets aléatoires b soit normalement distribué
N(0,Gy).
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La figure (1) représente la courbe de la fonction f(Rs1) estimée de la variable capacité
d’endettement a long terme avec son intervalle de confiance a 95%. D’aprés ce graphe,
pour un seuil inférieur a 1, la probabilité de détresse est une fonction décroissante de la
capacité d’endettement & long terme et pour un seuil supérieur a 1, elle devient croissante.



Le réseaux de neurones | La régre. logistique semi

Y=1|Y=0]| Total | Y =1|Y =0 Total
Y =1 24 14 38 6 3 9
Y=0 65 510 575 83 521 604
Le taux d’erreur 0.128 0.140

TAB. 1 — Matrice de confusion des modéles estimés pour ’échantillon test

Si I’analyse par le modéle de régression logistique semi paramétrique est devenu connu
comme une procédure économétrique caractérisées par deux étapes (la création d’'un mo-
deéle suivie par 'estimation de ses paramétres), les réseaux de neurones appartiennent &
une catégorie différente d’outils d’analyse des données. En effet, Tam et Kiang (1992), Alt-
man (1994), ont intégré les progrés enregistrés en matiére d’intelligence artificielle pour
la construction des modéles de prévision de la détresse financiére des firmes. Les mo-
deles développés sont non linéaires et non paramétriques et tiennent compte des avancées
effectuées en matiére de reproduction artificielle des réseaux de neurones et de génétique.

Dans le contexte de notre travail, plusieurs chercheurs (Perez, 2006 ; Chih-Fong et
Jhen-Wei, 2008 ;Tilmont, 1998 ; Bardos et Zhu, 1997) ont proposé 'emploi de modéles
basés sur les réseaux de neurones en vue d’améliorer la prise de décision du banquier.

Etant donné que les modéles de réseaux de neurones se construisent par apprentissage
a partir d’un certain nombre d’observations. Tout au long de cette application, nous avons
utilisé uniquement 80% des observations pour la Formation (Apprentissage) et les 20%
restant afin de tester la capacité prédictive réelle du réseau.

Le réseau a été entrainé sur tout I’ensemble d’apprentissage correspondant aux 8 ratios
calculés. Pour chaque configuration a tester, le réseau de neurones essaie de déterminer
I’ensemble des pondérations optimales des inputs. Les valeurs des outputs obtenus, grace
a chaque systéme de pondération, sont comparées au statut réel de I'entreprise : saine ou
en détresse. Ce statut étant appréhendé a travers un score égal & 1 lorsque 'entreprise est
saine et a 0 dans le cas contraire. Le pourcentage de classifications correctes des firmes
est calculé en rapportant le nombre d’observations correctement classées au nombre total
d’observations dans I’échantillon d’apprentissage.

Apreés avoir déterminé des fonctions de score de la détresse, il faut en évaluer leurs
efficacités. Nous pouvons le faire par les tests du pouvoir discriminant et les tests du
pouvoir prédictif. Ainsi, nous allons calculer le taux d’erreur de classement et tracer la
courbe de ROC "Receiver Operating Curve" en calculant les indices associés tels que laire
sous la courbe de ROC.

Nous rappelons que le taux d’erreur de classement est égal au nombre de mauvais
classement rapporté a l'effectif total. D’apreés la table 1, Le taux d’erreur de classement



égale & 14% pour le modéle de la régression logistique semi paramétrique et 12.8% pour
les réseaux des neurones c.a.d une amélioration de prédiction de 1.2%. Ce qui prouve
I'importance de l'utilisation de la technique des réseaux des neurones dans le calcul de
risque de la détresse.

La courbe ROC est un outil graphique qui permet d’évaluer et de comparer globale-
ment le comportement des fonctions de scores (Pepe(2000)). Elle est indépendante des
colits de mauvaise affectation. Elle est aussi opérationnelle méme dans le cas des dis-
tributions tres déséquilibrées. Mieux, méme si les proportions des classes ne sont pas
représentatives des probabilités a priori, la courbe ROC reste valable.

La courbe R OC de semi param. (A UC=0.6 La courbe R OC des réseaux (A UC=0.70
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D’aprés la figure 2, il est évident que la régle de classification basée sur les réseaux de
neurones est plus performante que celle basée sur la régression logistique semi paramé-
trique. Ceci nous ameéne a conclure que la validité de la fonction de score issue du modéle
de réseaux de neurones soit meilleur que celle obtenue a partir du modeéle de régression
logistique semi paramétrique.

L’aire sous la courbe roc (AUC) mesure la qualité de discrimination du modéle et tra-
duit la probabilité qu'une entreprise saine ait un score supérieur au score d’une entreprise
en détresse, ceux-ci étant tirés au hasard. L’AUC du modéle de régression logistique semi
paramétrique est égale a 0.61 par contre ’AUC de réseaux de neurones est égale a 0.709;
plus sont proches de un.



Nous avons visé plus particuliérement a attirer I’attention sur I’aspect non linéaire des
relations entre les ratios et la probabilité de la détresse. D’autre part, montrer que les
réseaux de neurones artificiels est un outil de prévision puissant en matiére de détresse
financiére des firmes.
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Abstract

In this article, fuzzy set theory is proposed to construct multivariate cumulative sum
(cusum)& exponentially weighted moving average (ewma)control chart. Real data taken
from ”Idéal Sanitaire” process is used. Product units are classified into 5 categories. Each
sample is presented by a single fuzzy set and each category is described by a linguistic
variable. The resulted control charts are compared and analysed.

keywords: Statistical process control, fuzzy set, linguistic variable, multinomial data,
membership function, representative value.

Résumé

Dans cet article, la théorie floue est utilisée pour construire les cartes de controles de la
somme cumulée multi variée et de la moyenne pondérée exponentielle multi variée. Des
données réelles de la société ”Idéale Sanitaire”sont utilisées. Les produits sont classés en
5 catégories et chaque échantillon est résumé par une variable linguistique.

Mots clés: controle statistique des processus, ensembles flous, variable linguistique,
données multinomiales, fonction d’appartenance, valeur représentative.

1 Introduction

Montgomery (2003) explained the various steps of construction of cusum and ewma con-
trol charts. Charts are constructed on the basis of numerically measurable data. Futoshi
et al(1996) required human subjectivity and probability to construct the membership
function. Taleb and Limam (2002) compared several procedures for constructing control
charts based on fuzzy theory and linguistic variables, Zadeh(1965,1975). Each quality
category is associated with one fuzzy set and each sample was represented by fuzzy repre-
sentative value. Alipour and Noorossana (2010) proposed an application of fuzzy theory
on multinomial data to draw ewma control charts. We propose to apply fuzzy theory



to linguistic and multinomial data to construct cusum and ewma control charts based
on real data to compute representative values is proposed. An overview of the approach
and membership function construction will be proposed . Cusum & Ewma control chart
are discussed and real data example is proposed to apply the new method. Fuzzy set is
composed by objects or characters with different degrees of belonging in it.

pa U =la,b] — [0,1] (1)

. — pa(z)
To resolve subjectivity due to individual uncertainty, Direct Rating is used and expert is
called to answer the question "How z is w 7 7. In response, the expert tries to convince
him and others about the membership degree of laying the necessary arguments to validate
his choice. Fot other observations, the expert must then continue the same approach for
all linguistic terms or elements of x. If there are n expert, so the same approach will be
repeated n times for m linguistic terms. Subsequently, for the construction of the final
membership function, a linear regression is made.

2 cusum & ewma control charts

2.1 Ewma control chart

Ewma control chart is a statistical tool of control chart used to detect small variability
in production processes, it presents an advantage over the Shewhart control chart that it
includes at the same time all previous data added to the current .

Zi = AX; + (1= \Ziy) (2)

A shows the weight of the actual observation to determine the statistical value of Z;,
this value is a proportion that summarizes the importance of actual observation compared
by the previous ones. and (1 — \) is the weight of previous observations in explaining
the process. If A = 0, the current observation is removed and if A = 1, the current
observation is taken into account and old observations are removed, this case is similar
to the Shewhart control chart. For small A,in order of 0.3 or less, Ewam is effective for
detecting small variability.

UCL = po + Lo /2551 — (1 = A)2]
CL = po (3)
UCL = o — LWﬁu — (1= N\)2]

L is a parameter used in the upper and lower bounds of control to show the order of sigma
that we want to affect to our process. L is the multiple of standard deviation o.



2.2 Cusum control chart

C; is a statistic which aims to calculate the sum of deviations between the average of the
observations and the target value pyg, it gives an idea about the quality control but it is
not a tool of statistical quality control because the concept of control charts requires the
existence of upper and lower bounds; which don’t exist in this satistic.

Ci = Z(Y o) (4)

where i is the target value. If there is a trend upwards or downwards, there is a signal
that the process has just changed its average, the value of T would be either higher or
lower than py and does not change orientation, assignable cause should be detected.

Ci+ = max[(); XZ - (/Lo +k+ Ci_1+] <5>
Cii = max[(), ([LO — k) — Xz + Cz‘,li]

k is a parameter, it is called a reference value, it is equal to the average of the target value
to and the new average 1y K = % C;7 and C;~ are cumulative deviations from the
target value i, such that C;*/~) ¢ R*. If we find a negative difference, so it is essential
to bring them to 0. So the logic of this method is essentially to draw deviations C;™ and
C;~ around g, and then see if the process is controlled or not by comparing the upper
and lower bounds.

The control limits are defined by H knowing that H is a multiple of o. If C;t or C;~
exceeds H , so the process is out of control, we must seek the time from which the process
becomes out of control. To find the time ¢ source of deviation , we must calculate N
knowing that /N indicates the number of consecutive periods where C; is strictly positive.
The first period where N > 0 is the period from which there is an assignable cause that
has triggered the process, the objective is to detect and remove it.

3 Numerical example

"Idéal Sanitaire”is a multinational company established in 1992 and available in over 44
countries in the world added to Tunisia specializing in sanitary appliance ( washbasin,
close coupled wc, kitchen sinks, Baths, Showers ).

When a product has no defect or a minor defect in an invisible area, it is classified as
a first choice, when it shows any minor defect in an invisible area which does not affect
the use of the product, it is classified as second choice (standard). If there is a visible
defect that does not affect the use of the product is classified as a third choice. Finally,
when the use is affected and may be correct, the item is considered to be Repair(Class
4), otherwise waste (class 5).
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Figure 1: Fuzzy sets
Table 1: cusum & Ewma parameters
Lo 1 o k:(’“%(’) H=5x%0
0,0157 0,182 0,121 0,0834 0,609
n A 4o L o
40 0,3 0,182 2.7 0.121

3.1 Determination of representative values

To successfully draw fuzzy multivariate ewma & cusum control charts we have to
construct the representative values, where we should firstly collect the ratings of experts
to judge the category where belongs the product and transform them to membership
functions (membership function 1% choice, 2"¢ choice, 3"¢ choice, Rework and Gar), figure
1. Secondly, define a general membership function by adding different fuzzy sets (general
membership function 1% choice, 2" choice. ... Gar), by fuzzy addition of all zones. Then,
use general membership functions to construct fuzzy sets of each sample by multiplying
each category with it’s proportion and make the fuzzy addition of different classes to give
only one fuzzy set per sample. Finally, representative values are fuzzy modes, Table 2.

Fuzzy multivariate cusum control chart

Representative values are used to define the specific parameters of cusum control chart.
C; chart has a trend, figure 2 (trend C;), which give an idea that the process is out of
control, however, all observations lie between the limits of control chart, figure 2 (cusum
control chart). If the trend continues, the process will soon be out of control.

Fuzzy multivariate ewma control chart

Z; decreases and then becomes constant, figure 2 ( plot of Z;). All observations lie between
the upper and lower bounds then the process is in control, figure 2(ewma control chart).



Table 2: Fuzzy modes per sample
sample | 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10

FM | 0.22|0.15|0.24 | 0.17 | 0.47 | 0.04 | 0.29 | 0.27 | 0.06 | 0.10
sample | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
FM | 0.15 | 0.14 | 0.24 | 0.00 | 0.00 | 0.35 | 0.11 | 0.26 | 0.31 | 0.14
sample | 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
FM | 0.14 | 0.25| 0.15 | 0.26 | 0.29 | 0.26 | 0.28 | 0.21 | 0.35 | 0.31
sample | 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
FM | 0.23 | 0.29 | 0.00 | 0.04 | 0.28 | 0.00 | 0.00 | 0.14 | 0.00 | 0.00

4 conclusion

Fuzzy multivariate cusum and ewma control charts use current and previous obser-
vations to draw quality charts based on linguistic variables and fuzzy sets with triangular
shapes and single fuzzy core .

Fuzzy sets are multiplied by proportions of quality that characterizes them in the sample
and all added after that in order to get a single fuzzy set which represent all products in
this sample.

Data of ”idéale Sanitaire” for the 40 samples are between upper and lower limits which
implies that the products are under control. However the cumulative sum shows a trend
which provides that the sample will be soon out of control. Future research should study
accurately the exact ways of membership function’s identification to reduce subjectivity
and improve the use of mathematical tools.
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Abstract

The detection of the end of polishing during the chemical mechanical planarization (CMP)
process is a critical task in semiconductor manufacturing. The disadvantages of offline
approach has incited the researchers to discover an efficient substitute. In this paper,
an alternative approach named online method has been presented in which a sequential
probability ratio test (SPRT) was developed and applied to the wavelet decomposed
Acoustic emission data collected during the progression of the CMP process. This test
is shown to be efficient in controlling complex processes and appropriated for real-time
application by developing a moving block strategy.

Keywords: Sequential probability ratio test, End point detection, Chemical mechanical
planarization, Acoustic emission, Wavelet-Based Multiresolution Analysis.

Résumé

La détection de la fin du polissage au cours de la planarisation mécano-chimique (CMP)
est une tache critique dans la fabrication de semi-conducteurs. Les inconvénients de
I’ancienne approche a incité les chercheurs a découvrir un substitut efficace. Dans cet
article, une approche alternative a été présentée sous le nom de méthode en ligne dans
laquelle un test de ratio de probabilité séquentiel (SPRT) a été développé et appliqué a
des données acoustiques recueillies au cours de la progression du processus de CMP. Ce
test a montré son efficacité dans le controle des processus complexes et dans I'application
en temps réel par lélaboration d’une stratégie de bloc mobile.

Mots-clés: Test de ratio de probabilité séquentiel, Détection de point de fin de polissage,
Planarisation mécano-chimique, Emission acoustique, Analyse d’ondelettes basée sur la
multirésolution.



1 Introduction

The CMP process combines a mechanical and chemical propreties allowing to ensure
the wafer flatness. The reduction of wafer size, the introduction of new material like the
copper and low-k dielectrics and the superposition of differents metals create an enormous
challenge in terms of accomplishment of wafer production and to check its quality. Hence,
it seems necessary, even crucial to determine the right moment of stopping this process
using AE sensor. In this paper, Sequential probability ratio test (SPRT) for variance and
coefficient of variation applied on the wavelet decomposed AE data will be presented,
with comparison between these two tests will be conducted to identify the most powerful
test. The organization of this paper is as follow: In section II, detailed description about
the online monitoring using SPRT will be proposed. The experimental setup and results
will be given in section III. In section IV, presents the concluding remarks.

2 Online monitoring using SPRT

Abraham Wald(1973) defined a parametric statistical test named sequential test where
the number of data collected is not predetermined and treated as a random variable.
This method is developed especially for monitoring the quality of a specific product. The
sequential method of testing a hypothesis H has three decisions at any stage of experiment:
(1)To accept the hypothesis Hy

(2)To reject the hypothesis Hy

(3)To continue the experiment by making an additional observation

Neyman and Pearson (1933) have presented a new method to construct the most powerful
test for simple test. Supposing X has p.d.f f (X,0), the hypothesis test Hy : 0 = 6y or
Hy : 0 = 6,. The base of test is the Neyman-Pearson (N-P) Lemma , which states that,
for a fixed sample size of (n), the optimal design (the most powerful test) for simple
hypothesis (Hy angianst H;) can be obtained from the likelihood ratio (\,) is given by:

AcceptHy if Ay <k (1)
RejectHy if A\, > k (2)
T f(Xi]61)
A= [ 2200
I @

k is the decision limit associated with level of significance « (the critical region size), and
(i) denotes the observation index. The distribution of X; must be Gaussian for imple-
menting SPRT because this test is not applied to the original data but to the wavelet
details (which is the X;). Applying SPRT on the variance and CV of wavelet details, the
upper control limits are needed to detect the end point. The design parameters of the



Table 1: SPRT for variance and coefficient of variation
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With ¢4 is a constant and depends only on the value of n
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S is the mean value of the standard deviation of wavelet details. And the choice of the
values 2 and 1.5 are made according to the simulated data.

3 Online moving block monitoring strategy in SPRT

The online methodology with multiscale analysis contains two stages: Firstly, the appli-
cation of wavelet based multiresolution analysis in online strategy, and using the data
analyzed previously to control the progression of CMP process keeping it in the real time
implementation. The implementation of sensors allows to measure and to convert the
output of data and the environmental factors into signal subsequently to transmit the



obtained signal to data acquisition system. The PC based DAQ system is charged of
the acquisition of electrical signals and digitized it. To make interface between data ac-
quisition system (DAS) and MATLAB, the use of an appropriate scientific engineering
software will be unavoidable allowing the transfer of the data digitized by DAS at a par-
ticular dyadic length, to a (.m) file in MATLAB. The obtained Matlab file is considered
like the first block of input. The first dyadic data block is wavelet decomposed into coef-
ficients at the appropriate level based on data type after that denoised using thresholding
methods and reconstructed into the time domain wavelet details. Standard deviation of
the wavelet details in the first data block is calculated and affected to 5. The value of
5 will be used to calculate o9 and also 7. The mean also should be accounted in order
to determine the coefficient of variation. Hence, the two SPRT limits are specified. At
each block containing the new collected data to be monitored, the variance and coefficient
of variation of this wavelet detail are defined and plotted them against the SPRT limits.
The standard deviation of each point in new block is equal to the standard deviation of
all the previous wavelet details until the current point. At each new formation of data
block, one must always up-date the standard deviation and coefficient of variation of the
wavelet details. The value of 5 will be equal to the average of the standard deviations
of the current and all of the past blocks. And the values of og and ¢; will be changed
according to the new value of 5. Hence, the upper SPRT limit of CV and variance are
also up-dated. As, the upper control limit for every block is drawn from the data itself,
allow us to have robust limits against all the fluctuations in the details. When the desired
event occurs (correspond on the acceptance of H1), that is mean the increased value of
the variance of the wavelet details exceed the upper control limit of the SPRT chart. And,
if it exceed the upper limit of the control chart, will indicate the beginning of the end
of planarization. For more details about the online methodology, read Das et al.(2005),
Ganesan et al.(2008).

4 Description of experimental setup and results

The test bad should be equiped with an AE sensor in order to collect the data during
CMP. The raw signal is nonstationary since the mean value change during the progression
of CMP process. The planarization of the wafer is done under a specific combinations of
rotational speed (rpm) and downward pressure (psi). In this paper, the studied data are
simulated. A sample of these data is plotted in figure 1 shows the presence of noise which
should be eliminated to have a robust statistical tool used in monitoring the CMP pro-
cess, the amplitude of the AE signal tends to decrease during the progression of polishing
procedure allowing to better situated the status of wafer(underpolished, desired level of
polishing, overpolished) and the presence of white noise and autocorrelation in AE signal,
the use of wavelet analysis proving its necessity.
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Figure 1: The representation of the simulated raw signal

To monitor the polished wafer, an online approach has been implemented. This strat-
egy employs specific segments of generated data collected during the progression of the
CMP process and called moving block. When the CMP progresses and the collected data
length equals the selected window width, the analysis begins. The denoising procedure is
done for the data in the first block. The wavelet chosen is daubechies fourth-order wavelet
basis functions (db4) since it is more widespread and practicable in the discrete wavelet
analysis. The highest energy value, which corresponds on the depth of decomposition,
is equal to 8. Hence, the dyadic block width should be equal to 8 (contains 256) as the
minimum length value. And the multiresolution analysis is restricted to eight levels of
decomposition. At each scale of decomposition, the high frequency filtered out showed
by the detail coefficient. The original signal will be approximated through the use of the
set of the basis functions (wavelets) of the first scale in order to give the approximation
coefficient al and the coeffcieint detail d1 represents the difference between the first ap-
proximation signal al and the original signal. The same work is done until the last level of
decomposition 8. It should be noted that, the removing of the high frequency components
(details), leads to significant change in the characteristics of signal and removing the low
frequency (approximations), will be have no significant change in the signal. Hence, the
approximation coefficients do not contain any significant informations. Therefore, they
will be not used in the control procedure. The length of block n=256 (2%) is chosen.
The detail coefficients must be soft thresholded using threshold rule of Donoho and al.
(1995) to only extract the significant coefficients. The reconstruction of the thresholded
wavelet coefficients is unavoidable to locate the exact positioning of the happening of the
end point. The values of o and [ are equal to 0.1 and 0.1 respectively. The application
of SPRT for variance and for coefficient of variation is done only to the details. The
standard Deviation is a measure of how closely a series of numbers tracks its expected
value and the coefficient of variation measures the spread of a set of data as a proportion
of its mean. The acceptance of H1 is verified on the 231 point for variance SPRT and 202
collected point for the coefficient of variation. The SPRT for the first block are plotted.
It is useless to form a new block.



5 Conclusion

Due to the occurence of various events in a process at different time and frequency lo-
calizations, the most industrial processes are represented by data situated at multiple
scales. Hence, the application of wavelet analysis in the system identification has become
ineluctable. And the best strategy for monitoring the quality of the product at nanoscale
is the online strategy based on Acoustic emission sensors. This strategy is wirespread
due to the high cost of ownership needed by offline method. In this paper, the acoustic
signal has been analyzed using wavelet based multiresolution after that an application
of SPRT for variance and CV to the reconstructed details coefficients will be employed
to detect the end point. These tests show their performance in detecting the end point.
But, CV SPRT allows to detect the starting of the end point of polishing earlier com-
pared to variance SPRT. And this difference in the time of detecting the end point is not
very significant. The suggested research in the futur, are ARL performance of the differ-
ent measurements of EPD, examination of the on-line performances using wavelet-based
multiscale to monitor differents types of defects in CMP processes.
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Abstract
Nonparametric control charts are attractive in many industrial applications because they do not
require knowledge about the shape of the underlying distribution. A new nonparametric control
chart for multivariate processes is proposed. It is based on the concept of data depth approach. Its
design is discussed and it is applied to a data set from a drilling process.

Résumé
Les cartes de controle non paramétriques sont attrayantes dans de nombreuses applications
industrielles. En effet, elles ne nécessitent pas une connaissance de la forme de la distribution des
données. Dans ce travail, une nouvelle carte de contréle multivariée et non paramétrique est
proposée. Des recommandations pour sa conception et une illustration sont données. Enfin, elle a
été utilisée pour piloter un processus de forage.

Key words: Statistical process control; Control charts; Data depth
Mots-clés: Matitrise statistique des procédés ; Cartes de contrdles ; Profondeur statistique

1. INTRODUCTION

A basic assumption commonly underlying the development of control charts is that the process is
well described by a normal distribution. Consequently, the statistical properties of these charts are
fulfilled only if the normality assumption is satisfied. However, in practice this assumption rarely
holds, and this motivates the need for nonparametric control charts. Within the literature, we found
that many nonparametric charts are based on the so called data depth approach (that is, on the value
of a function that measures how central a point is with respect to (w.r.t) a given in-control
distribution). Although very attractive, their use has been somewhat limited by the computational
efforts required to implement them in practice.

We note, though, that very recently Porzio and Ragozini (2011) proposed the convex hull
probability depth, a new depth function whose empirical counterpart seems to be computationally
affordable even in high dimensions. Based on that depth, with this paper we aim at proposing a new
nonparametric exponentially weighted moving average (EWMA) control chart.

The paper is organized as follows. In Section 2, the proposed control chart is introduced. Its design
and an illustrative example are given in Sections 3 and 4, respectively. In Section 5, an industrial
application is given, while Section 6 offers some conclusions.

2. THE PROPOSED CONTROL CHART

After Liu (1995), some data depth based control charts have been introduced in the literature.
Amongst these latter, Porzio and Ragozini (2007) proposed a chart based on a modified version of
the convex hull peeling depth, and on a nonparametric test based on the empirical center-outward
quantiles. Their work is motivated by the need of nonparametric charts that can be effectively used
when the process is characterized by many variables under control. They simply introduced a
Shewhart-type control chart, effective to detect large process shift. Based on their idea, we aim at
improving their work by proposing a data depth based EWMA (dEWMA) chart. As known,
EWMA charts are more effective to detect small process shift.



2.1 DATA DEPTH AND CENTER-OUTWARD QUANTILES
Data depth is a function that measures how deep or central a given point X € R* is wr.t a
multivariate probability distribution F or w.r.t. a given data cloud S ={Y,,...,Y }. The deepest

points lie at the core of the distribution, while points with lower depths are located in the
distribution tails (a general discussion on data depth is available in Liu et al. (1999), and Zuo and
Serfling (2000)).

With respect to a production process, let X € R be the vector of quality measures to be monitored,
F° a given in-control distribution for X , and D(./F°®) a depth function defined on F°. The depth
function contours of the in-control distribution are the sets:

C(d)={X e R*:D(X/F°)=d} (1)
The region enclosed by contour C(d) is denoted by R(d). If R(d) has a probability content equal
to p under F°, and F° is absolutely continuous and its density function is nonzero everywhere,

then depth contours are coincident with p-th center-outward quantile O, of F 0
0,={XeR":D(X/F")=d,},
where d, is such that P(X € R(d,))= p. Center-outward quantiles define a sequence of nested

convex regions of increasing depth. In the special case of F° belonging to the class of the
elliptically symmetric distributions, O, ’s are surfaces of ellipsoids.

In the multivariate statistical process control setting, the deepest points will correspond to items of
higher quality, assuming that the center of the in-control distribution is the quality target to be
achieved. Therefore, w.r.t. the process, the outer-inward sequence of these center-outward quantiles
defines a sequence of increasing quality levels.

Let us now assume that the depth measure of a point X w.r.t. F* isequalto d, D(X/F°)=d.
That is, X belongs to the C(d) contour given by equation (1). In analogy with Porzio and
Ragozini (2007), we suggest using the probability content of the corresponding region R(d) as the
statistic to be used to define our EWMA control chart. Let us denote by p(X,F") this probability
content. It will be estimated as illustrated in the following example.

\\@\ :

X1

Figure 1. Illustration of the computation of p(X /F°).

Process data assuming F° is a bivariate standard normal distribution with mean vector x = (0,0)'
and with independent components have been generated. Considering the convex hull peeling
sequence, the aim is to measure the probability content associated to the point X~ =(1,1)' w.r.t. F°.

Let S={X,,...,X,,} be the 50 generated data points simulated from F°, which are depicted in
Figure 1. Suppose u is the quality target to be achieved. The convex hull peeling of the sample
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leads to a sequence of nested convex hulls of increasing quality levels, CH ;(S), j = l,...,J,where

the index j refers to the layers, and J is the total number of layers (J is equal to 7 in the
example). The area in gray is the area included by the convex hull to which X~ belongs in the
peeling sequence, CH .(S), with j* equal to 3 in the example. The probability content p(X,F’)
is estimated as the number of vertices of CH ,(S), j = J +1,. ..,J divided by the sample size m . In

the example, the observed value of p(X"/F°) is equal to 32/50.
We note that CH .(S) is a random set because each simulated sample of size m from F * defines a
different area, and hence corresponding probability content, p(X /F°), is a random number. This

is why Porzio and Ragozini (2011) defined the convex hull probability depth of a point X w.r.t.

F°, as a function of the expected value of the probability content under F° of the convex hull to
which X belongs in the peeling sequence.

2.2 THE DEWMA CONTROL CHART
Let X, € R* denote the vector of quality characteristic measures to be monitored at the t-th time

point. It is assumed that successive X,'s are independent and identically distributed random
vectors. The main idea of the dEWMA control chart is to represent each X, by its corresponding
p(X,/F"). The control statistic of the proposed chart is thus obtained as:

T, = (1= )T, +Ap(X,/F°),
t=1,2,...,where 0 <A<1 is a smoothing parameter and 7 is a starting value. Being an EWMA
chart, 7| is usually set equal to 0, assuming that the center of the in-control distribution is the
quality target to be achieved. The process is considered in-control as long as 7, < &, where />0 is

an upper control limit. Note that the dEWMA control chart includes as a special case (when A =1)
the Shewhart-type control chart proposed by Porzio and Ragozini (2007).
The upper-sided EWMA control chart must be considered, as the statistic p(X,/F°) is of the type

“the lower the better”. That is, a decrease in p(X,/F") signals a process improvement: the quality
of the produced item X, will be close to the target if p(X,/F") is close to zero (i.e., X, belongs

to one of the deepest center-outward quantiles of F°). Vice versa, a deterioration in the quality
level is observed if p(X,/F°) is close to one, that is if the point X, will be in the distribution tails.

3. DESIGN OF THE DEWMA CONTROL CHART
The in-control distribution F° may be well defined and known. However, this is not the case in
practice, and reference samples (RS) of limited amount of observations are used to describe the
unknown in-control distribution. Let m denote the RS size. The design of the dEWMA control
chart consists on the choice of the parameters m, A and /4 according to a performance criterion of
the chart. The performance of control charts is usually evaluated by the average run length (ARL),
that is to say by the average number of observations that are needed to exceed the control limit for
the first time. The ARL should be large when the process is statistically in-control, in-control ARL,
and small when a shift has occurred, out-of-control ARL.
Crowder (1987) offered an integral equation to compute the asymptotic in-control ARL. Let L(u)

be the ARL of the dEWMA control chart given that 7; =u . It can be shown that L(u) is given by:

o L yv—(1-A)u
L(u)—1+ZIOL(y)dF(T )
where F(.) is the distribution function of the sample statistic. According to Porzio and Ragozini
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(2007), if D(X/F") has a continuous distribution, the p(X/F") values are uniformly distributed
on [0,1] as long as the process is in-control. Consequently, the solutions to the integral equation (2)
can be obtained by replacing the equation with a system of linear equations using the collocation
method and solving the system of equations (Calzada and Scariano (2003)). Given that, the
asymptotic in-control ARL values of the dEWMA control chart with different smoothing

parameters A and control limits 4 can be computed (Table 1 presents some ARL for typical values
of A and h).

Table 1. Asymptotic in-control ARL values of the dEWMA control chart with
different smoothing parameters A and control limits /.

h A =0.05 A=0.1 A1=02 A=03
0.50 63.402 - - -
0.55 119.762 - - -
0.60 438.528 91.537 - -
0.65 + 311.908 52.135 -
0.70 + + 134.655 -
0.75 + + 591.100 109.609
0.80 + + + 442.479

“.” In-control ARL less than 50
“+” In-control ARL greater than 1000

In practice, we recommend the following steps in designing the proposed dEWMA control chart:

1. Choose the RS size m.

2. Choose the desired ARL (false alarm rate). The control limit /4 is chosen so that the
control chart has this fixed in-control ARL.

3. Choose the smoothing parameter A . Typical values are in the range 0.1<A<0.3. It is
known that EWMA control charts with small (large) values of A are more adequate to
detect changes of small (large) size.

4. Compute the control limits of the dEWMA control chart.

4. AN ILLUSTRATIVE EXAMPLE

To introduce the implementation of the dEWMA control chart we offer an illustrative example.
Table 2 shows 20 observations simulated from a bivariate normal distribution with mean vector
4 =(0,0)" and independent components. The dEWMA control chart with A =0.3 and 2=0.8 is
considered. Its asymptotic in-control ARL is equal to 442. A small RS of size 10 is considered in
order to facilitate this illustration. Figure 2 shows the obtained dEWMA control chart.

Table 2. Illustrative example of the dEWMA control chart.

Observations X, (RS) Observations X,

! X1 X2 ! X1 X2 p(X,/RS) T,

1 0.13 -0.09 11 0.61 -0.37 0.50  0.150
2 1.67 0.73 12 -0.29 -0.92 0.50  0.255
3 1.00 -1.28 13 -0.58 0.06 0.10  0.208
4 -2.40 -0.68 14 0.05 -0.75 0.50 0.296
5 -0.04 0.89 14 -0.14 1.48 1.0 0.507
6 -0.02 -1.30 16 -0.21 -0.26 0.1  0.385
7 -0.67 0.18 17 -0.14 -2.54 1.0 0.569
8 0.83 -0.55 18 0.58 -0.04 0.50  0.549
9 -0.64 1.01 19 -0.23 0.72 0.50  0.534
10 -0.67 -0.83 20 1.58 -0.39 0.50 0.674
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Figure 2. The dEWMA control chart (illustrative example data).

5. AN INDUSTRIAL APPLICATION

Deep hole drilling methods are used to produce holes with a high length-to-diameter ratio, good
surface finish and straightness. The process is subject to chatter vibration. Chatter leads to excessive
wear of the cutting edges of the tool. This reduces the machine tool life and therefore the reliability
and safety of the machining operation. It may also damage the boring walls. The defect of form and
surface quality constitute a significant impairment of the workpiece. Process reliability is of
primary importance and hence disturbances should be avoided as the deep hole drilling process is
often used during the last production phases of expensive workpieces. Therefore, it is necessary that
a process monitoring system be devised to detect dynamic disturbances. In this section, the
dEWMA control chart is used to detect the start of the transition from stable drilling to chatter
vibration.

The data consists of the amplitudes of frequencies 234, 703 and 1183 Hz. They are the
eigenfrequencies of the boring bar. They dominate the process when chatter vibration is observed.
Messaoud (2006) showed that their amplitudes might be autocorrelated during stable drilling. He
used a time-varying AR(1) model to remove the autocorrelation. He applied control charts to the
obtained residuals to detect the transition from stable drilling to chatter vibration.

The data are obtained in an experiment where the transition from stable operation to chatter
vibration starts after depth 250 mm. Chatter vibration is dominated by frequency 703 Hz and its
effect is apparent on the bore hole wall after depth 300 mm. An dEWMA control chart with 4 =0.3
and 4 =0.804 is considered. It has an in-control ARL equal to 511. This choice should not produce
many false alarm signals during stable drilling. Note that at each t-th time point the RS is composed
of the m =100 most recent residuals of the three frequencies. Table 3 shows the out-of-control
signals of the dEWMA control chart.

Table 3 shows the out-of-control signals of the dEWMA control chart. Many out-of-control signals
are observed at depth 32-50 mm. They are explained by a known change in the dynamics of the
process caused by the fact that the guiding pads of the drilling tool leave the starting bush. The
dEWMA control chart quickly detects a change in the boundary conditions of the process at depth
225-250. This change precedes the start of the transition from stable drilling to chatter vibration that
occurs after depth 250 mm. The dEWMA control chart produces 22 out-of-control signals during
this transition, 250-300 mm. Chatter vibration may be avoided if corrective actions are taken after
these signals, 225-300 mm. The proposed control chart shows encouraging results even though
some out-of-control signals are not related to known changes in the dynamics of the process.



Table 3. Out-of-control signals of the dEWMA control
chart with4=0.3.

Hole depth  Number of Hole depth  Number of

(mm) signals (mm) signals
<32 0 175 - 200 1
32-50 43 200 - 225 0
50-75 3 225-250 13
75 -100 9 250 - 275 14
100 - 125 1 275 -300 8
125 -150 2 300 - 325 38

150 - 175

6. CONCLUSION

This paper introduces a new data depth based EWMA control chart. Its design is discussed and an
illustrative example is given. It is then applied to monitor a drilling process. The results showed that
it quickly detects the start of the transition from stable drilling to chatter vibration and that many
out-of-control signals are related to known changes in the dynamics of the process.
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Modeles de Mélange

Sélection de variables pour un modeéle de mélange fini de régressions,
Bezza Hafidi and Abdallah MkEhadri

Bezza Hafidi and Abdallah Mkhadri On considere dans cette note le probleme de sélection de
variables pour un modele de mélange fini de régressions. Récemment, deux approches fondées
sur la pénalisation de la log-vraisemblance par deux pénalités convexes de type-Lasso ont été
considérées dans la littérature. Mais ces approches présentent certaines limitations méthodo-
logiques ou calculatoires. Nous proposons une nouvelle méthode fondée sur le méme principe
avec une pénalité composée d’une pénalité L;—Fusion et d'une autre de type Concave Mini-
maxe (MC+). Un algorithme type EM est proposé dont les solutions sont obtenues de maniere
explicite. De plus, les coefficients sont calculés de maniere séquentielle coefficient par coefficient.
Une étude empirique est réalisée sur des données simulées pour comparer la performance des
trois méthodes.

Clustering et visualisation dans le sous-espace discriminant de Fisher :
quelques avancées récentes, Camille Brunet and Charles Bouveyron

Le clustering et la visualisation de données de grandes dimensions sont deux enjeux statis-
tiques récurrents et actuels qui sont confrontés a des problemes calculatoires ainsi qu’a des
difficultés d’interprétation. Récemment, une nouvelle méthode de clustering pour les données
de grandes dimensions, appelée Fisher-EM a été proposée par Bouveyron et Brunet (2010) et
permet simultanément de classer et de visualiser des données. Cette approche se base sur une
modélisation des clusters par modele de mélanges dans un sous-espace latent discriminant de
petite dimension. Bien qu'une telle approche présente de tres bonnes performances de cluste-
ring aux vues des méthodes existantes et fournit une visualisation informative de I’agencement
des données, l'interprétation des clusters obtenus reste limitée puisque les axes discriminants
résultent d’une combinaison linéaire des variables d’origine. Aussi, dans le but de faciliter 1'in-
terprétation des résultats du clustering, nous proposons une méthode de sélection de variables
discriminantes qui, au moyen d’'une pénalisation type 11, va introduire de la parcimonie dans
I’estimation des axes discriminants de I'algorithme Fisher-EM.

Inférence dans le Stochastic Block Model pour de grands graphes,
Antoine Channarond, Jean-Jacques Daudin and Stéphane Robin

Le modele SBM est un modele de mélange pour les graphes aléatoires. L’inférence dans ce
modele est un défi dans les grands graphes de l'ordre de quelques millions de noeuds. Cet
article propose une méthode consistante et efficace pour cette taille de graphe, basée sur une
classification préalable. La concentration rapide des degrés dans ce modele permet en effet de
classer sans erreur les noeuds a condition que le graphe soit assez grand.
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Label switching dans les mélanges, Christophe Biernacki and Vincent
Vandewalle

L’ensemble logiciel MIXMOD (MIXture MODelling) permet de traiter des problématiques
de classification supervisée et non supervisée de données quantitatives ou qualitatives dans un
contexte de modele de mélange. Différents algorithmes d’estimation des parametres du mélange
sont proposés (EM, CEM, SEM) et il est possible de les combiner pour obtenir des stratégies
susceptibles de fournir un optimum pertinent de la vraisemblance observée ou complétée. Plu-
sieurs criteres d’information pour choisir un modele parcimonieux (le nombre de composants
du mélange notamment) sont disponibles. En plus des mélanges gaussiens multivariés pour
traiter les données quantitatives et des mélanges multinomiaux multivariés pour les données
catégorielles, MIXMOD propose depuis peu des modeles spécifiques pour traiter les données de
grande dimension. Disponibles dans le cadre supervisé depuis 2 ans, ils le seront également dans
le cadre non supervisé au cours de 'année 2011. MIXMOD se compose d’une bibliotheque de
calcul robuste et performante et d’outils complémentaires : des fonctions pour Matlab et une
interface graphique (mixmodGUT).

Inférence bayésienne sur un modele de mélange a interaction spatiale,
Lionel Cucala and Jean-Michel Marin

Nous présentons un algorithme MCMC permettant d’estimer les parametres d’un modele
de mélange avec interaction spatiale. La difficulté provient de la présence d’une constante de
normalisation non calculable : nous nous en affranchissons en utilisant la méthode de Murray
et al.(2006) consistant a générer des variables aléatoires auxiliaires. Ensuite, nous proposons
une technique de sélection du nombre de composantes du mélange basée sur I’approximation
de Chib (1995). Nous illustrons ces techniques par 'analyse d’images satellites.
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Résumé

On considere dans cette note le probleme de sélection de variables pour un modele de mélange fini
de régressions. Récemment, deux approches fondées sur la pénalisation de la log-vraisemblance
par deux pénalités convexes de type-Lasso ont été considérées dans la littérature. Mais ces ap-
proches présentent certaines limitations méthodologiques ou calculatoires. Nous proposons une
nouvelle méthode fondée sur le méme principe avec une pénalité composée d'une pénalité Lq-
Fusion et d’une autre de type Concave Minimaxe (MC+). Un algorithme type EM est proposé
dont les solutions sont obtenues de maniére explicite. De plus, les coefficients sont calculés de
maniere séquentielle coefficient par coefficient. Une étude empirique est réalisée sur des données
simulées pour comparer la performance des trois méthodes.

keywords Sélection de variables, Lasso, mélange de régressions, algorithme EM.

Abstract

In this note, we consider the problem of variable selection in finite mixture regres-
sion. Recently, in the literature, two approaches based on the penalized likelihood
with convex functions type Lasso, have been proposed. However, they had some
limitations and they are computationally expensive. We proposed a new approach
using a combination of the L;-Fusion and MC+ penalties. An EM-algorithm for
efficient numerical computations is proposed. The performance of our approach is
studied in some examples of simulations.

keywords Variable selection , Lasso, mixture regression, EM algorithme.

1 Introduction

Les modeles de mélange fini de régression forment une famille de modeles intéressante
et flexible pour modéliser de grandes populations hétérogenes. Ils ont été utilisés avec
succes dans de nombreux domaines : astronomie, biologie, les sciences sociales, classifi-
cation,...,etc. Ils permettent de classer les données en groupe et d’estimer les parametres
du modele étudié (voir McLachlan & Peel 2000, Tittrington et al 1985).



La sélection de variables est un probleme fondamental dans la modélisation statis-
tique qui avait attiré beaucoup d’attention dans les derniéres années. Bien que beaucoup
de méthodes classiques de sélection de modele peuvent étre utilisées, comme le critere
d’information de Akaike (Akaike, 1973) et le critere d’information de Bayes (BIC Schwarz,
1978), néanmoins elles sont peu choisies en pratique a cause de leur complexité algorith-
mique et leur variabilité, surtout lorsque le nombre de variables observées est assez grand
(Brieman, 1996).

Dans le cadre de régression linéaire, Tibshirani(1996) a proposé un critere, appelé
LASSO, fondé sur la minimisation des moindres carrés pénalisés pour la sélection de vari-
ables. Le LASSO (Least absolute shrinkage and selection operator) consiste a rétrécir et
sélectionner les variables les plus pertinentes. Fan & Li (2001,2002) ont proposé aussi
le SCAD (Smoothly clipped absolute deviation). Récemment Kalili & Chen (2007) ont
développé une méthode fondée sur la maximisation de la vraisemblance pénalisée pour
la sélection de variables d’un mélange fini de régression. Ils ont considéré trois type de
pénalité ; L; (LASSO), HARD et SCAD. Leur méthode, appelé MR-ALasso, est consis-
tante et elle estime et sélectionne les variables simultanément via un algorithme type EM
relativement compliqué. La fonction a maximiser dans les méthodes citées sont convexes
et ceci en utilisant des méthodes de 1’approximation quadratique (cf. Fan and Li 2001).
De plus, la pénalité utilisée rétrécie les coefficients de régression de maniere individuelle
pour chaque classe, et elle n’utilise pas I'information que j; et 8/; sont associés a la méme
variable j et doivent étre traités différemment de S, qui associée a une différente variable
J'. Par ailleurs et dans le méme cadre, Luo et al. (2008) ont proposé une combinaison de
deux pénalités de type Lasso appelé MR-Lasso dont I'une tienne compte de cette derniere
limitation de MR-ALasso. Mais I'algorithme proposé n’est pas nécessairement de type
EM. Dans ce travail, nous allons présenter une nouvelle méthode, appelée MRCM-Lasso,
pour la sélection de variables d’un mélange de régression en pénalisant la vraisemblance
par deux types de pénalités. La premiere est la pénalité fusion, similaire a celle utilisée
par MR-Lasso, qui nous permet de déterminer I'importance de chaque variable au sein
de chaque classe et qui a été utilisé par Guo et al (2009) en classification basée sur le
mélange de modeles Gaussien. La deuxieme pénalité est concave et appelée MC+ par
Zhang (2010). L’intérét de cette derniere, réside dans le fait qu’on n’a pas besoin d'un
estimateur initial des coefficients de régression comme dans le cas de la pénalité L, adap-
tative.

Nous nous concentrons dans cette note sur les aspects d’estimation et sélection de
variables via des algorithmes type EM. Nous redéfinissons correctement 1’algorithme EM
pour MR-Lasso. Nous proposons en suite un algorithme type EM pour MRCM-Lasso dont
les solutions sont obtenues de maniere explicite. De plus, les coefficients sont calculés de
maniere séquentielle coefficient par coefficient. Une étude empirique est réalisée sur des
données simulées pour comparer la performance des trois méthodes.
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Résumé: Le clustering et la visualisation de données de grandes dimensions sont deux
enjeux statistiques récurrents et actuels qui sont confrontés a des problemes calculatoires
ainsi qu’a des difficultés d’interprétation. Récemment, une nouvelle méthode de cluster-
ing pour les données de grandes dimensions, appelée Fisher-EM a été proposée par [1]
et permet simultanément de classer et de visualiser des données. Cette approche se base
sur une modélisation des clusters par modele de mélange gaussien dans un sous-espace
latent discriminant de petite dimension. Bien qu'une telle approche présente de tres
bonnes performances de clustering aux vues des méthodes existantes et fournit une visu-
alisation informative de ’agencement des données, l'interprétation des clusters obtenus
reste limitée puisque les axes discriminants résultent d’une combinaison linéaire des vari-
ables d’origine. Aussi, dans le but de faciliter I'interprétation des résultats du clustering,
nous proposons une méthode de sélection de variables discriminantes qui, au moyen d’une
pénalisation type L1, va introduire de la parcimonie dans ’estimation des axes discrimi-
nants de l'algorithme Fisher-EM.

Mots clefs: classification non-supervisée en grande dimension, modele de mélanges,
sous-espace discriminant, critere de Fisher, visualisation, modele parcimonieux, pénalisation
{1, sélection de variables.

Abstract: The clustering and the visualization of high-dimensional data is a recurrent
and challenging task which poses computational problems and difficulties for result inter-
pretation. Recently, a new clustering method for high-dimensional data, called Fisher-EM,
has been proposed by [1] which simultaneously clusters and visualizes the data. This ap-
proach models the clusters by mixture of Gaussians in a latent discriminative subspace
of low dimension. Admittedly, the clustering accuracy of the Fisher-EM algorithm out-
performs most of existing methods, nevertheless the provided clustering results remain
difficult to understand since the discriminative axes are a linear combination of origi-
nal variables. In order to ease the interpretation of the clustering, this work proposes a
method for variable selection by introducing sparsity through a ¢; penalization into the
discriminative axes of the Fisher-EM algorithm.



Key words: high-dimensional clustering, model-based clustering, discriminative sub-
space, Fisher criterion, visualization, parsimonious models, ¢; penalization, variable se-
lection.

Résumé long

Le clustering et la visualisation de données de grandes dimensions sont deux enjeux
statistiques récurrents et actuels qui sont confrontés a des problemes calculatoires ainsi
qu’a des difficultés d’interprétation. Certes, il existe en clustering des approches com-
binant la réduction de dimension et la classification non supervisée qui sont basées sur
la recherche de sous-espaces propres aux classes, en particulier les travaux de [4, 2, 5].
Cependant, malgré les tres bonnes performances de ces nouvelles approches, une visuali-
sation informative des clusters résultants de celles-ci n’est pas possible. Pour faire face a
de tels problemes, nous avons proposé une méthode probabiliste et un algorithme appelé
Fisher-EM, qui permet simultanément de classer et de visualiser des données dans un
contexte de classification non supervisée. Cette approche se base sur une modélisation
des clusters par modeles de mélange, dans un sous-espace latent discriminant de petite
dimension estimé par U'intermédiaire d'un critere basé sur la théorie de Fisher [3].

Considérons {y; }, € RP les données a classer en K groupes homogenes i.e. adjoindre une

valeur z; = {1, ..., K} al'observation y; ou z; = k indique I’appatenance de I’'observation
y; au groupe k. De plus, on fait '’hypothese que {y;}, et {z;}7, sont des réalisations
indépendantes de vecteurs aléatoires Y € RP et Z € {1,..., K} respectivement. Par

ailleurs, on définit E C R? un espace latent de dimension d < K — 1, représentant 1’espace
le plus discriminant tel que 0 € E et de dimension d strictement plus petite que la di-
mension p de I'espace des observations. Dans cet espace latent, {x;}" ; € E représentent
les données réelles qui sont des réalisations indépendantes d’un vecteur aléatoire X € E.
Le lien existant entre la variable observée Y € RP et celle de I'espace latent X € E est
supposé étre une transformation linéaire,

Y =UX +¢, (1)

o U est une matrice de taille p x d vérifiant U'U = I, et € est un terme de bruit. On
suppose de plus que,

X|z= ~ N (px, Ex) ete|z—r ~ N (0, ¥y) (2)

ol iy € E et 3, € R4 représentent respectivement le vecteur moyennes et la matrice de
covariances de la classe k dans 'espace latent E et ¥, € RP*P la matrice de covariances
associée au bruit. D’apres ’équation 1, ces hypotheses impliquent que la distribution de



probabilié conditionnelle de Y est Y|x z—r ~ N (UX, ¥}) et il en résulte que sa distribu-
tion marginale est un mélange de gaussiennes:

K
Fy)=>_ 7o (y; mu, Si)
k=1

ou m,, mp = Upy et S, = U U + ¥, représentent respectivement la proportion, le
vecteur moyenne et la matrice de covariances de la classe k£ de l'espace des observa-
tions et ¢ (.) une densité gaussienne. On introduit W = [U, V] une matrice p X p qui
vérifie WW = WW! =1, on V € RP*P=9 est le complément orthogonal de U définie
précédemment. Enfin, on suppose que la variance du bruit ¥ vérifie VW,V = 51, et
U, U = Ogq telle que Ay, = WIS, W = diag (Xk, Belp_a)-

On fera référence a ce modele comme étant le modele DLMy;, g,). Notons qu’en imposant
des contraintes sur les matrices de covariances Xy, et 8;I,_q, il est possible de décliner 11
autres modeles (cf. [1]).

En considerant I’ensemble de ces hypotheses, I'espérance de la log-vraisemblance compléte
Q (y1,---,Yn;0) du modele DLM[y, 5, s'écrit:

Q) — —% S nil=2log (m) + trace (S5 U'CLU) + log (|S4]) (3)

k=1

+(p— d)log (B) + Bi (t (AEDY ui%) ).

j=1

ot C}, est la matrice de covariances empirique de la classe k, u; est le jéme vecteur colonne
de la matrice U, n;, = ZLI t;r ou t;. est la probabilité a posteriori qu'une observation y;
appartienne a la classe k et 7 = plog (27) est une constante.

Dans un contexte non supervisé la maximisation directe de @ (f) n’étant pas faisable,
nous avons donc utilisé une procédure itérative en trois étapes: une étape E qui calcule a
chaque itération (q), 'espérance de la log vraisemblance compléte conditionnellement & la
valeur courante du parametre Y. En pratique, cela se résume au calcul de la probabilité
a posteriori tEZ) = Elzik|yi, 09 Y] qu'une observation y; appartienne au kéme cluster; une
étape F qui détermine la transformation linéaire U € RP*¢, sous contrainte d’orthogonalité
de ses colonnes, relative a la base du sous-espace latent de dimension d = K — 1 dans
lequel les K groupes sont le mieux séparés. Pour cela, nous avons adapté le probleme de
maximisation du traditionnel critere de Fisher J(U) = tr((U'SU) 'U'SpU), habituelle-
ment utilisé dans un contexte supervisé, a un contexte non supervisé sous la contrainte
d’orthogonalité et conditionnellement a la partition floue courante des données. Enfin une
étape M estime les parametres du DLM|,, 5] modele en maximisant 'espérance condi-
tionnelle de la log-vraisemblance compléte Q(yi, . .., Y, ) définie par 'expression 3.
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Bien qu’une telle approche présente de tres bonnes performances de clustering aux vues des
méthodes existantes et fournit une visualisation informative de I’agencement des données,
il n’en reste pas moins que l'interprétation des clusters obtenus reste limitée puisque les
axes discriminants résultent d’une combinaison linéaire des variables d’origine. Aussi,
dans le but de faciliter 'interprétation et la visualisation des résultats du clustering, nous
vous proposerons une méthode de sélection de variables discriminantes qui, au moyen
d’une pénalisation type ¢1, va introduire de la parcimonie dans l’estimation des axes
discriminants de 1’algorithme Fisher-EM.
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INFERENCE DANS LE STOCHASTIC BLOCK MODEL POUR
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Résumé

Le modele SBM est un modele de mélange pour les graphes aléatoires. L’inférence
dans ce modele est un défi dans les grands graphes de l'ordre de quelques millions
de noeuds. Cet article propose une méthode consistante et efficace pour cette taille
de graphe, basée sur une classification préalable. La concentration rapide des degrés
dans ce modele permet en effet de classer sans erreur les noeuds a condition que le
graphe soit assez grand.

Abstract

The inference in the SBM model is a real challenge in large graphs, of millions
of nodes. This article gives a new method that is consistent and efficient in such
graphs, based on a preliminary classification. Thanks to the fast concentration of
the degrees in this model, it is possible to classify without any mistake, as soon as
the graph is large enough.

1 Stochastic Block Model

1.1 Présentation du modele

Le modele classique d’Erdos-Rényi n’est pas satisfaisant pour modéliser la plupart
des graphes issus de données réelles, comme les réseaux d’interaction de protéines ou
les réseaux sociaux, a cause de l'uniformité du comportement de connexion parmi les
sommets.

L’idée du Stochastic Block Model (SBM) est de rendre compte de la structure (sociale
par exemple) dans la population des sommets en attribuant une classe d’appartenance
a chaque sommet, puis en tirant les arétes conditionnellement aux classes; cf Holland,
Laskey et Leinhardt (1983). Ainsi SBM est un modele relativement souple permettant de
modéliser des graphes aux topologies tres typées comme les communautés, les étoiles ou
les hiérarchies par exemple, voir le tableau.

Le modele se définit formellement de la fagon suivante. Soit n > 1. On note 1’ensemble
des sommets V,, = {1,...,n}, et on désigne un graphe a n sommets par sa matrice
d’adjacence X = (Xj;j)1<ij<n. Soit @ > 1 le nombre de classes, qui est supposé connu.

— Soit (Z;)1<i<n une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées de

loi multinomiale sur {1,...,Q} de parametre o = (o, ..., Q).



TABLE 1 — Exemples de modeles SBM.

Description Graphe Q s
0100
. 1 010
Etoiles H 4 010 1
0010
Communautés m 2 ( i i )
01100
10010
Hiérarchie 5 10001
0 HEEE O 01000
00100

— Soit (X;;) une matrice de variables indépendantes conditionnellement a Z. Pour
tout 4,5 € V,,, et ¢,r € {1,...,Q}, conditionnellement a Z; = ¢, Z; = r, X;; suit
une loi de Bernoulli de parametre 7.

Du point de vue de la modélisation, seules les arétes sont observées, tandis que la
structure de la population reste inconnue. Les variables (Z;) seront donc dites cachées, et
ne pourront pas étre utilisées pour l'inférence, qui devient des lors un défi dans les graphes
de grande taille.

1.2 Enjeux de l’inférence du modele

La complexité du graphe de dépendance des classes conditionnellement aux arétes est
telle que 'utilisation directe du maximum de vraisemblance ou d’un algorithme EM simple
est impossible. Nowicki et Snijders (2001) mettent en oeuvre une méthode MCMC, et
Daudin, Picard et Robin (2008) une méthode d’inférence approchée, dite variationnelle !,
I'une ne permettant de traiter des graphes que de quelques centaines de noeuds, 'autre
quelques milliers en temps raisonnable. La méthode présentée dans la suite traite des
graphes de plusieurs millions de noeuds.

Les méthodes évoquées traitent conjointement la classification des sommets et 1’esti-
mation des parametres. Bien qu’apparaissant comme un sous-produit de l'inférence dans
ces méthodes, la classification des sommets en est en fait I’obstacle majeur. Si les classes
des sommets étaient dévoilées, I'inférence se résumerait en effet a des estimateurs basiques.

Or justement la structure cachée de ce modele se dévoile d’autant plus qu’il y a d’indi-
vidus. Le modele jouit en effet d'une propriété spécifique aux graphes : quand on y ajoute

1. Voir Wainwright et Jordan (2008) pour les méthodes variationnelles.



un sommet, on ajoute ses informations propres — a qui il se connecte —, mais on ajoute
aussi une information a tous les sommets précédents — le fait de s’étre connecté ou non
a ce nouveau sommet —.

On se propose donc de commencer par établir une classification des sommets, afin de
connaitre au mieux les classes, puis d’estimer les parametres grace a elle. Elle sera basée
sur une variable tenant compte de I'information donnée par les nouvelles connexions : les
degrés. Il est a noter qu’il existe d’autres méthodes permettant de retrouver les classes du
modele SBM, par exemple le spectral clustering dans Rohe, Chatterjee et Yu (2010).

2 Méthode d’estimation basée sur les degrés

2.1 Concentration des degrés normalisés

On rappelle que le degré D; d'un sommet ¢ € V,, est le nombre de ses Voisins soit
D, =>". i X;j. On appelle degré normalisé du sommet i € V,, : T} =
d’un sommet conditionnellement a la classe ¢ du sommet est blnomlale de parametres
(n,7,), ou Ty, = >, a,7y, ce qui confere aux degrés normalisés un comportement de
concentration rapide autour de leur moyenne, illustré par I'inégalité suivante :

Vg {l,...Q}Vt >0 P(|T; — 7, > t|Z; = q) < 2™

Le phénomene de concentration conduit a la formation d’agrégats de points de méme
classe, ce qui permet d’identifier facilement les classes de sommets quand n est suffisam-
ment grand.

2.2 Stratégie d’inférence

L’idée est de trier d’abord les sommets selon la proximité de leurs degrés normalisés.
L’algorithme proposé consiste a calculer les écarts entre les degrés normalisés consécutifs
et a trouver les () — 1 plus grands écarts de sorte a former () groupes de sommets, qui
sont normalement les classes cachées. Le schéma ci-apres montre la répartition des degrés
normalisés pour un modele avec () = 3 classes. Les deux plus grands écarts sont indiqués
par les fleches, et les trois groupes formés par I'algorithme par @, @ et @. Ce cas est
favorable, puisque les groupes formés correspondent aux vraies classes.

On construit les estimateurs usuels des proportions et des connectivités en substituant
la vraie partition des sommets en classes par la partition estimée par la classification. Si
on note (C J1<q<@ la partition estimée et pour tout 1 < ¢ < @, N, le cardinal de Cq, ces
estimateurs s’écrivent ainsi :

~ N, _ 1
O!q:?q FqT:NN Z Xij

(z’,j)E(?qX@




Légende
(O : Sommets de classe 1
O : Sommets de classe 2
[0 : Sommets de classe 3

Le parametre déterminant pour l'efficacité de ’algorithme — et de 'estimation en
découlant — est la proximité entre les différentes moyennes des degrés normalisés. Plus
elles sont proches, plus n doit étre grand pour que les agrégats de points se séparent
completement. On la mesure par le parametre § = ming, |7, — 7,|.

Cette méthode d’estimation est rapide. Au lieu de répéter un grand nombre de fois des
étapes de complexité quadratique — mises a jour successives des parametres puis de la
classification —, on effectue seulement deux étapes de complexité en le nombre d’arétes
(moins que quadratique) pour le calcul des degrés, et pour le calcul des estimateurs. A la
différence des autres méthodes, la classification et ’estimation sont effectuées séparément.

2.3 Consistance de la méthode

Par argument de concentration, on montre que l’algorithme est consistant des que
0 > 0; la probabilité de I’événement “il existe une erreur de classification”, noté E, étant
majorée ainsi :

Théoréme. ,
2
P(E) < 2ne™ 5™ + Q(1 — ap)"*!

ol oy = ming ayy. Notons que 'algorithme n’est efficace que si § > 4/ IHT” Dans le
cas dégénéré ou il existe au moins deux moyennes égales (§ = 0), il est possible d’appli-
quer la stratégie a une quantité supplémentaire pour séparer des groupes dont les degrés
normalisés se concentrent au méme endroit. Par suite :

Théoréme. (a,7) est un estimateur consistant des parametres (a, ) du modéle.

2.4 Critere de sélection de modele

Jusqu’a présent, le nombre () de classes était supposé connu. Afin de rendre cette
méthode autosuffisante, on peut aller plus loin dans I’étude du comportement des écarts
entre les degrés normalisés pour en tirer un critere de sélection de modele. Le but en est
de détecter le nombre convenable de classes, en détectant le nombre d’agrégats formés
par les degrés normalisés, grace encore une fois a leur comportement de concentration.

4



Notons (G4)1<¢<q-1 la suite décroissante des écarts entre degrés normalisés successifs, et
(Hy)1<q<0—1 la suite décroissante des écarts entre moyennes successives des groupes issus
de la classification. On note ainsi le critere :

fo = Z \Gq—Hq!+1;+oﬁO<6<1.
1<g<Q—1 nz Go

La premiere somme est grande quand le nombre de classes est trop petit, car les écarts
entre degrés ne correspondent pas aux écarts entre moyennes des groupes qui en englobent
en fait plusieurs. En revanche, le second terme est grand lorsque le nombre de classes est
trop grand, car certains des plus grands écarts (G,)1<4<@ sont situés entre les degrés de
sommets de méme classe. Quand le nombre de classes est correct, le critere tend vers 0.
On démontre suivant ce schéma :

Théoréme. Q = arg ming fo est un estimateur consistant du nombre de classes du
modele.

2.5 Simulations

En classification, on verra que les simulations révelent que l'algorithme est efficace

Inn
n

comme prévu quand § > mais pas avant. Le probleme de cet algorithme est qu’il

fait confiance de la méme facon a tous les degrés normalisés, méme isolés et donc sans
doute peu représentatifs de la classe. Cela arrive quand la concentration trop faible, en
particulier lorsque n est trop petit. Si on veut éliminer les points douteux, on peut utiliser
un autre algorithme qui choisit les () mailles les plus remplies de 'histogramme des degrés
normalisés. Cet algorithme est aussi consistant si le pas du maillage est bien réglé. Il est
meilleur lorsque n est petit, mais perd ’avantage asymptotiquement.

On verra de plus que l'estimation des parametres est tres bonne dans les condi-
tions prévues, et méme assez bonne avant, méme si la classification n’est pas encore
completement exempte d’erreurs.
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Résumé :

Nous proposons une loi a posteriori dont la partition latente est restreinte a une
numérotation particuliere conduisant a la plus grande séparation avec ses permutations.
Deux mesures de séparation sont proposées, I'une globale mais calculable uniquement pour
de tres petites tailles d’échantillon (divergence de Kullback), 'autre locale et donc tres
facile a calculer (écart des lois en le MAP). Un algorithme de Gibbs permet de simuler
facilement suivant cette nouvelle loi. Cette procédure est suffisamment générale pour
s’appliquer directement a toutes les distributions et des expériences dans un cas gaussien
tres simple montrent des résultats particulierement encourageants.
mots-clés : statistique bayesienne, modeles de mélange, label switching, algorithme de

Gibbs

Abstract :

We propose a posterior distribution for which the latent partition is restricted to a
special numbering leading to the largest separation with its permutations. Two different
measures of separation are proposed, the first one being global but untractable even from
very small sample sizes (Kullback divergence), the second one being local and thus very
easy to compute (difference of distributions at the MAP). A Gibbs algorithm allows to
sample easily according to this new distribution. This procedure is general enough to
apply directly with any distribution and some experiments in a basic Gaussian situation
show particular encouraging results.
keywords: Bayesian statistics, mixture models, label switching, Gibbs algorithm

1 Introduction

Au cours des quinze dernieres années il y a eu un tres grand intérét autour de I'utilisation
des méthodes bayésiennes dans les mélanges de distributions. Une des raisons de ce succes
est I’émergence des méthodes MCMC. Cependant, un des principaux problemes de ces
méthodes est la non-identifiabilité des composants causée par des a priori symétriques, ce
qui conduit a I'inutilité des sorties de I'algorithme de Gibbs pour l'inférence ; ce probleme
est connu sous le nom de label switching. Jasra et al. (2005) ont dressé un état de
I'art complet des solutions apportées a ce probleme et nous en rappelons ici les quatre
principales.

Une premiere solution consiste a imposer des contraintes d’identifiabilité artificielles
sur les parametres (Diebolt et Robert, 1994), comme des contraintes d’ordre (6, < 65 par



exemple) pouvant étre interprétées comme une modification de la loi a priori. En pratique
la rupture de la symétrie au niveau de la loi a priori ne suffit pas a régler le probleme
(Celeux et al., 2000 ; Jasra et al., 2005).

Une seconde solution consiste a utiliser des algorithmes de réétiquetage des parametres
générés (Stephens, 1997 ; Celeux, 1998). Il s’agit pour un parametre généré par 1’échantil-
lonneur de Gibbs de trouver sa permutation qui minimise une fonction de perte. La
mise en ceuvre de cet algorithme conduit a un algorithme de type k-means sur ’espace
des parametres. Cette approche souffre des mémes défauts que ce dernier quand les
composants sont peu séparés (Celeux, 1997), ce qui conduit a une sous-estimation de la
variabilité de la loi a posteriori.

Une troisieme solution consiste a utiliser des fonctions de perte invariantes a la per-
mutation des parametres (Celeux et al., 2000). L’utilisation de cette stratégie nécessite
le choix d’une fonction de perte adaptée au probleme inférentiel, ainsi que 1’optimisation
de cette derniere.

Enfin, puisque les méthodes précédentes ne tiennent pas compte de I'incertitude d’attri-
bution de la permutation aux parametres, une approche probabiliste a été proposée (Jasra
et al., 2005 ; Sperrin et al., 2010). Il s’agit de construire un modele sur la distribution a
posteriori non switchée. En pratique, une séquence de parametres pour laquelle le switch
n’est pas encore intervenu est utilisée pour construire un modele sur la distribution a
posteriori non switchée. Cette quantité est ensuite utilisée pour attribuer une probabilité
a chaque permutation du parametre obtenu par 1’échantillonneur de Gibbs. Cette proba-
bilité peut alors étre utilisée pour le calcul de quantités d’intérét telles que la moyenne a
postertorti.

La méthode probabiliste est une avancée intéressante pour le probleme du label switch-
ing, cependant elle nécessite d’une part un réglage visuel pour déterminer si la distribution
n’a pas switchée lors de la construction du modele, et d’autre part elle nécessite de faire
des hypotheses assez fortes sur la distribution a posteriori non switchée. Nous proposons
maintenant une loi a posteriori dont la partition latente est restreinte a une numérotation
particuliere conduisant a la plus grande séparation avec ses permutations, ainsi qu’'un
algorithme de Gibbs permettant de simuler facilement suivant cette nouvelle loi. Les
deux principaux avantages de la méthode proposée, outre sa réelle simplicité de mise en
ceuvre, sont alors la prise en compte de I'incertitude d’attribution de la permutation aux
parametres et d’autre part la non nécessité d’'imposer un modele rigide sur la distribution
a posteriori non switchée.



2 Loi a posteriori restreinte par la partition

2.1 Rappel du probleme de label switching

Nous nous placons dans le cadre générique d’'un mélange de g lois vérifiant les conditions
classiques de régularité

p(10) = " arp(-16)

ou les ay correspondent aux proportions du mélange (o, > 0 et Y, a = 1) et les by
sont les parametres des différentes lois du mélange. On regroupe aussi 1’ensemble des
parametres 0y = (o, f)) en un parametre global 6 = (6y,...,6,) € ©.

Partant d’'un n échantillon i.i.d. x = (xq,...,x,) issu de p(-|f) et d’une loi a priori
p(0), toute inférence bayésienne s’appuie sur la loi a posteriori

p(0]z) oc p(x|0)p(6).

On remarque alors que p(f|z) est invariante & une renumérotation des composantes du
mélange des que p(z|6) et p() le sont aussi. En d’autres termes, notant P, I’ensemble des
permutations de {1,...,g} et 0() = (0,q), - -, 0s()) le parametre 6 permuté en indices
avec 0 € Py, on a p(f|x) = p(o(f)|x) pour tout o € P,. Cette symétrie exacte de la loi
a posteriori, appelé aussi probleme du label switching, rend alors vide de sens le calcul
direct de nombreux estimateurs ponctuels habituels comme la moyenne a posteriori.

2.2 Définition d’une nouvelle loi a posterior:

Afin de pallier ce probleme du label switching, nous proposons de conditionner la loi a
posteriori a une numérotation particuliere non pas sur le parametre 6 comme cela est fait
classiquement mais plutot sur la partition latente. Pour rappel, le modele de mélange
peut étre vu sous la forme générative suivante : chaque z; provient de la loi p(:|3,,) ou
z € {1,..., g} provient lui-méme d’une loi multinomiale de parametre (a,...,a,). On
note alors z = (21,..., 2,) € Z la partition latente qui a servi a générer z.

Notons Z = {Z4,..., Z,} une partition de I’ensemble des partitions Z qui fixe une
numérotation particuliere pour chaque partition z de I’ensemble des données x, ¢’est-a-dire

Vh,h' €{1,...,9!},3o e P, tqz € Z, & 0(z) € Zp

avec 0(z) = (0(z1),...,0(z,)) indiquant que z est permuté en indices pour o € P,.
Dans ce cadre, la loi a posteriori habituelle se décompose comme un mélange de g! lois a
posteriori conditionnées par n’importe qu’elle numérotation particuliere Z des partitions

g! g!

p(Ol) = " p(Ole, Z0)p(Znlr) = ;prrx, 2,).

h=1 " h=1



Remarquons que, contrairement a p(6|z), 'ensemble des lois p(0|x, Z},) ne sont plus stricte-
ment invariantes a la numérotation de z mais 'importance de cette asymétrie dépend bien
entendu du choix de Z. Afin de s’éloigner le plus possible de la symétrie, 'idée clé de notre
proposition est alors de choisir un découpage Z qui sépare au mieux les lois p(0|x, Z;,) de
ce mélange puis de retenir comme nouvelle définition de loi a posteriori n’importe laquelle
de ces ¢! lois p(0|x, Z3,), par exemple p(f|z, Z;), le choix d'un h particulier étant bien
entendu arbitraire et sans conséquence.

Un premier choix naturel de Z , hoté Z;KL, est celui qui conduit au plus grand écart
de Kullback-Leibler entre les composantes de mélange sur Zj,, ce qui s’écrit

L . pOlz, 21)
z _argmgxhg’lﬁg!/@p(m%zﬁln {p(mx, Z) .

Ce critere est inaccessible des de tres petites tailles d’échantillon a cause de la combinatoire
sur le nombre de partitions, c’est pourquoi nous proposons aussi un critere plus simple,
optimisant 1’écart entre les lois en un # particulier au lieu de I'espace © dans son entier.
Nous retenons pour cela l'estimateur du maximum a posteriori OMAP  ce qui donne une
nouvelle numérotation optimale notée ZMAF définie par
] 0V, )
ZMAP _ aromax min o 2,
& Z h=2,..49! p(@MAP’(E,Zh)
En pratique, ZMAP oot immédiate & calculer pour toute taille d’échantillon puisque cela
revient & prendre la numérotation la plus probable individu par individu et calculée en
QMAP .

ZMAP — {z € Z/ld= argm%xp(a(z)\x,HMAP)} :
ocPy

ol Id correspond & la permutation identité. On peut interpréter ¥ 4” comme un parametre
de référence pour la numérotation de la partition latente.

2.3 Simulation suivant un algorithme de Gibbs

L’algorithme de Gibbs classique est 1égerement modifié pour tenir compte du condition-
nement sur Z; mais reste trés simple. On tire z suivant la loi habituelle p(z|x,0), on
permute ensuite z de telle sorte que o(2) € Z,%* ou o(z) € Z,M* (suivant le critere
retenu), enfin on génere 6 suivant p(f|x, o (2)).

3 Expériences dans le cas gaussien

Afin d’illustrer numériquement l'intérét de notre proposition, nous prenons un mélange
tres simple de deux composantes gaussiennes (g = 2) univariées p(+|8x) = N (B, 1) avec



proportions a; = a = 0.5. Les proportions et les variances sont donc connues et fixées,
seules les moyennes 6; = 1 et 6, = (5 sont inconnues. On prend par ailleurs la loi
a priori sur 6y ~ N(0,1) avec #; L 6. On obtient donc au final les lois a posteriori
Orlz,x ~ N(npzr/(ng + 1), 1/ (ng + 1)) et z]0, 2 ~ Ma(1,t:1(0),t2(0)) en utilisant les
notations classiques ny, = Y o Ly, T = > o Lgxi/ny et ti(0) = p(z = k|, 0).
Dans la suite, on prend ¢, = 0 et 65 = 0.25.

3.1 Visualisation sur un exemple

On génere un échantillon x de taille n = 100 et la séquence de chauffe est de 100 itérations
pour 100 000 itérations en tout. Les figures 1 (a) et (b) donnent respectivement les lois
a posteriori p(6|x) et p(f|x, ZMAF). La nouvelle procédure semble bien ne retenir qu’un
unique mode pertinent a premiere vue malgré la forte imbrication des modes de la loi a
posteriori habituelle.

Standard Gibbs Gibbs without label switching
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Figure 1: (a) : loi a posteriori habituelle p(6|x), (b) nouvelle loi a posteriori proposée
p(O]z, 2147,

3.2 Qualité de la moyenne a posteriori

On génere cette fois 100 échantillons x de taille n € {3,10, 100}, la séquence de chauffe
est maintenue a 100 itérations et on effectue 2000 itérations de Gibbs. Le tableau 1 donne
la moyenne de I'erreur quadratique de la moyenne a posteriori pour la stratégie habituelle
basée sur un Gibbs renuméroté par les k-means et pour les deux nouvelles stratégies
proposées p(f|x, ZEL) et p(f|z, ZMAP). La loi p(|z, ZKF) est uniquement disponible
pour n = 3 pour des raisons combinatoires. On remarque que les nouvelles procédures



améliorent uniformément et assez significativement (surtout pour n petit) la qualité de
I'estimateur en comparaison d'un Gibbs/k-means standard.

Stratégie n=3 n =10 n = 100
Gibbs/k-means 0.18648 (0.10316) 0.09613 (0.09677) 0.02594 (0.04200)
KL 0.03358 (0.04357) NA NA

MAP 0.03372 (0.04679) 0.06135 (0.08815) 0.02364 (0.04157)

Table 1: Moyenne (et écart-type) de 'erreur quadratique de la moyenne a posteriori sur
100 réplicats et des chaines de longueur 2000.
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Résumé

Nous présentons un algorithme MCMC permettant d’estimer les parametres d’un mo-
dele de mélange avec interaction spatiale. La difficulté provient de la présence dune
constante de normalisation non calculable : nous nous en affranchissons en utilisant la
méthode de Murray et al.(2006) consistant a générer des variables aléatoires auxiliaires.
Ensuite, nous proposons une technique de sélection du nombre de composantes du mélange
basée sur 'approximation de Chib (1995). Nous illustrons ces techniques par ’analyse
d’images satellites.

Summary

This article introduces an MCMC algorithm to estimate the parameters of a mixture
model with spatial dependence. The main problem comes from an unavailable normaliza-
tion constant and we skip it thanks to Murray et al.(2006)’s method : the idea is to sample
from an augmented distribution which involves two auxiliary random variables. Finally,
we propose a method to select the number of the components of the mixture model, based
on Chib (1995)’s approximation. These techniques have applications in image analysis.

Mots-clés

champs markoviens ; statistique bayésienne ; méthodes de Monte-Carlo par chaines de
Markov ; traitement d’images.



1 Le modeéle

Soit y = (y1,-+ ,yn) € {1,-+-,256}*" les valeurs des niveaux de gris observés sur
les N pixels d'une image. Nous introduisons le champ z; = (214, - ,2n8k) € Zp =
{1,-- ,k}®N donnant la composante de chaque pixel. Soit 0y = (p1x, g, Oks Br) €

R®*+2 Je vecteur des parametres.
Les valeurs des niveaux de gris sont supposées étre des variables aléatoires suivant une
loi gaussienne dont les parametres dépendent de la composante du pixel associé :

, 1 Lryi — py e \2
ilzik = 7,0k) = ex [——(—]’> ]
f(y| k J k:) \/%O'k p 9 oL

Une hypothese classique consiste a considérer que les z;; sont indépendants. Cela
correspond au cas classique du modele de mélange gaussien. Cependant, nous pensons,
comme Alston et al. (2005), qu'il est nécessaire de prendre en compte les relations de
voisinage entre les pixels a travers l'utilisation d’'un champ aléatoire markovien pour la
variable des composantes. Nous supposerons donc que le champ des composantes z; est
distribué suivant un modele de Potts :

f(zx|Br) = exp [@k D Wz = Zug)} /Z(Br)

I~

ou E est la somme sur toutes les paires de pixels voisins et

I~i

Z(ﬂk) = Z €xp [@c Z ]l(zi,k = sz)}

zZLEZ) I~

est la constante de normalisation. Nous noterons S(zx) = ), , 1(2x = 21%) la statistique
exhaustive du modele de Potts. La distribution jointe est donc

N

Frozelbn) = T £ Wilziks 06) f (21 B)

i=1
et celle des observations est
N
F16x) = D 1 wilzin: 06) f (2l Br) -
z, €EZ) 1=1

Estimer les parametres d’un tel modele, quand on observe uniquement le champ y, est
un probleme difficile qui peut étre résolu dans un cadre bayésien.



2 Echantillonneur de Gibbs

On se place dans le paradigme bayésien et on utilise les lois a priori suivantes :

o O-I% ~ Ig(a7 b)a

— e = (g, s ) ~ U0 < pge <o < g < 256),

B~ U([0,3)).
Les valeurs des hyper-parametres a et b sont choisies de telle que maniere que la loi inverse
gamma soit tres dispersée.

En suivant la méthodologie de Ryden et Titterington (1998), nous construisons un
échantillonneur de Gibbs modifié pour générer des réalisations des parametres et des
composantes cachées.

2.1 Etape initiale

Générer a,%, M1kt et B en utilisant les lois a priori. Puis, générer les z; , comme
si 'on avait a faire a un mélange gaussien, a savoir :

Zik ™~ M(l;wi,Lka T 7wi,k,/€)7 Vi = 17 T 7N7

ou )
exp [~ §(15252)’
W'7 ik = — .
TS exp [ - ()]

2.2 Etape itérative

Calculer :
- k=Y, ]}V(Zi,k =7J), Vi=1,---k;
B gjvk:njﬁz:i:lyi]l(zi,k:j)a vjzla 7k7
- 8= ﬁ S i — 5)* Wz = 5), Vi=1,-- k;

A~ N _
- SZ = % i1 (Vi — yzi,k,k)2-

Générer : N .
— 0~ IQ(% +a, —Ziﬂ(yl;&i’k’k) + b) :
0'2 .

= Mgk ™ N(ﬂj,ku ngﬁ)ﬂ(ﬂj—l,k < ik < ,U/j+17k), Vi=1,---k;
— B est mis a jour par I'algorithme de Murray et al. (2006) (voir ci-dessous);
— zig ~ MG wiag, o Wikk), Vi=1,---, N avec

i— k) 2 .

exp [ . %(y al,:m) + B s Lz = ])}

Wijk = 2k 1(Yi—Hyk)2 _ A1
Soimrexp [ — (BT 4 B Y0 Wk = )]




On appelle
(W ol 0 ?) = 1 1)

les simulations obtenues apres convergence.

2.3 Algorithme de Murray

Cet algorithme permet de simuler le parametre [ suivant la distribution conditionnelle
f(Br|zx) méme si celle-ci dépend d’une constante de normalisation inconnue. L’idée est de
simuler depuis une distribution augmentée qui prend en compte deux variables aléatoires
auxiliaires [ et z; :

(Brs Brs 2> 21) o f (Bel2)w (Be) QB Be ) f (Bl 24) - (1)

La distribution a priori de [ est la loi uniforme sur [0, 3] et la distribution Q(S}|0x) est
la loi uniforme sur [95;/10; 115,/10] N [0, 3]. En fait, Ialgorithme d’échange de Murray
est une sorte d’algorithme de Metropolis calibré pour (1) et qui fonctionne de la maniére
suivante (& l'itération ) :

— Mise a jour de f;, et z}, : génération de ), ~ Q(.|ﬁ,gt)) et 2, ~ f(.18L)

— Echange : ](€t+1) = 3, avec probabilité min(1,p*)), sinon ﬁ,gtﬂ) = ,it), avec

S0 _ PGl B (BQBLIB £ (2418
FGrlB T (B)Q(BY18,) £ (2418;)

min(114;,/10,3) — 95,./10 © o ;o -
min(llﬁ,(f)/lo, 3) — 95;(:)/10 exp [(& - 51&(% U(zip = 2jp) — ;; (2 = zjyk))]

Signalons que nous utilisons I'algorithme de Swendsen-Wang pour simuler depuis un
modele de Potts, car le mélange se fait plus rapidement qu’avec un échantillonneur de
Gibbs.

3 Sélection du nombre de composantes

Jusqu’a présent, nous avons considéré le nombre de composantes k£ du modele connu, ce
qui n’est pas le cas en pratique. A la vue des observations, il est donc nécessaire de choisir
le nombre adéquat de composantes k. Si I’on considere une distribution a priori uniforme
sur l'espace des modeles, le paradigme bayésien consiste a maximiser la vraisemblance
intégrée. En effet, si K est la variable alatoire représentant le vrai nombre de composantes,
nous pouvons écrire

P(K = k) = n(kly) o mi(y) = / £(y16)7 (646 .
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La méthode introduite par Chib (1995) pour estimer cette vraisemblance intégrée est
basée sur une application du théoreme de Bayes. Nous avons :

Iyl
"= )

(2)

for all 0} € R®*+2,
Une premiere astuce consiste a utiliser une approximation de Rao-Blackwell basée sur
I’échantillonneur de Gibbs pour estimer le denominateur. En effet,

1 T

72 (bily. z) 3)
t=1

est un estimateur consistent de m(6;|y).
Cependant, alors que 'estimateur (3) est explicite dans un modele de mélange gaussien,
ce n’est pas le cas ici a cause de la dépendance spatiale. En effet, nous avons

7T<91>;|y> Zk) = W((/ﬁ,kv T nul:,ka UZ)’y, Zk)ﬂ-<51:|zk) : (4)

Le premier terme est explicite et similaire au modéle non-spatial. D’apres le théoreme

de Cochran,

~ )
Yik — Mk T Sk 2
s o T, g and N—£ ~ x%_p,
Skl igE op  NE
ot X2 et T, représentent respectivement les distributions du Chi-deux et de Student & n
degrés de liberté.
Le second terme de 'expression (4) est donné par

) S (2| B7)m(BR) ]
m(Bil) = = (8IS (@)
f f(Zka)W(ﬁk)dﬁk
Pour contourner 'obstacle de la constante de normalisation, nous choisissons d’estimer
cette distribution conditionnelle par un estimateur a noyau en nous appuyant sur tous

les couples (ﬁ,;, S (z;)) simulés par l'algorithme de Murray. Les largeurs de bande sont

sélectionnées suivant les recommandations de Bashtannyk et Hyndman (2001).

Enfin, nous utilisons également 1’approximation de Rao-Blackwell pour estimer le numé-
rateur de l'expression (2).

Nous choisirons donc comme nombre de composantes la valeur de k& maximisant my(y).
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Prévision statistique et inégalité matricielle de type Cramér-Rao,
Emmanuel Onzon

On commence par un rappel sur le risque quadratique pour 'estimation d’une part et pour la
prévision statistique d’autre part. On présente ensuite une inégalité de type Cramér-Rao pour
la matrice d’erreur quadratique de prévision. On discute le cas ou la borne est atteinte et on
présente un prédicteur sans biais efficace pour le processus de Poisson bivarié.

On the estimation of a restricted location parameter for symmetric
distributions, Ouassou Idir

On considere le probleme de I’estimation de la moyenne d’une distribution a symétrie sphé-
rique unidimensionnelle quand celle-ci est restreinte a un intervalle [a; b]. Sans perte de géné-
ralité, nous supposons que a =-m, b = m, avec m > 0. Les questions intéressantes concernent la
performance du fréquentiste d’estimateur Bayesien, telles que la détermination de I’estimateur
Bayesien qui améliore 'estimateur de maximum de vraisemblance (mle).

Exact nonparametric two-sample homogeneity tests for possibly discrete
distributions, Abdeljelil Farhat and Jean-Marie Dufour

In this paper, we study several tests for the equality of two unknown distributions. Two are
based on empirical distribution functions, three others on nonparametric probability density
estimates, and the last ones on differences between sample moments. We suggest controlling
the size of such tests (under nonparametric assumptions) by using permutational versions of the
tests jointly with the method of Monte Carlo tests properly adjusted to deal with discrete dis-
tributions. We also propose a combined test procedure, whose level is again perfectly controlled
through the Monte Carlo test technique and has better power properties than the individual
tests which are combined. Finally, in a simulation experiment, we show that the technique sug-
gested provides perfect control of test size and that the new tests proposed can yield sizeable
power improvements.

Sur la convergence asymptotique des M-estimateurs pondérés,
Mohammed El Asri

Soit X1, Xs, ..., X, une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? issue de la méme loi
paramétrique Py, avec § dans un ouvert © de R?. Soit p(x,8) une fonction mesurable en z, et
telle que 6y := argmin [ p(x,0)d Py existe et soit unique. Nous étudions dans ce travail la classe

EE)

des M-estimateurs pondérés minimisant la fonction objective + > | w;p(X;, 0).
La médiane spatiale est un M-estimateur qui présente de tres bonnes qualités de robustesse (avec
un point de rupture maximal) et de bonnes propriétés de convergence asymptotique [Brown

(1983), Chakraborty et Chaudhuri (1996)].
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Nevalainen et al. (2006) et (2007) ont étudié, dans le cas des variables clusterisées, deux types
de médianes spatiales : pondérée et non-pondérée. Ils montrent la consistance, la normalité
asymptotique de leurs estimateurs et le fait que la pondération permette d’améliorer I'efficacité
relative de la médiane spatiale. Le résultat reste valable méme dans le cas i.i.d ou la corrélation
intracluster est nulle.

Il parait pertinent, de généraliser ces résultats pour la classe des M-estimateurs pondérés. Dans
un premier temps, nous explicitons les hypotheses qui permettent d’étudier le comportement
asymptotique des M-estimateurs pondérés (consistance et normalité). Enfin, nous détaillons
deux exemples d’application : la médiane spatiale et I'estimateur de Huber pondérés.

Vraisemblance empirique pour les séries temporelles périodiques, Hugo
Harari-Kermadec and Jacey Leskow

Dans cette présentation, nous proposons d’utiliser la vraisemblance empirique pour des don-
nées dépendantes suivant un modele périodique. L’originalité de cette étude tient a la non
stationnarité des séries étudiées. Pour simplifier la présentation, nous étudierons le cas d’un
processus auto-régressif périodique d’ordre 1, un P-AR(1). La construction de blocs de données
respectant la structure de dépendance est centrale ici : les données étant P périodique, nous
proposons de choisir des blocs de longueur proportionnelle a P.
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RESUME

On commence par un rappel sur le risque quadratique pour I'estimation d’une part
et pour la prévision statistique d’autre part. On présente ensuite une inégalité de type
Cramér-Rao pour la matrice d’erreur quadratique de prévision. On discute le cas ou la
borne est atteinte et on présente un prédicteur sans biais efficace pour le processus de
Poisson bivarié.

Mots-clés
Inégalité de Cramér-Rao, Prédicteur efficace, Prévision, Information de Fisher

ABSTRACT

We begin firstly with a reminder about the quadratic risk for estimation and secondly
for statistical prediction. Then we present a Cramér-Rao type inequality for the quadra-
tic prediction error matrix. We discuss the attainment of the bound and we present an
unbiased efficient predictor for the bivariate Poisson Process.

Keywords
Cramér-Rao inequality, Efficient predictor, Prediction, Fisher information

1 Erreur quadratique de prévision

On considere la théorie statistique de la prévision comme une extension de la théorie
statistique de 'estimation telle que présentée par Bosq et Blanke (2007). On rappelle
brievement le cadre de 'estimation avant d’aborder son extension a celui de la prévision.
Dans la théorie de I'estimation, le statisticien observe la réalisation d’une variable aléatoire
X dont la distribution est inconnue mais supposée appartenir a une famille de mesures
de probabilité (IPy)sco, ol § € O est le parametre inconnu de la famille. Dans ce cadre,
le probleme est d’estimer le parametre 6 ou une fonction g(f) de ce parametre. Pour cela
le statisticien construit un estimateur qui est une fonction de I'observation X. Un moyen



commode de mesurer la performance d'un estimateur 7'(X) donné, qui admet un moment
d’ordre 2, est d’utiliser ’erreur quadratique

Eo(T(X) — 9(9))”.

Dans le cas ou g est a valeur multidimensionnelle on peut utiliser la matrice d’erreur

quadratique
T

By (T(X) = 9(0)) (T(X) — 9(6)) -
Pour comparer deux matrices d’erreur A et B on peut utiliser 'ordre partiel suivant.
A < B ssi B — A est semi-definie positive.

Dans le cadre de la prévision on considere un processus aléatoire (Z;)icr, avec I 1'en-
semble des dates qui peut étre discret ou continu. On suppose que sa loi appartient a la
famille (IPg)geco et qu'on observe le processus sur un sous-ensemble J C I. La variable
observée est donc X = (Z;)cs. Si on suppose par exemple qu’on connait le processus
jusqu’au temps T on a donc X = (Z;);<r, si on suppose qu’on observe le processus uni-
quement a la date T" alors on a X = Zy. On cherche a prédire une valeur du processus a
une date ultérieure aux observations, par exemple Zr,,, au moyen d’un prédicteur p(X)
construit avec les données observées X. L’erreur quadratique de prévision est alors

Ey(p(X) — ZT+h)2-
On a la décomposition suivante de I'erreur quadratique
2 2 2
Eo(p(X) — Zrin)” = Eo(p(X) — Eo[Zrsn|X])” + By (Eo[Zrin| X] — Zryn)™

On remarque alors que minimiser ’erreur par rapport a Z;,, revient a minimiser l’erreur
par rapport a FEy[Zr,|X] qui est une variable aléatoire X-mesurable qui est fonction de
6. Ceci justifie d’étudier 'erreur de p(X) par rapport a une quantité quelconque g(X, )

Eo (p(X) — 9(X,8))7,

ou x — g(z,0) est une fonction mesurable pour tout ¢ € O.
Lorsque X est multidimensionnel I’erreur correspondante est la matrice

Eo(p(X) — g(X,0)) (p(X) — 9(X,6))".

Enfin on définit la notion de biais pour la prévision de maniere analogue a I’estimation.
Un prédicteur p(X) est dit sans biais pour prédire Zr,, si Egp(X) = E¢Zr., pour tout
0 € © et il est sans biais pour prédire g(X, 0) si Egp(X) = Eyg(X,0) pour tout 0 € O.



2 Inégalité de Cramér-Rao pour la prévision

Soit 0 le parametre d'une famille (IPy)pco et X une variable aléatoire observée de loi Py.
On considere le probleme d’estimation de ¢(#), une fonction différentiable du parametre
0, par un estimateur sans biais 7'(X). L’'inégalité de Cramér-Rao pour I'estimation donne
une borne inférieure pour l'erreur quadratique de T'(X) lorsque la famille admet une
densité f(z,0) qui satisfait certaines conditions de régularité que nous ne rappelons pas
ici mais qu’on trouve dans les ouvrages de référence sur I’estimation ponctuelle tels que
Lehmann et Casella (1998). On rappelle 'inégalité dans le cas ou l'estimateur sans biais
T(X) estime une quantité g(f) avec g une fonction différentiable et telle que 6 et g() sont
multidimensionnels (inégalité matricielle avec A < B ssi B — A est semi-définie positive).

T

Eo(T(X) — g(0)) (T(X) — g(0)) " = G(O)I(0)"'G(0)",
ou G(0) est la matrice jacobienne de g et I(6) est la matrice d’information de Fisher
1(8) = Eo(VoIn f(X,0)) (Vo ln f(X,0))",

ou on a noté Vy 'opérateur gradient par rapport a la variable multidimensionnelle 6.

Yatracos (1992) a donné une généralisation de cette inégalité dans le cadre de la
prévision statistique pour un parametre et une variable a prédire unidimensionnels. Nayak
(2002) généralise au cas multidimensionnel en donnant une inégalité matricielle. On in-
troduit des hypotheses avant d’énoncer cette inégalité.

Hypotheéses 1 O C R? est un ouvert, le modele associé & X est dominé par une mesure
o-finie p, X admet une densité f(x,0) par rapport a u telle que {z : f(z,6) > 0} ne
dépend pas de 0 et Vyf(x,0) existe. Finalement I'information de Fisher relative a X

1(0) = Eg[LoL]] avec Ly= Vyln f(X,0),
satisfait det(I(6)) # 0 et tous ses coefficients sont finis.

On note Jy 'opérateur matrice jacobienne par rapport a la variable multidimension-

nelle 6.

Théoréme 1 Soient p : X — R* un prédicteur sans biais de g(X,0) et g: X x © — RF
telle que pour tout @ € © la fonction x — g(x,0) est mesurable, g(X,0) € L*(IPy), © C R?
et pour tout x la fonction 0 — g(z,0) est différentiable sur ©. Si les hypothéses 1 sont
satisfaites et si en tout point 8 de © les égalités

/ 92, 0) (. 60) du(x) = By [g(X.0)], (1)



/ p() f(,8) dyu(z) = Ey[g(X, )], (2)

sont dérivables sous le signe intégral par rapport a chacune des composantes de 0, alors
T _
By (p(X) — 9(X.0)) (p(X) — g(X,0)) > G(0) 1(0)~' G(9)", (3)
ot on a noté G(0) = Eg(Jog(X,0)).

3 Prédicteur efficace

Dans cette section on étudie le cas ou la borne de linégalité (3) est atteinte. Les
résultats suivants apparaissent dans Onzon (2011).

Proposition 2 On suppose les hypothéses du théoréme 1. L’inégalité (3) devient une
égalité si et seulement si

p(X) = g(X,0) + GO ()" Ly, Pops.

On rappelle qu'un estimateur sans biais dont 'erreur quadratique atteint la borne de
Cramér-Rao est dit efficace. Suivant cette convention on appelle prédicteur efficace sans
biais un prédicteur sans biais dont l'erreur quadratique atteint la borne de I'inégalité (3).
Lorsque le prédicteur est efficace et que k = d la densité satisfait certaines conditions
données dans le théoreme suivant.

Théoréme 3 On suppose que les hypothéses 1 sont satisfaites et I’égalité (1) est dérivable
sous le signe intégral. Soit p : X — R* un prédicteur efficace sans biais de g(X,0)
et g : X x © — R* une fonction telle que pour tout § € © la fonction x — g(x,0)
est mesurable et g(X,0) € L2(P)), © C R? et pour tout x la fonction 0 — g(z,0) est
différentiable sur ©. On note G(0) = Eq(Jog(X,0)).

Si pour tout 0 la matrice G(0) est inversible et qu’il existe une fonction différentiable
A0 — RF telle que (JQA(H))T = I(0)G(0)7, alors il existe B : X x © — R une
fonction différentiable par rapport a 0 € © telle que

f(x,0) = exp ((A(0), p(z)) — B(z,0)), VI€O et Py g-p.t z€X,
et VoB(z,0) = (JQA(G))Tg(x,H), Ve O et Pxp-pt zelk.

Remarque La famille de densités fy(z) = exp{(A(0),p(x)) — B(z,0)} n’est pas une fa-
mille exponentielle car B(z,0) peut ne pas étre une somme Bj(z) + By(#). Néanmoins
lorsque g dépend seulement de 0, 'égalité VyB(z, ) = (JgA(O))Tg(Q) implique qu’il existe
By et Bj telles que B(x,0) = By(z) + B2(0), pour tout § € © et z € X. Ce cas est celui
ou le cadre de la prévision se réduit a celui de I’estimation.

Le théoreme suivant est une réciproque



Théoréme 4 On suppose que les hypothéses 1 sont satisfaites. Soit g : X x © — RF
une fonction telle que pour tout 0 € © la fonction x — g(z,0) est mesurable et g(X,0) €
L2(Py) et © C R On suppose que X admet la densité

f(z,0) = exp ((A(@),p(x)> — B(:U,G)), feo, (4)

avec p : X — RF une fonction mesurable et A : © — R deux fois différentiable de matrice
jacobienne inversible et B : X x © — R deux fois différentiable par rapport a 6 € ©, ou
A et B satisfont g(X,0) = (JQA(G))ilTVQB(X, 0).

Si [ f(z,0)du(z) est deux fois dérivable sous le signe intégral, alors p(X) est un
prédicteur efficace sans biais de g(X,0).

Remarque Toute densité f(z,0) qui ne s’annule pas peut s’écrire comme (4), en choisis-
sant A(f) = 0, p(x) =0 et B(z,0) = —log(f(z,0)). Mais sous cette forme, la quantité a
prédire donnée par le théoreme n’est pas nécessairement intéressante. Le théoreme est utile
quand il est possible d’écrire la densité de telle sorte que la quantité (J@A(Q)) _1TVQB(X, 0)
est intéressante a prédire.

4 Prévision d’un processus de Poisson bivarié

On considere le processus de Poisson bivarié (Nt) +~o e suivant la définition de Mar-

shall et Olkin (1967) et on note V¢t > 0, N, = (%Lt). Il est markovien et ses accroisse-
2,

t
ments sont indépendants et stationnaires. Le parametre du modele est 0 = (A1, Ao, A3) €

Rf’ avec A3 < min(\;, Ay). La loi est

min(z1,2) | z1—k ro—kyxi+xo—k
T — (At AF(AL = Ag)" T (A — Ag) ™2
9) = PN = _ —(tA2=3)
f(@,6) 9( ¢ <x2> ) c kz:; Kl (z1 — k)!(z2 — k)! ’

avec z = (2 $2)T e N2

Dans ce qui suit on étudie le probleme de prédire N, en supposant qu’on connait
le processus uniquement a la date 7' (donc la variable observée est X = Np). D’apres
Kocherlakota et Kocherlakota (1992) I'inverse de la matrice d’information relative a ’ob-
servation Xp est

LM A A
107 =2 (% A A
As A3 6

(avec 6 donné dans Kocherlakota et Kocherlakota (1992))
Pour tout ¢ > 0, Ny, et Ny, sont des variables de Poisson de parametres respectifs
At et Aot, et de covariance égale a Ast.



L’espérance conditionnelle de N, sachant N est

A
Ey" Nrip = B, " [Nrip — Np+ Np| = Eg[Nryp, — Np|+ Ny = EgN, + Np = h (/\;) + Nr.

Ceci et le théoreme de Lebesgue prouvent la dérivabilité de (1) sous le signe intégral.
Ny, T }: _ Ny r
T et 2= "

A1 et Ay s’estiment sans biais par Xl =
\ . A . .
a poser le prédicteur p(Np) = h Xl + Np = %NT + Np = TT”‘NT qui est sans biais.

2

L’égalité (2) est dérivable sous le signe intégral par rapport a A\;, Ay et A3, en utilisant le
théoreme de Lebesgue.

Bosq et Blanke (2007) ont montré que p(Nr) est un prédicteur efficace dans le cas
univarié. Nous allons voir que c’est aussi vrai dans le cas bivarié. L’erreur quadratique du

prédicteur par rapport a ’espérance conditionnelle est

Ry = Eo(p(Nr) — E§" Nryp) (p(Nr) — EéVTNTJrgL)T
2 A MNr A N\T R A A
- ew((3) -0 - = F ()

On calcule maintenant la borne de Cramér-Rao G(0)I(0)"*G(6)*.

respectivement. Ce qui incite

h 0 O
G(0) = Eo(JoE)" Nyyp) = (0 L 0) :

G(O)I(0)G(6)" = % (i; iz) — Ry

La borne de Cramér-Rao est atteinte, p(N7) est un prédicteur efficace.
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Résumé

On considere le probleme de l'estimation de la moyenne d’une distribution a symétrie
sphérique unidimensionnelle quand celle-ci est restreinte a un intervalle [a, b]. Sans perte
de généralité, nous supposons que a = —m, b = m, avec m > 0.

Consider the problem of estimating under squared-error loss, based on an observable
X, the median 6 of a spherically symmetric univariate model where 6 is known to be
restricted to an interval [a,b]. Without loss of generality, we set a = —m, b = m, with
m > 0. Interesting questions pertain to the frequentist performance of Bayesian estima-
tors, such as the determination or description of Bayesian estimators that improve upon
the benchmark (but inadmissible; e.g., Charras and van Eeden, 1993) maximum likeli-
hood estimator (,],). With respect to the last question, findings have been obtained,
for normal models and among others, by Casella and Strawderman (1981); Gatsonis,
MacGibbon and Strawderman (1987); and Marchand and Perron (2001); and for more
general models by Moors (1981, 1985) and Marchand and Perron (2005, 2007).

The results of Marchand and Perron (2001), which are developed for multivariate
versions with X ~ N,(0,0%L,), ||0]] < m, and known o2, will be of particular relevance to
us. Namely, their results for p = 1 imply that:

(i) all Bayes estimators with respect to a symmetric about 0 prior dominate d,], as
soon as m < coo with ¢g ~ 0, 4837;

(ii) the Bayes estimator dpy with respect to a boundary uniform prior on {—m,m}
dominates d,,], as soon as m < o;

(iii) the Bayes estimator dy with respect to a fully uniform on [—m, m] prior dominates

dpple as soon as m < cyo with ¢y ~ 0, 5230;



(iv) a Bayes estimator d, with respect to an absolutely continuous, symmetric and log-
concave density m on [—m,m|, with 7(-) also nondecreasing on [0, m], dominates

dmle for m < czo with ¢, > ¢y (see their Remark 4, part 1)

Extensions of (ii) to a large class of symmetric models were also obtained by Marchand
and Perron (2005, 2007).

The main original contributions in this paper are explicit extensions of (i), (iii), and
(iv) to various other univariate, unimodal, and symmetric models. Although the findings
of Marchand and Perron (2001) do suggest that the existence of such dominance results
is perhaps not surprising, it remains particularly interesting that a unified development
for logconcave densities with a first derivative which is logconvex on (0,2m), such as
the one given here, is possible and leads to reasonable simple dominance conditions.
Moreover, analogous dominance results to (i) are established, outside this framework;
first to Student distributions providing a stronger general Bayesian result than the one
obtained by Marchand and Perron (2005) which is limited to the estimator dpy and (ii);
secondly to logconvex on (6,00) densities which will include scale mixtures of Laplace
densities. Various other illustrations are given. These include : examples of dominating
Bayesian estimators, numerical evaluations of the cutoffs points (e.g., ¢; as in m < ¢,)
for dominance, applications to truncated linear and truncated linear minimax estimators
and a multivariate Student dominance result.

As in Marchand and Perron (2001), the technical arguments relied upon to arrive at these
findings begin with conditional risk decompositions of the type | X| < m, |X| > m, and
|X| =r,r> 0. Perron (2003) exploited these types of decompositions to obtain analogous
dominance results for estimating a Binomial proportion p when |p — %| is constrained
above, while Marchand and Perron (2005, 2007) made use of the conditioning on |X| = r
to obtain their previous extensions of (ii).

Along with the recent reviews of estimation problems in restricted parameter spaces given
by Marchand and Strawderman (2004) or van Eeden (2006), a renewed interest in re-
stricted parameter space inference has occurred with problems arising in particle physics
as reported upon by Mandelkern (2002). An additional motivation for the type of prob-
lem considered here comes from a connection with inference problems in the presence of
additional information, such as the problem of estimating a mean 6, based on observables
Y1, Ys with E(Y;) = 0;;i = 1,2, subject to the additional information that | ; — 65| < ¢ for
some known constant ¢ (e.g., Marchand and Strawderman, 2004; van Eeden and Zidek,
2004).

Keywords and phrases : Maximum likelihood estimator, restricted parameter space, Bayes
estimator, squared error loss, dominance, symmetric location families, Cauchy and Stu-
dent models, logconcave densities, logconvex densities, scale mixture of Laplace densities.
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Abstract

In this paper, we study several tests for the equality of two unknown distributions.
Two are based on empirical distribution functions, three others on nonparametric prob-
ability density estimates, and the last ones on differences between sample moments. We
suggest controlling the size of such tests (under nonparametric assumptions) by using
permutational versions of the tests jointly with the method of Monte Carlo tests properly
adjusted to deal with discrete distributions. We also propose a combined test procedure,
whose level is again perfectly controlled through the Monte Carlo test technique and has
better power properties than the individual tests which are combined. Finally, in a simu-
lation experiment, we show that the technique suggested provides perfect control of test
size and that the new tests proposed can yield sizeable power improvements.

Key words: nonparametric methods; two-sample problem; discrete distribution; discon-
tinuous distribution; goodness-of-fit test; Kolmogorov-Smirnov test; Cramér-von Mises;
kernel density estimator; exact test; permutation test; Monte Carlo test; bootstrap; com-
bined test procedure; induced test.



Résumé

Dans ce texte, nous étudions plusieurs tests pour ’egalité de deux distributions inconnues.
Deux de ces tests sont basés sur des fonctions de distribution empiriques, trois autres sur
des estimateurs non-paramétriques de fonctions de densité, et les trois derniers sur des
moments empiriques. Nous proposons de controler la taille des tests (sous des hypotheses
non-paramétriques) en employant des versions permutationnelles de ces tests conjointe-
ment avec la méthode des tests de Monte Carlo ajustée pour tenir compte de la possibilité
de distributions discontinues. Nous proposons aussi une méthode pour combiner plusieurs
de ces tests, le niveau de ces procédures étant aussi controlé par la technique des tests de
Monte Carlo, laquelle possede de meilleures propriétés de puissance que les tests individu-
els combinés. Finalement, nous montrons dans une étude de simulation que la technique
suggérée controle parfaitement la taille des différents tests considérés et que les nouveaux
tests proposés peuvent fournir de notables améliorations de puissance.

Mots clés: méthodes non-paramétriques; probleme des deux échantillons; distribution
discrete; distribution discontinue; test d’ajustement; test de Kolmogorov-Smirnov; esti-
mateur a noyau pour une densité; test exact; test de permutations; test de Monte Carlo;
bootstrap; test combiné; test induit.

Introduction and summary

An important problem in statistics consists in testing whether the distributions of
two random variables are identical against the alternative that they differ in some way:.
Specifically, consider two random samples X7, ..., X, and Y7, ..., Y}, such that F(z) =
PIX; <z],i=1,..,n, and G(z) = P[Y; < z], j = 1, ...,m. We shall not impose here
additional restrictions on the form of the cumulative distribution functions (cdf) F and G,
which may be continuous or discrete. The problem consists in testing the null hypothesis

Hy:F =G (1)

against the alternative

H :F+@. (2)

Hy is a nonparametric hypothesis, so testing H, requires a distribution-free proce-
dure. Thus, many users who have to make such a confrontation resort to a goodness-of-fit
test, usually the two-sample Kolmogorov-Smirnov (KS) test [ Smirnov(1948)] or the
Cramér-von Mises (C'M) test [Lehmann(1951), Rosenblatt(1952) and Fisz(1960)]. Other
procedures that have been suggested include permutation tests based on L, and Ly dis-
tances between kernel-type estimators of the relevant probability density functions (pdf)



[Allen(1997)] and tests based on the difference of the means of the two samples consid-
ered [Pitman(1937), Dwass(1957), Efron-Tibshirani(1993)]. Except for the last procedure,
which is designed to have power against samples that differ through their means, the exact
and limiting distributions of the test statistics are not standard, and tables for the exact
distributions are only available for a limited number of sample sizes. Thus these tests are
usually performed with the help of tables based on asymptotic distributions. This leads
to procedures that do not have the targeted size (which can easily be too small or too
large) and may have low power.

In this paper, we aim at finding test procedures with two basic features. Namely, the
latter should be: (1) truly distribution-free, irrespective of whether the underlying distri-
bution F' is discrete or continuous, and (2) exact in finite samples (i.e., they must achieve
the desired size even for small samples). In this respect, it is important to note that the
finite and large sample distributions of usual test statistics are not necessarily distribution-
free under Hy. In particular, while the K'S and C'M statistics are distribution-free when
the observations are independent and identically distributed (i.i.d.) with a continuous dis-
tribution, this is not anymore the case when they follow a discrete distribution. For the
statistics based on kernel-type density estimators, distribution-freeness does not obtain
even for 7.i.d observations with a continuous distribution. This difficulty can be relaxed
by considering a permutational version of these tests which uses the fact that all per-
mutations of the pooled observations are equally likely when the observations are i.i.d
with a continuous distributions. The latter property, however, does not hold when the
observations follow a discrete distribution. So none of the procedures proposed to date for
testing Hj satisfies the double requirement of yielding a test that is both distribution-free
and exact. For further discussion of permutation tests, the reader may consult Dufour-
Hallin(1993) and Pesarin(2001).

Given recent progress in computing power, a way to solve this difficulty consists in
using simulation-based methods, such as bootstrapping or Monte Carlo tests. The boot-
strap technique however does not ensure that the level will be fully controlled in finite
samples [for further discussion of bootstrapping, see Efron-Tibshirani(1993) and Davison-
Hinkley(1997)]. For this reason, we favor Monte Carlo (MC) test methods. MC tests were
introduced by Dwass(1957) and Barnard(1963). An important feature of such procedures
is that exactness obtains for a given of number of MC replications, without the need to as-
sume that the latter is large or goes to infinity. Further discussions and extensions are also
available in [Birnbaum(1974), Dufour-Farhat-Gardiol-Khalaf(1998), Dufour-Khalaf(2001)
and Dufour(2006)].

In this paper, we first show how the size of all the two-sample homogeneity tests de-
scribed above can be perfectly controlled for both continuous and discrete distributions
on considering their permutational distribution and using the technique of MC tests prop-



erly adjusted to deal with discrete distributions. As a result, in order to implement these
tests, it is not anymore necessary to establish the distributions of the test statistics, either
in finite samples or asymptotically.

Second, as a consequence of the great flexibility allowed by the MC test technique in
selecting test criteria, we suggest alternative procedures that can provide power gains.
These include: (i) a statistic based on the L., distances between kernel-type pdf estima-
tors; (ii) extensions of the permutational test based on the difference of two-sample means
to higher order moments, such as sample variances, asymmetry (as third moments) and
kurtosis sample coefficients.

Thirdly, on observing that no single test uniformly dominates the others with respect
to power, we show that different tests can be combined easily to obtain procedures with
better overall power and robustness properties. The procedures proposed involve three
steps: (1) in order to make the different statistics comparable, the latter are standardized
using first and second moments estimated by simulation; (2) the combined test statistic
is defined as the maximum of the standardized test statistics; (3) the MC test technique
is used to control the size of a test based on the combined statistic. Depending of the
statistics considered different combined tests can be built in this way.

Fourth, we show that the size of these combined test can also be exactly controlled in
finite samples through the use of the MC test technique, which will automatically take
account of the dependence between the test statistics as well as the discrete nature of
their distribution, with a fixed (possibly very small) number of MC replications. It is
of interest to note here that such control would be much more difficult, using standard
distributional methods, which typically only yield finite-sample (conservative) bounds
or large-sample approximations. Typically, combined test procedures are based on the
assumption of independence between the test statistics [see the review of Folks(1984)],
which does not hold here, or the use of approximations based on bounds [see Miller(1981),
Dufour-Torres(1998,2000)] or asymptotic arguments [see Pesarin(2001)]. In contrast, the
method we propose for controlling test size does not appeal in any way to the assumption
that the number of observations or the number of MC replications go to infinity (as done,
for example, in justifying bootstrap techniques).

Fifth, we present the results of a MC experiment which shows clearly that usual large-
sample critical values do not control size, while the MC versions of the tests achieve this
aim perfectly. Further, we see that the new procedures introduced, either individually or
combined with other procedures, can lead to substantial power gains.

In the simulation study, all tests [both the original tests as well as their MC coun-
terparts| were performed at the 5% level using 10000 trials. This entails that the 95%



Table 1: Continuous distributions with their means and variances

Distribution | N(0,1) | Ezp(0,1.5) | T'(2,1) | B(2,3) | Log(—1,1) | A(4, 1.5) | U(0,1)

Mean 0 1.50 2 40 -1 168.17 .50
Variance 1 2.25 2 04 | 05513372 240055 1/12

confidence interval for the nominal level is [4.57%, 5.43%]. Furthermore, they were all
conducted with equal sample sizes m = n = 22. As mentioned earlier, each MC test was
carried out by picking at random N = 99 permutations of the original grouped sample
and this was done by using the IMSL (1987) Program Library random number generator.
In his simulation study, Allen(1997) used 2500 trials and each permutation or bootstrap
test was carried out with 499 samples.

For the first part of the study where F' and G are both continuous, the following distri-
butions were considered: normal N(0,1), exponential Exp(0, 1.5), gamma I'(2, 1), beta
B(2, 3), logistic Log(—1, 1), lognormal A(4, 1.5) and uniform U(0, 1). In this choice, care
was taken to have at the same time simple parameters as well as appreciably different
means and variances. Table 1 gives the list of those means and variances. Four types of
situations were considered: (i) the distributions were standardized, and thus had common
zero mean and unit variance; (ii) the distributions were only centered, and thus had the
zero mean but different variances; (iii) the distributions were only scaled, and thus had
different means and common unit variance; (iv) the distributions remained as is and thus
had different means and different variances. Whatever the situation, a null hypothesis is
obtained each time F' and G share the same distribution from the list and an alterna-
tive hypothesis is obtained each time F' and G possess different distributions from that list.

For the second part of the study where F' and G are discrete, the five most commonly
used distributions were retained: discrete uniform [DU(n)] on the integers {1, 2, ..., n},
binomial [Bin(n, p)], geometric [Geo(p)], negative binomial [Nbin(N, p)] and Poisson
[P(N)]. Since it is a prohibitive task to find parameters that will simultaneously give rise
to either common mean and common variance, the following three situations were consid-
ered: (i) the distributions were DU (19), Bin(20, 0.5), Geo(0.1), Nbin(8, 0.2), P(10) and,
thus had common mean 10 and variance 30, 5, 90, 2.5 and 10 respectively; (ii) the dis-
tributions were DU(10), Bin(33, 0.5), Geo((v/34 — 1)/16.5), Nbin(3, (v/108 — 3)/16.5),
P(8.25) and, thus had mean 5.5, 16.5, 3.42, 2.23 and 8.25 respectively but common vari-
ance 8.25; (iii) the distributions were DU(10), Bin(10, 0.1), Geo(0.3), Nbin(10, 0.2),
P(5) and, thus had mean 5.5, 1, 3.33, 50 and 5 respectively and variance 8.25, 0.9, 7.78,
200 and 5 respectively.



As a check on the accuracy of our study, Tables 1 and 2 of Allen(1997) were repro-
duced adding, however, the CM, the L., and the combined MC tests and by excluding
the bootstrap tests.

Most statistics described in the preceding sections have not been well tabulated, so
a study of the reliability of tabulated critical values can only be limited. We present
some results on this issue for the K'S and C'M tests. For continuous distributions, we see
that the standard K.S and CM tests satisfy the level constraint, although the rejection
frequencies of the K'S test are in some cases notably lower than the level. This can be
explained by the fact the 0.05 level cannot be achieved by a non-randomized procedure
(due to the discrete character of the distribution), so that the critical values used corre-
spond to smaller sizes. In the case of discrete distributions, it is of interest to note that
the KS test can be quite conservative (as predicted by earlier theoretical results), while
the C'M test can substantially overreject: the C'M test is not generally conservative for
discrete distributions. In all cases, irrespective of whether the distributions are continuous
or discrete, the permutational MC tests have rejection frequencies essentially identical to
their nominal levels (as expected).

In this paper, we first showed that finite-sample distribution-free two-sample homo-
geneity tests, for both continuous and discrete distributions, can be easily obtained on
combining two techniques: (1) by considering permutational versions of most proposed
tests for that problem; (2) by implementing the permutation procedures as Monte Carlo
tests with an appropriate tie-breaking technique to take account of the discreteness of
the test null distributions. Second, due to the flexibility of the Monte Carlo test tech-
nique, we could easily introduce and implement several alternative procedures, including
permutation tests comparing higher-order moments and procedures based on combining
several test statistics. Thirdly, in a simulation study, it was shown that the procedures
proposed work as expected form the viewpoint of size control, while the new test statistics
suggested yield power gains.
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Résumé

Soit X1, X, ..., X, une suite de variables aléatoires & valeurs dans R? issue de la méme
loi paramétrique Py, avec 6 dans un ouvert © de R¢. Soit p(z, #) une fonction mesurable en

xz, et telle que 6y := argminF(p(X, 0)) = argmin [ p(z,0)dPp existe et soit unique. Dans
e €0

cet article, nous étudions la classe des M-estimateurs pondérés én(Xl,XQ, X)) =
argmin% > or wip(X;, 0) pour estimer 6. Nous établissons la consistance et la normalité
€0

asymptotique de 0,. Cette classe engendre, entre autres, 'estimateur de la médiane
spatiale pondérée étudiée par Nevalainen et al. (2007). Nous détaillons cet exemple ainsi
que celui de 'estimateur de Huber pondéré.

Abstract

Let X1, X5, ..., X,, be a sequence of random variables i.i.d in R? with the same para-
metric distribution P, with parameter § € © an open subset of R . Let p(z,0) a a-
measurable function such that there exist an unique 6y defined by 6y := argminE(p(X, 0)) =

9o

A

argmin [ p(z,0)dPy. In this paper, we use the class of weighted M-estimators 6,, :=
0co

argmin% Yo wip(X;, 0) to estimate 6. We establish consistency and asymptotic nor-
e)

mality of 0,. A special case of this estimator class, the weighted spatial median, is
presented in Nevalainen et al. (2007). We detail this example as well as the weighted
Huber estimator.

1 Introduction

La classe des M-estimateurs est introduite par Huber en 1964. Cette classe engendre
des estimateurs tels que la médiane, la moyenne empirique et ’estimateur du maximum
de vraisemblance. Sur le sujet, on trouve notamment dans les articles d’'Huber (1981),
Hampel et al. (1986), Van Der Vaart (2000), Van de Geer (2009), Massé et Plante (2003)
et Arcones (1998).

Dans le cas de l'estimation d’un parametre de localisation, la médiane spatiale peut

1



présenter de trés bonnes qualités de robustesse (avec un point de rupture maximal)
et de bonnes propriétés de convergence asymptotique. Par exemple, Brown (1983) et
Chakraborty et Chaudhuri (1998) ont étudié ces propriétés dans le cas i.i.d.

Nevalainen et al. (2006) et (2007) ont étudié, dans le cas des variables clusterisées, deux
types de médianes spatiales : pondérée et non-pondérée. Ils montrent la consistance,
la normalité asymptotique de leurs estimateurs et le fait que la pondération permette
d’améliorer l'efficacité relative de la médiane spatiale. Le résultat reste valable méme
dans le cas i.i.d ou la corrélation intracluster est nulle.

Il parait pertinent, de généraliser ces résultats pour la classe des M-estimateurs pondérés.
Dans un premier temps, nous explicitons les hypotheses qui permettent d’étudier le com-
portement asymptotique des M-estimateurs pondérés (consistance et normalité). Enfin,
nous détaillons deux exemples d’application : la médiane spatiale et I’estimateur de Huber
pondérés.

2 Résultats théoriques

Définitions et notations

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R? de loi paramétrique Py, § € © o1 ©
est un ouvert de R?. Soit X1, Xs, ..., X,, une suite de variables aléatoires i.i.d dans R¢
issue de la méme loi Py de X. On suppose l'existence et 'unicité de 6, € © défini par
argminE(p(X, 0)) = argminfp(:v,@)dPg, ou pour tout # € O, p(x,.) est une fonction de

€o

Rd — R supposée mesurable en z et différentiable dans un voisinage de 6. Pour ¢ =
alors 0y vérifie E(¢(X,6)) = 0.
Un M-estimateur pondéré associé a la fonction p est alors défini par :

89’

9 = argmin— wip(X;, 0)
(;gee nz

ou les w; sont des poids positifs choisis par le statisticien.
La différentiabilité de p(-,6) en 0 entraine alors que 6,, est aussi la valeur de 6 vérifiant :

i=1

Hypotheses 1
H,) Pour tout € > 0, 0y vérifie:

inf  Ep(X,0) > Ep(X,6)
0—00]|>€



1™
HQ)CL) 52w1—>1
=1

o1
b) hm— E wf:cw, avec ¢, < 0.
n
=1

c) hmZ— < 00.

Hs) Il emste une fonction k et un réel n tels que:
Cl) E(k’(X)Q—H?) < 00, et V01,05 € ©

|p(x,601) — p(x,05)] < k() (|00 = 02 & —p.p
b) E(|(X,00)|>T") < oo, ot ||.|| est la norme euclidienne de RY

Hy) Pour tout 0 dans un voisinage de 6y, on a:

E (p(X,0)) — E(p(X,00)) = 1/2(0 — 65) Vg, (6 — 60) + o([|6 — 65]1%)

avec Vy, = E((mp(xe [o=g,) inversible.

Théoreme 1
i) Sous les hypothéses Hy, Hy et Hsa): 0, 5 0.
i1) Si on vérifie, en plus, les hypotheses H3b) et Hy, alors

Vil —6o) 5 N (0, ¢,V " Bo(X, 0007 (X, 60) V)

Dans la littérature, on trouve des hypotheses de méme type que celles énoncées dans
le théoreme. Par exemple, dans Van Der Vaart (2000), on retrouve I'hypothése H; qui
traduit 'unicité de 6y, ainsi que 'hypothese H3 qui définit la condition de Lipschitz de
la fonction p. Siles poids w;, 7 = 1,2, ... sont uniformement bornés, alors I'hypothese Hs
sont automatiquement vérifées. Dans Arcones (1998), 'hypothese Hy est montrée pour
des fonctions p(z,8) = f (||x — 0]]), ou f est une fonction réelle, convexe, avec une dérivée
premiere continue et une dérivée seconde positive, bornée et uniformément continue; ceci
est le cas, par exemple, si f(a) = a,a € R (cas de la médiane spatiale).

Eléments de preuve

i) On cherche a établir, dans un premier temps, la convergence en probabilité de 0, vers
n

1
p. On note M(0) = E(p(X,0)) et M,(0) = — E wip(X;, 0). Cette étude est développée
n
i=1



en 3 étapes:

Etape 1 : On cherche & établir la limite suivante pour tout 6: M, (6) 3 M(6), en vérifiant
le critere de Kolmogorov [Serfling (1980) p.27].

Etape 2 : On exploite le résultat de I’étape 1 et on utilise les conditions de Lipschitz des
fonctions M, et M, pour établir la limite: sup,eq |Ma(0) — M(0)] 23 0.

Etape 3: En utlhsant les résultats des deux étapes précédentes et la définition de Qn, on
montre que 6, 5 p. On conclut par cette étape la démonstration de 7).

ii) On démontre la normalité asymptotique de 6, en deux étapes principales :
Etape 1 : On introduit la statistique 7}, = % o with(X;, 0p), dont on établit la normalité
asymptotique, en vérifiant les hypotheses du théoreme p.23-31 Serfling (1980).
Etape 2 : On établit la relation liant 7, avec notre estimateur én, en se basant princi-

palement sur ’hyphothese Hy : H v,/ (0, — 00) + Vo, 2l = op(1).

On vérifie par ces deux étapes, les hypothesesAdu théoreme p.10 Van Der Vaart (2000) et
on montre la normalité asymptotique de v/n(6,, — ).

3 Exemples

Exemple 1: La médiane spatiale pondérée

La médiane spatiale pondérée 6, est la valeur de 6 qui minimise la fonction objective
%Z?:lwi | X; — 0]|]. On suppose que le support de la loi Py n’est pas concentrée sur
une ligne. Ainsi, d’apres Milasevic et Ducharme (1987), 6y est unique. La fonction
p(x,0) = ||z — ]| est 1-Lipschitz donc elle vérifie I'hypothese Hy avec k(z) = 1; sa dérivée
en 6 est donnée par : (x,0) = ﬁ Vr # 0. Comme |¢] = 1, la condition Hj est
également vérifiée. La fonction p s’écrit également: p(x,8) = f(||x —6]|), avec f(a) = a
et a dans R. D’apres I'article d’Arcones (1998), la fonction f remplit les conditions pour
que 'hypothese Hy soit vérifiée. Si en plus 'hypothese Hy est vérifiée, alors \/n (é —6p)

. : - X —60)(X—6
converge vers une loi normale de moyenne 0 et de variance: Vj_ ) %V@Ol
—vo

Voo, = 214x4.

avec

Exemple 2: La fonction d’Huber
La fonction p de Huber est définie par :

5 llz —6|° si [l — 0l < k
p(:)ﬁ,@) = 2 17.2 3
Ellz —0| —5k*  si |z —0] >k,

Pour vérifier ’hypothese Hi, on suppose que la fonction 6 — E(p(X,0)) admet un min-
imum unique 6y. La fonction d’Huber est k-Lipschizienne. Elle vérifie donc 'hypothése
H;. L’hypothese Hy est également vérifiée. En effet, la fonction d’'Huber s’écrit comme



une fonction de ||z — || qui vérifie les conditions suffisantes de I'article d’Arcones (1998).
On peut donc appliquer notre résultat pour établir la normalité asymptotique de I’estimateur
avec une moyenne nulle et une variance V},glcngo V},gl ou

Voo = E(2Laxal|x—,) <k

e [= X = 60[I7° (X = 00) (X = 00)" + 1X = 0ol ™ Laxa] 1jx o)1)

et Dgo = E( [(X — 90)(X — QO)T} 1||X—90HS]€

R [ || X = o[ (X = 0)(X = 60)"] Ljx—go)>4)

4 Discussion

On a étudié les propriétés asymptotiques des M-estimateurs pondérés en établissant

leur convergence en probabilité et leur normalité asymptotique. On a ainsi une variance
asymptotique de I'estimateur qui dépend des poids mais qui n’améliore pas son efficacité
(Pefficacité optimale est obtenue avec des poids w; = 1, cas non-pondéré). Notre travail
actuel consiste a étudier la robustesse de ces estimateurs, en particulier leur point de
rupture.
Dans un cas particulier, Nevalainen et al. (2007) étudient la médiane spatiale pondérée
pour des variables clusterisées. En plus de 'efficacité, ils montrent qu’elle est moins sen-
sible a la corrélation intracluster que la médiane spatiale non-pondérée. Ces éléments
nous permettent d’envisager un élargissement du spectre de la recherche autour des M-
estimateurs pondérés en analysant les propriétés sur d’autres types de variables, notam-
ment, les variables clusterisées.
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Résumé :

Dans cette présentation, nous proposons d’utiliser la vraisemblance empirique pour
des données dépendantes suivant un modele périodique. L’originalité de cette étude tient
a la non stationnarité des séries étudiées. Pour simplifier la présentation, nous étudierons
le cas d'un processus auto-régressif périodique d’ordre 1, un P-AR(1). La construction
de blocs de données respectant la structure de dépendance est centrale ici : les données
étant P périodique, nous proposons de choisir des blocs de longueur proportionnelle a P.
Abstract:

In this paper, we propose a method based on empirical likelihood for cyclic time
series. The innovation of the paper comes from the nonstationnarity of cyclic time series.
In order to simplify the presentation, we study the case of a periodic autoregressive time
series of order 1, namely a P-AR(1). A key issue here is the construction of data blocs
following the dependence structure : since data is P periodic, we introduce blocs with
length proportional to P.

1 Introduction

Les séries temporelles présentant une espérance ou une structure de covariance périodiques
sont d’usage courant dans différents domaine d’application, en traitement du signal, en
climatologie ou en vibro-méchanique. Les séries économiques ou financieres peuvent
également présenter des comportements saisonniers. Pour une revue de la littérature
des applications en traitement du signal, voir Gardner et al (2006).

La périodicité est une forme controlée de non stationnarité qui conduit néanmoins a
d’importantes complication dans les preuves de convergence des méthodes usuelles. La
principale difficulté provient de la difficulté a écrire la matrice de variance-covariance des
estimateurs. Des méthodes de type Bootstrap sont donc employées pour contourner cette
difficulté et estimer de facon non paramétrique cette variance-covariance.

Nous proposons ici d’utiliser la vraisemblance empirique qui possede, en plus de sim-
ilarités fortes avec le Bootstrap, une tres appréciable propriété d’auto-normalisation. La
matrice de variance-covariance des estimateurs est en quelque sorte prise en compte “en



interne” de la procédure d’estimation et on obtient simplement des tests ou des régions
de confiance.

Pour traiter de données dépendantes, les méthodes semi-paramétriques sont appliquées
a des blocs de données plutot qu’aux données elles-méme. Politis (2003) propose une revue
de la littérature sur le Bootstrap pour données dépendantes. Ces constructions ont été
reprises dans le cadre de la vraisemblance empirique, voir Kitamura (1997) ou Harari-
Kermadec (2011) par exemple.

2 Le modele périodique auto-régressif d’ordre 1

Les modeles périodiques correspondent a des modeles classiques dont les parametres vari-
ent de fagon périodique. Le plus simple de ces modeles est sans doute le P-AR(1). Soit
(X}1)iez une série telle que

XjP+V - Qb(V)XjP—Q—u—l = 0u€jp4+v ,V = L..., P> (1)

ou P est la période et les résidus ¢; sont supposés indépendants et identiquement dis-
tribués (i.i.d.) de variance 1. Bien qu’il s’agisse d'un P-AR(1), il y a 2P parametres
(6(1),...,06(P),0%,...,0%), avec Oy = (¢(1),...,¢(P)) la vraie valeur du parametre
P-dimensionnel d’intérét et (o%,...,0%) les parametres de nuisance.
L’équation (1) permet de définir les parametres d’intérét a I’aide d'un systéme d’équation