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❈♦✉♣❧❡❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❙♥❛❦❡s ❋♦r ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❍❡❛❧t❤②

❛♥❞ P❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❡t✐♥❛❧ ❆rt❡r✐❡s ✐♥ ❆❞❛♣t✐✈❡
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1 ■♥st✐t✉t ▼✐♥❡s✲❚é❧é❝♦♠✱ ❚é❧é❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❈◆❘❙ ▲❚❈■✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡
2 ▲■❙■❚❊✱ ■♥st✐t✉t ❙✉♣ér✐❡✉r ❞✬➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ P❛r✐s✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡

3 ❈■❈ ✺✵✸✱ ❈❡♥tr❡ ❍♦s♣✐t❛❧✐❡r ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s ◗✉✐♥③❡✲❱✐♥❣ts✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡

❆❜str❛❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥
❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❛rt❡r✐❡s ♦❢ ❤❡❛❧t❤② ✴
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts
♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✭✐✮ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
st❡♣✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡♠❜❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡♥❡r❣②
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇
❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st
♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♣❡r♠✐t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st
❧♦✇ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣
✈❡ss❡❧s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳ ◆♦t✐❝❡❛❜❧②✱ t❤✐s str❛t❡❣② ♣❡r♠✐ts t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦❢ 13.4% ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥s ❡rr♦r ♦❢ 17%✱ ❢♦r
t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st s❡♥s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ✉s❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤✐s ♠❡❛♥ ❡rr♦r ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ t❤❛♥ ❢♦r ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s✱ r❡t✐♥❛ ✐♠❛❣✐♥❣✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆rt❡r✐❛❧ ❤②♣❡rt❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❛❜❡t❡s ♠❛✐♥❧② ❛♥❞ ♣r❡❝♦❝✐♦✉s❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤②s✐♦❧✲
♦❣② ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✐✳❡✳ ❧❡ss t❤❛♥
150µ♠✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❍❡❛❧t❤ ❆❣❡♥❝② ♦❢ ❈❛♥❛❞❛✱ t❤❡s❡ ❝❤r♦♥✐❝ ❞✐s✲
❡❛s❡s ❛✛❡❝t❡❞ 15 t♦ 20✪ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✬s ❛❞✉❧t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✵✾✳ ❍②♣❡rt❡♥s✐✈❡
r❡t✐♥♦♣❛t❤② ✭❍❘✮ ❛♥❞ ❞✐❛❜❡t✐❝ r❡t✐♥♦♣❛t❤② ✭❉❘✮ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❧❡s✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡
❞✐✛✉s❡ ♦r ❢♦❝❛❧ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦r ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❍❘ ❛♥❞ ❉❘ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❡❛r❧② ✇❛r♥✐♥❣ s✐❣♥s✱ t❤❡② ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♦❢ ❡♥❞✲
♦r❣❛♥ ❞❛♠❛❣❡ s✉❝❤ ❛s str♦❦❡ ♦r ✈✐s✉❛❧ ❧♦ss ❬✶✱✹❪✳ ■♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t
98✪ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❞❛♠❛❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ ❉❘ ✇❛s tr❡❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❆❝❝✉r❛t❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✇❛❧❧s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❉❘ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❘✳ ❋✉♥❞✉s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❉♦♣♣❧❡r✲❜❛s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♥♥♦t ❤♦✇❡✈❡r r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ✇❛❧❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❡❞ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❆❞❛♣t✐✈❡ ❖♣t✐❝s ✭❆❖✮ ✐s ❛ r❡❝❡♥t ♦♣t♦✲❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡

⋆ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆◆❘ ♣r♦❥❡❝t ❆◆❘✲✶✷✲❚❊❈❙✲✵✵✶✺✲✵✸ ✭✷✵✶✸✕✷✵✶✺✮✳



✷ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ❘♦ss❛♥t✱ ■✳ ❇❧♦❝❤✱ ▼✳ P❛q✉❡s✱ ❊✳ ❑♦❝❤

✭❛✮ 924× 947 ✭❜✮ 218× 218 ✭❝✮ 218× 218 ✭❞✮ 900× 900

❋✐❣✳ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❆❖ ❝❛♠❡r❛ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇
♦❢ t❤❡♠ ❢♦r ❛♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝t ✭❛✮✱✭❜✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡ ✭❝✮✱✭❞✮✳ ❚❤❡ s✐③❡s
❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣✐①❡❧s✳

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❞✉s ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s✳ ❆❖✲❜❛s❡❞ ❝❛♠❡r❛s ♣❡r♠✐t t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ✈❛s❝✉❧❛r ✇❛❧❧s ❬✷❪✱ ♥♦♥✐♥✈❛s✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡
rt①✶ ❝❛♠❡r❛ ❬✾❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❜② ✢♦♦❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t 10❍③ ✉s✐♥❣
❛ 850♥♠ ▲❊❉ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✐①❡❧✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 0.8µ♠✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❬✻❪✳ ■♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♠❛❣❡s✱ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛♣♣❡❛r ❛s ❞❛r❦ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❣❤t ❧✐♥❡❛r
❛①✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ♦✈❡r ❛ t❡①t✉r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❖✉t❡r ❜♦r❞❡rs ♦❢ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r
♦♥❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧♦♥❣ ❛rt❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡♠✳ P❛r✐❡t❛❧
str✉❝t✉r❡s ✭❛rt❡r✐❛❧ ✇❛❧❧s✮ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ❣r❛② ❧✐♥❡ ❛❧♦♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧✉♠❡♥
✭❜❧♦♦❞ ❝♦❧✉♠♥✮✱ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✺✪ ♦❢ ✐t ❬✺❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s ✐♥ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r
❜♦t❤ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✱ ✭✐✮ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♠✲
❛❣❡s ✐s ❤✐❣❤❧② t❡①t✉r❡❞✱ ✭✐✐✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣ ❛①✐❛❧
r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦r❞❡rs ♦❢ ✇❛❧❧s ❛r❡ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st❡❞✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ s♦♠❡
✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ❜❧✉rr❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡t✐♥❛✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜② ❢❛r ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s s✐♥❝❡ ❛
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❧♦❝❛❧❧② ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣ ❛rt❡r✲
✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦♦r ❝♦♥tr❛st ♦♥ ✇❛❧❧s✳ ❙✐♥❝❡ ❆❖✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❞✉s
❝❛♠❡r❛s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝♦♠♠♦♥ ②❡t✱ ♦♥❧② ❢❡✇ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❘❡✲
❝❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s
❢♦✉r ❝✉r✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r ❛①✐❛❧
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❬✼❪✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s ❛r❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
❛ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ❛r❡
s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥str❛✐♥t
t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
❛❣❛✐♥st t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥
♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❤❛s ❤♦✇❡✈❡r ♥♦t ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✭✐✮ ❛
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡ss❡❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡♥❡r❣② t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ♥♦✐s❡✱ ❧♦✇
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❝♦♥tr❛st❡❞ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✱ ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬✼❪✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡♠✐♥❞
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❬✼❪ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛rt❡r✐❛❧ ✇❛❧❧s ♦♥ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
st❡♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡s❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛❣❛✐♥st ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✷ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛rt❡r✐❛❧ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐ts

✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✇❛❧❧s
♦❢ r❡t✐♥❛❧ ❛rt❡r✐❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ ❛rt❡r② ❜r❛♥❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞
❝✉r✈❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✼❪✳ ❲❡
❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V (s) = (x(s), y(s))T ✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜②
s✳ ❚❤❡ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② V1✱ V2 ✭✐♥♥❡r✮ ❛♥❞ V3✱ V4 ✭♦✉t❡r✮✱ ❢♦✉r ❝✉r✈❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿







V1(s) = V (s) + b1(s)n(s)
V2(s) = V (s) − b2(s)n(s)
V3(s) = V (s) + b3(s)n(s)
V4(s) = V (s) − b4(s)n(s),

s✉❝❤ t❤❛t

{
b1(s) < b3(s)
b2(s) < b4(s),

∀s, ✭✶✮

✇❤❡r❡ n(s) ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ V ❛♥❞ bk(s) ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♦r ❤❛❧❢✲
❞✐❛♠❡t❡r✮ ♦❢ ❛♥② ❝✉r✈❡ Vk t♦ V ✳ ■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥② ❝✉r✈❡ Vk t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✳ ❚❤❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs {bk}1≤k≤4✳

❚❤❡ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s ❛r❡ ✜rst ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
❝✉r✈❡s ❧✐❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✭✐✳❡✳ b1(s) = b2(s) =
bint(s) ❛♥❞ b3(s) = b4(s) = bext(s)✱ ∀s✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❝♦♥st❛♥t
✭✐✳❡✳ bext(s) − bint(s) = cst✱ ∀s✮✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t
r❡❢❡r t♦ ✐t ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ m ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② i ∈ {1, . . . ,m} ❜②✿

G(bi, be, i) =
D̄int(bi, i, r)

Īint(bi, i, r)
+ D̄ext(be, i, r), ✭✷✮

✇❤❡r❡ D̄int ❛♥❞ Īint r❡s♣✳ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❝❛❧
✐♥t❡♥s✐t② ❛❧♦♥❣ ✐♥♥❡r ❝✉r✈❡s ✇❤✐❧❡ D̄ext ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣
♦✉t❡r ❝✉r✈❡s✳ D̄int✱ Īint ❛♥❞ D̄ext ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡
(2r + 1)✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝✉r✈❡s t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r
❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❧s♦ ❢❛✈♦rs ✐♥♥❡r ❝✉r✈❡s
t♦ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✐♠s ❛t ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✐♥♥❡r ❛♥❞
♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs bint(s)✱ bext(s) ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
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✶✳ ❈♦♥st❛♥t ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs bint0 ❛♥❞ bext0 ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛rt❡r②✱ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✐s
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ G(bi, be, i) ♦✈❡r (bi, be) ∈ (R+ × R

+)
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs bi ❛♥❞ be✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡♥♦t❡ ❜②
ē = (bext0 − bint0) t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i∗ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✶ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
✸✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs bint(s) ❛♥❞ bext(s) = bint(s) + ē + e ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞

✉s✐♥❣ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❢♦r ❛♥② i ∈ {i∗ + 1, . . . ,m} ❛♥❞
❢♦r j = i− 1✿

αG(bint(i), bint(i) + ē+ e, i)− (1− α)(bint(i)− bint(j))2, α ∈ [0, 1], ✭✸✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡r α ✐s t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡
r✐❣❤t t❡r♠ ✐♥ ✭✸✮ ♣❡♥❛❧✐③❡s ❧❛r❣❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ bint✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡
✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② i ∈ {i∗−1, . . . , 1} ❛♥❞ ❢♦r j = i+1✳ ❖♥❝❡ bint ❤❛s ❜❡❡♥
✜①❡❞ ❢♦r ❛♥② ❡rr♦r e✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡rr♦r e∗ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✭✸✮ ♦✈❡r ❛♥② i ∈ {2, . . . ,m} ❛♥❞ ❢♦r j = i− 1 ✭s❡❡ ❬✼❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡s✮ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ❝✉r✈❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❬✸❪ ❢♦r
❡①tr❛❝t✐♥❣ ❢♦✉r ❝✉r✈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

E(V1, . . . , V4, b1, . . . , b4) =

4∑

k=1

(∫ 1

0

P (Vk(s)) ds

︸ ︷︷ ︸

EImage(Vk)

+

∫ 1

0

ϕk(s)(b
′
k(s))

2 ds

︸ ︷︷ ︸

R(Vk,bk)

)

, ✭✹✮

✇❤❡r❡ EImage ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛ttr❛❝t t❤❡ ❝✉r✈❡s t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥ts
✇❤✐❧❡ R ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡r bk(s)✱ t❤✉s ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❧♦✲
❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
{ϕk}1≤k≤4✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ str✐❝t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✐s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✲
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❢✉❧❧② r❡❧❛①❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢♦✉r ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ♥♦✇ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥str❛✐♥t ❜✉t ♥♦ s②♠✲
♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✮
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs bk✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ε ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

✷✳✷ ▲✐♠✐ts

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✼❪ ❤❛s t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡
♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❢❛✐❧ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s✳
❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲
❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ❙t❡♣ ✶ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛rt❡r②✳
❚❤❡s❡ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r❡✈❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠
❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛t ❙t❡♣ ✷✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢❛✐❧s t♦
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❢♦❧❧♦✇ ❝♦rr❡❝t❧② ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇❛②
t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛t ❙t❡♣ ✶✳

❋♦r s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❢❛✐❧ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝❧♦s❡ t♦ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♦♥ ❛♥ ❛rt❡r② s❡❣♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦♦r ❝♦♥tr❛st ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦r❞❡rs ♦❢ ✇❛❧❧s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t♦ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛rt❡r✐❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✇✳r✳t✳ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡✱ ❛s ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ♦♥ ❜♦t❤
s✐❞❡s✳ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✶✮ ❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

1027× 627 1027× 627

818× 692 818× 692

❋✐❣✳ ✷✿ ▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭t♦♣ r♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡ ♠♦❞❡❧
✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜❥❡❝ts✳ Pr❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣✳ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s✱ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❨❡❧❧♦✇ ❛rr♦✇s ♣♦✐♥t ♠✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♣❡r❛t❡s ✭s❡❡ ❙t❡♣ ✷✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡s ❛r❡ ✐♥ ♣✐①❡❧s✳

✸ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

✸✳✶ Pr❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣
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✈❡ss❡❧s ✐♥ ❙t❡♣ ✶✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡♠ ❛s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✮ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❡s ✭❙t❡♣ ✷✮✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡s❡ ♥❡✇ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❧❡ss ♣r♦♥❡ t♦ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛❣❛✐♥st ✐♥t❡♥s✐t② ❝❤❛♥❣❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛rt❡r② ✇❛❧❧s✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❙t❡♣ ✸✮ ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ♠♦r♣❤♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✈❡ss❡❧ s❡❣♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s 50 ♣✐①❡❧s ✭≃ 40µ♠✮✳

✸✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❙♥❛❦❡s ♠♦❞❡❧

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡ ♠♦❞❡❧ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭✹✮ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

E(V1, . . . , V4, b1, . . . , b4) =
4∑

k=1

(

EImage(Vk) +R(V, Vk)
)

+ S(V1, V3, b1, b3)

+ S(V2, V4, b2, b4) + T (V1, . . . , V4, b1, . . . , b4), ✭✺✮

✇❤❡r❡

S(Vi, Vj , bi, bj) =

∫ 1

0

ψi,j(s)(bj(s)− bi(s)− β0
i,j)(bj(s)− bi(s)− β1

i,j)ds,

T (V1, . . . , V4, b1, . . . , b4) =

∫ 1

0

λ(s)(b3(s)− b1(s)− b4(s) + b2(s))
2ds,

❛♥❞ λ✱ ψ1,3✱ ψ2,4 ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t EImage ❛♥❞ R ✐♥ ✭✺✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✹✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ T ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ b3(s)− b1(s) ❛♥❞ b4(s)− b2(s)✱ ∀s✳ ■t r❡❛❝❤❡s ❛
♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r b3(s)− b1(s) = b4(s)− b2(s)✱ ∀s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✐s✱ t❤❡
♠♦r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V (s) ✐s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ r♦❧❡ ♦❢ S ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s b3(s)−b1(s) ❛♥❞
b4(s)− b2(s)✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡ (bext(s)− bint(s)) ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤✐s t❡r♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s
❜❡t✇❡❡♥ β0

i,j ❛♥❞ β
1
i,j ✱ ❢♦r (i, j) = (1, 3) ♦r (i, j) = (2, 4)✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3 ❛♥❞ ψ2,4 ❛r❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s b3(s) − b1(s) ❛♥❞
b4(s)− b2(s) ❛r❡ t♦ (bext(s)− bint(s))✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s❡t ❢♦r ❛♥② s

β0
1,3 = β0

2,4 = (1− γ)(bext(s)− bint(s)), β1
1,3 = β1

2,4 = (1+ γ)(bext(s)− bint(s)),
✭✻✮

✇❤❡r❡ γ ∈ [0, 1]✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐❡ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✱ S ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧s ❜♦t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s V1 ✴ V2 ❛♥❞ V3 ✴ V4 ✇✳r✳t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡ V ✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3 ❛♥❞ ψ2,4 ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ str✐❝t t❤❡ s②♠♠❡tr② ✐s✳ ❯♥❧✐❦❡ ✭✹✮✱
✭✺✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✶✮ ❤♦❧❞ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3 ❛♥❞ ψ2,4 t❡♥❞ t♦
+∞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ✱ ψ1,3 ❛♥❞ ψ2,4 ❛r❡ ♥✉❧❧✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ✭✺✮ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭✹✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✭✺✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ✭✹✮✳
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✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✹✳✶ ❉❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧

✶✼ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ✸ ♣❤②s✐❝✐❛♥s✳
❚❤❡s❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥s ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ❆❖ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❊❛❝❤ ♣❤②s✐❝✐❛♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✹ t✇♦ t✐♠❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✇❡❡❦s
t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡ss❡❧s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝❧✐♥✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② S1 ❛♥❞ S2 t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ S1 ✇✳r✳t✳ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ S2✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r δint✱ t❤❡ ♦✉t❡r ❞✐❛♠❡t❡r δext ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛❧❧s t❤✐❝❦♥❡ss
δwt ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡rs✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱
♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠❡❞✐❝❛❧ ❡①♣❡rts ❢♦r t❤❛t ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥tr❛✲♣❤②s✐❝✐❛♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✱ ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ s❛♠❡ st❛t✐st✐❝s ❜✉t ❢♦r ❛ ✉♥✐t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✉r✈❡✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ Phys3 ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥tr❛✲♣❤②s✐❝✐❛♥
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦✉t ♦❢ t❤r❡❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣❤②s✐❝✐❛♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤❡
♠♦st st❛❜❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❤✐♠ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❤✐♠ ❛s
PhysRef ✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❱❍❉■✮ ♦r ❝♦♥✲
st❛♥t ✭❈❍❉■✮ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ r = 10 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❋♦r
❜♦t❤ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t
♠❛♥♥❡r✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❱❍❉■ ✐s ❢♦r α = 0.95 ✇❤✐❧❡ ❈❍❉■ ✐s ❢♦r
α = 0✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡s ✭P❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡s ✭❈P❙✮ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❋♦r ❜♦t❤✱ ✇❡ s❡t ε = 0.05
❛♥❞ ϕk = 100✱ ∀k ∈ {1, . . . , 4}✳ ❈P❙ ✐s ❢♦r γ = 0.5 ✇❤✐❧❡ P❙ ✐s ❢♦r ψ1,3 = 0✱
ψ2,4 = 0 ❛♥❞ λ = 0✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3✱ ψ2,4 ❛♥❞ λ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❈P❙ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ✺✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ❡✐❣❤t ✐♠❛❣❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡rr♦r δint ❛♥❞ δext✳ ❆ t❡st s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ t❤❡ ♥✐♥❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❈P❙✱ ✐♥ ❜♦t❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st s❡ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
s✐① ❞✐st✐♥❝t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿ ❈❍❉■✱ ❱❍❉■✱ ❈❍❉■✰P❙✱ ❈❍❉■✰❈P❙✱ ❱❍❉■✰P❙
❛♥❞ ❱❍❉■✰❈P❙✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ δint✱ δext ❛♥❞ δwt ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ PhysRef ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷
❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥s ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✿ ✐t
✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥s Phys1 ❛♥❞ Phys2
✇✳r✳t✳ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ PhysRef ✳

✹ ❊❛❝❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛rt❡r② ❜r❛♥❝❤✳
✺ ❇② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3 ❛♥❞ ψ2,4 ❡q✉❛❧✳
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✹✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♦♥ δwt ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♠❡❛♥ ❡rr♦rs ♦♥ δint ❛♥❞ δext✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐❡t❛❧ str✉❝t✉r❡s✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ δwt ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❝✉r✈❡s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱
t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❈P❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❡st ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3✱ ψ2,4 ❛♥❞ λ✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❈❍❉■ ✐s ♣♦♦r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥ ❡rr♦r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✇♦rs❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❱❍❉■✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❣❧♦❜❛❧❧②
✐♠♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ P❙ ♦r ❈P❙ ♠♦❞❡❧s ✭❈❍❉■✰P❙ ♦r ❈❍❉■✰❈P❙✮✱
t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✇♦rs❡ t❤❛♥ ✇❤❡♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs
✭❱❍❉■✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❱❍❉■ ✐s ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦
t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥ ❡rr♦r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❈❍❉■✳ ■t ✐s st✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ P❙ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r δint ♦♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐t ✐s
❛❧✇❛②s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❙ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛♥ ❡rr♦rs
✭❱❍❉■✰P❙ ♦r ❱❍❉■✰❈P❙✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ♠♦st
s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ■♥ ♦✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❱❍❉■✰❈P❙ ✢♦✇ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜❡st ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❋♦r ❜♦t❤
s✉❜❥❡❝ts✱ ❱❍❉■✰❈P❙ r❡❛❝❤❡s ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦✉t ♦❢
t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛❣❛✐♥st ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡s ✐♥ t❤❡
♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❝❧❡❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❈P❙
❛❣❛✐♥st P❙✳ ❋♦r ❙✉❜❥❡❝t ✾✱ ❱❍❉■✰❈P❙ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❱❍❉■✰P❙
❢♦r δint ❛♥❞ δwt✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦♣
✐♥♥❡r ❝✉r✈❡✳ ❋♦r ❙✉❜❥❡❝t ✼✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❱❍❉■✰❈P❙ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❛ ❧✐tt❧❡
✇♦rs❡ t❤❛♥ ❢♦r ❱❍❉■✰P❙✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr②
✇✳r✳t✳ t❤❡ ❛①✐❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ✉♥❝♦♠♠♦♥ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡s✮✳

❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② t❡r♠s S ♦r T
✭s❡❡ ✭✺✮✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥
t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❱❍❉■✰❈P❙ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❤❡❛❧t❤②
s✉❜❥❡❝ts ✭t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✮ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝②
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥
❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❙ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ψ1,3✱ ψ2,4 ❛♥❞ λ✮✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ t♦ ❜❡
s❡❣♠❡♥t❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ◆✳❍✳ ❇✉✉s✱ ❖✳◆✳ ▼❛t❤✐❛ss❡♥✱ ▼✳ ❋❡♥❣❡r✲●rø♥✱ ▼✳◆✳ Præst❤♦❧♠✱ ■✳ ❙✐❤♠✱ ◆✳❑✳
❚❤②❜♦✱ ❆✳P✳ ❙❝❤r♦❡❞❡r✱ ❑✳ ❚❤②❣❡s❡♥✱ ❈✳ ❆❛❧❦❥ær✱ ❖✳▲✳ P❡❞❡rs❡♥✱ ▼✳❏✳ ▼✉❧✈❛♥②✱
❛♥❞ ❑✳▲✳ ❈❤r✐st❡♥s❡♥✳ ❙♠❛❧❧ ❛rt❡r② str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥t✐❤②♣❡rt❡♥s✐✈❡ t❤❡r❛♣② ✐s ❛♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ ❝❛r❞✐♦✈❛s❝✉❧❛r ❡✈❡♥ts ✐♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❤②♣❡rt❡♥s✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❍②♣❡rt❡♥s✐♦♥✱ ✸✶✭✹✮✿✼✾✶✕✼✾✼✱ ✷✵✶✸✳



❈♦✉♣❧❡❞ P❛r❛❧❧❡❧ ❙♥❛❦❡s ❋♦r ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❘❡t✐♥❛❧ ❆rt❡r✐❡s ✐♥ ❆❖ ■♠❛❣❡s ✾

❈❍❉■ ✭✸✷✳✷✽✱ ✷✻✳✷✷✱ ✶✶✳✽✼✮ ❈❍❉■✰P❙ ✭✸✺✳✷✻✱ ✷✷✳✺✼✱ ✽✼✳✺✵✮ ❈❍❉■✰❈P❙ ✭✸✵✳✹✶✱ ✷✸✳✺✺✱ ✸✶✳✶✹✮

❱❍❉■ ✭✽✳✸✷✱ ✹✳✽✸✱ ✸✾✳✽✵✮ ❱❍❉■✰P❙ ✭✷✳✼✺✱ ✺✳✹✹✱ ✷✺✳✹✹✮ ❱❍❉■✰❈P❙ ✭✶✳✼✵✱ ✺✳✽✺✱ ✷✺✳✵✽✮

❈❍❉■ ✭✶✷✳✼✺✱ ✶✵✳✶✹✱ ✶✸✳✹✽✮ ❈❍❉■✰P❙ ✭✺✳✺✻✱ ✶✵✳✶✺✱ ✸✼✳✾✹✮ ❈❍❉■✰❈P❙ ✭✼✳✽✷✱ ✽✳✸✵✱ ✷✶✳✹✾✮

❱❍❉■ ✭✼✳✼✵✱ ✹✳✽✺✱ ✶✵✳✺✸✮ ❱❍❉■✰P❙ ✭✹✳✸✻✱ ✹✳✵✶✱ ✶✻✳✶✵✮ ❱❍❉■✰❈P❙ ✭✺✳✽✸✱ ✸✳✾✼✱ ✶✵✳✸✻✮

❋✐❣✳ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❙✉❜❥❡❝t ✾ ✭❤❛❧❢✲t♦♣✮ ❛♥❞ ✼ ✭❤❛❧❢✲❞♦✇♥✮ ❛❣❛✐♥st ♠❛♥✉❛❧ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ PhysRef ✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
❛r❡ r❡s♣✳ ❞r❛✇♥ ✐♥ ❝②❛♥ ❛♥❞ r❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡
❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs
❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ r❡s♣✳ ❢♦r δint✱ δext ❛♥❞ δwt✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡❛❝❤
♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡tt❡r
❛❝❝✉r❛❝② ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳



✶✵ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ❘♦ss❛♥t✱ ■✳ ❇❧♦❝❤✱ ▼✳ P❛q✉❡s✱ ❊✳ ❑♦❝❤

Phys1 ✴ Phys1 Phys2 ✴ Phys2 Phys3 ✴ Phys3
■❉ 4.0 ± 3.1 ✭1.0 ± 0.3✮ 4.7 ± 3.8 ✭1.0 ± 0.3✮ 4.3 ± 3.8 ✭1.1 ± 0.3✮
❖❉ 3.3 ± 2.8 ✭0.8 ± 2.2✮ 4.1 ± 3.5 ✭0.8 ± 0.2✮ 2.6 ± 2.1 ✭0.8 ± 0.2✮
❲❚ 16.5 ± 15.6 ✭2.9 ± 0.9✮ 23.8 ± 26.4 ✭3.4 ± 1.3✮ 15.2 ± 12.3 ✭2.9 ± 0.8✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❖✈❡r❛❧❧ ✐♥tr❛✲♣❤②s✐❝✐❛♥ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥♥❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✭■❉✮✱ ♦✉t❡r ❞✐✲
❛♠❡t❡r ✭❖❉✮ ❛♥❞ ✇❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ✭❲❚✮✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✉♥✐t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝✉r✈❡✳

❈❍❉■ ❈❍❉■✰P❙ ❈❍❉■✰❈P❙ ❱❍❉■ ❱❍❉■✰P❙ ❱❍❉■✰❈P❙ ■♥t❡r✲♣❤②s✐❝✐❛♥s✳
■❉ 8.8 ± 7.3 6.6 ± 6.8 6.7 ± 6.8 6.0 ± 4.8 5.8 ± 4.3 5.8 ± 4.5 4.5 ± 3.7
❖❉ 8.2 ± 6.9 8.2 ± 8.1 7.6 ± 7.7 4.6 ± 4.3 3.4 ± 3.1 3.3 ± 3.0 3.7 ± 2.9
❲❚ 19.5 ± 16.2 32.3 ± 33.7 26.2 ± 27.7 16.3 ± 13.9 15.5 ± 12.7 13.8 ± 10.5 18.1 ± 14.1

■❉ 11.2 ± 12.6 12.5 ± 17.3 11.0 ± 13.6 5.7 ± 4.8 6.3 ± 6.4 5.7 ± 5.2 4.9 ± 2.2
❖❉ 9.1 ± 9.5 8.1 ± 9.2 8.4 ± 9.3 4.2 ± 3.2 3.8 ± 2.8 3.9 ± 2.8 3.8 ± 3.1
❲❚ 18.6 ± 17.0 30.8 ± 41.2 21.2 ± 20.7 16.6 ± 14.5 14.6 ± 12.9 13.4 ± 10.6 17.0 ± 13.1

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❱❍❉■✮ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t
✭❈❍❉■✮ ❤❛❧❢✲❞✐❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡s ✭P❙✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♥❛❦❡s
✭❈P❙✮✱ ❛❣❛✐♥st ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝✐❛♥ PhysRef ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r
❞✐❛♠❡t❡r ✭■❉✮✱ t❤❡ ♦✉t❡r ❞✐❛♠❡t❡r ✭❖❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧s t❤✐❝❦♥❡ss ✭❲❚✮✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st r♦✇s ❛r❡ r❡s♣✳ ❢♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ t❤❡ t❡st s❡t✳ ▼❡❛♥
❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❡rr♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ✉♥✐t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s δint✱ δout ❛♥❞ δwt ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1.01%✱ 0.74% ❛♥❞ 3.1%✳

✷✳ ❚✳❨✳ ❈❤❛♥✱ ❉✳❆✳ ❱❛♥♥❛s❞❛❧❡✱ ❛♥❞ ❙✳❆✳ ❇✉r♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ s❝❛tt❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
r❡t✐♥❛❧ ✈❛s❝✉❧❛r ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s s❝❛♥♥✐♥❣ ❧❛s❡r ♦♣❤t❤❛❧♠♦s❝♦♣❡✳
❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❖♣t✐❝s ❊①♣r❡ss✱ ✸✭✶✵✮✿✷✺✸✼✕✷✺✹✾✱ ✷✵✶✷✳

✸✳ ■✳ ●❤♦r❜❡❧✱ ❋✳ ❘♦ss❛♥t✱ ■✳ ❇❧♦❝❤✱ ❛♥❞ ▼✳ P❛q✉❡s✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦♥str❛✐♥t
✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡②❡ ✈❡ss❡❧s ❛♥❞ r❡t✐♥❛❧ ❧❛②❡rs✳
■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❈■P✮✱ ♣❛❣❡s ✹✹✺✕✹✹✽✱ ✷✵✶✶✳

✹✳ ❆✳▼✳ ❍❡❛❣❡rt②✱ ❈✳ ❆❛❧❦❥ær✱ ❙✳❏✳ ❇✉♥❞✱ ◆✳ ❑♦rs❣❛❛r❞✱ ❛♥❞ ▼✳❏✳ ▼✉❧✈❛♥②✳ ❙♠❛❧❧
❛rt❡r② str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❤②♣❡rt❡♥s✐♦♥✿ ❉✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❍②♣❡rt❡♥s✐♦♥✱ ✷✶✿✸✾✶✕✸✾✼✱ ✶✾✾✸✳

✺✳ ❊✳ ❑♦❝❤✳ ▼♦r♣❤♦♠❡tr✐❝ st✉❞② ♦❢ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛ ❛rt❡r✐♦❧❛rs ✐♥ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣✳
▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P✐❡rr❡ ❡t ▼❛r✐❡ ❈✉r✐❡✱ ✷✵✶✷✳

✻✳ ❈✳ ❑✉❧❝sár✱ ●✳ ▲❡ ❇❡s♥❡r❛✐s✱ ❊✳ Ö❞❧✉♥❞✱ ❛♥❞ ❳✳ ▲❡✈❡❝q✳ ❘♦❜✉st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢
✐♠❛❣❡s s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s r❡t✐♥❛❧ ❝❛♠❡r❛✳ ■♥ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②
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