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para la localizacion de fugas en tuberias hidraulicas

Lizeth Torres**

4Instituto de Ingenieria, UNAM, Ciudad de México, México

Abstract

Este trabajo aborda la aplicacién de observadores no lineales para la deteccién de fugas en tuberias bajo presion. Los observadores
que aqui se presentan fueron concebidos a partir de una version discretizada de las ecuaciones del golpe de ariete. Tal version se
logr6 utilizando el método de diferencias finitas. Los modelos discretos, asi como los observadores, fueron validados mediante una

serie de experimentos realizados en tuberias de ensayo.

Este articulo abierto 'y con fines diddcticos es una extension y traduccion al espariol del articulo: L. Torres, G. Besangon, O. Begovich, A. Navarro. 'Examples of pipeline monitoring with

nonlinear observers and real-data validation’, The Sth International Multi-Conference on Systems, Signals and Devices, Sousse, Tunisia, March 2011.
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1. Introduccion

Es casi imposible evitar fallas en los sistemas hidraulicos
aun si éstos han sido disefiados para mantener su integridad. Las
fallas pueden ser el resultado de cambios repentinos de presion,
de la corrosién, o simplemente de la falta de mantenimiento.

Dado que las fallas son inevitables, es esencial que todos los
sistemas hidraulicos cuenten con un sistema de vigilancia auto-
matizado, con el fin de evitar consecuencias indeseables como
perdidas econdmicas, dafios al medio ambiente, dafios a la po-
blacién civil, etc.

En afios recientes, la comunidad hidraulica ha concentrado
su atencidn en el desarrollo de métodos eficaces para la detec-
cion de fallas en tuberias. Las fallas mas comunes y estudiadas
son: fugas, bloqueos, burbujas de aire, tomas clandestinas, etc.

En lo que concierne a la deteccién de fugas en una tuberia a
presidn, existen algunos trabajos como los presentados en Bill-
man and Isermann (1984) y Allidina and Benkherouf (1988),
los cuales utilizan métodos estdticos para la deteccién de una
fuga dnica.

Otro trabajo dedicado también a la deteccién de fugas uni-
cas se detalla en Brunone and Ferrante (2001), donde se for-
mulé un método que utiliza el comportamiento de la onda de
presion, la cual al encontrar una fuga es reflejada hacia su punto
de origen. A partir del tiempo de llegada de la onda, la posicién
de la fuga es determinada.

En Wang (2002) también se estudiaron las caracteristicas de
la onda de presion, en particular la atenuacién que ésta sufre en
presencia de una fuga. Se encontré que el valor de la atenuacién
es funcién de la posicion.
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En Mpesha et al. (2001), los autores desarrollaron un méto-
do basado en el diagrama de la respuesta frecuencial del sis-
tema. Para obtener dicho diagrama, deben provocarse algunos
transitorios mediante la apertura y cierre peridédicos de una valvu-
la. Si hay fugas en el sistema, el diagrama mostrard la amplitud
de la presion con picos resonantes adicionales. A partir de la
frecuencia de estos picos, la posicion de la fuga es calculada.

En Covas et al. (2005) se presentd un método similar, pero
basado en la generacion de un caudal oscilante mediante el fun-
cionamiento sinusoidal de una vélvula, y el anélisis del sistema
para una cierta gama de frecuencias. Los autores mostraron que
una fuga produce un efecto de resonancia en la sefial de presion
con una onda estacionaria secundaria sobrepuesta. La medida
de presion, asi como el andlisis espectral de la amplitud maxi-
ma en el punto de excitacion, permiten determinar la posicion
aproximada de la fuga.

En Ferrante and Brunone (2003), las ecuaciones del golpe
de ariete se resolvieron directamente en el dominio de la fre-
cuencia (bajo ciertas consideraciones), utilizando el método de
la respuesta al impulso. Asi pues, mediante un andlisis armoni-
co de la presion transitoria se identifica la posicién y el tamafio
de la fuga.

En cuanto a la deteccion de fugas multiples, un enfoque off-
line se present6 en Verde et al. (2007). Este método se basa en la
combinacién de condiciones transitorias y regulares sin requerir
la perturbacién del sistema. Sin embargo, el conocimiento del
caudal entre las fugas es demandado.

Los métodos presentados en Mpesha et al. (2001), Covas
et al. (2005) y Ferrante and Brunone (2003) permiten también
la deteccién de fugas multiples, sin embargo exigen la exci-
tacion del sistema a diferentes frecuencias, lo que no es muy
recomendable desde el punto de vista practico.

En este trabajo, el enfoque que proponemos hace uso de un
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observador no lineal disefiado a partir de un modelo no lineal de
dimension finita. El vector de estados del modelo es extendido
con la inclusién de los pardmetros asociados a la fuga.

En la Seccién 2, se presentan las ecuaciones del golpe de
ariete que representan el regimen transitorio de una tuberia. En
la Seccion 3, se detalla la obtencion de modelos de dimension
finita que en la Seccidn 4 se simulan. En la Seccién 5 se muestra
el procedimiento de disefio de observadores para la deteccién de
fugas. En la Seccién 6, se presentan algunos resultados experi-
mentales con la finalidad de validar los observadores propues-
tos. Finalmente en la Seccion 7, se dan algunas conclusiones y
perspectivas a considerar.

2. Ecuaciones del golpe de ariete

Asumiendo que la distribucién de la velocidad es uniforme,
que el caudal en la tuberia es unidimensional, y que la densidad
del liquido asi como el area transversal son constantes, las ecua-
ciones de movimiento y continuidad que gobiernan la dindmica
de un fluido en una tuberia se expresan como:

dHGz D) | b 0@ _
ot gA, 9z

100Gz, 1) N OH(z,1) N fO(z, 010z, D)
Ao e 2042

donde (z,1) € (0, L) x (0, 00) son las coordenadas de tiempo ()
y espacio (m) respectivamente, L es la longitud de la tuberia
(m), H(z,t) es la cabeza de presion (m) y Q(z,t) es el caudal
(m?/s). El resto de los pardmetros que intervienen en la ecua-
ciones estdn dados en la Tabla 1.

0 (1

0 2)

Tabla 1: Pardmetros

Simbolo Parametro Unidades
g Gravedad (m/s?)
b Velocidad de onda de presién (m/s)
1) Diametro (m)
f Friccién s/u

No existiendo la solucién analitica del sistema de ecuacio-
nes (1)-(2), es necesario utilizar métodos numéricos para obte-
ner una solucién aproximada. Algunos de los métodos utiliza-
dos para resolver estas ecuaciones, son el método de las Carac-
teristicas (ver Chaudry (1979)); el método de Diferencias Fini-
tas usado en Wylie and Streeter (1978) y Verde et al. (2007);
el método de Colocacién Ortogonal empleado en Torres et al.
(2008) y Torres et al. (2009), etc.

En el presente trabajo, se empleard el método de Diferen-
cias Finitas por su simplicidad y porque la estructura de los
modelos resultantes es triangular, caracteristica deseada para la
concepcidn de observadores.

3. Modelos finitos

Para resolver aproximadamente las ecuaciones del golpe de
ariete y obtener modelos de dimension finita (modelos finitos),
primeramente es necesario definir las condiciones iniciales y las
condiciones de frontera.

Las condiciones de frontera expresan los perfiles temporales
de O(z,1) y H(z,t) en los valores de borde de las coordenadas
espaciales (z = 0y z = L); y las condiciones iniciales expresan
los perfiles espaciales de Q(z,t) y H(z,¢) al instante inicial (z =
0).

Las condiciones iniciales las expresaremos de la manera si-
guiente:

H(z,0) = H’, 0(z,0) = ¢’

Como condiciones de frontera aguas arriba y aguas abajo,
es decir, al principio (z = 0) y al final de la tuberia (z = L),
utilizaremos condiciones de primer tipo (o de Dirichlet) y las
expresaremos de la siguiente manera:

* Presion aguas arriba: H(0,t) = H;,,
* Presion aguas abajo: H(L,t) = H,,;,
* Caudal aguas arriba: Q(0, 1) = Q;,,

* Caudal aguas abajo: Q(L, 1) = Quu-

La configuracién de un modelo finito dependerd de la apli-
cacién de las condiciones de frontera. En este trabajo, consi-
deraremos cuatro posibilidades de imponer dichas condiciones
a las ecuaciones (1)-(2), de tal manera que tendremos cuatro
modelos finitos diferentes que llamaremos cuadripolos hidrauli-
cos, en analogfa a los circuitos eléctricos Visairo (2004), Matko
et al. (2001). Estos cuadripolos son:

* Modelo y. Si las condiciones son: H;,, H,,,
* Modelo k. Si las condiciones son: Q;,, H,;
* Modelo g. Si las condiciones son: H;,, Qs

* Modelo z. Si las condiciones son: Q;,, Qour

o Hin Qin o o Qin h Hin o
o— y o o f———o0
Hout Qout Hout Qout
Hin Qin ° o Qin Hin
g V4
o— o o f——o0
Qout Hout Qout Hout

Figura 1: Cuadripolos hidraulicos. Modelo y: representaciéon en admitancia.
Modelo h: representacion hibrida. Modelo g: representacién hibrida. Modelo
z: representacion en impedancia.

Por otro lado, existen diferentes enfoques de diferencias fi-
nitas, ver por ejemplo Morton and Mayers (2005). En el enfo-
que implicito en el tiempo (que aqui tratamos), consideraremos
que las derivadas parciales pueden aproximarse por las siguien-
te diferencias finitas de primer orden:



OH _AH; H—H,

*
Fr Az,- Az;
L 90 A0 0i-0n
oz Aw  An
O0H(z, t OH;(t . .. .
* & = ® := H; variacion temporal de la presién
ot ot
en i.
00(z, ¢ 00;(t
* oc ) = & () = Q; variacién temporal del caudal
ot ot
en i.

* H(z,t) = Hi(t) := H; presién en i.

* Q(z,t) = Q;(t) := Q; caudal en i.

donde i es el indice que representa cada seccion de discretiza-
cién. Asi pues, en cada punto i, las ecuaciones (1)-(2) se trans-
forman en dos ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales:

. AQ;
H=a—=
ay AZ,
. AH
0= a5 — Qi oIl
Zi
b? §
Con: a; = gA,, ay = =
oA=& @ = YT 20a,

En el Apéndice A, se detallan las ecuaciones para obtener
los cuatro cuadripolos de la Fig. 1. Estos cuadripolos ademads,
incluyen la presencia de fugas.

3.1. Representacion de una fuga

La presencia de una fuga provoca una discontinuidad en (1).
Si se presenta en z = z; con una perdida de caudal, Qf(z, 1), la
ecuacion (1) sigue siendo vélida para z € [0, z[Ulzs, L] (z #
Zr). Sin embargo, ésta no lo es mds en la vecindad de z. La
conservacion de la masaen z € [z}, z}“.] requiere que:

0. 1) ~ Q1) = Qf (2. 1) 3)

con Q(z}, 1): caudal antes de zy, Q(z}, 1): caudal después z;.

Si suponemos que la fuga introduce un momento desprecia-
ble, la ecuacién (2) no se ve afectada en z = z; (Allidina and
Benkherouf (1988)).

El caudal de la fuga en z; estd dado por la relacién caudal-
presion siguiente:

Of(zp,t) = Hy(®)or [28H (25, 1) (@)

donde oy = A;Cy > 0, Ay es el area de la fuga, Cy es el coefi-
ciente de descarga, H(¢) es la funcién Heaviside (5) que repre-
senta la ocurrencia de una fuga al instante #;.

0 si
Hf(’):{l si

t<tf'
t>ty

&)

Para el caso de varias fugas, definimos Qy (zy,, ) como sus
caudales correspondientes donde & es el indice de la fuga. Las
ocurrencias de fuga son representadas por H, (¢) asociadas a los
caudales Oy, (zy,, 1), en los instantes de fuga 5, coeficientes o,
y posiciones zy,.

Si aplicamos el método de diferencias finitas cuando una
fuga se presenta entre las secciones z; y zi+1 , la ecuacion (3) se
expresa como:

0i-0i1-0r=0 (6)

Asi pues, a cada ocurrencia de fuga, la relacion de los caudales
entre las dos secciones

% Ql QH—I
AZi AZi

debe reemplazarse por

AQ;i _ 0i— Qi1 — 0Oy,
Az Az;

Con Qy, expresado por (4) y k como el indice de fuga.

4. Simulacion de modelos

A continuacién presentamos algunos resultados de simula-
ciones realizadas con los modelos finitos. Tales resultados ilus-
tran el comportamiento de una tuberia bajo ciertas condiciones
representativas.

4.1. Ejemplo 1. Comportamiento en régimen oscilatorio

Se utilizé un modelo obtenido por diferencias finitas con 51
secciones y con presiones en los extremos como condiciones de
frontera. Consideramos a estas condiciones como las entradas
del sistema con los valores: H;, = 12 + sin(t) (m) y Hyyy = 5
(m). Los parametros de la tuberia utilizados para este ejemplo
estan listados en la Tabla 2. El tiempo de la simulacion fue de
t =30 (s).

Los resultados de la simulacién se ilustran en las Figuras
2-3, donde se ve claramente el comportamiento oscilatorio del
caudal y de las presiones provocado por las entradas aplicadas.

Tabla 2: Pardmetros de la tuberia simulada

Lo [ 7]
0 ]| 600 [ 0.25 || 0.01 |
) [on/s) [[ @m) [ su |

L ¢ [ L] &
[ 9.81 [ 30
[ (/%) [ (m

4.2.  Ejemplo 2. Comportamiento con tres fugas

Se utilizé el mismo modelo del ejemplo precedente, con
H;, =12 (m)y H,,; = 5 (m). Tres fugas fueron simuladas en las
posiciones: z;, = 58,82 (m), zy, = 147,058 (m) y zy, = 235,29
(m); en los instantes: t;, = 10 (s), 1, = 30 (s) y 1, = 50 ()
respectivamente. Los coeficientes utilizados correspondientes a
cada fuga fueron: o, = 2,5489% 1074 (m?), o =2,5489% 1074
(m*)y o =2,5489 x 1074 (m?).
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Figura 2: Caudal a lo largo de la tuberia. Ejemplo 1

(o)

] 500 Lim]

Figura 3: Presiones a lo largo de la tuberia. Ejemplo 1

Las Figuras 4 y 5 muestran el comportamiento de los cau-
dales y las presiones a lo largo de la tuberia. En estas figuras
pueden notarse los cambios de caudal consecuentes a cada fuga.
También pueden verse las presiones afectadas en los diferentes
puntos de fuga, donde los cambios de presién son notorios.

Es necesario precisar que el comportamiento de la tuberfa
mostrada en las Figuras 2-5 corresponden tinicamente al caso
en que las condiciones de frontera son las presiones al extremo.
El comportamiento de la tuberia sera simplemente diferente si
las condiciones de frontera utilizadas son otras.

5. Observador para la localizacion de fugas

A continuacién presentamos el disefio de un observador pa-
ra la deteccién y localizacién de fugas.

El observador es de tipo gran ganancia, y es concebido pa-
ra localizar la posicion de una fuga y estimar el coeficiente de
ésta. Antes de presentar el disefio del observador, detallamos el
andlisis de observabilidad del sistema utilizado para su concep-
cién, mostrando que es un sistema uniformemente observable,
(Gauthier and Bornard (1981)).

(@)

7018
E
a0.18
0 e
e
20 ™
s 00 Lirn]
Figura 4: Caudal a lo largo de la tuberia. Ejemplo 2
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S B 200
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Figura 5: Presiones a lo largo de la tuberia. Ejemplo 2

5.1. Localizacion de una fuga

El objetivo es disefiar un observador para estimar la posi-
cion y coeficiente de una fuga, utilizando sélo las medidas de
presion y caudal en los extremos de la tuberia. La Fig. 6 mues-
tra la problemadtica planteada e ilustra que debido a la fuga la
tuberia se ve dividida en dos secciones. Por esta razén, para la
sintesis de un observador, se necesita de un modelo de dimen-
sion finita que represente al menos ambas secciones resultantes.

Consideremos el siguiente sistema obtenido a partir de las
ecuaciones (A.1)-(A.2):

. a
O = QIO+ 5~ (Hiy ~ Hy)
21

. ay

B = 20 -0 -

2 AZI(Ql 0> - 0p) @)
. _ _ ai _

O = #Q2|Q2|+—L_AZ1(H2 Hour)
AZ] =0
o = 0

En este sistema con H;, y H,,; como condiciones de frontera
la posicion de la fuga, zj, , estd dada por el tamafio de la seccién
Az; €]0, L[ mientras que Az, = L — Az;.

Con el objetivo de estimar los pardmetros Az; y o, no-
tamos que el sistema (7) ha sido extendido con las dindmicas



L Sin embargo en presencia de una fuga, esta condicion no se
Fuga cumple, por lo tanto el sistema es observable.
Ahora, definamos un cambio de coordenadas @ para cada
??,/ entrada constante utilizando las siguientes notaciones
&' = [h, Lp, 1"
—pp D:x— ‘0 12
“x e g {52 [hs, L o L, Pl (12
Hin,, Hout
aon” OBSERVADOR Qout

vamente,coni= 1,2y j=1,2,3

donde ¢£' y ¢* se componen de los elementos &, y & ; respecti-
Posicion y Coeficiente de fuga

El sistema en coordenadas & resulta

& =én
&1 =p12(€, uo) (13)

Figura 6: Problemitica: 1 fuga en la tuberia y1 =én

) &1 =6
constantes de estos pardmetros. Un observador de gran ganan- .
cia puede ser disefiado a partir de este sistema cuyo vector de £ =62 (14)
estados es &23 =¢23(&, Uo)

XO=10 H 0 Au O 1 ®) Y2 =
donde x se compone de los elementos x; con i = 1

) Este sistema estd bajo la forma de un sistema uniformemen-
=1...5. te observable, por tanto puede disefiarse un observador de gran
Consideremos que los caudales en los extremos son las sa- :
- ganancia.
lidas del Modelo (7) y que sus condiciones de frontera son sus
entradas,

y®O =101 @21" = [Qins Qourl”

A partir de las ecuaciones (13)-(14) se pueden obtener dos
subsistemas de la forma:
w(t) = [Hins Houl"

donde u asi como y se componen de los elementos u; y y; res-
pectivamente coni = 1,2

E = A& + ¢i(& uo), yi

= Cié',
coni = 1,2y A;,C;,¢; apropiadas, de tal manera que el obser-
vador puede concebirse de la siguiente manera en base a dos
El modelo completo puede expresarse mediante la siguiente subsistemas:
representacion en espacio de estados no lineal
X0 = fx(0) + g(x(1))u(r) ©)
YO = ), h)]" = h(x(2)

&= A + o€ u) - S7ICI(CE -y, i=1.2
con §; clasicamente dada por (ver Besangon (2007))

En el caso de operar con presiones constantes u(f) = up, la ecua-

cién de estado puede re-escribirse como

1 _1 1
1 1 A A2 A3
e . _1o20 3
Si=| 1 2 |552= e A% a3
t(f) = 2z x 6
X(t) Fug(x(l)) 1 1 /1_; —/1—; /l_i
Para este sistema, la observabilidad puede verificarse como
. ., paratoda A;, 4, >0
a continuacion se detalla .
.. Notese que el observador puede implementarse en coordenadas
Consideremos la siguiente transformacién .. .
originales tal como sigue:
O:R> - R
x b E=0(x)
con

(10)

. L0} 1T
a%=f<fc)+g(fc)u—( a(x)) [ 1gT ](h(x) » o s)
X

Cabe decir, que el mismo enfoque puede utilizarse cuando se

2
O(x) [ 1) Lr,m(®)  m(x)  Lp,hk(x) L hZ(X)] utilizan presiones variantes en el tiempo

La matriz jacobiana de @ tiene un determinante dado por

Ay = Cl13612 VHy (Azyuy +uy L —uy Az — Hy L)
®

Az (L - Az))?

6. Resultados experimentales
(1D
el cual se vuelve cero siempre que

Los resultados que a continuacién se presentan se obtuvie-
ron de experimentos realizados en una tuberia piloto localizado
- H»).

en el Centro de Investigacion y Estudios Avanzados en la Cd
Az (Hy — How) = L(Hy, de Guadalajara, México



L e [ L] & [ b | § ]
[ 9.81 [ 85 [ 407.75 [ 0.0635 [ 0.0226 |
Lo/ [em) ]| en/s) [ Gm) [ s ]

La Figura 7 muestra el diagrama de la tuberia cuyos pardme-
tros fisicos estan listados en la Tabla 3.

La tuberia del CINVESTAV que se encuentra en circuito
cerrado, se compone de un tanque de 750 (L) (E-1) que alimenta
de agua toda la tuberia, utilizando una bomba centrifuga (E-2)
aguas arriba. La tuberia cuenta también con tres valvulas (V1,
V2, V3) que son utilizadas para emular fugas. Estas valvulas se
encuentran a 20 (m), 41,5 (m) y 63 (m) respectivamente a partir
del punto de alimentacién.

La longitud real de la tuberia es de L = 68,4 (m), sin em-
bargo una longitud equivalente fue estimada considerando la
friccién y los accesorios que la componen (codos, conectores,
etc). Si la friccidn varia demasiado, la estimacion de la longitud
equivalente, asi como las posiciones equivalentes de las valvu-
las, pueden estimarse utilizando el observador presentado en
Navarro et al. (2011).

Aguas abajo, hay una valvula (V4) que es utilizada para
generar transitorios en el sistema, esta vdlvula es manipulada
a través de sefiales electrénicas enviadas desde un ordenador
utilizando SIMULINK®.

La instalacién estd equipada de medidores de presién y de
caudal aguas arriba (P1, F1) y aguas abajo (P2, F2). Una des-
cripcién mas detallada de la tuberia se puede encontrar en Be-
govich et al. (2011).

LISTA DE COMPONENTES

= Tanque Vs Valvula eléctrica
E2 Bomba P-1

V-1 Valvula eléctrica P2

Sensor de presién
Sensor de presion
Sensor de flujo
Sensor de flujo

v-2 Valvula eléctrica o1

V-3 Valvula manual F-2

V-4 Valvula eléctrica

i -
g

Figura 7: Diagrama de la tuberia piloto del CINVESTAV

Una fuga fue provocada a z;; = 20 (/m) utilizando la valvu-
la V1. El coeficiente de friccion es estimado en estado estable
antes de la generacion de la fuga.

Las Figuras 8-9 ilustran las mediciones de presién y caudal
en los extremos, utilizadas como entradas y salidas del obser-
vador (15).

(=)

7
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— Hou
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Figura 8: Mediciones de presion en los extremos
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Figura 9: Mediciones de flujo en los extremos

Puede notarse en las Figuras 8-9, que las fugas se presentan
entre 130 y 150 (s), por esta razon, la estimacién de la posicién
y el coeficiente se inicializa a t = 150 (s) (hay que recordar que
el observador (15) puede trabajar sélo cuando una fuga existe).

Para la estimacion, el observador fue sintonizado con A = 2
e inicializado con x(0) = [0,004256, 50, 0,004256, 5,4607, 0].

La Figura 10 muestra los resultados de estimacion corres-
pondientes. Puede notarse que la estimacién de la posicién es
correcta, y por ende se deduce que el valor del coeficiente de
fuga también es correcto.
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Figura 10: (a) Estimacion de la posicién de la fuga, (b) Estimacién del coefi-
ciente de la fuga

7. Conclusion

En este trabajo se presentaron modelos de dimensién fini-
ta para la representacion de una tuberia con presencia de fu-



gas. Los modelos se obtuvieron discretizando las ecuaciones
del golpe de ariete mediante el método de diferencias finitas.

Los modelos fueron utilizados para disefiar un observador
no lineal con el objetivo de detectar y localizar fugas.

English Summary

Experimental validation of nonlinear models and obser-
vers to isolate leaks in hydraulic pipelines

Abstract

This work covers the application of nonlinear observers for de-
tection of leaks (singles and simultaneous) in pipes under pres-
sure. The proposed observers were conceived from a spatially
discretized version of the water hammer equations. This ver-
sion was obtained using the finite difference method. The dis-
crete models, as well as the observers, were validated by a set
of experiments realized in test pipes.

Keywords:

Observers, Parameter estimation, Physical models, Fault loca-
tion
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Apéndice A. Cuadripolos

Consideremos que n es el nimero de secciones e i es el
indice de una seccidn.

Apéndice A.1. Modelo'y

ay

0i = AZ‘(Hi_Hi-*—l)_ﬂQilQik Vi=1,....n (A.1)
. as .
Hiyp = —(Qi—Qiv1); VYi=1,...,n (A.2)
Az;
con Hy = Hi, y Hyv1 = Hoyr-
Apéndice A.2. Modelo h
. a .
Oivr = - (Hi = Hie) = p Qi@ Vi=1,..on (A3)
. a .
H; = (Qi—Qiy1); Yi=1,...,n—1 (A.4)
Aziy
con Ql = Qim H, =H,, y AZO =1.
Apéndice A.3. Modelo g
) a .
0i = S—(Hi = His) = uQiQl; Vi=1,...n=1 (AS)
. a .
Hiy = A_(Qi -0i1); Yi=1,...,n (A.6)
Zi
con Hy = H;, y On = Qour-
Apéndice A.4. Modelo z
. a .
Qi1 = A_;(Hi - Hiy1) —pQinlQitl; Yi=1,...,n (A7)
. ay .
Hi=-—(Qi= Q) Vi=1l....n (A.8)
%

con Ql = Qin y Qn+l = Qout~



