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1 Introduction 

Qu’ils soient naturels ou industriels, les milieux fibreux présentent le même type de microstructure, 
généralement constituée d'une matrice dans laquelle baigne un renfort. Seule la nature des composants diffère. 
Notre objectif est de comprendre et modéliser les transferts thermiques par conduction dans ces systèmes 
fibreux enchevêtrés, afin de déterminer le lien qui existe entre microstructures et propriétés thermiques. Pour 
cela, nous avons utilisé l'homogénéisation des structures périodiques par développements asymptotiques [1], 
en suivant la méthode proposée par Auriault [2]. Un problème similaire a déjà été traité par Auriault [3] dans 
le cas de milieux composites à phases connectées présentant des contacts thermiques parfaits entre phases, 
puis repris par Auriault et Ene [4] dans le cas de résistances de contact entre phases. Nous retraitons ici ce 
dernier travail dans le cas de milieux constitués de particules solides quelconques entourées de vide, ou d'une 
matrice isolante. Puis nous particularisons ces résultats aux cas de microstructures fibreuses en tenant compte 
de leurs spécificités. Les résultats obtenus sont implémentés dans un code de calcul de type éléments discrets, 
afin de déterminer l’évolution des propriétés thermiques (capacité thermique massique et conductivité) en 
fonctions de paramètres microstructuraux, à savoir : le taux de fibre et l’orientation des fibres. 

2 Passage micro - macro 

A l’échelle locale, on considère des particules solides dont l’équilibre thermique est régi par l’équation de 
la chaleur sans source interne; le flux de chaleur dans chaque particule suit une loi de Fourier; les particules 
n’échangent pas de chaleur avec la matrice supposée isolante; le flux d’échange entre particules en contact est 
proportionnel à un coefficient de transfert thermique h supposé constant. 

L’utilisation de la méthode des développements asymptotiques à échelles multiples permet de préciser les 
conditions physiques pour lesquelles le milieu macroscopique équivalent existe et est monophasique. Dans ce 
milieu, la diffusion de la chaleur est régie par l’équation de la chaleur (1a), dont la structure est identique à 
celle postulée à l’échelle des fibres. De plus, le flux de chaleur macroscopique suit une équation de Fourier 
(1b). Enfin, les calculs du tenseur de conductivité thermique effectif Λmac et de la capacité thermique massique
effective Cmac  sont complètement dissociés : 

(a) 
[0]
qdiv

]0[]0[ −== TCTC
macmac && ρρ (b)

]0[
Tgrad

mac[0] Λq −= (1)

où <.> représente l’opérateur moyenne sur le Volume Elémentaire Représentatif (VER), .mac 
représentent les propriétés effectives, et .[0] représentent les grandeurs macroscopiques au premier ordre des 
développements asymptotiques. Pour déterminer Λmac, il est nécessaire de déterminer le flux q[0] en tout point
du VER, par résolution d’un problème aux limites issu de l’homogénéisation (cf. par exemple [4]). 

3 Approche discrète 

Le calcul précédent pouvant s’avérer long pour une microstructure quelconque, nous avons dans un 
second temps tenu compte des spécificités des milieux fibreux. Les hypothèses que nous avons formulées 
(géométrie élancée, direction privilégiée des flux, uniformité des flux dans les sections droites des fibres…) 
permettent d’obtenir une formulation discrète du problème. Dans cette formulation, les seules inconnues à 
déterminer se situent aux intersections des fibres. 

Nous calculons ainsi analytiquement la conductivité thermique équivalente d’un milieu modèle simple 
constitué d’une période de deux barres en contact. En comparant ce résultat avec celui obtenu par résolution 
par éléments finis 3D du problème aux limites non simplifié, nous avons déterminé l’erreur induite par les 
hypothèses liées à l’approche discrète. L’erreur commise diminue lorsque l’élancement et/ou le coefficient de 
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transfert thermique décroît. Les résultats montrent que même pour un élancement de fibres entre deux 
contacts de l’ordre de 4, l’erreur reste acceptable (inférieure à 20%). 

Enfin, nous avons appliqué nos résultats sur des microstructures plus réalistes. Pour cela, nous nous 
sommes inspirés de la microstructure des composites à renforts courts [5]. Nous avons généré des VER 
périodiques dans lesquelles les renforts sont des cylindres principalement orientés dans le plan (e1,e2) et 
présentant une section droite elliptique. Les paramètres que nous avons fixés sont les dimensions du VER 
(25*25*3 mm3) et des renforts (grand axe dmax = 0.62mm, petit axe dmin = 0.06mm, longueur des fibres de 
25mm) ainsi que la conductivité des renforts (λ = 1 W.m-1.K-1). Ceux que nous avons fait varier sont : la
fraction volumique de fibres (0.01 < f < 0.15), l’orientation des fibres (valeur principale du tenseur 
d’orientation 2D du second ordre, aI comprise entre 0.5 et 1) ainsi que le coefficient de transfert thermique 
(1e-6 W.m-2.K-1 < h < ∞). Le code de calcul utilisé [6] et modifié au cas des transferts de chaleur permet de
générer de tels VER et de déterminer leurs conductivités effectives. 

Les résultats obtenus sont présentés figure 1. 

La figure 1(a) permet de constater que pour une structure isotrope, lorsque la fraction volumique de 
fibres f est supérieure à environ 0.04 et que celle-ci croît, la valeur principale du tenseur de conductivité 
effective λI a une évolution différente selon la nature des contacts. Lorsque les contacts sont très conducteurs,
h → ∞, l’évolution semble tendre vers une évolution linéaire alors que lorsque les contacts sont très mauvais,
h = 1e-6 W.m-2.K-1, on tend vers une évolution quadratique de λI. De plus, la figure 1(b) montre que lorsque h
croît, la conductivité effective croît dans un premier temps rapidement, puis atteint un seuil vers 
h = 1 W.m-2.K-1. Enfin, la figure 1(c) représente l’évolution de l’anisotropie du tenseur de conductivité 
effective λI/λII  en fonction du tenseur d’orientation. On constate que pour des valeurs réalistes d’orientation
(0.5 < aI < 0.8), l’anisotropie croît de 1 (structure isotrope) à environ 4 quel que soit la qualité des contacts. 
Au-delà de aI  = 0.8, l’anisotropie augmente très rapidement et l’influence de la qualité des contacts semble 
plus marquée. 
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Figure 1 : (a) influence de la fraction volumique de fibres f sur la valeur principale λI du tenseur de conductivité effective pour une structure isotrope ;
(b) influence du facteur d’échange h sur λI pour une structure isotrope et f =0.1 ; (c) influence de la valeur principale aI du tenseur d’orientation sur

l’anisotropie du tenseur de conductivité effective λI/λII pour f=0.1
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