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Nouvelles avancées dans les méthodes sans
maillage : le couplage des techniques ¢léments
naturels et moindres carrés mobiles

Francisco CHINESTA, Julien YVONNET, Pierre VILLON, Piotr BREITKOPF, Pierre JOYOT,
Iciar ALFARO, Elias CUETO

Les méthodes sans maillage basées sur les approximations de type moindres carrés
mobiles (Moving Least Squares, MLS), ont été I’objet d’intenses recherches durant la
derniére décennie. Ces méthodes incluent les techniques de type Smooth Particle Hy-
drodynamics, Element Free Galerkin, Diffuse Element Method, Reproducing Kernel
Particle Method [LUC 77] [BEL 94] [NAY 92] [LIU 95] [LIU 96], parmi d’autres .
Cependant, I’un des problemes de ces méthodes est la difficulté associée a I’imposition
des conditions aux limites. Ce probléme est du a la nature méme de I’approximation
MLS. Le support des fonctions de forme, identique a celui des fonctions poids asso-
ciées, ne coincide généralement pas avec le bord. Le choix des nceuds voisins est aussi
une difficulté. L’approche basée sur la recherche des k voisins les plus proches d’un
point d’évaluation conduit seulement a une continuité C°. De plus, la complexité géo-
métrique du support des fonctions de forme introduit des difficultés pour I’intégration
numérique. Une technique d’intégration simple et un degré d’approximation arbitraire
peuvent €tre obtenus lorsque les nceuds sont associés a des domaines d’influence fixes,
sphériques ou hexaédrique, dont la taille optimale constitue la principale difficulté de
cette approche. A I’inverse, 1’approximation de type Eléments Naturels (EN) et la mé-
thode numérique associée, la NEM, [SUK 98], ne présente pas ces inconveénients.
L’approximation le long du bord est obtenue naturellement, car les fonctions de forme
NEM associées aux nceuds intérieurs s’annulent sur le bord. Ainsi, pour un point situé



sur le bord, seuls les nceuds du bord contribuent a la construction de I’approximation.
La liste des points connectés (les voisins naturels) est aussi connue par avance. Ce-
pendant, la NEM ne présente pas les avantages des MLS. En particulier, les fonctions
de forme ont seulement une continuité C° aux nceuds et seule une consistance linéaire
est garantie. L’objectif de cet article est de lier les deux approches afin de bénéficier
des avantages des deux méthodes, NEM et MLS. L’idée principale est d’utiliser les
fonctions de forme NEM comme des fonctions poids pour construire I’approxima-
tion MLS. Les deux bénéfices attendus sont I’imposition exacte des conditions aux
limites de type essentielles, et un cadre systématique de recherche de voisins basé sur
le diagramme de Voronoi. Dans ce contexte, les problémes usuels concernant 1’appli-
cation des MLS dans le cadre des domaines de géométries non convexe peuvent étre
¢liminés en utilisant deux techniques adaptées au cadre de la NEM : I’introduction
d’un critere de visibilité permettant d’obtenir une approximation €léments naturels
contraints (C-NEM), ou I’utilisation des fonctions de forme alpha - a-NEM -, permet-
tant d’¢liminer les influences entre noeuds sur les bords non convexes par un critére
sur les triangles de Delaunay. La présente approche permet également de définir des
dérivées nodales dans le cadre de la NEM. Celles-ci sont en effet nécessaires dans la si-
mulation des problémes thermomécaniques pour actualiser les variables internes dans
le cadre des formulations Lagrangiennes actualisées. Cette nouvelle approche permet
enfin de construire une large famille de formulations variationnelles et de méthodes
de collocation.

1.1. Revue des méthodes sans maillage MLS, RKPM et NEM

1.1.1. Techniques sans maillage basées sur les approximations MLS : méthodes
DEM et EFG

Soit le schéma d’approximation suivant :
T(x)a(x) [1.1]

avec p’ (x) une base polynomiale, i.e. p? (x) = [1,z,y, zy] et p? (x)[1, 2, y, 2y, 22, y?]
pour des bases bilinéaires et quadratiques, respectivement, en 2D, et a(x) un vecteur
de coefficients inconnus. Afin de déterminer a(x), nous définissons une fonctionnelle
J qui doit étre minimisée par rapport a a(x) [NAY 92] :

J = %sz(x) [pT(xi)a(x) — ui]Q [1.2]

ou u; sont les coefficients d’inconnues nodales associés avec les noeuds x; et w;(x)
sont les fonctions poids dont la valeur décroit quand la distance entre x; et x augmente



(voir [BEL 94] pour plus de détails sur les propriétés et la forme explicite de ces
fonctions). La minimisation de .J par rapport aux coefficients inconnus a;(x) conduit
a:

Zakz sz pj X pk Xz sz pj Xz =0 [L.3]

qui peut s’€écrire comme un systéme lin€aire :
A (x)a(x) = B(x)u [1.4]

ou les matrice A (x) et B(x) sont définies par :
Z wi (x)p; (%) pk (x:) [1.5]

Bij (X) = W; (X)pj (Xz) [16]
En substituant a(x) dans I’Eq. (1.1), on obtient :

u"(x) = p" (x) AT (x)B(x)u [1.7]

Y’ (x) =p" (x)A7' (x)B(x) [1.8]

La différence entre les éléments finis diffus et la méthode element free Galerkin
réside dans la facon d’évaluer les dérivées des fonctions de forme. Dans le premier
cas seul le terme p?(x) dans ’Eq. (1.8) est dérivé, tandis que tous les autres termes
dépendant de x sont dérivés dans 1’approche Element Free Galerkin.



1.1.2. Méthodes sans maillage basées sur des approximations de type particules :
les methods RKPM et RKPM enrichies

Soit {2 un domaine unidirectionnel dans lequel le probléme est défini (tous les
résultats présentés ici ayant une extension directe en 2D et 3D). Les points du domaine
seront notés x ou s.

1.1.2.1. Conditions de reproduction

Nous considérons une approximation u”(z) de u(x) construite a partir de I’ inté-
grale de convolution

ul(z) = /Qw(a: — s, h)u(s)dQ [1.9]

ou w(z — s,h) est la fonction noyau et h est un parameétre définissant la taille du
support d’une fonction de forme.
L’idée principale de la méthode RKPM enrichie est de forcer I’approximation a

reproduire une fonction arbitraire. Celle-ci peut étre décomposée en deux parties, une
polynomiale et une autre notée u®(x) :

u'(z) = ag + a1z + ...+ apx™ + anp1uf(x) [1.10]

Dans les paragraphes suivants, nous définissons les propriétés que doit satisfaire
la fonction noyau w(z — s, h), pour que celle-ci reproduise une fonction de la forme
(1.10).

La condition de reproduction d’une fonction constante ag est, d’apres I’Eq. (1.9),
exprimeée par :
/ w(x — s, h)agd = ag [1.11]
Q
qui entraine :

/ w(x —s,h)dY =1 [1.12]
Q

qui représente une partition de ['unite.



La condition pour reproduire une fonction linéaire u®(x) = ag + a;x est exprimée
par

/ w(z — s,h)(ag + a18)dQ = ag + a1 [1.13]
Q

En utilisant la partition de 1’unité (1.12), ’Eq. (1.13) peut étre réécrite sous la
forme :

[ w(z —s,h)dQ =1
{ fg w(x — s,h)sdQ =z [1.14]

qui entraine la consistance linéaire de 1’approximation. En répétant ce raisonnement,
nous pouvons écrire la condition permettant de satisfaire une consistance d’ordre n
sous la forme :

([ [qw(z —s,h)dQ =1
— 8,h)sdQ) =x
< Jat . [1.15]
( Jo w( ndQ =a"
entrainant la condition de reproduction pour la fonction (1.10) donnée par
/ w(z —s,h)(ag+a1s+ ...+ a,s" + apy1u°(s))dQ =
Q
= at+ar+...+ax" + app1u(x) [1.16]
donnant finalement
( fQ —s5,h)dQY =1
Jqw(z —s,h)sdQ) =z
$ : [1.17]
Jo w( s, h)s"dQ = x"
fQ — 5, h)u’(s)dQ = u®(x)

Dans la méthode originale proposée par Liu et al. [LIU 95], seule la consistance
d’ordre n est imposée, et ne peut étre utilisée pour imposer directement la condition
associée avec u®(x).



1.1.2.2. La matrice de moment

Nous noterons v (x) la fonction d’approximation vérifiant les conditions (1.17).
Habituellement, une spline cubique est utilisée comme fonction noyau, et de ce fait
les conditions données par I’Eq. (1.17) ne sont pas satisfaites. Liu et al. [LIU 95]
ont proposé I’introduction d’une fonction de correction C'(x, x — s) pour satisfaire les
conditions de reproduction. Dans notre cas nous considérons la forme plus générale
C(x,s,x — s), dont la pertinence sera discutée plus loin. La fonction u" () est alors
exprimée par

u'(z) = /Q C(z,s,x — s)w(x — s, h)u(s)dS) [1.18]

ou C(x,s,x — s) est supposée prendre la forme suivante
C(z,s,2 —s) = H (z,5,7 — s)b(x) [1.19]

ot HT (z, s,z — s) représente le vecteur contenant les fonctions considérées dans la
base d’approximation, et b(x) est un vecteur contenant les fonctions inconnues qui
seront déterminées pour satisfaire les conditions de reproduction. L’Eq. (1.17) peut
alors étre réécrite sous la forme

([ H (2,5, — s)b(z)w(x — s,h)dQ =1
fQ HT(fL’a s,x — s)b(x)w(xr — s,h)sd) = x

{ : [1.20]

JoH Y (z,s,2 — s)b(z)w(x — s, h)s"dQ = 2"
| JoH (z,5,2 — s)b(x)w(x — s, h) f(s)dQ = u®(x)

Les conditions de reproductions doivent en fait étre forcées sous forme discrete.
Pour cela, nous considérons N points (aussi appel€s nceuds dans cet article) qui per-
mettent de calculer la forme discrete de I’Eq. (1.20), 1.e.

=

HY (2,25, — x)b(z)w(z — 24, h)Az; =1

%izl HT (z,2;,2 — x;)b(2)w(z — 24, h)z;Az; =

< [1.21]
fo\; HT (z,2;, 2 — x;)b(z)w(x — x5, h) 2z Az; = 2"

| >in  HY (2,25, 2 — 2)b(z)w(z — @, h)u(x;) Az = u®(z)



qui donne sous forme matricielle
N
Z R(z;)H” (z,x;, ¢ — z;)w(x — x;, h)Az; | b(z) = R(x) [1.22]
i=1
ou R(x) est le vecteur de reproduction
RT(z) =[1,z,..., 2", u’(x)] [1.23]
L’Eq. (1.22) permet le calcul du vecteur b(x),
b(z) = M(z) 'R(z) [1.24]
ou la matrice moment M (x) est définie par
N
M(z) = Z R(z;)H (z,2;, ¢ — z)w(x — x;, h) Az, [1.25]
i=1

Cette matrice moment différe de la matrice moment habituelle proposée dans [L1U
95], et devient ici non symétrique.

1.1.2.3. Forme discrete de la fonction d’approximation

La forme discréte u”(z) de u”(x) est dérivé a partir des Egs. (1.18), (1.19) et
(1.24)

u(z) = ZHT(% zi, 7 — ;) M(z) ' R(z)w(x — 2, h)u(z;) Az, =

N
=1

ou ; est la fonction de forme RKP enrichie
Vi(z) = H (2, 25,2 — 2)M(2) 'R(2)w(x — x4, h)Ax; [1.27]

Comme dans I’approche classique RKPM nous prenons Az; = 1. Différents
schéma d’intégration numérique existent et ont été testés avec une influence signi-
ficative sur la qualité des conditions de reproduction.



Figure 1.1. Diagramme de Voronoi, triangle de Delaunay et cercle de
Delaunay.

(b)

Figure 1.2. Construction des fonctions de forme de Sibson.

1.1.3. Techniques sans maillage basées sur I’approximation eléments naturels : la
méthode des éléments naturels (NEM)

Nous donnons ici quelques éléments théoriques concernant les coordonnées de
Sibson basées sur les voisins naturels, utilisées dans cette méthode. Pour une discus-
sion plus approfondie sur les interpolants de Sibson et leur application pour résoudre
les équations aux dérivées partielles du second ordre, le lecteur intéress€ pourra se
reporter aux travaux de Sambridge et Braun [SAM 95] et de Sukumar et al. [SUK
98]. Les interpolants NEM sont construits sur la base du diagramme de Voronoi. (voir
fig. 1.1). La triangulation de Delaunay est le dual du diagramme de Voronoi.



Nous considérons un ensemble de neceuds S = {nq,ng,...,ny} dans Rdim e
diagramme de Voronoi est une subdivision de R%™ en zones T; (cellules de Voronoi)
définies par :

T, = {x € RU™ . d(x,x;) < d(x,x;),Vj #i}, Vi [1.28]

La coordonnée de Sibson de x par rapport a un voisin naturel n; (voir Fig. 1.2) est
définie comme le rapport entre I’aire (volume en 3D) de I’intersection entre la cellule
associée a x et celle associée a n;, et I’aire (volume en 3D) de la cellule associée a x.
Si nous considérons I’exemple 2D de la figure 1.2 (a), nous obtenons :

_ Area(afghe)
~ Area(abcde)

¢1(x) [1.29]

Remarque. Par la suite, nous noterons ¢;(x) les fonctions de forme associées a la
méthode NEM, tandis que la notation 1);(x) sera utilisée pour identifier les fonctions
de forme des techniques MLS ou RKPM.

Si le point x coincide avec le neeud n;, i.e. (x = x;), alors ¢;(x;) = 1, et toutes
les autres fonctions de forme prennent une valeur nulle, i.e. ¢;(x;) = &;; (J;; étant
la fonction delta de Kronecker). Les propriétés de positivite, d’interpolation, et de
partition de 1’unité sont alors vérifiées [SUK 98] :

0<¢i(x) <1
> ic1 $i(x) =1
ou n est le nombre de nceuds voisins associés au point X.

Les fonctions de forme éléments naturels vérifient également la propriété de consis-
tance linéaire [SIB 80], soit :

x =Y ¢i(x)x; [1.31]
1=1



qui combinée avec I’ Eq. (1.30), implique que les fonctions de forme NEM permettent
de reproduire les fonctions polynomiales lin€aires.

Les fonctions éléments naturels de Sibson sont de continuité C'* en tout point sauf
aux neceuds, ou elles sont seulement C°. La continuité C! peut étre améliorée par
’utilisation de fonctions spéciales, appartenant a la famille des fonctions de forme
¢léments naturels [HIY 02].

Le support (domaine d’influence) d’une fonction de forme ¢; est I’union des sphéres
de Delaunay (circonscrites aux tétracdres de Delaunay) contenant le nceud n;. Ce sup-
port est donc non radial et s’adapte automatiquement a la position relative de n; et de
ses voisins, quelle que soit la densité ou la régularité de la distribution nodale locale.

Une autre propriét¢ importante de ces fonctions de forme est la stricte linéarite
sur les bords des domaines convexes. La démonstration est donnée par Sukumar et al.
[SUK 98B]. Une illustration est représentée Fig. 1.2 (b) : lorsque la position du point
x tend vers le bord, les aires associées aux nceuds du bord deviennent infinies, et la
contribution des nceuds internes s’annule. Les fonctions de forme associées aux nceuds
ny et ny deviennent alors linéaires sur le segment (n; — ns). Ceci n’est pas vrai si le
bord du domaine est non convexe. Un traitement approprié doit alors étre introduit
pour maintenir cette propriété [CUE 02,Y VO 04]. Associée a la propriété du delta de
Kronecker, cette propriété permet d’imposer directement les conditions aux limites de
type essentiel, comme dans la méthode des éléments finis. Elle permet €galement de
garantir une continuité stricte de I’approximation au passage d’une interface. Ce point
est une difficulté dans la plupart des méthodes sans maillage.

Nous considérons un schéma d’interpolation pour une fonction vectorielle u(x) :
Q C N2 — R, de la forme :

u'(x) = 3 6i(x) u [1.32]

ou u; sont les valeurs nodales du champ considéré dans les n voisins naturels du point
x, et ¢;(x) sont les fonctions de forme associées a chacun de ces nceuds. On peut
noter que I’Eq. (1.32) définit un schéma d’interpolation local. Ainsi, les fonctions
d’approximation et les fonctions test utilisées pour la discrétisation de la formulation
variationnelle décrivant les problemes traités dans cet article prennent la forme de I’
Eq. (1.32).

La méthode des ¢léments naturels a été utilisée avec succes dans des problémes ou

le domaine subit de fortes déformations au cours de la simulation, comme par exemple
dans le cas de la simulation des procédés de mise en forme [ALF 06A,ALF O6B] ou
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Figure 1.3. Filiere pour I’exemple de simulation d’extrusion de I’aluminium.

des problémes de fluides avec surfaces libres [MAR 03]. Un exemple d’illustration
de la méthode est présenté dans les figures 1.3 et 1.4. Il s’agit d’une simulation du
procédé d’extrusion des tubes an aluminium. Ce procédé nécessite 1’utilisation d’une
filiere complexe, comme illustrée dans la figure 1.3. Cet exemple est particuliérement
difficile a traiter par la méthode des éléments finis classiques, de par I’évolution com-
plexe de la géométrie du domaine au cours de la simulation. La figure 1.4 présente les
différents états du matériau au cours de son passage a travers la filiere. Avec la NEM,
le méme nuage de nceuds est utilisé du début a la fin, et aucun remaillage au sens des
¢léments finis n’est effectué¢, malgré les grandes déformations et la complexité de la
géométrie.
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Figure 1.4. Simulation d’extrusion de I’aluminium par la méthode des
éléements naturels.

1.2. Couplage entre approximations NEM et MLS

Dans ce paragraphe, qui constitue la principale contribution de ce travail, différents
schémas hybrides combinant les éléments naturels et les moindres carrés mobiles sont
proposés et analysés.

1.2.1. Schémas de type collocation éléments naturels

Le schéma d’approximation propos¢ ici consiste a utiliser les fonctions de forme
Eléments Naturels (NEM) comme poids dans le schéma de type moindres carrés mo-
biles. Nous cherchons par ce biais a augmenter le degré d’approximation de 1’ap-
proximation NEM, et ceci de fagon réglable. Nous cherchons également a obtenir des
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formules simples pour calculer les dérivées des fonctions de forme NEM. Nous mon-
trerons dans un premier temps que I’approche proposée ne change pas les fonctions
de forme NEM de maniére significative si une base polynomiale linéaire p?'(x) =
{1, z,y} est utilisée.

La minimisation de la fonctionnelle usuelle par le critere des moindres carrés
1 — 2
J =53 wilx) [p" (xi)a(x) - ] [1.33)
i=1

avec w;(x) les fonctions de forme NEM, i.e. w;(x) = ¢;(x), entraine : (voir [BRE
04] pour détails) ¥, (x) = ¢;(x). De plus, les dérivées diffuses sont discontinues aux
nceuds. Les mémes résultats sont obtenus en considérant des conditions de reproduc-
tion quadratiques, i.e. pT (x) = {1, z, y, 2%, zy, y*}.

Cette approche rend I’ utilisation des techniques de collocation délicate. Pour contour-
ner cette difficulte, nous considérons un deuxiéme nuage de nceuds auxiliaires X7, a
la maniere de I’approche dite de " collocation par double grille " [BRE 00]. De cette
maniere, les dérivées du champ approximé peuvent €tre définie dans les points, et les
dérivées nodales de I’approximation peuvent étre définies en utilisant la technique des
moindres carrés mobiles.

Soit u" ’approximation NEM, ses dérivées pouvant étre calculées dans les points
X;. Les dérivees diffuses peuvent alors étre calculees en tout point x en utilisant une
technique standard de type MLS, a partir de la fonctionnelle :

m uh 2
J= égw () 07 xy)ax) — () (134
et
m Uh 2
J= %Zw () B Gy )al) - )] 135

ou m est le nombre de points auxiliaires. Aprés minimisation, les coefficients a(x)
des deux approximations sont obtenus, ainsi que les dérivées des fonctions de forme
diffuses, permettant de définir les dérivées diffuses en tout point x :

() =) W j(x) ——(x)) [1.36]

13



et

52 — ou”
5709 = D W0 (9 (%)) [137]

J=1

ou VU, ;(x) et ¥, ;(x) représentent les dérivées des fonctions de forme diffuses asso-
ciées au point X par rapport aux coordonnées x et y, €valuées au point X.

Finalement, en considérant :

ou® n
%(x;) =5 i (x)u; [1.38]
1=1
et
a—y(xj) = Z ¢y,i(xj)ui [1.39]
1=1

ou ¢, ;(X]) et ¢y i(x]) représentent les dérivées de fonctions de forme NEM asso-
cices au neeud x; par rapport aux coordonnées x et y, évaluées au point x7, les Egs.
(1.36) et (1.37) peuvent étre utilisées pour définir des schémas de collocation.

Remarque. Lorsque la position du point x tend vers celle de x;, les Egs. (1.36)
et (1.37) donnent les dérivées diffuses nodales, pouvant &tre utilisées pour le post-
traitement ou dans le contexte de schémas de collocation.

La consistance linéaire des dérivées secondes peut étre démontrée pour un choix ap-

propri¢ de points auxiliaires. Pour cela, nous localisons les points auxiliaires (pour

I’approximation de consistance quadratique) afin qu’ils vérifient Vx* les conditions
suivante :
n

> {¢w,i(x])u; — di(x*Yug, i} =0 [1.40]

=1

et
> Ay ()i — di(x )y} =0 [1.41]
=1
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ou n est le nombre de nceuds voisins du point X7, et

u; = u(X;) = a+ bx; + cy; + da? + exy; + fy?
Uy i = %(xi) = b+ 2dx; + ey; [1.42]
Uy; = a_Z(Xi) =c+2fy; + ex;

Cette stratégie a été appliqué avec succes pour résoudre des équations aux dérivées
partielles a I’aide d’une discrétisation de type collocation dans [BRE 04].

1.2.2. Calcul acceéléré de fonctions de forme de type NEM

La méthode sans maillage NEM permet d’obtenir une qualité équivalente aux €lé-
ments finis utilisant des quadrilatéres/hexacdriques, mais est uniquement basée sur la
triangulation de Delaunay (qui peut €tre construire automatiquement, et est unique
pour un nuage de nceuds donné), pour construire les fonctions de forme, ce qui évite
la tAiche complexe liée a la construction du maillage. De plus, comme les fonctions
de forme vérifient la propriété du delta de Kronecker, I’imposition des conditions aux
limites est directe, ce qui n’est pas le cas dans la majorité des méthodes sans maillage.

Cependant, le calcul des fonctions de forme NEM en 3D est complexe et col-
teux, impliquant des constructions géométriques a partir du diagramme de Voronoi
(intersections et calcul de volumes complexes) en chaque point d’intégration. Un al-
gorithme classique pour le calcul des fonctions de forme NEM en un point nécessite
les opérations suivantes : (a) trouver les voisins naturels du point x; (b) construire
la nouvelle cellule associée au point x ; (¢) calculer les volumes des cellules ou des
intersections de cellules de Voronoi 3D utilisés pour le calcul des fonctions de forme ;
et enfin (d) calculer les fonctions de forme par des rapports entre les volumes calculés.
L’opération (a) peut étre effectuée en un temps constant par une recherche locale dans
le diagramme de Voronoi. Selon notre expérience, les opérations (b) et (c) sont les
plus colteuses en temps CPU. Dans le paragraphe suivant, nous proposons de nou-
velles fonctions de forme de type NEM qui évitent d’effectuer les opérations (b) et

(©).

Pour cela, une fonction poids particuliére w;(x) basée sur les sphéres de Delaunay
est utilisée. Celle-ci possede les caractéristiques principales associées au support des
fonctions de forme NEM [YVO 05]. L’introduction de ces poids particuliers dans
le cadre EFG conduit a des fonctions de forme possédant la plupart des propriétés
des fonctions de forme NEM (i.e. celles d’interpolation, de consistance linéaire, et de
recherche des voisins et de connectivité basée sur les voisins naturels), mais n’utilisant
aucune construction géométrique basées sur le diagramme de Voronoi, ce qui simplifie
I’extension de la méthode au cas 3D et réduit les cotts de calculs.
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Figure 1.5. Fonction conique excentrée

1.2.2.1. Fonctions poids Pseudo-NEM

Si nous considérons la technique MLS, résumée dans le premier chapitre, 1’ap-
proximation du champ u(x), u”(x), peut étre exprimée par :

u'(x) = pT (x)A"1Bu = ¢’ (x) u [1.43]

ou ?»(x) est un vecteur contenant les fonctions de forme associées aux voisins natu-
rels du point x. Par la suite, nous cherchons a définir une fonction poids appropriée
w;(x) telle que la fonction de forme associée satisfasse les propriétés suivantes : (a) la
propriété du delta de Kronecker (1;(x;) = d;,); (b) la consistance linéaire (satisfaite
automatiquement dans le contexte MLS); (c) la linéarité des fonctions de forme sur
les bords du domaine ; et (d) le support de 1);(x;) coincide avec celui des fonctions de
forme NEM, i.e. est défini par I’union des sphéeres contenant le nceud n;.

Pour ceci, nous proposons la fonction poids suivante. La définition est donnée ici
en 2D, mais son extension au cas 3D est directe. Soit une fonction cone dont la base
coincide avec I’un des cercles de Delaunay contenant le point x, et ou la projection

du sommet du cone sur un plan passant par la base coincide avec le noeud n; (voir fig.
1.5).

La valeur de la fonction conique calculée au point x est donnée par :

_ [mP]| — nix|

109 = P

[1.44]

avee ©

P = —2 (M> n;x [1.45]
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Figure 1.6. (Haut) portion du support de la fonction cone ; (bas) fonction
poids.

Pour éviter de superposer des fonctions cone tout en conservant la continuité
des fonctions poids, une portion de cone est associée a chaque triangle de Delaunay
connecté au noeud n;. La fonction cone est donc non nulle si un point x appartient a
I’intersection entre le cercle circonscrit et la portion du plan telle que tout point dans
le repere formé par le nceud d’origine n; et les vecteurs n; — n; et n; — ny, ait des co-
ordonnées positives dans cette base. n; et ny sont les deux autres sommets du triangle
(voir fig. 1.6). Grace a la forme particuliére de leur support, les fonctions de forme
sont strictement interpolantes (w;(x;) = d;;), car les cercles de Delaunay passent par
les nceuds. De plus, les propriétés de positivité et de décroissance monotone sont vé-
rifiées. Comme les fonctions cone sont linéaires entre deux nceuds, la continuité de la
fonction poids, et donc de 1’approximation, est garantie.

Afin de garantir la stricte linéarité des fonctions de forme sur les bords du domaine,
les fonctions de forme associées aux nceuds intérieurs doivent s’annuler sur les bords
du domaine. Pour garantir cela, nous multiplions les fonctions poids de ’Eq. (1.44)
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par une fonction =(x) s’annulant sur les bords du domaine. Une solution simple est
deéfinie par :

2(x) = NT(x)é [1.46]

ou N(x) est le vecteur contenant les fonctions de forme éléments finis linéaires as-
sociées aux triangles de Delaunay, et & les valeurs nodales d’un champ prenant une
valeur de 1 a I’intérieur du doamaine, i.e. §; = 1 si x; € 2, et s’annulant sur le bord
dudomaine I' = 02, 1.e.9; = 0six; €I

1.2.2.2. Exemple numérique

Nous considérons le probléme suivant de Poisson dans un cube 3D unitaire ;

Au = 01in Q =]0,1[? [1.47]
u(x) = uy(x) =222 —y?> — 22 on I' = 90 '
dont la solution exacte est :
ut(x) = 222 —y? — 22in Q [1.48]

La forme faible associée au probléme défini dans I’Eq. (1.47) est exprimée par :

Trouver u € H'(Q) (u = u, sur ') tel que :
/ Vu* - Vu dQ =0, Yu* € H)(Q) [1.49]
Q

ou H'(2) et H}(£2) sont les espaces fnoctionnels de usuels.

Le probléme a été résolu en utilisant plusieurs degrés de raffinement de maillage :
3X3X3,5x5xb5TxT7xTetl0 x 10 x 10 nceuds. La norme en €nergie a éte
calculée pour déterminer la convergence de la solution. Les résultats sont donnés dans
la figure 1.7. Une comparaison entre les temps de calcul obtenus avec les fonctions
standard de Sibson et pseudo-NEM est donnée dans la figure 1.8.
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Figure 1.7. Etude de convergence pour le probleme de Poisson.
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Figure 1.8. Comparaison des temps de calcul CPU pour les discrétisations
Sibson-NEM et pseudo-NEM.
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Figure 1.9. Géometrie du test de compression

1.2.2.3. Comparaison des temps CPU pour différentes approximations NEM

Comme mentionné précédemment, le colit CPU est ’'un des inconvénients majeurs
de la NEM, si on la compare avec la méthode des ¢éléments finis (MEF). Afin de
comparer I’importance de ce colit, nous analysons ici un autre probléme avec solution
analytique connue, résolu par quatre techniques différentes : (a) la NEM-Sibson, (b)
la NEM-Laplace, (c) la pseudo-NEM et (d) la MEF

Le probleéme considéré ici est la compression d’un bloc cubique linéaire élastique
(ou encore un patch test). Un déplacement de 0.01 suivant la direction z direction est
imposé sur la face supérieure et les nceuds de la face inférieure sont contraints dans la
direction z, voir figure 1.9.

Plusieurs nuages de nceuds ont été utilises, avec des distributions aussi bien régu-
lieres qu’irrégulicres, afin de tester I’influence de la position relative des nceuds sur la
qualité de la solution et son impact sur le temps de recherche des voisins.

Dans le contexte de la MEF, la triangulation de Delaunay a ¢été utilisée, avec 4
points d’intégration dans chaque tétra¢dre. Toutes les simulations sans maillage uti-
lisent les mémes points d’intégration.

La Fig. 1.10 montre le temps nécessaire pour résoudre les différents problémes. I1
est clair que I’utilisation des fonctions de forme de Sibson (notées NEM-S) entraine
les temps de calculs les plus longs. De plus, ce temps augmente rapidement avec le
nombre de nceuds, et celui-ci augmente encore lorsque la distribution est irréguliere.
En effet, les distributions régulieres de nceuds entrainent un nombre de triangles de
Delaunay plus faible que dans le cas des distributions irrégulieres, donnant un nombre
de points d’intégration plus important.
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Figure 1.10. Comparaison des temps de calcul totaux.
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Il est également intéressant d’évaluer le rapport entre le temps employ€ pour calcu-
ler les fonctions de forme et leurs dérivées, et le temps CPU de la simulation compléte.
Ceci est présenté dans la Fig. 1.11, ou I’approche pseudo-NEM (P-NEM) utilise moins
de 10 % du temps total, et décroit comparativement lorsque la taille du probléme aug-
mente. Le temps associ¢ aux fonctions de Laplace (NEM-L) diminue également, mais
utilise environ 30% du temps total. Une fois de plus, nous constatons que 1’approche
NEM-Sibson est trés gourmande en temps de calcul.

1.2.3. Formulation NEM-Hermite

Dans ce paragraphe, une approximation a consistance quadratique est proposee,
construite a 1’aide d’une formulation de type Hermite diffuse [RAC 00]. Celle-ci est
obtenue en utilisant les poids NEM dans le cadre des MLS, mais en minimisant cette
fois une fonctionnelle faisant intervenir les dérivées de 1’approximation. Pour cela,
nous considérons un schéma d’approximation de la forme :

(%) = 3w + 3 e (x) 87“; +3 ¢ (x) al; [1.50]
=1 =1 1=1

ou v;(x) sont les fonctions de forme associées avec les variables inconnues u;, ¥ (x)
sont ¢ (x) les fonctions de forme associées avec les dérivées spatiales. Pour simpli-
fier, nous considérons la somme dans I’Eq. (1.50) étendue a tous les nceuds NV, plutot
qu’aux seuls n voisins naturels. Les deux expressions restent équivalentes car les fonc-

tions de forme associées a des nceuds non voisins s’annulent. Dans contexte, u;, %Q;i et

%—";j sont des inconnues (degrés de libert¢). Afin de construire les fonctions de forme,

nous considérons le schéma d’approximation suivant :

)" a(x) [1.51]

ol p(x) est une base polynomiale, e.g. p(x) = {1,,y,zy, 2%, y*} et a(x) est un
vecteur de coefficients inconnus. Afin de déterminer a(x), nous considérons la fonc-
tionnelle suivante :

J = %;wz(x) {[pT(x)a — ui]Q +

op” Ou; |’ opT ou; 1’
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Figure 1.12. Fonctions de forme NEM-Hermite.

ou w;(x) sont les fonctions de forme NEM calculées au point z, i.e. w;(x) = ¢;(x),
T T
%(x) et %(x) représentent les dérivées de la base p(x) par rapport a x et y,

respectivement. « est un parametre dimensionnel, fixé a 1 dans nos simulations. La
minimisation de .J par rapport a a(x), (%(‘;) = 0), conduit au systéme d’équations
suivant :

Aa(x) = Bq [1.53]

_ Oui Ou Ous Ou ou ou
avec q = {Ul, gur 8y1"u2’ Gt 6_?; sy UN 5 5T —a;’ }

Les dérivées des fonctions de forme sont obtenues par des procédures standard
[BEL 94], impliquant les dérivées de la fonction poids w;(x). Les dérivées interve-
nant dans q sont en fait des pseudo-dérivées (dérivées diffuses) et ne peuvent étre
utilisées pour discrétiser les formulations variationnelles. Cependant, elles peuvent
étre utilisées dans le cadre d’une méthode de collocation. Des formules explicites des
dérivées des fonctions de forme de Sibson peuvent étre trouvées dans [PIP 93]. Les
fonctions de forme obtenues sont représentées dans la figure 1.12.
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D’apres ’Eq. (1.52), les nouveaux degrés de liberté associés avec les deérivées
peuvent étre interprétés comme des pseudo-dérivées qui ne coincident pas avec les
dérivées réelles. Ainsi, I’imposition des conditions aux limites essentielles devient dé-
licate. Cependant, pour évaluer la qualité de 1’approximation obtenue sans étre pollués
par ce probléme, nous considérons par la suite un probléme de Poisson dont la solution

et ses dérivées s’annulent sur le bord du domaine..

1.2.3.1. Exemple numérique

Le probléme aux limites est défini par :

{ —Au=f dansQ =1]0,1[x]0, 1]

U = Ug sur I' = 0f)

Nous considérons ici :

ug =0,
{ f = 4n?{2cos(2mx)cos(2my) — cos(2mx) — cos(2my)}
dont la solution exacte est :
u®(x) = {1 — cos(2mx)} {1 — cos(2my)}

La forme faible associée a I’Eq. (1.54) est donnée par :

Trouver v € H} () tel que :

/Vu-VdudQ/féudQ, Vou € Hy(Q)
Q Q

[1.54]

[1.55]

[1.56]

[1.57]

ot H}(€) est ’espace de Sobolev usuel. L’interpolation NEM-Hermite décrite pré-
cédemment est utilisée pour approximer les fonctions tests et d’approximation u et
du, respectivement, toutes deux construites a partir des contributions des seuls nceuds

internes..

L’erreur en norme énergie est calculée grace a I’expression :

1

e (‘ /Q(W‘”” = Vu")T (Vu” — wh)) :

2
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Figure 1.13. Etude de convergence par utilisation de la norme énergie pour le
probléme de Poisson 2D.

Pour I’évaluation des Eqgs. (1.57) et (1.58), les cellules de Voronoi associées a
chaque nceud sont triangulées un schéma d’intégration de Gauss est appliqué dans
chaque sous triangle en utilisant 3, 6 et 12 points d’intégration. La figure 1.13 compare
la qualité de I’approximation H-NEM avec celle de la méthode standard Sibson-NEM.
Si seulement trois points de Gauss sont utilisés, la qualité de la H-NEM surpasse celle
de la NEM, mais la différence de vitesse de convergence n’est pas significative. Si un
schéma d’intégration plus fin est appliqué (6 points ou plus), I’approximation H-NEM
permet d’atteindre, comme prévu, une vitesse de convergence quadratique.

1.2.4. Fonctions bulles hiérarchiques dans la NEM

L’intérét de la méthode présentée ici est de permettre la construction d’approxima-
tions mixtes stables pour la discrétisation de formulations mixtes, comme par exemple
dans la mécanique des matériaux incompressibles, ou I’approximation mixte doit vé-
rifier la condition inf-sup ou LBB.
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Nous considérons un domaine ouvert 2 € R¥™ de bord I, dim étant la dimension
de I’espace. Nous supposons que 2 est discrétisé¢ par un ensemble de nceuds S. Soit
D(S) le complexe simplicial associé avec une triangulation de Delaunay associée a S.
Un complexe simplicial K dans R¥™ est un ensemble de simplexes (hyper tétraédres)
dans 4™ tels que :

(1) Chaque face d’un simplexe K est dans K ;

(i1) L’intersection de n’importe quel couple de simplexes de K est une face de cha-
cun de ces simplexes [MUN 93];

Si nous notons F}, I’ensemble des k — simplexes (0 < k < 3), dans R3 la
triangulation (tétra¢drisation) de Delaunay D(S) correspond au complexe simplicial
définissant les tétraédres dans F3, les triangles dans F5, les arétes des triangles dans
F1, et les sommets des triangles (nceuds) dans Fj. Nous notons ces ensembles finis
T(S), F(S), E(S) et V(S), respectivement.

Afin de construire des approximations plus riches, de nouvelles fonctions de forme
peuvent étre associées aux différents k — simplexes. Le cas 1 < k < 3 correspond
au concept de méthodes hi¢rarchiques [ZIE 83]. Le concept de fonctions bulle hiérar-
chiques est un moyen tres simple de construire des approximations d’ordre supérieur.
L’extension aux méthodes sans maillage n’est en général pas simple, a cause de 1’ab-
sence de topologie liée a des ¢léments géométriques. Dans la méthode des ¢léments
naturels, la triangulation de Delaunay sous-jacente permet une telle approche.

L’1dée ici est d’associer de nouvelles fonctions de forme avec les k£ — simplexes de
la tétraédrisation de Delaunay, i.e. les tétra¢dres T’ € T'(S), les triangles F' € F(.9)
les arétes connectant deux nceuds £’ € E(.S) [YVO 06].
1.2.4.1. Approximation b-NEM

Un k-simplexe (K-S) (nceud, aréte, triangle ou tétracdre) est généré par K = k+1
sommets (kK = 0, 1, 2 et 3, respectivement). Les fonctions de forme bulle d’une entité
X; générée par K sommets sont calculées par 1’expression :

K
¢5(x) = || 6p(x) [1.59]
p=1

ou ¢, (x) est la fonction de forme NEM associée avec le nceud n,, calculée au point
X.

Le support d’un K-S généré par K sommets (nceuds) dans S est 'union des sphéres
de Delaunay contenant les K nceuds. On obtient, en 2D :
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Figure 1.14. Supports des fonctions bulle associées aux k-simplexes de
Delaunay ; (a) support d’un triangle de Delaunay x; n; — n; — ng ; (b)
support d’une aréte de Delaunay x; n; — n;.

(i) si x; est un triangle de Delaunay (x € F'(S)) (k = 2), le support de x; est
composé d’un cercle contenant les trois noeuds générateurs du (voir fig. 1.14 (a)) ;

(ii) si x; est une aréte d’un triangle de Delaunay (x € E(95)) (k = 1), le support
X; est compose de I'union de deux cercles (si x; ¢ I'), ou d’un cercle si x; € I' (voir
figure 1.14 (b)), contenant les deux nceuds générateurs de x; ;

Nous considérons a présent le schéma d’approximation suivant :

n m

u'(x) =Y di(x)ui+ Y ¢(x) [1.60]

i=1 j=1

ou 7 est le nombre de voisins naturels du point x, ¢;(x) est la fonction de forme NEM
associée au nceud n; € S calculée au point x, ¢} (x) est la fonction bulle définie dans
I’Eq. (1.59) associée avec les m K-S, influents et v, est un degré de liberté additionnel.

Remarques :

(1) Différentes combinaisons peuvent étre choisies pour enrichir I’approximation,
i.e., en utilisant des fonctions associées aux triangles de Delaunay, aux arétes, ou aux
deux. Dans le cas 3D, encore plus de combinaisons sont possibles.

(i1) L’évaluation des fonctions de forme associées avec les K-S n’est pas coliteuse
car elle ne met en jeu que des produits de fonctions de forme NEM, déja calculées au
point x.

(111) Bien que le schéma d’approximation défini dans 1’Eq. (1.60) soit plus riche que
I’approximation NEM standard, elle ne peut reproduire des polynomes d’ordre plus
¢levés que les fonctions linéaires.
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(iv) Nous étudions et comparons ici deux schémas : (1) une fonction bulle associée
aux triangles de Delaunay (que nous appelons b1-NEM); et (ii) une fonction bulle
associée a chaque aréte (appelé b2-NEM).

1.2.4.2. b-NEM avec propriétés de reproduction

Dans ce paragraphe nous proposons de corriger les fonctions de forme des sché-
mas d’approximation (1.60) définis précédemment dans le cadre des moindres car-
rés mobiles, afin d’évaluer les éventuels gains d’une approximation de consistance
d’ordre supérieur. La procédure MLS a ¢été résumée précédemment. Soit w;(x) des
fonctions poids associées a une fonction de forme bulle standard, i.e. w;(x) = ¢;(x)
ou w;(x) = ¢7(x), calculée au point x.

(2

La procédure MLS conduit a :
ul(x) = p? (x) A7 (x)B(x)u [1.61]
ou nous pouvons identifier le vecteur contenant les fonctions de forme :
' (x) = p’ (x) A7 (x)B(x) [1.62]

Comme nous I’avons précisé les b—NEM avec conditions de reproduction sont cal-
culées en choisissant w;(x) = {¢i(x); ¢%(x)}, ¢i(x) et ¢} (x) étant les fonctions de
forme définies dans (1.29) et (1.59).

Remark. La principale différence entre les b-NEM et les b-NEM avec conditions de
reproduction est la nécessité dans le dernier cas de définir des coordonnées physiques
associées avec chaque fonction de forme, afin d’évaluer les termes p;(x;) et pr(x;)
dans I’Eq. (1.5) et (1.6). Une solution simple est de considérer les centres de gravité
des entités de Delaunay.

Par la suite, les schémas bI-NEM et b2-NEM décrit précédemment sont corrigés en
utilisant la procédure MLS. Dans le cas le plus défavorable, un point x est influencé
par quatre fonctions de forme dans le cas de la bl-NEM (3 fonctions de forme NEM et
une fonction bulle associée au triangle de Delaunay). Ces fonctions poids étant linéai-
rement indépendantes, la méthode est stable si la base p” (x) contient 4 mondmes.
Nous appelons bI-NEM™ le schéma d’approximation résultant de 1’enrichissement
du schéma b1-NEM avec la base bilinéaire p? (x) = {1, z,y, zy}. De méme, nous
appelons, b2—NEMJr le schéma résultant de I’enrichissement de b2-NEM avec une
base quadratique p” (x) = {1,z,y, zy, 22, y*}.
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Nous avons montré dans [Y VO 06] que les conditions aux limites de type essen-
tiel peuvent €tre imposées directement dans les différents schémas d’approximation
proposés, car les fonctions bulle s’annulent sur les bords du domaine. Pour plus de
details, se reporter aux démonstrations proposées dans 1’article en question.

1.2.4.3. Discrétisation NEM

Nous considérons la formulation variationnelle mixte pour I’¢élasticité linéaire in-
compressible, ou les déplacements et la pression sont interpolés avec de fonctions de
forme différentes. Par la suite, la pression est interpolée en utilisant les fonctions de
forme NEM standard (de Sibson), tandis que les déplacements sont interpol€s en uti-
lisant les schémas b-NEM ou b-NEM™ définis précédemment (voir [YVO 06] pour
plus de détails).

Afin d’évaluer ces approximations dans le cadre du test inf-sup, une séquence de
maillages de plus en plus raffinés sont considérés (avec distribution nodale uniforme),
en suivant la procédure proposée dans [BAT 86], [CHA 93]. L’objectif est d’étudier
I’évolution de la valeur inf-sup A, lorsque A diminue. Si log(A4, ) diminue quand
log(h) diminue, alors le schéma d’approximation ne passe pas le test numérique inf-
sup, ou LBB, qui impose que log(A.in ) reste borné par une constante positive quand
log(h) tend vers zero.

La figure 1.15 montre les résultats de ce test pour différents schémas d’approxima-
tion mixte, 1.e. : b-NEM/NEM, NEM/Thiessen [SUK 98B] (qui correspond a utiliser
I’approximation NEM pour les déplacements, et une pression constante dans chaque
cellule de Voronoi), et des schémas mixtes éléments finis, comme les schémas P1/P0
et P2/P1. Les calculs EF sont effectués en utilisant comme ¢léments les triangles
de Delaunay. Comme cela avait été remarqué dans des travaux précédents, [GON
04B], Papproximation mixte NEM/Thiessen ne passe pas le test numérique inf-sup.
Le schéma EF FEM P1/P0 est aussi bien connu pour ne pas passer ce test [CHA 93].
Par contre, tous les schémas utilisant des fonctions bulle vérifient bien la condition
LBB, et les résultats sont similaires a ceux obtenus pour le schéma EF P2/P1 FEM,
connu pour passer ce test.

Comme cela a été note précédemment, les fonctions de forme NEM ne possedent
que la consistance linéaire [SIB 80]. L’enrichissement des fonctions bulle dans le
contexte MLS ne semble pas améliorer la vitesse de convergence, pour les schémas
d’intégration relativement grossiers utilisés ici. L’amélioration des performances de
ces schémas est un travail en cours.

1.2.5. Interpolation NEM avec derivees discontinues

Une possibilité pour définir des schémas d’interpolation NEM avec dérivées dis-
continues est d’utiliser le concept de partition de 1’unité (de fagon similaire a la mé-
thode X-FEM) [MEL 96]. Cependant, nous proposons dans le cadre de cette étude un
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Figure 1.15. Test numérique inf-sup.

enrichissement n’impliquant pas de degrés de liberté supplémentaires. Nous introdui-
sons pour cela dans un premier temps la notion de RKPM enrichie. L’introduction de
la NEM dans la fonction noyau permet de construire un schéma de type NEM avec
dérivées discontinues.

1.2.5.1. Introduction de la NEM dans la méthode E-RKPM : la méthode NEM-Enrichie
(E-NEM)

Nous considérons la description d’une interface par une fonction level set définis-
sant une discontinuité des dérivées du champ considéré. Nous définissons alors une
fonction enrichie u€(z) comme suit :

u®(x) = Ho(O(x))O(x), [1.63]
ou
O(x) <0 if xe
Ox)=1¢ Ox)>0 if xe€Qy . [1.64]
Ox)=0 if xeTly
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et

{ Ho(O(x)) =1 if O(x)>0 [1.65]

Hy(O(x))=0 if O(x)<0

A présent, nous considérons dans le schéma E-RKPM une base linéaire, un schéma
d’enrichissement défini dans I’Eq. (1.63), avec une fonction noyau w(x — x;,h) =
¢i(x) (les fonctions de forme NEM). L’approximation qui en résulte possede la consis-
tance linéaire et permet en plus de reproduire des dérivées dont la discontinuité est
suivant la normale a I’interface I';.

Afin d’illustrer les capacités de la technique proposée, nous considérons la solution
exacte du probleme de Laplace (modé¢lisant les distributions de température dans un
probléme de thermique stationnaire). Le probléme est défini dans un domaine consti-
tué¢ de deux matériaux possédant chacun une conductivité thermique différente. Les
tests sur les conditions de reproduction ont ét¢ menés en utilisant les E-RKPM, I’in-
terface circulaire étant modélisée comme la distance a cette interface multipliée par
une fonction de Heaviside associée. La Fig. 1.16 illustre une portion du champ de
températures reconstruit, ou nous pouvons remarquer la description précise de 1’inter-
face. La discontinuité des dérivées du champ est prise en compte finement, comme le
montre la représentation de la dérivée suivant x dans la figure 1.17.

Pour terminer, dans le but de quantifier la qualité des résultats, nous comparons
dans la figure 1.18 I’erreur (définie a partir des deux normes usuelles), obtenue en
utilisant les méthodes E-RKPM et E-NEM. Dans la figure 1.19 nous constatons que
I’erreur obtenue avec la E-NEM ne semble pas affectée par le changement de pente
au niveau de I’interface, celui-ci augmentant avec la différence des conductivités ther-
miques (pour K1 = 10, le rapport des conductivités est de 10 tandis que celui-ci est
de 100 pour £1 = 100.

1.3. Conclusions

Nous avons ici exploré les connexions entre les méthodes sans maillage dites des "
¢léments naturels " (NEM) et " des moindres carrés mobiles " (MLS) en introduisant
comme fonction poids dans les MLS les fonctions de forme NEM. Ceci permet de
régler la consistance de I’approximation obtenue et d’enrichir celle-ci avec des fonc-
tions particuliéres, présentes dans la solution recherchée. De plus, I’introduction des
fonctions NEM dans la méthode MLS permet d’imposer les conditions aux limites
directement.

Cette approche conduit, comme nous 1I’avons montré dans cet article, a une large
famille de formulations : (i) des méthodes de collocation NEM; (i1) des schémas
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Figure 1.16. Approximation NEM enrichie avec dérivées discontinues au
passage d’une interface circulaire.

141

Figure 1.17. Dérivée suivant x du champ de température.
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Figure 1.18. Erreur en approximation pour les méthodes E-RKPM et E-NEM.

error

— ENEM k1=10.0 L2 (2.2)
---- ENEM k1=10.0 H1 (1.5)
ENEM k1=100.0 L2 (2.2)
-- ENEM k1=100.0 H1 (1.5)

-2 —-1.8 -1.6 —-14 —-1.2 -1
dx

Figure 1.19. Erreur d’approximation pour différents rapports de conductivités
thermiques.

de discrétisation NEM simples et rapides a construire ; (iii) des formulations NEM-
Hermite ; (iv) des fonctions bulles hiérarchiques dans le cadre de la NEM et (v) des
approximations NEM enrichies.
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