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Surfaces de réponse physiques 
et polynomiales 

7.1. Introduction 

L’analyse de fiabilité d’une structure s’appuie classiquement sur la donnée de 
modèles mécanique et probabiliste, ainsi qu’une fonction d’état limite. On définit 
tout d’abord un modèle mécanique décrivant le comportement de la structure. C’est 
au sens large une fonction de transfert mathématique M  permettant d’évaluer les 
effets de sollicitations en fonction de paramètres d’entrée, ou stimuli, décrivant la 
structure et son environnement, paramètres regroupés dans un vecteur x . On note ici 

( )y x( )x(  la réponse du modèle.  

On définit ensuite un modèle probabiliste pour les paramètres d’entrée qui sont 
considérés comme mal connus ou incertains, soit à partir du traitement statistique 
d’échantillons de données lorsque ceux-ci sont disponibles, soit à partir de jugement 
d’expert et de bases de données [JCS 02]. Ce modèle probabiliste est caractérisé par 
la densité jointe des variables aléatoires d’entrée X , notée ( )fX x . 

On définit enfin une fonction d’état limite traduisant mathématiquement le 
critère de défaillance par rapport auquel la structure doit être justifiée. Cette fonction 
s’écrit sous la forme générale ( ( ) )g X X( )))  et porte sur les effets des sollicitations 
auxquels on fixe des limites, regroupées dans un vecteur X .
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En notant fX,X’ la densité jointe des vecteurs X et X’, l’objectif de l’analyse est 
d’évaluer la probabilité de défaillance fP  de la structure définie par :  

( ( ) ) 0
( )f { g }

P f dX Xx x x
x x x

( ) )( ) )( ) )( ) )( ) )( ))  [7.1] 

Il existe diverses méthodes pour résoudre le problème [DIT 96, LEM 05]. Parmi 
celles-ci, dans ce chapitre, seules la simulation de Monte-Carlo et la méthode FORM 
sont présentées et utilisées. 

7.2. Historique de la méthode des surfaces de réponse 

De nombreux domaines scientifiques et courants de pensée ont contribué à 
l’élaboration de ce qui est appelé méthodologie des surfaces de réponse (MSR). Les 
prémices de l’approche par des surfaces de réponse apparaissent quelques années 
avant les développements de Box et Wilson [BOX 50]. Des domaines scientifiques 
variés étaient concernés : 

– la biologie animale et végétale avec la construction de courbes de croissance 
[WIS 39, WIN 32, REE 29] ; 

– les sciences humaines et l’analyse de la réponse d’une population à des stimuli 
[GAD 33, BLI 35a et b], travaux basés sur ceux du psychiatre Fechner vers 1860 ; 

– l’agronomie et l’étude de fertilisation des sols [MIT 30, CRO 35, STE 51]. 

Ces démarches reposaient principalement sur l’hypothèse de base (justifiée 
mathématiquement par le théorème de Weierstrass) que, sous certaines conditions de 
régularité, la réponse peut être approchée par une forme déduite des polynômes. 
C’est donc naturellement dans ce cadre que les chimistes Box et Wilson ont 
développé en 1951 le concept de surface de réponse en s’appuyant sur des 
techniques de régression analytique et la conduite d’expériences. En particulier le 
soin à apporter au choix des variables stimuli et à l’affectation de leur poids relatif 
fut déjà largement décrit. Ces modèles expérimentaux se sont enrichis par la 
définition des périodes d’observation [BOX 55] et par un calcul d’erreur [BOX 57]. 
Avec l’accroissement du nombre de modèles potentiels, il a fallu en parallèle 
proposer des critères de choix [BOX 59a] comme la minimisation de la variance 
généralisée des estimations des variables [BOX 59b]. La période 1950-1970 a été 
marquée par l’apparition de trois courants majeurs d’inspiration probabiliste : 

– la recherche d’une représentation fonctionnelle optimale par approximation 
stochastique et ce en présence de points non représentatifs, avec une extension à des 
configurations multivariables [ROB 51, KIE 52] ;

– la comparaison des courbes de croissance en biométrie [RAO 58, ELS 62], où 
la fonction de réponse résulte de projections sur une famille de polynômes 
orthogonaux. Leurs coefficients sont ensuite utilisés pour des études de prévision ; 
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– la théorie du modèle optimal sous contraintes dans le cas de modèles linéaires 
[KIE 60]. L’optimisation des fonctions de réponse est reliée à la minimisation de la 
variance généralisée des paramètres. 

Ce dernier courant a constitué un apport théorique bien structuré qui sert encore 
de référence. De nombreux travaux d’optimisation sont venus ensuite [ANS 63, 
POW 65, NEL 65]. La fin de cette période a vu l’émergence de modèles non 
linéaires. Les travaux les plus significatifs ont été certainement ceux menés sur les 
polynômes inverses [NEL 66] et l’estimation statistique des paramètres à partir de 
processus expérimentaux [ATK 68]. Cependant, c’est plus récemment, grâce à la 
puissance croissante des moyens de calculs, que l’utilisation des modèles non 
linéaires a connu un réel essor. Les critères de validation des modèles y apparaissent 
comme très spécifiques à chaque domaine d’activité. On peut signaler les articles de 
synthèse en biométrie [MEA 75], et dans le secteur du nucléaire [HEL 93]. 

7.3. Concept de surface de réponse 

7.3.1. Définitions de base 

L’appellation de surface de réponse dénote le souci de visualiser par une 
représentation géométrique ce qu’est la réponse d’un processus physique à des 
stimuli. La propriété étudiée, ou réponse Y, résulte alors de l’application de la 
fonction de transfert caractérisant le système aux paramètres d’entrée. Elle varie par 
conséquent avec les variations de ces paramètres d’entrée, appelés aussi stimuli. Ces 
derniers sont modélisés par des variables ou champs aléatoires, notés Xi, i=1,..,n, et 
sont caractérisés par un ensemble d’informations statistiques disponibles, notées j, 
j=1,.., p, (fonctions de densité de probabilité indépendantes ou corrélées, moments 
normalisés, etc.). Ce transfert peut se représenter tel que : 

 

 

 
 

Figure 7.1. Réponse d'une fonction de transfert à un stimuli,  
modélisé par des variables ou champs aléatoires 

Une modélisation probabiliste par des champs aléatoires est parfois nécessaire 
pour représenter les variations spatio-temporelles des paramètres incertains d’entrée. 
Une modélisation par des variables aléatoires, plus simple, peut néanmoins suffire 
dans un certain nombre de problèmes. Par commodité, nous utilisons par la suite des 
variables aléatoires pour modéliser les paramètres d’entrée. 

Variables ou champs 
aléatoires Xi 

Réponse 
Y 

 

Fonction de transfert  
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Généralement, on n’accède pas à cette fonction de transfert sous une forme 
explicite des variables de base. Nous en cherchons une approximation, appelée 
fonction de réponse M, le plus souvent dans une famille de fonctions usuelles 
linéaires ou non, caractérisées par des paramètres k, k=1,..,l, aléatoires ou 
déterministes. Ces paramètres sont déduits de l’ajustement de la réponse rendu 
possible par l’existence de données expérimentales. La représentation géométrique 
sous la forme d’une courbe, d’une surface, ou d’une hypersurface est appelée 
surface de réponse. L’introduction de notions géométriques comme les lignes de 
niveau relatives à cette surface peut alors se traduire en termes de frontière du 
domaine de sécurité. Pour construire une surface de réponse, il faut fournir : 

– X ={X1…, Xn}, ensemble représentatif et ordonné de variables aléatoires ; 
– ={ 1…, p}, ensemble d’informations statistiques sur X (fonctions de densité 

de probabilité indépendantes ou corrélées, moments normalisés, etc.) ;  
– M(X/ ), approximation de la réponse Y, formulée explicitement en fonction de 

X sachant  et obtenue par ajustement de l’ensemble des paramètres  
– |.|, une métrique dans l’espace des variables de base et de la réponse. La qualité 

de l’ajustement de l’approximation M à la réponse Y peut être ainsi mesurée. 

La fonction de réponse peut donc s’écrire formellement : 

 
 

entréed' paramètres

)/,M(=)/M( XX  

  
               à AJUSTER  

 
Figure 7.2. Ecriture formelle d'une fonction de réponse 

7.3.2. Différentes formulations 

Le choix d’un type de formulation de la fonction de réponse se fait à partir de 
critères spécifiques résultant de la méthodologie scientifique retenue pour étudier le 
phénomène. Les premières questions sont le niveau de complexité envisageable, la 
possibilité d’une approche expérimentale, et l’état actuel des connaissances servant 
de références. On peut noter deux orientations possibles mais la construction de 
surfaces de réponse relève de plus en plus d’une solution mixte : 

– l’ajustement d’un modèle approché du transfert en utilisant des fonctions 
mathématiques usuelles (notamment polynomiales) et une base de données 
sélectionnées. [SCH 96] présente et compare les modèles usuels ; 

  à SELECTIONNER 
   et à ORDONNER 
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– l’utilisation des lois physiques déterministes sous-jacentes dans lesquelles sont 
introduites des variables aléatoires pour rendre compte des variabilités intrinsèques 
(comme la hauteur ou la période d’une vague) ou des incertitudes sur les paramètres 
des modèles [LAB 96]. Deux questions dirigent alors la construction de la surface de 
réponse, la représentativité physique des modèles déterministes et la sélection des 
variables de base, c’est-à-dire celles qui gouvernent les variations des quantités 
étudiées. 

Enfin, à la sélection de la formulation analytique du transfert s’ajoute la 
difficulté de caractériser statistiquement les variables de base. Dans le cas des 
surfaces de réponse décrivant des états limites, cette question conditionne la mesure 
de la fiabilité. Par exemple, dans le domaine des matériaux composites laminés 
unidirectionnels et chargés dans le plan, on considère souvent qu’un état limite peut 
se déduire de trois critères que sont : les contraintes, les efforts externes plans, et les 
dimensions géométriques du matériau. Des hypothèses différentes sur le nombre de 
variables et leur type de loi de distribution peuvent conduire à des variations de plus 
de 30 % sur les valeurs des facteurs de sécurité correspondants [NAK 95]. 

7.3.3. Critères de construction 

On peut penser que les critères de construction des surfaces de réponse sont 
spécifiques à chaque domaine d’utilisation. Aussi, dans ce qui suit, les critères sont 
abordés par ordre d’importance pour les problèmes relatifs à la sécurité des ouvrages 
et structures. Les critères ainsi mis en évidence soulèvent des questions qui sont 
néanmoins généralisables. Par ailleurs, il est illusoire de considérer qu’une solution 
unique dans l’absolu puisse exister. Le choix final résulte d’une optimisation sous 
contraintes dont on propose ici de spécifier la nature. 

On cherche notamment à profiter de la puissance croissante des moyens de 
calcul qui offre des facilités en permettant bien souvent d’affiner la représentation 
mathématique et de contrôler les incertitudes inhérentes à l’ajustement du modèle. 
Ceci ne doit cependant pas masquer les impératifs de représentativité physique des 
phénomènes. Les critères considérés comme majeurs dans notre approche sont : 

– le sens physique de la représentation ; 
– les effets du choix de la modélisation probabiliste ; 
– la mesure de la qualité de l’ajustement ; 
– la réduction du niveau de complexité et l’adaptation au calcul numérique. 
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7.3.3.1. Sens physique de la représentation 

La compréhension du mécanisme sous-tendant un phénomène physique est 
fondamentale dans le choix de l’ensemble des variables d’entrée et de la fonction 
d’approximation. Ce critère peut révéler la nécessité de baser la formulation de la 
fonction de réponse sur des lois déterministes. La variabilité intrinsèque s’exprime 
alors par l’introduction de variables aléatoires et l’incertitude sur le modèle est prise 
en compte par l’intermédiaire de paramètres aléatoires. L’utilisation de lois 
déterministes et une sélection soignée des variables de base, pour peu qu’une 
formulation analytique soit accessible, se montrent plus représentatives que le 
recours à des modèles d’ajustement par des fonctions d’approximation usuelles. 

7.3.3.2. Effets du choix de la modélisation probabiliste 

La loi de probabilité de la réponse du système dépend de la caractérisation 
probabiliste des paramètres d’entrée (loi de probabilité, dispersion, dissymétrie, 
aplatissement, etc.). Dans un cas simple où la fonction de transfert M est linéaire, en 
fonction de variables aléatoires gaussiennes, la loi de la réponse est aussi 
gaussienne. Dans un cas général, les variables aléatoires sont d’une loi non 
gaussienne et la fonction de transfert d’un certain degré de non linéarité. 

Afin de contrôler l’effet de ce degré de non linéarité de la fonction de transfert, 
divers travaux proposent d’approcher cette fonction par une forme polynomiale (en 
général linéaire, quadratique ou cubique). Une approximation linéaire est souvent 
insuffisante [BOU 95] ; les approximations cubiques et de degré cinq permettent 
parfois d’évaluer de manière satisfaisante les moments respectivement jusqu’à 
l’ordre 3 et jusqu’à l’ordre 4. Les approximations polynomiales pour le type de 
transfert étudié peuvent être de degré élevé et donc coûteuses en temps de calcul. 

En fait, pour garantir le transfert des lois de probabilité, on va montrer qu’il est 
nécessaire de veiller au bon ajustement de la matrice jacobienne [D(X)/D(Y)] 
[LAB 95, SCH 08]. On considère pour cela une surface de réponse à une variable de 
la forme Y = M(X) avec M dérivable, bijective et monotone, et X variable de base. 
Connaissant la densité de probabilité fX de X, on peut calculer fY, densité de 
probabilité de Y. Soit G la fonction de répartition associée à la densité de probabilité 
g, on sait par définition : 

GY (y) = )( yYP  et fY (y) = )yY(P
dy

d
 

6



fY (y) = P[X < M -1(y)] soit enfin,  fY (y) = fX [M -1(y)] (y)]-[M
'

1 1

M
  

où |.| désigne la valeur absolue. 

Dans le cas plus général d’un problème multivariable pour lequel X et Y sont des 
vecteurs, les fonctions de densité de probabilité des variables aléatoires d’entrée et 
des variables aléatoires de sorties sont donc liées par la relation : 

fY (y) = fX (x) [M -1(y)] 
)Y(D

)X(D
 

Ainsi, pour obtenir une bonne approximation de PY, il faut bien ajuster la 
fonction M, mais aussi rechercher une adéquation avec les dérivées partielles. Les 
formes polynomiales linéaires, quadratiques ou cubiques évoquées précédemment 
ont respectivement des fonctions dérivées constantes, linéaires et quadratiques. 
L’écart entre ces trois fonctions est en général important sur les bords du domaine 
d’étude et les perturbations qu’elles apportent sur les queues des fonctions de densité 
de probabilité peuvent donc être significatives et modifier les résultats du calcul 
fiabiliste. Ainsi, le choix d’un polynôme de degré peu élevé, pratique pour la 
conduite des calculs et apparemment adapté à une approximation de la réponse, peut 
mener à des densités de probabilité erronées en sortie. Un tel choix s’avère très 
sensible aux effets du choix de la modélisation probabiliste des paramètres d’entrée. 

7.3.3.3. Mesure de la qualité de l’ajustement 

Il s’agit ici de définir une métrique fournissant un bon indicateur de la qualité de 
l’ajustement effectué. Les métriques usuelles sont dites du second ordre car elles 
permettent d’obtenir les variables réellement prépondérantes sur la réponse en 
évaluant leur influence sur l’écart de la variance en sortie. Elles sont donc peu 
performantes en présence d’événements singuliers externes aux lois de probabilité 
d’entrée et ne sont qu’indicatives en tant que mesure de l’incertitude [BIE 83, 
IMA 87]. Pour pallier ces insuffisances, il existe des métriques basées sur les écarts 
inter-quantiles [KHA 89] ou sur la mesure de l’entropie du système [PAR 94]. 

Une autre démarche consiste à utiliser les métriques de régression. Notons f la 
fonction de réponse dont il faut ajuster les paramètres et  l’erreur. Considérons par 
exemple un modèle de régression du type : 

Y = M (X/ ) +  
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Lorsque l’erreur  est supposée suivre une distribution normale de moyenne zéro 
et de matrice de covariance diagonale, alors les ajustements de f aux moindres carrés 
et au maximum de vraisemblance sont identiques. La métrique L2 (intégration du 
carré du résidu u) est alors la plus efficace. La métrique L1 (intégration de la norme 
du résidu) est quant à elle mieux adaptée à une distribution exponentielle de l’erreur, 
alors nettement plus dispersée. 

Nous avons conclu au paragraphe précédent à la nécessité d’ajuster la matrice 
jacobienne des dérivées partielles. Ainsi, il paraît particulièrement intéressant de 
choisir une métrique de la forme rencontrée en théorie variationnelle : 

ni i LX
u

Luu
,...,1

2

2

2

2
 

avec .. . L2
, norme au sens L2, dans l’espace de Sobolev H1 : 

H1 = { 2L
X

uu
i

 (carré intégrable) quels que soient  = 0, 1 et i = 1…,n} 

L’idée sous-jacente de ce choix de métrique est donc de préférer le contrôle des 
queues de distribution par transferts successifs que de privilégier la partie centrale 
par l’intermédiaire des premiers moments. Toute construction de surface de réponse 
doit être accompagnée d’un choix de métrique qui conditionne le sens de 
l’approximation et permet d’expliquer certaines limites dans la représentation. 

7.3.3.4. Réduction du niveau de complexité et adaptation au calcul numérique 

Pour plus de précision, nous pouvons introduire des ordres d’approximation 
élevés dans les procédures de calcul. Compliquer les procédures doit cependant être 
justifié, ne serait-ce que par l’impératif d’ingénierie de ne pas augmenter inutilement 
les temps des calculs.  

Cette question est illustrée dans [SCH 07] au travers de plusieurs études portant 
sur l’interaction houle-structure. Celles-ci étudient les effets de l’ordre du modèle 
cinématique de Stokes, de la prise en compte du terme d’inertie des efforts et du 
nombre de tronçons de discrétisation de l’élément-poutre. 
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7.4. Méthodes de calcul de fiabilité 

7.4.1. Problème de fiabilité et simulation de Monte-Carlo 

La fiabilité des structures vise à calculer la probabilité de défaillance d’un 
système mécanique dont les paramètres sont mal connus et modélisés dans un cadre 
probabiliste, relativement à un scénario de défaillance. Les méthodes de fiabilité 
permettent non seulement de calculer la probabilité de défaillance fP d’un 
composant ou d’un système constitué de plusieurs composants en interaction, mais 
également de déterminer la sensibilité de cette probabilité à chaque variable 
aléatoire intervenant dans le problème [DIT 96, LEM 05].  

Un critère de défaillance peut être représenté par une fonction de performance, 
notée Mg MM  définie conventionnellement dans l’espace des paramètres de 

sorte que : 0fD gx x  corresponde au domaine de défaillance et 

: 0sD gx x au domaine de sûreté. La frontière : 0D gx x  est la 

surface d’état limite. La probabilité de défaillance est alors définie par :  

0 ( )
f

f D
P g f dXX x xgg

 [7.2] 

où fX  est la densité de probabilité jointe de X .  

Le domaine d’intégration fD  étant défini implicitement et la fonction de 
performance analytique, dans le cas où la fonction g est définie à partir d’une 
surface de réponse, le calcul direct de cette intégrale peut être effectué 
numériquement par simulation de Monte-Carlo : simN  réalisations du vecteur 
d’entrée X  sont simulées, et pour chaque tirage, la fonction g est évaluée. On 
estime fP  par le rapport /f simN N , où fN  est le nombre de tirages ayant conduit à 
la défaillance (signe négatif de g). Cette méthode simple dans son principe est très 
coûteuse en pratique : pour estimer une probabilité de l’ordre de 10 k  à 5 % près, il 
faut de l’ordre de 2

sim 4.10kN tirages. Les probabilités calculées en fiabilité étant 
de l’ordre de 210 à 610 , la méthode n’est souvent pas applicable directement à 
l’échelle industrielle, en particulier si l’on ne dispose pas d’une surface de réponse 
pertinente. Pour remédier à ce problème, diverses autres méthodes ont été 
développées parmi lesquelles la méthode FORM (First Order Reliability Method), 
très utilisée dans l’industrie. 
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7.4.2. Méthode FORM 

La méthode FORM permet d’approcher la probabilité de défaillance à  
partir d’une reformulation du problème dans l’espace gaussien centré réduit,  
espace dans lequel toutes les variables aléatoires ξ  sont de loi gaussienne  
de moyenne nulle et d’écart type unitaire. Pour cela, on utilise une transformation 
isoprobabiliste T X ξ X . Si les variables d’entrées sont indépendantes, de 
fonction de répartition marginale ( )

iX iF x , cette transformation s’écrit simplement 
1 ( )

ii X iF x , où  est la fonction de répartition gaussienne centrée réduite. 

Dans le cas général, on peut utiliser les transformations de Nataf ou Rosenblatt 
[LEM 05, chapitre 4]. L’équation [7.2] se réécrit : 

1 1: 0f M MG g T
P d …d

ξ ξ ξ
ξ

 [7.3] 

où 1G g T  est la fonction de performance dans l’espace réduit et M  est 
la densité de probabilité multinormale centrée réduite de dimension n , définie par 

2 2 2
1

1exp2
2

M

M Mx … xx .  

Cette densité de probabilité est maximale à l’origine et décroît exponentiellement 
avec 2ξ  – cette décroissance diminue fortement avec le nombre de variables. Les 

points contribuant le plus à l’intégrale [7.3] sont donc les points appartenant au 
domaine de défaillance fD  qui sont les plus proches de l’origine. La seconde étape 
de la méthode FORM consiste en la détermination du point de conception P , point 
du domaine de défaillance fD  le plus proche de l’origine. Ce point est solution du 
problème d’optimisation :  

21Arg min / 0
2M

P G
ξ

ξ ξ
M

min
22  [7.4] 

Un algorithme approprié d’optimisation sous contraintes permet de le 
déterminer. L’indice de fiabilité  est alors défini comme la distance algébrique de 

l’origine de l’espace réduit à la surface d’état-limite D  : sign G 0 . Une 

fois  déterminé, on approche la surface d’état-limite D  par un hyperplan tangent 
au point P  et le domaine de défaillance fD  par le demi-espace associé. 
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L’intégrale [7.3] sur ce demi-espace conduit à l’approximation FORM de la 
probabilité de défaillance : ( )f f FORMP P . L’équation de l’état limite 

linéarisé (hyperplan) peut se mettre sous la forme G ξ α ξG ξ T . Dans cette 
expression, le vecteur unitaireα des cosinus directeurs, qui est perpendiculaire à 
l’hyperplan, permet de définir les facteurs d’importance 2

i de chaque variable 
aléatoire i , et par extension, de chaque Xi. 

La méthode FORM présente donc l’avantage d’estimer fP  pour un coût de 
calcul relativement faible (quelques dizaines à quelques centaines d’évaluations de 
la fonction g). L’approximation est souvent satisfaisante, et d’autant meilleure que  
est grand, à condition d’avoir bien identifié un point de conception P , sans extrema 
secondaires. De plus, cette méthode fournit les facteurs d’importance et des mesures 
de sensibilité (variation de la probabilité de défaillance en fonction des paramètres 
d’entrée) qui sont des indicateurs intéressants pour le concepteur.  

Le lecteur est renvoyé à la lecture de [LEM 05] concernant la méthode SORM 
(Second Order Reliability Method), basée sur une approximation quadratique de 
l’équation de l’état limite. La méthode est a priori plus coûteuse que FORM, mais 
permet une approximation plus précise. 

7.5. Surfaces de réponse polynomiales 

Parmi les surfaces de réponse reposant sur l’ajustement de fonctions 
mathématiques sur des bases de données numériques, on a eu majoritairement 
recours en mécanique aux surfaces de réponse polynomiales. On se borne dans cette 
section aux surfaces de réponse polynomiales dont l’expression est un polynôme 
simple par opposition à celles construites sur la base d’un chaos polynomial qui font 
l’objet du chapitre 8. 

7.5.1. Formulation générale 

Si X={Xi,i=1…,M} dénote le vecteur des variables aléatoires, et si l’appro-
ximation Xĝ  de la fonction d’état limite g(X) est quadratique : 
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 [7.5] 
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où a={a0,ai,aii,aij}T est le vecteur des coefficients de la surface de réponse. Ces 
derniers sont déterminés par la méthode des moindres carrés à partir du plan 
d’expériences numériques choisi {x(k), k=1,…,N}, où le nombre de points N doit être 
au moins égal à la dimension de a, soit : 

N

k

k
k

a
ĝyminarg

1

2
xa  [7.6] 

où k
k gy x  est la valeur exacte de fonction d’état limite au point x(k). En 

écrivant aXBX TT
0

21 jiiiijiii a,a,a,aXX,X,X,ĝ , la détermination de a 

devient [FAV 89] : 

yCCCa T1T
 [7.7] 

où C est la matrice dont les lignes sont les vecteurs 
TkxB  et y le vecteur de 

composantes yk. 

La formulation générale de la méthode est simple. Elle soulève cependant des 
difficultés et des controverses lorsque l’on considère les points suivants, dont 
certains sont communs à tout type de surface de réponse, et d’autres plus particuliers 
aux surfaces polynomiales liées à des problèmes mécaniques : 

– l’espace de travail : il plus aisé de contrôler le plan d’expériences numériques 
dans l’espace physique pour assurer une réponse cohérente du modèle pour chaque 
point du plan d’expériences. Mais il est plus commode de le construire dans l’espace 
standardisé. En effet, cet espace est adimensionnel, permet de s’assurer d’une 
distance entre les points, indispensable au bon conditionnement de C, et facilite ainsi 
la liaison avec la détermination de l’indice de fiabilité ; 

– le nombre de points du plan d’expériences : avec l’augmentation du nombre de 
points, la convergence de la régression est améliorée (statistique-F et variance des 
coefficients), mais pas nécessairement la qualité de l’approximation (coefficient de 
corrélation ajusté R2 ou de validation croisée Q2) , laquelle est toujours satisfaisante 
avec un nombre de points égal au nombre de coefficients à calculer (car dans ce cas 
une interpolation est réalisée) ; la validité de la surface de réponse en dehors du plan 
d’expérience est souvent meilleure si elle est obtenue avec un grand nombre de 
points ; si la méthode de surface de réponse vise à réduire le coût par rapport à 
l’utilisation du modèle physique exact, le nombre de points doit être minimisé ;  

– la topologie du plan d’expériences : un plan d’expériences compact permet  
un ajustement de meilleure qualité, mais concentre le domaine de validité de 
l’approximation ; le choix des directions de l’espace prospectées dépend idéalement 
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du comportement de la surface de réponse, qui n’est pas connue, et du modèle exact, 
dont on cherche à limiter le nombre de réponses à calculer ; 

– la validité de la surface de réponse : en fonction de l’objectif fiabiliste (indice 
de fiabilité et/ou probabilité de défaillance estimée par simulations de Monte-Carlo), 
il peut être nécessaire de valider localement ou globalement la surface de réponse ; 

– l’adaptabilité de la surface de réponse : la construction de la surface de réponse 
est rarement unique, en particulier si l’on cherche à la rendre performante pour un 
sous-domaine inconnu au départ (autour du point de défaillance le plus probable par 
exemple), on doit donc envisager une construction séquentielle couplée à un 
algorithme probabiliste, avec éventuellement une différentiation par sous-domaine ; 

– le degré du polynôme doit être inférieur ou égal au degré inconnu de la 
fonction d’état limite, afin d’obtenir un système linéaire plus facile à résoudre ; 

– la forme du polynôme est relative à la présence ou non de termes mixtes, qui 
contribuent à la prise en compte des interactions entre variables. 

7.5.2. Choix de l’espace de travail 

Dans le contexte de la fiabilité des structures deux espaces de travail  
sont possibles : l’espace physique X (variables aléatoires dimensionnelles  
du problème physique, de lois quelconques éventuellement corrélées), et l’espace 
standardisé U (variables aléatoires adimensionnelles gaussiennes centrées réduites  
et indépendantes). Le passage d’un espace à l’autre, via par exemple les 
transformations de Nataf, n’est requis pour la construction de la surface de réponse 
que lorsque celle-ci est opérée dans l’espace standardisé, car le modèle mécanique 
ne répond que dans l’espace physique. Ces transformations sont non linéaires, sauf 
pour des variables gaussiennes, et modifient la topologie du plan d’expérience ainsi 
que celle de la surface d’état limite [DEV 97] comme illustré sur la figure 7.3 où le 
plan d’expériences est composite centré dans l’espace standardisé. De nombreux 
auteurs ont ainsi choisi d’opérer dans l’espace physique [BUC 90, RAJ 93, MUZ 93, 
KIM 97, KAY 04, GAV 08]. Dans le cas où la détermination de l’indice de fiabilité 
guide de façon séquentielle la construction de la surface de réponse, il est préférable 
d’opérer directement dans l’espace standardisé, où l’adimensionnalité peut faciliter 
les aspects numériques [DEV 97, ENE 94, GAY 03, GUP 04, DUP 06, NGU 09].  

Travailler en aveugle dans l’espace standardisé soulève la question de savoir si le 
modèle mécanique est en mesure de fournir une réponse pour la totalité des points 
du plan d’expériences, et impose de contrôler la validité des points retenus 
[DEV 97]. Néanmoins, si le choix des lois de distribution des variables aléatoires du 
modèle mécanique tient compte simultanément de l’information statistique 
disponible et des restrictions imposées par le modèle, quant au domaine que peuvent 
couvrir les variables, le passage de l’espace standardisé à l’espace physique ne doit 
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pas conduire à l’impossibilité pour le modèle de fournir une réponse. Il n’y a donc 
en principe pas d’inconvénients à opérer dans l’un ou l’autre des espaces. 

U2

U1

X2

X1

T-1(U)

T(X)

g(U)=0
g(X)=0

 

Figure 7.3. Incidence du changement d’espace 

7.5.3. Expression de la surface de réponse 

Quel que soit l’espace de travail retenu, l’objectif poursuivi est de pouvoir 
obtenir une estimation satisfaisante de la fiabilité mécanique, si possible à un coût 
numérique moindre que celui requis par l’emploi du modèle mécanique exact.  

Dans cette optique, il apparaît naturel, si l’on se contente des estimations 
courantes FORM/SORM (paragraphe 7.4.2), d’orienter son choix vers des surfaces 
polynomiales linéaires ou quadratiques, nécessairement numériquement moins 
gourmandes que les surfaces d’ordre plus élevé. On peut également conjecturer que 
le degré de non linéarité de la surface d’état limite au voisinage du point de 
défaillance le plus probable n’est pas supérieur à trois la plupart du temps, ce qui 
permet d’espérer une bonne représentativité de la surface de réponse dans cette 
région. L’expression de la surface de réponse prend alors l’une des deux formes 
suivantes : 
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 [7.8] 

Néanmoins, lorsque l’on projette d’affiner l’estimation de la probabilité de 
défaillance par l’emploi de simulations de Monte-Carlo, avec un domaine de 
prospection plus ou moins large autour du point de défaillance le plus probable, ou 
bien lorsque l’hypothèse de faible non-linéarité de la surface d’état limite n’est plus 

14



acceptable, il peut devenir opportun d’augmenter le degré du polynôme [GUP 04, 
GAV 08]. L’expression de la surface de réponse prend alors la forme suivante : 

m iqi M

q

M
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p
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M

i

j
i

p

j
ijP XbXaaĝ

1 11 1
0X

 [7.9] 

où les coefficients aij portent sur la variable Xi élevée à la puissance j, et les 
coefficients bq portent sur les Mm produit de deux variables ou plus, chacune pouvant 
être élevée à une puissance différente piq dans ce produit.  

Gupta et Manohar [GUP 04] ne considèrent qu’une seule valeur pi=p et utilisent 
une expression quadratique sans terme mixte (Mm=0). S’appuyant sur la technique 
développée par Bucher & Bourgund [BUC 90], ils localisent approximativement le 
point de défaillance le plus probable U*

1 et définissent une région de prospection de 
rayon 1

41
2 10  où 1=||U*

1||. D’autres points situés au voisinage de 
la surface d’état limite sont ensuite localisés de la même façon, chacun dans un 
nouveau repère déduit du repère initial par translation le long d’un des axes sur une 
distance égale à (2 2/p). Une collection d’au moins N=(pM+1) points situés 
approximativement sur la surface d’état limite doit ainsi être constituée, nécessitant 
(4M+3)(kM+1) valeurs de la fonction d’état limite exacte. Les auteurs ne précisent 
pas comment l’ordre p est choisi (deux exemples sont traités avec p=3 puis p=5). 

Gavin et Yau [GAV 08] ont développé une approche en deux étapes. La 
première étape consiste à déterminer les exposants pi axe par axe, en ignorant les 
termes mixtes (Mm=0). Pour ce faire une surface de réponse instrumentale est définie 
pour chaque axe à partir de monômes de Tchebychev :  

p

j
ijjii Tdĝ

0
X

 [7.10] 

où Tj( i) est le monôme de Tchebychev d’ordre j en i, définie sur [-1,1] : 

iij ArcjT coscos  [7.11] 

Les monômes de Tchebychev forment une base orthogonale et varient sur [-1 ,1], 
ce qui permet d’une part de calculer de façon unique la variance 2

d des coefficients 
dj (pour j > 0), et d’autre part d’appliquer une statistique-T sur la variable tj=dj/ d. 
Les coefficients dj sont déterminés par la méthode des moindres carrés. Le plan 
d’expériences est constitué de p points dont toutes les coordonnées sont fixées aux 
valeurs moyennes l

j
ilx , sauf pour l’axe i pour lequel i

j
iordi

j
i hx  où 
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(j)
,i est la jème racine du monôme d’ordre j, i et i sont la moyenne et l’écart type 

de Xi. La valeur de l’ordre pi à retenir dans l’expression [7.9] est telle que 
l’hypothèse de nullité de tpi n’est pas rejetée au risque 90 % (tpi≤ 3,5), ou bien que le 
coefficient dpi est inférieur au centième de la plus grande valeur max(dj). Si la non-
linéarité de la fonction d’état limite exacte est modifiée au voisinage du point 
moyen, l’ordre pi retenu pour chaque axe peut dépendre du coefficient hord, en 
fonction des changements de courbure rencontrés au fur et à mesure de l’extension 
de la région prospectée (valeurs de hord croissantes). Dans les exemples traités [GAV 
08], il apparaît que les ordres pi changent lorsque hord ≥ 3, pouvant passer pour 
certaines variables de 2 ou 3 à 4 ou 5. Le nombre minimum de points nécessaires à 
la détermination des ordres pi est ipmaxMpM . 

La seconde étape consiste à recourir à deux règles simples pour déterminer les 

exposants piq, soit iiq pp  et 
M

i
iiq pmaxp

1
. Le nombre de termes mixtes 

devient rapidement important dès que max(pi)>2. Pour l’exemple précédent à 7 
variables aléatoires, le nombre total de coefficients est 288 pour hord=5, dont 274 sur 
les termes mixtes. 

Dans un exemple de comportement dynamique de structure [GUP 04], cas où la 
fonction d’état limite est fortement non linéaire, un ordre p=3 est retenu sans qu’une 
comparaison soit établie avec un ordre plus faible permettant de confirmer la 
nécessité du recours à une surface de réponse cubique. Pour des exemples similaires 
au précédent, traités dans [GAV 08], peu de variables interviennent avec un ordre 
pi>2 dans l’expression de la surface de réponse. Cela confirme l’idée que les 
surfaces de réponses quadratiques sont le plus souvent satisfaisantes, moyennant 
quelques précautions, telles que précisées ci-après. 

7.5.4. Construction du plan d’expériences 

La construction du plan d’expériences est un point crucial dans la méthode des 
surfaces de réponse : elle conditionne la qualité de la surface de réponse obtenue et 
agrège l’essentiel des efforts à produire, tout au moins dans le cas de surfaces de 
réponse linéaires ou quadratiques. 

7.5.4.1. Nombre, distribution et espacement des points 

Le nombre minimal de points (nombre de coefficients à déterminer) est 
Nc=(M+1) dans le cas d’une surface linéaire, Nc=(2M+1) dans le cas d’une surface 
quadratique sans terme mixte et Nc=(M+1)(M+2)/2 dans le cas d’une surface 
quadratique avec termes mixtes. Avec ce nombre minimal, seule une interpolation 
peut être obtenue et la signification statistique des coefficients est alors nulle. 
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D’autre part, l’utilisation de la surface de réponse en dehors du plan d’expériences 
utilisé pour la construire est délicat. Même si l’économie numérique fait partie des 
objectifs, on peut rarement se contenter du nombre minimal de points, car la qualité 
de la surface de réponse s’en ressent. 

Dans la phase initiale de construction de la surface de réponse, si plusieurs 
étapes sont envisagées, on opte généralement pour une distribution uniforme des 
points autour d’un point central (plan dit centré), comprenant au moins un point  
par axe, et possiblement des points en dehors des axes (plan dit composite centré). 
Le plan d’expériences de la figure 7.3 (dans l’espace standardisé) comprend 
(2M+1+2M) points ou (3M) points selon que l’on dispose un ou plusieurs points par 
quadrant. Les distributions non uniformes de points relèvent de procédures 
adaptatives où l’on cherche à obtenir de l’information dans la région de l’espace où 
devrait se situer la surface d’état limite (voir paragraphe 7.4.2). 

La distance entre points du plan d’expérience est exprimée le long d’un axe i 
donné la plupart du temps en nombre d’écarts types : 

xi
(k) =XC,i iih  [7.12] 

où x(k) est le kème point courant du plan d’expériences et XC en est le point central. 
Similairement, si l’on opère dans l’espace standardisé : 

ui
(k) =UC,i ih  [7.13] 

Hormis dans le cas de procédures adaptatives, la valeur de hi est considérée 
constante (hi=h). Des valeurs trop faibles ou trop grandes de h compromettent la 
qualité de la surface de réponse quadratique, et conduisent à des résultats erronés. Le 
choix d’une valeur optimale de h n’est pas immédiat [GUA 01]. Pour un exemple à 
21 variables aléatoires [GUA 01] (état limite mécanique sur un portique multiple), la 
probabilité de défaillance passe ainsi de 10-4 à 0,94 lorsque h varie de 0,1 à 5. Sur ce 
même exemple, la probabilité de défaillance et l’indice de fiabilité varient 
respectivement de 9,3.10-5 à 0,37, et de 0,06 à 4,47 lorsque h varie de 1,8 à 2,2. 

La valeur de h doit également être suffisamment large pour éviter un mauvais 
conditionnement du système C [7.7]. Pour ce faire, on peut proposer des valeurs 
minimales pour h variant de 0,2 à 0,5 [ENE 94, DUP 06], ou bien contrôler la 
proximité des points en calculant leur distance relative [DEV 97]. Divers auteurs 
fixent une valeur de h dans la plage 1 à 3 [BUC 90, MUZ 93, ENE 94, DEV 97, 
KIM 97, KAY 04, WON 05, DUP 06, NGU 09]. 
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7.5.4.2. Procédures adaptatives 

Les procédures adaptatives de construction de la surface de réponse ont pour 
objet de combiner une approximation satisfaisante de la fonction d’état limite exacte 
au voisinage du point de défaillance le plus probable, avec une dépense numérique 
aussi limitée que possible. L’adaptation comporte plusieurs étapes portant sur les 
éléments qui suivent : 

– la forme de la surface de réponse : il peut être intéressant de modifier une 
première surface de réponse linéaire ( XIĝ ) ou quadratique sans terme mixte 
( XIIĝ  avec aij=0), permettant une estimation peu coûteuse du point de défaillance 
le plus probable, par une seconde surface, quadratique avec termes mixtes [GAY 03, 
NGU 09] ; 

– le plan d’expériences initial : il est généralement centré. Si le rôle des variables 
aléatoires dans la fonction d’état limite est connu a priori, un point de départ XC1 
« meilleur candidat » au point de défaillance le plus probable, peut être localisé plus 
proche de la région de défaillance, en choisissant iiii,C hX 1  si Xi est une 
variable favorable à la performance, iiii,C hX 1  si Xi est une variable 
favorable à la défaillance. Si le rôle des variables est inconnu, on peut opter pour 
une phase de pré-prospection nécessitant quelques appels à la fonction d’état limite 
exacte [GAY 03] ; 

– le second point central : il peut être fixé connaissant le point de défaillance le 
plus probable obtenu avec la première surface de réponse, à partir d’une 
interpolation [BUC 90], ou bien en utilisant directement ce dernier, moyennant son 
appartenance au premier plan d’expériences [ENE 94, DEV 97] ; 

 – le maillage du plan d’expériences : sa dimension est souvent réduite au fur et à 
mesure de la progression vers le point de défaillance le plus probable [MUZ 93, 
ENE 94, DEV 97, GAY 03, KAY 04]. Il peut également s’avérer intéressant de tenir 
compte du nombre de variables aléatoires dans cette dimension [KIM 97], ainsi que 
de la sensibilité de la surface de réponse aux différentes variables aléatoires [DUP 
06, NGU 09]. Enfin, la dimension du maillage peut être guidée par des 
considérations statistiques sur les coordonnées du point de défaillance le plus 
probable [GAY 03] ; 

– la pondération des points du plan d’expériences : les coefficients de la surface 
de réponse sont calculés en introduisant dans [7.7] une matrice de pondération 
favorisant les points proches de la surface d’état limite [KAY 04], et simultanément 
ceux proches du dernier point de défaillance le plus probable estimé [NGU 09] ; 

– l’enrichissement du plan d’expériences : le plus grand nombre possible de 
points où la fonction d’état limite a été calculée aux précédentes itérations est 
conservé, cela permet de tirer parti du coût numérique consenti. Mais quelques 
précautions sont à prendre pour éviter de conserver les points risquant de nuire à la 
qualité de l’approximation [ENE 94, DEV 97, GAY 03, DUP 06, NGU 09].  
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7.5.4.3. Qualité de l’approximation obtenue 

L’indicateur le plus commode pour juger de la qualité de l’approximation reste le 
coefficient de corrélation ajusté qui peut s’écrire, dans le cas d’un point scalaire x(k) : 
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1  [7.14] 

où ymean est la valeur moyenne de la fonction d’état limite sur l’ensemble du plan 
d’expériences. Si R2 est supérieur à 0,9, on peut souvent considérer que 
l’approximation est satisfaisante au sein du plan d’expériences. Il est possible 
également d’utiliser un coefficient de corrélation croisée (voir le chapitre 8). 

7.5.5. Exemple d’une méthode adaptative  

7.5.5.1. Description d’ensemble de la méthode [NGU 09] 

7.5.5.1.1. Première itération 

La première surface de réponse UIĝ  est linéaire dans le repère standardisé. Le 
plan d’expériences est centré sur UC et comprend UC et un point par axe défini par : 

ui
(k) =UC,i+hi      avec

i

C

C
i U

g
g
hh U
U

ˆ
ˆ

0  [7.15] 

où ui
(k) est le kème point courant du plan d’expériences. Pour le premier plan 

d’expériences, UC,1=U0  étant l’origine du repère, un gradient fictif de 1,ĝ CI U  est 
proposé en fonction de la connaissance a priori du rôle joué par les variables, de 
telle sorte d’avoir hi=±1. Pour favoriser les points situés plus près de la surface d’état 
limite exacte, une matrice de pondération diagonale W est introduite dans l’équation 
[7.7], selon la proposition de Kaymaz & McMahon [KAY 04], qui devient : 

WzCWCCa T1T
 [7.16] 

où les coefficients de W sont calculés par : 
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où zmin est la valeur minimale de la fonction d’état limite pour tous les points du plan 
d’expériences. Les coefficients de UIĝ  calculés par [1.16], le premier point de 
défaillance le plus probable U*(1) est déterminé selon une approche FORM. 

7.5.5.1.2. Deuxième itération 

A partir de cette itération, la forme de la surface de réponse est la forme 
quadratique UIIĝ  à (M+1)(M+2)/2 coefficients inconnus. Le point central du 
second plan d’expériences est le point UC2 défini, selon la proposition de Bucher & 
Bourgund [BUC 90], par : 

1
0

0
0

1
02 *gg

g*C UU
UUUUU

 [7.18] 

situé plus près de la surface d’état limite exacte que le point U*(1), pour lequel en 
général g(U*(1))≠0. 

Tous les points du premier plan d’expériences sont conservés dans le second, 
auquel on adjoint 1221 M/MM  points complémentaires disposés en 
demi-étoile autour de UC2. Parmi les points complémentaires, dont UC2 fait partie, M 
points sont placés sur les axes selon [7.15]. Ce choix assure que les points de calage 
sont situés vers la région de défaillance (par rapport au point central) et à une 
distance proportionnelle à la sensibilité locale du modèle par rapport à la variable. 

Les points complémentaires restant sont engendrés à partir des points situés sur 
les axes, comme les M premiers l’ont été à partir de UC2. Les axes sont parcourus 
dans l’ordre décroissant des valeurs absolues des composantes du gradient de 

UIĝ calculées en UC2, dans le but d’améliorer l’approximation selon les axes de 

plus forte sensibilité. Le nombre maximal de points ainsi engendrés vaut 
1

1

M

i
iM , 

ce qui est toujours supérieur au nombre minimal requis. Le point U*(1) est conservé 
si la condition suivante est respectée : 

 0
1

2 h*
C UU

 [7.19] 

Les coefficients de la matrice de pondération W sont à présent modifiés pour 
tenir compte également de la distance entre les points du plan d’expériences et le 
dernier point de défaillance le plus probable estimé, soit : 
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Dans le cas de la deuxième itération il s’agit du point U*(1) si la condition [7.19] 
est observée, sinon du point UC2. Une fois calculés les coefficients de dU ,ĝ II  par 
[7.20], le second point de défaillance le plus probable U*(2) est déterminé. 

7.5.5.1.3. Itérations suivantes (iter>2) 

Le plan d’expériences est enrichi du point U*(iter-1). Les facteurs de pondérations 
sont mis à jour selon [7.20] puis les coefficients de UIIĝ et le nouveau point de 
défaillance le plus probable sont déterminés. Les itérations sont stoppées lorsque les 
critères de convergence sont satisfaits : 

P
iter*iter*

iteriter

1

1

UU
 [7.21] 

7.5.5.2. Exemples d’application 

Trois exemples sont présentés permettant de montrer l’intérêt mais aussi la limite 
des méthodes de surfaces polynomiales. La méthode décrite ci-avant est dénommée 
SRDP (surface de réponse à double pondération). Le premier exemple traite d’une 
fonction d’état limite simple non linéaire (exemple 1) : 

20053026240 12 U,exp,U,expg U  [7.22] 

Toutes les variables aléatoires ont une distribution normale standard. Les 
résultats sont donnés dans le tableau 7.1. On constate que les valeurs de l’indice de 
fiabilité sont très proches les unes des autres pour toutes les méthodes. De même, les 
rapports 0UU g/g *  sont très voisins de zéro et traduisent la proximité du 

dernier point de défaillance le plus probable estimé avec la surface d’état limite. La 
formation progressive de la surface de réponse est illustrée sur la figure 7.4. Enfin, 
les tableaux 7.2 et 7.3 traduisent l’influence de la valeur retenue pour h0 sur la 
qualité et l’efficacité de la surface de réponse. On voit que l’utilisation d’un système 
de pondération des points du plan d’expériences permet de réduire cette influence et 
d’obtenir une meilleure proximité avec la surface d’état limite exacte. 
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Puis étudions une fonction d’état limite non linéaire plus complexe (exemple 2) : 
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X

 [7.23] 

Les lois de probabilité des variables aléatoires sont portées dans le tableau 7.4. 
L’indice de fiabilité obtenu est = 2,387 nécessitant 6 itérations et 32 calculs de la 
fonction d’état limite exacte. La proximité à la surface d’état limite du dernier point 
de défaillance le plus probable est donnée par 4

0 10x091,g/g * UU .  

La qualité de la surface de réponse est satisfaisante (R2 = 0,999). On constate 
encore sur cet exemple que l’influence de la valeur retenue pour h0 est réduite 
lorsqu’un système de pondération est utilisé (tableaux 7.5 et 7.6). 

Le troisième exemple (exemple 3) traite d’une fonction d’état limite non 
explicite où intervient le résultat d’un calcul aux éléments finis (ossature de 
bâtiment). Il s’agit du même exemple que celui traité dans le chapitre 8 (paragraphe 
8.4.2), où l’on peut trouver le détail des lois de probabilité des 21 variables 
aléatoires corrélées. Les résultats sont présentés dans le tableau 7.7, où plusieurs 
valeurs du seuil en déplacement umax sont considérées.  

Les résultats en termes de convergence et de proximité avec la surface d’état 
limite exacte sont satisfaisants. La comparaison avec le calcul de l’indice d’Hasofer-
Lind obtenu par couplage direct selon une méthode FORM, montre d’une part que la 
SRDP produit une valeur correcte de l’indice de fiabilité, mais d’autre part que la 
dépense numérique consentie est beaucoup plus importante. La méthode FORM est 
donc ici plus économique. 

 
Méthode  U*1 U*2 0UU g/g *  Nc 

MC adaptatif [KAY 04] 2,710 0,969 -2,531 3,36×10-5 - 

SR [KIM 97] 2,691 - - - - 

SR [KAY 04] 2,686 0,820 -2,558 5,84×10-3 8 

SR [DUP 06] 2,710 0,951 -2,538 9,10×10-4 21 

SRDP (R2 = 0,997) 2,707 0,860 -2,567 8,48×10-4 12 

Tableau 7.1. Comparaison de plusieurs méthodes de SR – Exemple 1 
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h0 1 2 3 4 

 2,707 2,724 2,713 2,714 

0UU g/g *  8,48×10-4 4,06×10-4 8,02×10-4 6,88×10-4 

R2 0,997 0,999 0,999 0,930 

Nc 12 10 11 13 

Tableau 7.2. Influence de h0 avec système de pondération (Wk≠1) – Exemple 1 

h0 1 2 3 4 

 2,707 2,715 2,715 2,726 

0UU g/g *  1,15×10-3 1,45×10-3 1,12×10-3 3,16×10-3 

R2 0,997 0,999 0,999 0,885 

Nc 14 11 11 15 

Tableau 7.3. Influence de h0 sans système de pondération (Wk=1) – Exemple 1 

Variable Distribution Moyenne Ecart type 

X1 

X2 

X3 

X4 

X5 

X6 

Lognormale 

Normale 

Lognormale 

Lognormale 

Gumbel Max 

Lognormale 

1,044 

0,7 

0,239 

1,011 

0,0005 

1,802 

0,313 

0,07 

0,0956 

0,1516 

0,00008 

0,7208 

Tableau 7.4. Distribution des variables aléatoires – Exemple 2 
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Figure 7.4. Formation cumulative de la surface de réponse – Exemple 1 

h0 1 2 3 4 

 2,387 2,386 2,392 2,389 

0UU g/g *  1,09x10-4 9,32x10-4 4,05x10-4 8,59x10-4 

R2 0,999 0,999 0,968 0,922 

Nc 32 31 35 15 

Tableau 7.5. Influence de h0 avec système de pondération (Wk≠1) – Exemple 2 

h0 1 2 3 4 

 2,389 2,387 2,387 2,433 

0UU g/g *  4,88x10-4 4,68x10-4 1,15x10-3 9,10x10-3 

R2 0,997 0,999 0,893 0,762 

Nc 32 32 40 43 

Tableau 7.6. Influence de h0 sans système de pondération (Wk=1) – Exemple 2 
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umaxn (cm) 4 5 6 

 
SRDP 2,19 2,86 3,28 

FORM 2,20 2,86 3,40 

0UU g/g *  
SRDP 5,39x10-3 2,80x10-3 1,06x10-3 

FORM 6,03x10-6 6,25x10-4 1,72x10-5 

Nc 
SRDP 256 258 255 

FORM 80 75 104 

R2 0,993 0,994 0,993 

Tableau 7.7. Résultats obtenus pour l’exemple 3 

7.6. Conclusion 

La méthode des surfaces de réponse a été utilisée en premier lieu dans des 
domaines où la réponse d’un système à des stimuli ne trouvait pas de modèles 
explicatifs satisfaisants. Elle a été portée vers la fiabilité mécanique avec l’idée de 
réduire les coûts numériques liés aux modèles de calcul mécaniques, comme les 
modèles aux éléments finis. Les exemples présentés dans ce chapitre montrent que 
cet objectif n’est pas toujours atteint, même dans l’emploi d’une méthode de surface 
de réponse polynomiale quadratique adaptative, dès lors que le nombre de variables 
aléatoires dépasse la vingtaine. La représentativité de ce type de surface de réponse 
est cependant satisfaisante : les résultats de l’analyse de fiabilité restent très proches 
de ceux obtenus par l’emploi de la fonction d’état limite exacte, lorsque la topologie 
du domaine de défaillance est favorable. Par ailleurs, disposer d’une fonction d’état 
limite explicite définie au voisinage du point de défaillance le plus probable facilite 
tous les post-traitements au calcul de l’indice de fiabilité : estimation de la 
probabilité de défaillance, calcul des sensibilités, etc. L’utilisation d’une surface de 
réponse quadratique paraît donc appropriée pour des problèmes à faible nombre de 
variables aléatoires (M<20). 
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