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RÉSUMÉ. Ce travail présente une étude de la rhéologie de suspensions de fibres concentrées
baignant dans une matrice de type fluide en loi puissance. La méthode d’homogénéisation des
structures discrètes est utilisée pour passer de la physique à l’échelle des fibres au comporte-
ment macroscopique de la suspension. Cette approche permet de réaliser des expériences de
« rhéométrie numérique » sur des volumes élémentaires représentatifs de la suspension afin
d’en étudier les propriétés macroscopiques. Les simulations soulignent le rôle prépondérant de
l’orientation et de la concentration en fibres, et du comportement de la matrice.

ABSTRACT. The rheology of concentrated fibers in power-law fluids is investigated by upscaling
the physics at the fiber scale. The homogenisation method for discrete structures is used to
carry out a quantitative study of concentrated fiber suspensions with planar fiber orientation,
performing “numerical rheometry experiments" on representative elementary volumes of fiber
suspensions. The simulations underline the significant influence of the fiber volume fraction and
orientation, as well as the non-Newtonian properties of the suspending fluid on the resulting
macroscopic rheological behaviour.

MOTS-CLÉS : suspensions de fibres concentrées, rhéologie, loi puissance, homogénéisation.

KEYWORDS: concentrated fiber suspensions, rheology, power-law, homogenisation.
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1. Introduction

En raison de leurs bonnes propriétés mécaniques et physico-chimiques, les compo-
sites à matrice organique chargée de fibres tels que les « Sheet Molding Compounds »
(SMC) ou les Thermoplastiques Renforcés Estampables (TRE) sont très utilisés par
l’industrie automobile ou par l’industrie des composants électriques pour fabriquer
des pièces semi-structurelles et légères. Leur mise en forme s’effectue par compres-
sion dans un moule. Cette étape, où les SMC ainsi que les TRE peuvent être considérés
comme des suspensions très concentrées de mèches de fibres de verre dont le fluide
suspensif est non newtonien, conditionne très largement les propriétés des produits
fabriqués et est encore mal maîtrisée.

La rhéologie des suspensions est pilotée par de nombreux paramètres microstruc-
turaux tels que le taux, l’orientation et la distribution spatiale des fibres, les propriétés 
mécaniques des fibres et de la matrice et les interactions fibres-matrice et fibre-fibre. 
A ce jour, de très nombreux travaux ont porté sur le problème de l’étude des suspen-
sions diluées ou semi-diluées dans un fluide newtonien. L’essentiel de ces recherches 
s’appuie sur les travaux de Jeffery (Jeffery, 1922) et de Batchelor (Batchelor, 1970). 
Ils conduisent tous à une expression du tenseur des contraintes macroscopiques de la 
suspension σ(s) de la forme :

σ(s) = −p(s)δ + σ(m) + σ(f), [1]

où la pression p(s) est liée à l’incompressibilité de la suspension, et où σ(m) et σ(f)

sont les contributions de la matrice et des fibres au tenseur des contraintes total. σ(f)

dépend des interactions fibres-matrice et des interactions fibre-fibre. Ces modèles
prennent généralement en compte l’orientation des fibres via des tenseurs d’orien-
tation dont il faut prédire l’évolution (Dupret et al., 1999). Le comportement global
de la suspension est alors calculé en couplant un modèle anisotrope pour σ(s) et un
modèle d’évolution des tenseurs d’orientation durant l’écoulement. Notons enfin que
toutes ces approches sont plutôt restreintes au cas de fluides porteurs newtoniens. A
notre connaissance, très peu de contributions ont à ce jour porté sur des suspensions
semi-diluées de fibres dans une matrice en loi puissance (Goddard, 1976; Gibson et
al., 1999).

Les SMC et les TRE sont des suspensions dites concentrées : la distance moyenne
entre les mèches de fibres est si faible que les mèches, au cours de la déformation
de la suspension, interagissent par des actions à courte distance de type contacts phy-
sique et/ou hydrodynamique non newtonien. Pour décrire la rhéologie de ce genre de
suspensions, les modèles semi-dilués sont souvent appliqués directement, même s’ils
ne prennent pas correctement en compte les mécanismes physiques propres au régime
concentré. Les divergences de ces approches avec les viscosités observées expérimen-
talement (Mackaplow et al., 1996) proviennent essentiellement des interactions entre
fibres qui jouent ici un rôle prépondérant. Les études menées sur la nature des interac-
tions entre fibres (Petrich et al., 1998; Ericsson et al., 1997; Servais et al., 1999a; Ser-
vais et al., 1999b) tendent à montrer que celles-ci sont une combinaison de frottement
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sec et de frottement hydrodynamique, ce dernier étant lié au cisaillement d’une petite
zone de fluide emprisonné (e) au voisinage d’un point de contact.

Dans cette optique, Toll et Månson (Toll et al., 1994) ont proposé un modèle statis-
tique adapté aux suspensions planes de fibres plongées dans un fluide non newtonien.
Dans cette approche, les forces d’interactions sont décomposées en une action nor-
male, due à la flexion élastique des fibres selon la normale au plan, et une action
tangentielle décomposée en une contribution de frottement sec et une contribution
visqueuse non linéaire due au glissement relatif des fibres au niveau d’un point de
contact. Servais et al. (Servais et al., 1999b; Servais et al., 1999a) ont plus tard précisé
l’expression de cette composante tangentielle. Cette approche est toutefois assez res-
trictive car elle suppose que la vitesse du centre de chaque fibre est celle de la suspen-
sion et que la rotation d’une fibre est une fonction affine du gradient de déformation
macroscopique.

Dans le même esprit, Le Corre et al. (Le Corre et al., 2004) ont récemment pro-
posé une approche théorique basée sur la méthode d’homogénéisation des stuctures
discrètes périodiques pour décrire le comportement de réseaux de fibres rigides liées
par des interactions en loi puissance, ces interactions induisant des forces et des mo-
ments locaux dus au mouvement relatif de deux fibres en contact. Ce travail théo-
rique a été ensuite appliqué à la modélisation de la rhéologie des suspensions de type
SMC et TRE dans (Le Corre et al., 2005). Pour cela, un modèle micromécanique
simple de liaison entre mèches a été proposé et des microstructures fibreuses ont été
générées et sollicitées numériquement selon différents chargements mécaniques. Les
réponses macroscopiques de microstuctures représentatives ont été comparées avec
succès aux résultats expérimentaux de rhéométrie obtenus sur des SMC (Le Corre et
al., 2002; Dumont et al., 2003).

Dans cette contribution, on rappelle tout d’abord les hypothèses locales établies
dans (Le Corre et al., 2005) pour construire la description de la mécanique à l’échelle
des fibres, dans le cas d’une suspension très concentrée de mèches de fibres à orienta-
tion plutôt plane. Les résultats théoriques déduits de (Le Corre et al., 2004) ainsi que
le schéma numérique de génération et déformation de microstructures utilisés dans
(Le Corre et al., 2005) sont ensuite donnés. On analyse alors sur quelques exemples
l’impact de la microstructure et du chargement mécanique sur le comportement ma-
croscopique des suspensions étudiées.

2. Position du problème

Les suspensions considérées (de type SMC ou GMT) sont des feuilles d’épaisseur
h où les mèches de fibres de longueur l sont distribuées de façon homogène dans le
plan des feuilles P ≡ (e1, e2) et immergées dans un fluide non newtonien. L’épais-
seur h (direction e3) est supposée faible devant l. De plus, les suspensions sont suppo-
sées incompressibles et suffisamment concentrées pour former un réseau de mèches
connectées. Leur déformation est alors pilotée essentiellement par les interactions à
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courte distance entre mèches. Une telle hypothèse est confirmée par de nombreux ré-
sultats expérimentaux obtenus sur des SMC et TRE (Ericsson et al., 1997; Servais et
al., 1999b; Servais et al., 1999a; Le Corre et al., 2002; Servais et al., 2002; Dumont
et al., 2003). Au niveau macroscopique, ceci conduit à négliger σ(m) dans (1). Pour
évaluer le tenseur des contraintes macroscopique σ(f), nous adoptons une méthode de
changement d’échelle déterministe (voir partie 3). Comme toute technique d’homo-
généisation, les résultats que l’on peut en tirer n’auront de sens que si la condition de
séparation des échelles est satisfaite, c’est-à-dire si ε = d/L � 1, où d et L sont res-
pectivement la longueur caractéristique des hétérogénéités à l’échelle des mèches et
celle des pièces fabriquées. Pour les SMC ou les TRE, d est de l’ordre de l (≈ 25 mm)
et L est de l’ordre de 1 m. La séparation des échelles est donc assez bonne puisque
ε ≈ 2.5 10−2.

2.1. Géométrie des mèches de fibres

Les mèches de fibres de verre couramment utilisées dans les SMC sont en général
constituées de plusieurs centaines de fibres de verre alignées de ≈ 15 μm de diamètre
et dont la longueur est de l’ordre de ≈ 25 mm. Elles ont des sections droites plutôt
elliptiques très aplaties, où la dimension la plus grande dmax vaut environ 0.6 mm et
où la plus petite dmin vaut environ 0.06 mm. Nous supposerons dans la suite que ces
données ne varient pas lors d’une compression. Par ailleurs, comme l’épaisseur des
feuilles h ≈ 2 − 3 mm est relativement faible par rapport à la longueur des mèches,
il est possible considérer que l’orientation moyenne de chaque mèche b définie par le
vecteur unitaire eb est contenue dans le plan P . De la même façon, l’aspect très aplati
des sections droites permet de supposer que dmax appartient également à ce plan.

2.2. Cinématique des mèches

Pour décrire la rhéologie des suspensions considérées, plusieurs hypothèses sur la
cinématique, listées ci-dessous, sont formulées.

– En première approximation, de façon analogue à celle adoptée par Servais et al.
(Servais et al., 1999a), la flexion des mèches dans P est négligée et leur section droite
est supposée rester elliptique durant la déformation, avec dmax pour grand axe et dmin

pour petit axe. Si on note x̃ la projection de x dans P et GbK = sbeb + zbe3, alors
la vitesse ṽb(K) d’un point K situé à l’abscisse curviligne sb et à une hauteur zb du
centre de masse Gb de la mèche b, s’écrit :

ṽb(K) = ṽb + sbωbe3 × eb, [2]

où ṽb et ωb sont respectivement la vitesse dans le plan de Gb et la vitesse de rotation
de la mèche autour de e3.
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– Du fait des faibles rapports dmin/dmax et h/l, la rotation ωb d’une mèche b est
supposée être contenue dans P :

ωb(K) ≈ ωbe3 . [3]

– Les cas de cisaillement dans l’épaisseur des feuilles ne sont pas étudiés. Si on
note L(s) = ∇ v(s) le gradient de vitesse macroscopique de la suspension, seules les
situations où Li3 = L3i = 0 (i = 1, 2) sont envisagées.

Ces hypothèses réduisent donc l’étude aux suspensions où les mèches de fibres
ont et gardent une orientation plane et se déforment peu dans le plan P , ainsi qu’aux
situations où le cisaillement hors plan est faible.

2.3. Mécanique des interactions entre mèches

Les constatations expérimentales menées sur des suspensions de fibres concentrées
(Ericsson et al., 1997; Servais et al., 1999b; Servais et al., 1999a; Le Corre et al.,
2002; Servais et al., 2002; Dumont et al., 2003) fournissent de précieuses indications
sur la nature des différents types d’interactions mèche-mèche possibles. En se basant
sur ces dernières, il est supposé que les interactions entre mèches sont des forces et
des moments de nature visqueuse, dus au cisaillement d’un corps purement visqueux
emprisonné (e) au niveau des points de contact, dont la rhéologie serait équivalente à
celle d’un fluide homogène visqueux et incompressible en loi puissance occupant le
même volume :

σ(e) = −p(e)δ + 2η(e)

(
γ̇(e)/γ̇0

)m−1
D(e), [4]

où σ(e) et p(e) sont respectivement le tenseur des contraintes local et la pression dans
le fluide emprisonné, γ̇(e) est le taux de déformation local, η(e) la viscosité du fluide à
un taux de déformation caractéristique γ̇0, m est l’indice de la loi puissance (m > 0),
et D(e) est le tenseur vitesse de déformation local.

La géométrie réelle d’une zone d’interaction entre mèches est certainement com-
plexe et difficile à appréhender. Cependant, dmax étant environ 10 fois plus grand que
dmin, on peut effectuer une analyse dimensionnelle raisonnable en assimilant cette
zone à un prisme d’épaisseur α faible (voir figures 1(b) et 1(c)).

Pendant le déplacement relatif d’un couple k de mèches connectées b et c (le centre
de la zone de contact est noté K), le fluide est soumis à la superposition d’un cisaille-
ment simple, induit par la différence�ṽk des vitesses des mèches dans le plan, et d’un
cisaillement rotatif, dû à la différence des vitesses de rotation des mèches�ωke3 (voir
figure 1(c)). En négligeant les forces fk ·e3 normales au plan P , (dues principalement
à la flexion des mèches hors du plan), i.e. fk

∼= f̃k, il est possible dobtenir des estima-
tions analytiques des forces f̃k et moments Mke3 de liaisons (Le Corre et al., 2005) :

f̃k =
η(e)

α

dmax
2

| sin�θk|

(∥∥�ṽk

∥∥
αγ̇0

)m−1

�ṽk = μk

∥∥�ṽk

∥∥m−1�ṽk, [5]
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Figure 1. Modélisation des interactions mèche-mèche : vue de côté de la zone ci-
saillée (b), vue de dessus de la surface d’interaction (c)

Mk(K) = μk
π

m + 3

(
dmax

| sin�θk|
)m+1

|�ωk|m−1�ωk. [6]

2.4. Equilibre d’une mèche

En négligeant l’accélération, les forces et les moments volumiques externes, et en
introduisant Cb l’ensemble des connections de la mèche b, l’équation d’équilibre d’une
mèche b peut alors s’écrire (Le Corre et al., 2005) :

∀b,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
k∈Cb

fk = 0∑
k∈Cb

Mk(K)e3 =
∑
k∈Cb

sbfk × eb +
∑
k∈Cb

zkfk × e3

[7]

en notant GbKk = sbeb + zbe3. Dans l’équation (7)(b), il est facile de montrer
que le second terme du membre de droite est négligeable par rapport au premier
(dmin/l = O(ε 2)). Ainsi, les forces de contact étant contenues dans P et fonctions de
�ṽk uniquement, ces équations se réduisent à un problème mécanique bidimension-
nel.
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3. Changement d’échelle

Pour obtenir le comportement macroscopique d’une telle suspension fibreuse,
la méthode d’homogénéisation des structures discrètes périodiques a été utilisée
(Moreau et al., 1998; Tollenaere et al., 1998). On rappelle ici les principaux résul-
tats issus de ce travail. Pour plus de détails, le lecteur se référera à (Le Corre et
al., 2004). Dans cette méthode, la suspension est vue comme un assemblage pério-
dique de Volumes Elémentaires Représentatifs (VER) contenant chacun N mèches b
et C liaisons k. Dans l’hypothèse de séparation des échelles, les différents champs u
du problème (vitesses de translation et de rotation) sont écrits sous forme de dévelop-
pements asymptotiques « discrets » en puissance de ε :

ũb(x̃) = ũ
[0]
b (x̃) + ε ũ

[1]
b (x̃) + ε 2ũ

[2]
b (x̃) + . . . [8]

Les champs ũ
[n]
b sont les fluctuations d’ordre ε n de ũb, fonctions continues de la va-

riable d’espace x̃ et périodiques par rapport à l’indice b. Ces développements asymp-
totiques sont introduits dans les équations d’équilibre locales, et l’identification des
différents termes apparaissant aux mêmes ordres de ε permet d’obtenir les équations
d’équilibre et la loi de comportement macroscopique du réseau de fibres considéré. En
supposant que les moments de liaisons locaux sont petits devant les moments générés
par les forces de liaisons, on montre les différents points suivants.

– Les vitesses au premier ordre ṽ
[0]
b ne dépendent pas de la mèche b considérée :

∀b, ṽ
[0]
b = ṽ(s). [9]

– Le milieu continu équivalent est un milieu de Cauchy, dont le tenseur des
contraintes symétrique s’écrit :

σ̃(f) =
1

V (s)

C∑
k=1

ξ̃k ⊗ f̃
[0]
k . [10]

Dans cette équation V (s) est le volume du VER considéré, ξ̃k est la projection de
GbGc dans le plan P et f̃ [0]

k est le premier terme non nul du développement asymp-
totique des forces d’interaction f̃k. σ̃(f) peut être déterminé en calculant les forces
f̃

[0]
k données par :

f̃
[0]
k =

η(e)

α

dmax
2

| sin�θk|

(∥∥�ṽ
[1]
k

∥∥
αγ̇0

)m−1

�ṽ
[1]
k [11]

avec
�ṽ

[1]
k = ṽ[1]

c − ṽ
[1]
b + L̃(s) · ξ̃k + s∗cφ

[0]
c e3 × ec − s∗bφ

[0]
b e3 × eb [12]

où s∗b désigne la quantité sb/d et φb la quantité Lωb.
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– La suspension considérée est un fluide anisotrope en loi puissance, dont l’indice
de sensibilité à la vitesse m est égal à celui postulé au niveau des interactions entre
mèches.

– Les inconnues cinématiques ṽ
[1]
b et ω

[0]
b peuvent être calculées en considérant

L̃(s) comme une donnée dans le problème non linéaire d’auto-équilibre posé sur le
VER :

∀ b ∈ V (s),

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
k∈Cb

f̃
[0]
k = 0∑

k∈Cb

M
[0]
k e3 +

∑
k∈Cb

sbeb × f̃
[0]
k = 0

[13]

avec

M
[0]
k = μk

[
π

m + 3

(
dmax

| sin�θk|
)m+1

]
|ω[0]

c − ω
[0]
b |m−1(ω[0]

c − ω
[0]
b ). [14]

En supposant qu’il n’y a pas de mèches ou de groupes de mèches isolés, on obtient
ainsi un problème bien posé qui permet d’obtenir ṽ

[1]
b et ω[0]

b quel que soit le taux de
déformation macroscopique imposé.

4. Génération de microstructures représentatives

Figure 2. Exemple de VER généré (V (s) = 25 × 25 × 2.5 mm3), contenant 437
mèches de longueur 25mm (f (f) = 0.188). Les symboles ◦ représentent la position
des connexions (δ∗ = 3)

Les techniques usuelles d’observation de la morphologie d’un réseau de fibres
peuvent fournir des informations sur l’orientation et la position des mèches mais
ne permettent pas encore, à notre connaissance, d’obtenir les données relatives à la
connectivité du réseau. Le moyen le plus simple s’offrant à nous est donc la généra-
tion numérique.
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Pour imiter au mieux et simplement les microstructures réelles, nous générons des
réseaux 3D contenantN mèches avec des positions aléatoires (xb, yb) dans le plan des
feuilles comprises entre [−d/2, d/2] et des hauteurs aléatoires zb dans [0, h], d et h
désignant les dimensions du VER. Différents degrés d’orientation sont ensuite obtenus
en utilisant une distribution aléatoire gaussienne des angles θb centrée sur θ = 0 et
avec un écart type variant selon le degré d’orientation souhaité. La connectivité, c’est-
à-dire la position des C contacts entre fibres, est ensuite calculée par une méthode
déterministe basée sur une approche de type « tube model » (Ranganathan et al., 1991;
Toll, 1993). Pour ce faire, on définit un volume de contrôle Vb autour de chaque mèche
b, et chaque mèche c dont la ligne moyenne intersecte Vb est ajoutée à l’ensemble de
connectivité de b, Cb. Vb est ici une boîte rectangulaire de dimensions l × dmax ×
δ∗dmin, où δ∗ est un paramètre sans dimension dont la valeur peut être determinée
expérimentalement (Le Corre et al., 2005). Nous fixerons ici sa valeur arbitrairement
à 3. Il est possible de montrer qu’à partir d’un nombre suffisant de mèches dans le
VER (≈ 400), les réseaux ainsi générés suivent les prédictions du modèle statistique
de Toll (Toll, 1993).

Pour décrire et comparer les différents réseaux de fibres entre eux, nous adopterons
ici le tenseur d’orientation d’ordre 2, Ã (Advani et al., 1987), plutôt que la fonction
de distribution d’orientation (Folgar et al., 1984), plus lourde à manipuler :

Ã =
1
N

N∑
b=1

eb ⊗ eb. [15]

Nous utiliserons également la fraction volumique de mèches f (f), directement liée au
nombre de mèches par unité de volume n(f) par

f (f) =
V (f)

V (s)
=

π

4
ldmaxdminn(f) avec n(f) =

N

V (s)
. [16]

Avec ces notations, la densité de connections c(f) s’écrit

c(f) =
C

V (s)
=

1
2
n(f) × nc/b, [17]

où le nombre moyen théorique de connexions par mèche nc/b (Toll, 1993) vaut ici :

nc/b = n(f)lδ∗ (ldminφ1 + dmaxdminφ2 + dmaxdmin) . [18]

Dans cette équation, les fonctions d’orientation φ1 and φ2 théoriques (Toll, 1993) sont
calculées par

φ1 =
1

N2

N∑
b=1

N∑
c=1

| sin(θb − θc)| et φ2 =
1

N2

N∑
b=1

N∑
c=1

| cos(θb − θc)|.
[19]
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5. Expériences de rhéométrie numérique

Les VER étant générés et la physique des interactions entre mèches donnée, la
rhéologie de ce type de suspension peut maintenant être étudiée via des expériences
de rhéométrie numérique dont les différentes étapes sont énumérées ci-dessous.

1) Imposer un gradient de vitesses macroscopique L̃(s) dans P . Les suspensions
étant supposées incompressibles et comme Li3 = L3i = 0 (i = 1, 2), ceci est équi-
valent à imposer un gradient de déformation tridimensionnel L(s).

2) Résoudre le système (13) pour calculer les champs ṽ
[1]
b et ω[0]

b . Ceci est effectué
par une méthode itérative de Newton-Raphson.

3) Calculer :

- la dérivée temporelle ˙̃
A du tenseur d’orientation Ã définie comme :

˙̃
A =

1
N

N∑
b=1

ėb ⊗ eb + eb ⊗ ėb =
1
N

N∑
b=1

(ωb × eb) ⊗ eb + eb ⊗ (ωb × eb) [20]

- le tenseur des contraintes macroscopique σ̃(f) (dans le cas particulier des
réseaux, qui suivent la statistique du modèle tube, une expression intéressante de σ̃(f)

peut être établie en notant ξ̃∗
k = ξ̃k/l :

σ̃(f) = η(e)
δ∗

αm

8f (f)2

π2

dmax

dmin

(
l

dmax
φ1 + φ2 + 1

)
1
C

C∑
k=1

∥∥�ṽ
[1]
k

∥∥m−1

| sin�θk| ξ̃∗
k ⊗�ṽ

[1]
k ,

[21]
cette équation révèle clairement le rôle de la géométrie des mèches, de la fraction de
fibres, de l’orientation (φ1, φ2), de la physique des interactions (η(e),m, α, | sin�θk|)
et du chargement extérieur (�ṽ

[1]
k (L̃(s))), sur l’état de contraintes général)

- le tenseur des contraintes macroscopique de la suspension σ(s), où une ex-
tension 3D très simple est proposée :

σ(s) = −pδ + σ̃(f). [22]

Les exemples de simulation présentés dans la suite, qui illustrent l’influence de la
microstructure et de la rhéologie des liaisons mèche-mèche sur le comportement de la
suspension, ont été réalisés sur des VER ayant les paramètres suivants.

– Les mèches ont pour dimensions l = 25 mm, dmax = 0.6 mm, dmin =
0.06 mm, les VER sont des pavés de 25 × 25 × 2.5 mm3.

– Les réseaux fibreux ont été générés selon la procédure décrite précédemment,
dans les axes du repère (e1, e2) (Ã12 ≈ 0). L’orientation principale Ã11 étudiée est
comprise entre 0 et 1. Les taux fibres étudiés varient entre 0.05 et 0.3.

– Deux indices de sensibilité à la vitesse sont envisagés, m = 1 (comportement
newtonien) et m = 0.5 (comportement rhéofluidifiant).
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– L’épaisseur des zones de contact cisaillées est fixée à 2 μm (Le Corre et al.,
2005).

– Les VER ainsi générés sont déformés sous une sollicitation de type compression
en canal, pour laquelle le tenseur de vitesse de déformation est (en s−1) :

D(s) = e1 ⊗ e1 − e3 ⊗ e3. [23]

A sollicitation identique, les niveaux de contraintes obtenus dans les cas m = 1 et
m = 0.5 sont très différents. Comme seules nous importent ici les tendances obtenues
en fonction des paramètres microstructuraux, les réponses en contrainte des différents
VER présentées dans les figures suivantes (3, 4 et 5) ont été normalisées par rapport
à un niveau de contrainte de référence σref . Pour chaque m, celui-ci correspond à la
composante σ̃

(f)
11 d’un VER à f (f) = 0.188 avec une orientation quasi isotrope dans

le plan, soumis à une sollicitation de type compression en canal.

5.1. Influence du taux de fibres

Figure 3. Influence de la fraction de fibres sur la réponse en contraintes (a) et en
vitesse d’orientation (b), pour deux indices de sensibilité à la vitesse de déformation
(m = 1 et m = 0.5) - réseaux orientés aléatoirement dans le plan (Ã11 ≈ 0.5)

La figure 3(a) donne l’évolution des contraintes σ̃
(f)
ij en fonction du carré du

taux de fibres f (f), pour des microstructures quasi isotropes (Ã11 ≈ 0.5) et pour
les deux valeurs de m envisagées. Cette figure montre d’une part la forte influence
de f (f), et d’autre part que les contraintes sont des fonctions quadratiques de la
fraction de fibres, comme cela est suggéré par l’équation (21). Les composantes ˙̃A11

et ˙̃A12 du tenseur
˙̃
A calculées pour les mêmes microstructures sont reportées sur la

figure 3(b). Quelle que soit la microstructure étudiée, on remarque d’une part que les
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composantes ˙̃A12 sont très faibles devant les composantes ˙̃A11 (essais dans les axes)
et d’autre part que le taux de fibres influe très peu sur les résultats. Ces observations
sont confirmées par les figures 4(a) et 4(b) qui représentent les mêmes types de tests
sur des microstructures bien orientées dans la direction de la sollicitation (Ã11 ≈ 0.8).

Figure 4. Influence de la fraction de fibres sur les contraintes (a) et la vitesse d’orien-
tation (b), pour m = 1 et m = 0.5 - réseaux orientés selon e1 (Ã11 ≈ 0.8)

5.2. Influence de l’orientation courante des fibres

Dans la figure 5, nous présentons ensuite des résultats de compression en canal
réalisés sur des réseaux à même fraction de fibres (f (f) = 0.188), mais avec des
orientations différentes, allant du cas parfaitement orienté dans la direction e2

(Ã11 ≈ 0) jusqu’au cas parfaitement orienté dans la direction e1 (Ã11 ≈ 1). La figure
5(a) montre que les composantes du tenseur des contraintes σ̃

(f)
ij sont très sensibles

à l’orientation courante (mesurée ici par Ã11), et ce pour les deux valeurs de m

envisagées. Le rapport des contraintes principales σ̃
(f)
11 /σ̃

(f)
22 est voisin de 2.5 pour

les orientations isotropes, alors qu’il tend vers des valeurs très fortes (> 50) pour les
orientations prononcées selon e1. De la même manière, la vitesse de réorientation des
mèches dans la direction de la sollicitation (donnée par ˙̃

A11) est elle aussi fortement
influencée par l’orientation courante. Elle est maximale pour les microstructures
quasi isotropes et décroît régulièrement avec l’intensité de l’orientation, que celle-ci
soit dans la direction e1 ou e2. On peut remarquer que l’évolution de

˙̃
A11 n’est pas

exactement symétrique par rapport à Ã11 = 0.5, la décroissance vers zéro pour les
valeurs de Ã11 faibles étant plus nette que pour les valeurs de Ã11 proches de 1.
Remarquons enfin que la composante ˙̃

A12 n’est pas influencée par Ã11 (sollicitation
dans les axes des microstructures).
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Figure 5. Influence de l’intensité de l’orientation (Ã11) sur la réponse en contraintes
(a) et vitesse d’orientation moyenne (b) - f (f)=0.188, cellules orientées selon e1

5.3. Influence de l’indice de sensibilité à la vitesse

Sur les trois figures précédentes, nous avons représenté en parallèle les résultats du
calcul d’homogénéisation pour deux valeurs de l’indice de sensibilité à la vitesse m.
L’ensemble de ces figures tend à montrer que pour les deux valeur de m utilisées, les
contraintes normalisées ainsi que les taux d’orientation suivent quasiment les mêmes
tendances à quelques nuances près qu’il faudrait confirmer par d’autres simulations :

– sur la figure 5(a), on note dans le cas m = 0.5 une inflexion de la courbe
σ̃

(f)
11 (Ã11) pour Ã11 > 0.75 et une importante augmentation de σ̃

(f)
22 pour Ã11 < 0.3,

– sur la figure 5(b) on remarque que pour Ã11 > 0.3, la composante ˙̃
A11 est une

fonction croissante de m.

6. Conclusion

Nous avons développé une approche numérique basée sur l’homogénéisation des
structures discrètes périodiques pour analyser les relations entre la microstructure
et les propriétés rhéologiques macroscopiques de suspensions de mèches de fibres
concentrées avec une orientation plane. Le milieu est décrit comme un réseau de
mèches indéformables dans le plan de la suspension, connectées par des liaisons vis-
queuses en loi puissance qui engendrent des forces et des moments d’interaction. Pour
se rapprocher des cas industriels tels que ceux des SMC ou des TRE, nous avons mis
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en place une procédure de génération numérique pour construire des suspensions idéa-
lisées avec différents taux de renfort et différentes orientations. Ceci nous a permis de
réaliser des expériences de « rhéométrie numérique » mettant en évidence la forte
influence de la microstructure sur le comportement macroscopique.

Le premier résultat de cette étude est théorique : si les interactions entre mèches
suivent une loi puissance de la vitesse relative entre mèches, l’ensemble de la suspen-
sion se comporte également comme un fluide en loi puissance, avec la même sensibi-
lité à la vitesse que celle postulée au niveau des interactions (Le Corre et al., 2004).
De la même façon, la dérivée du tenseur d’orientation, et plus généralement la varia-
tion temporelle de l’orientation, est une fonction homogène de degré 1 par rapport au
gradient de vitesse macroscopique (Le Corre et al., 2005). Ces résultats sont obtenus
de manière théorique et ne dépendent pas de la technique de génération. De plus, la
forme générale de la loi de comportement macroscopique montre que les contraintes
sont des fonctions quadratiques de la fraction volumique de mèches : ceci est direc-
tement lié à la méthode de détection des contacts utilisée, qui suit le « modèle tube »
statistique.

Il faut noter que ce modèle ne demande que très peu de paramètres rhéologiques,
ceux-ci étant pour la plupart liés à des grandeurs physiques mesurables, associées
à la morphologie des mèches de fibres. Malgré les hypothèses de modélisation très
simples adoptées, les comparaisons avec des résultats expérimentaux sur des SMC
(Le Corre et al., 2005) montrent une bonne corrélation pour les niveaux de viscosité
dans les gammes de fractions de fibres et de vitesses de déformation testées. Les
résultats numériques soulignent également les forts couplages entre l’orientation, le
taux de fibres et la rhéologie de la suspension. Ils doivent être complétés par d’autres
sollicitations mécaniques et d’autres paramètres microstructuraux. Ceci permettrait
de constituer une base de données précieuse qui pourrait être comparée aux modèles
rhéologiques existants, développés dans le cadre des suspensions semi-diluées et
concentrées, ainsi qu’aux modèles décrivant l’évolution de l’orientation des fibres
dans les suspensions.
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