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RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous proposons une nouvelle stratégie de calcul pour la dynamique
transitoire qui permet de couvrir à la fois les basses et les moyennes fréquences. C’est une
approche fréquentielle dans laquelle la partie basses fréquences est traitée grâce aux éléments
finis classiques, alors que les moyennes fréquences sont calculées grâce à la Théorie Variation-
nelle des Rayons Complexes initialement introduite pour les problèmes de vibration station-
naire. Le but de ce papier est de présenter les performances de la méthode sur des structures
non triviales.

ABSTRACT. The paper deals with a new computational method for transient dynamic analysis
which enables one to cover both the low- and medium-frequency ranges. This is a frequency
approach in which the low-frequency part is obtained through a classical technique while the
medium-frequency part is handled through the Variational Theory of Complex Ray (VTCR)
initially introduced for vibrations. The aim of the paper is to extend the capabilities of the
method to engineering systems.

MOTS-CLÉS : dynamique transitoire, domaine fréquentiel, moyennes fréquences, TVRC, multi-
échelle.

KEYWORDS: transient dynamics, frequency domain, medium frequencies, VTCR, multiscale.
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1. Introduction

De nombreuses structures industrielles sont aujourd’hui dimensionnées en fonc-
tion de leur comportement dynamique. Cependant leur réponse transitoire ne peut
être entièrement décrite si l’on utilise des outils classiques actuels. En effet, la par-
tie moyennes fréquences est bien souvent ignorée à moins de raffiner le maillage
éléments finis et par conséquent la discrétisation temporelle selon (Bathe, 1996) ou
(Belytschko et al., 2000). Toutefois, négliger le contenu moyennes fréquences du char-
gement conduit souvent à une forte sous-évaluation des niveaux énergétiques réels.

L’étude dynamique transitoire sur cette bande de fréquences pour des structures
industrielles complexes est un véritable défi. Le présent travail, qui utilise une nouvelle
stratégie de calcul pour la dynamique, répond à ce défi pour la partie transitoire de la
solution. Le problème est résolu dans le domaine fréquentiel. Le problème à résoudre
est alors un problème de vibration forcée sur une très grande plage de fréquences dans
le cas de chargements à large spectre fréquentiel. Nous choisissons de séparer cette
plage en deux domaines, les basses et les moyennes fréquences, afin de prédire la
fonction de réponse en fréquence avec l’outil de calcul le plus adapté pour chacun de
ces deux domaines.

Le problème majeur réside donc dans la résolution du problème de vibration for-
cée sur la bande moyennes fréquences. L’approche alternative aux méthodes des élé-
ments finis que nous utilisons ici, appelée la « Théorie Variationnelle des Rayons Com-
plexes », a été introduite dans (Ladevèze, 1996) pour le calcul des vibrations moyennes
fréquences.

Jusqu’à présent, cette approche fréquentielle a été appliquée sur des exemples
simples d’assemblages de poutres dans (Ladevèze, 2003; Ladevèze et al., 2005a), puis
a été étendue aux assemblages de plaques dans (Chevreuil et al., 2005) pour montrer
l’importance des moyennes fréquences.

Le but de ce papier est d’étendre les possibilités de la méthode à des problèmes se
rapprochant des structures industrielles, comme les assemblages de plaques, coques
et poutres soumis à des chocs et des charges en mouvement, avec un coût de calcul
réduit.

2. Analyse fréquentielle du problème de référence

2.1. Problème de référence

La problème à résoudre est un problème de dynamique transitoire sous l’hypothèse
des petites perturbations. Le milieu étudié occupe à l’instant initial un domaine Ω de
frontière ∂Ω. L’étude est menée sur l’intervalle de temps [0, T ] étudié, et le milieu est
soumis aux actions extérieures suivantes pour tout t appartenant à [0, T ] :

- un champ de déplacement Ud sur la partie ∂1Ω de la frontière ∂Ω,
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- une densité surfacique d’effort Fd sur la partie ∂2Ω de ∂Ω qui est la partie com-
plémentaire de ∂1Ω,

- une densité volumique d’effort f
d

sur tout le domaine Ω.

Le repère de référence est supposé galiléen. Le problème qui traduit l’évolution du
milieu sur [0, T ] en élasticité linéaire peut être formulé comme suit :
trouver U(M, t) ∈ U[0,T ] et σ(M, t) ∈ S[0,T ], pour M ∈ Ω et t ∈ [0, T ], qui vérifient :

– les conditions initiales :

∀M ∈ Ω U
|t=0 = U0 [1]

dU
dt |t=0

= U̇0 [2]

– les équations de liaison :

∀t ∈ [0, T ] U
∂1Ω
= Ud [3]

– l’équation d’équilibre :

∀t ∈]O, T [, ∀U̇∗ ∈ U0 [4]
∫
Ω

ρ
d2U
dt2 .U̇

∗dΩ = −
∫
Ω

Tr[σε(U̇∗)]dΩ +
∫
Ω

f
d
.U̇∗dΩ +

∫
∂2Ω

Fd.U̇
∗dS

ρ désigne la masse volumique, ici supposée constante par rapport au temps, et

U̇ =
dU
dt

,

– la relation de comportement :

σ = Kε(U) + ηKε̇(U) [5]

K est l’opérateur de Hooke, σ est l’opérateur des contraintes, ε est l’opérateur des
déformations avec ε(U) = [�radU]sym. Dans la suite de nos travaux, un amortissement
η qui peut dépendre de la fréquence est introduit classiquement avec η > 0, pour que
le problème de référence ait ainsi une solution unique.

U0 est le sous-espace deU[0,T ] associé à la valeur nulle de Ud sur la frontière ∂1Ω.

2.2. Formulation fréquentielle

Le problème de dynamique transitoire est réécrit comme une formulation varia-
tionnelle dans le domaine fréquence-espace. Ainsi, la transformée de Fourier est ap-
pliquée à toutes les quantités dépendant du temps, conduisant alors à des fonctions
dépendant de la fréquence ω que l’on note ·̂ :

f̂ (ω) =
∫ +∞
−∞

f (t)e−iωtdt [6]
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La formulation en déplacement du problème s’écrit alors :
trouver Û(M, ω) ∈ U, pour M ∈ Ω et ω ∈ �, tel que :

Û
∂1Ω
= Ûd

∀ω ∈ �,∀Û∗ ∈ U0 [7]∫
Ω

{
−ρω2Û.Û∗ + (1 + iη) Tr[Kε(Û)ε(Û∗)]

}
dΩ =
∫
Ω

f̂
d
.Û∗dΩ +

∫
∂2Ω

F̂d.Û
∗dS

Par conséquent le problème à résoudre est un problème de vibration forcée sur une
large bande de fréquences [0, ω′c].

2.3. Principe de l’approche proposée

La présente approche considère une partition de la bande de fréquences [0, ω′c]
en deux parties : les basses fréquences (BF) [0, ωc] et les moyennes fréquences (MF)
[ωc, ω

′
c]. En dehors de cette bande de fréquences, l’énergie de déformation et l’éner-

gie cinétique sont supposées négligeables. La fréquence ωc qui sépare les BF des MF
dépend de la structure étudiée et est déterminée à partir du moment où la structure fait
apparaître des comportements vibratoires localisés.

Les basses fréquences [0, ωc] sont traitées classiquement : la fonction de réponse
en fréquences est calculée grâce à une méthode éléments finis (EF). Il est alors avan-
tageux d’utiliser une base réduite construite à partir des premiers modes propres de
vibration et complétée avec les modes statiques.

Quant aux moyennes fréquences, la difficulté pour modéliser et calculer ces vibra-
tions réside dans le fait que les longueurs d’onde des phénomènes étudiés sont très
petites devant les dimensions caractéristiques de la structure. La théorie variationnelle
des rayons complexes (TVRC) est alors une méthode de calcul adaptée pour traiter la
bande moyennes fréquences [ωc, ω

′
c].

La solution espace-temps est finalement obtenue par transformée de Fourier in-
verse. Les développements de la FFT (Fast Fourier Transform) (Brigham, 1988) et son
efficacité ont rendu les approches fréquentielles très attractives (Clough et al., 1993).

3. Les bases de la TVRC

La théorie variationnelle des rayons complexes, introduite dans (Ladevèze, 1996),
est une approche dédiée pour le calcul des vibrations moyennes fréquences. Elle peut
être résumée en deux points majeurs :
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- la première caratéristique de cette approche est l’utilisation d’une nouvelle for-
mulation variationnelle qui permet d’utiliser a priori des approximations indépen-
dantes par sous-structures. En effet, les conditions de transmission en déplacement et
en effort aux interfaces entre sous-structures n’ont pas besoin d’être vérifiées exacte-
ment mais seulement de façon faible dans une formulation variationnelle.

- la deuxième caractéristique de la TVRC est l’introduction au sein de chaque
sous-structure d’approximations à deux échelles avec un sens mécanique fort : la so-
lution est supposée localement bien décrite dans le voisinage d’un point X comme
la superposition d’un nombre infini de modes de vibration locaux, chacun pouvant
s’écrire :

Uh(X, Y, k) = Uh(X, k)ek.Y

σ
h(X, Y, k) = σh(X, k)ek.Y [8]

où X et Y représentent le vecteur position, X étant associé aux variations lentes et
Y aux variations rapides. Ces modes de base, qui peuvent être des modes intérieurs,
des modes de bord ou des modes de coin, vérifient exactement les équations de la
dynamique et les relations de comportements de chaque sous-structure. Toutes les
directions de propagation des ondes sont prises en compte et les inconnues sont des
amplitudes discrétisées de longueur d’onde relativement grande.

La faisabilité et les performances de cette méthode sont démontrées dans
(Ladevèze et al., 2001) et dans (Rouch et al., 2003). Les développements ont été im-
plantés dans le logiciel CORAY MF (COmplex RAYs for Medium Frequency).

Dans l’approche fréquentielle proposée pour l’étude de la réponse dynamique tran-
sitoire, il est avantageux d’utiliser la TVRC sur une bande de fréquences relative-
ment large (Ladevèze et al., 2005b). L’idée est d’introduire une approximation à deux
échelles en termes de fréquence puis de séparer les coefficients du système linéaire en
coefficients variant lentement et rapidement en fonction de la fréquence. Une stratégie
ad hoc utilise alors les quantités moyennées de la solution sur une bande de fréquences
et leur partie complémentaire pour prédire le comportement des quantités d’intérêt.

4. Performances de la méthode

4.1. Assemblage de plaques soumis à un impact

La structure étudiée est un assemblage de 12 plaques bloqué en déplacement à une
extrémité et soumis à un impact à l’autre extrémité (figure 1).

Les deux bandes de fréquences sont choisies selon les critères cités dans (Ladevèze
et al., 2005a; Chevreuil et al., 2005) : la plage des basses fréquences [0, 450 Hz] se li-
mite aux fréquences pour lesquelles il est approprié d’utiliser la méthode des éléments
finis et la borne supérieure de la plage des moyennes fréquences [450 Hz, 2000 Hz] est
choisie telle qu’elle prenne en compte le contenu fréquentiel représentatif du spectre
du chargement.
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Z

Points (dimensions en mètres)

p1  = 0. 0.  0.28
p2  = 0.3246 0.   0.28
p3  = 0.3246 0.05 0.28
p4  = 0.  0.05 0.28
p5  = 0.  0.  0.18
p6  = 0.2754 0.  0.18
p7  = 0.2754 0.05 0.18
p8  = 0.  0.05 0.18
p9  = 0.5246 0.  0.08
p10 = 0.5246 0.05 0.08
p11 = 0.4754 0.  0.
p12 = 0.4754 0.05 0.
p13 = 1.  0.  0.08
p14 = 1. 0.05 0.08
p15 = 1.  0.  0.

p1

p2

p4

p6

p8

p5
p3

p7

Propriétés mécaniques  

E = 2.1e11 Pa
ν = 0.3
ρ = 7800 kg/m3

η = 0.02
e = 0.8e-3 m

p9
p10

p11
p12

p13
p14

p15 p16

Patch 1

Patch 2

1ms

Figure 1. Assemblage de 12 plaques soumis à un choc

Les vitesses de deux points, situés dans les deux patchs, obtenues avec l’approche
fréquentielle proposée, contenant d’une part les moyennes fréquences et d’autre part
ignorant ces dernières, sont tracées sur les figures 2 et 3.
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Figure 2. Importance des moyennes fréquences sur le patch 1

Cet exemple montre qu’il est indispensable de prendre en compte les moyennes
fréquences dans la réponse. En effet, bien que les déplacements engendrés par les
moyennes fréquences soient très petits, les vitesses et par conséquent l’énergie ciné-
tique associée se révèlent très importantes.
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Figure 3. Importance des moyennes fréquences sur le patch 2

Le tableau 1 compare les coûts de calcul, pour un temps d’observation To = 1 s,
entre une approche temporelle classique, basée sur les éléments finis et les schémas
d’intégration numérique, et l’approche fréquentielle proposée :

– l’approche temporelle requiert au minimum 7000 pas de temps pour prédire la
solution sur une durée To = 1 s avec un maillage spatial constitué de 336 103 degrés
de liberté éléments finis (DDL EF) projetés sur la base modale constituée des 500
premiers modes propres ;

– dans l’approche fréquentielle, le calcul de la fonction de réponse en fréquence
(FRF) est effectuée sur les basses fréquences [0, 450 Hz] avec une base réduite
construite à partir des 50 premiers modes propres, et sur les moyennes fréquences
[450 Hz, 2000 Hz] avec la TVRC utilisant 624 rayons complexes, la structure étant
découpée en 12 sous-structures avec l’utilisation de 52 rayons complexes par sous-
structure. Le nombre de calculs à effectuer pour prédire la FRF dépend du théorème
de Shannon : l’échantillonnage fréquentiel doit être choisi de façon à éviter le recou-
vrement temporel d’une période sur la suivante et donc limiter les perturbations sur
les conditions initiales de la réponse (Brigham, 1988).

Pour diminuer le nombre de problèmes de vibration forcée à résoudre sur la plage
des moyennes fréquences dans l’approche fréquentielle, nous tirons partie de la ra-
pide extinction des ondes moyennes fréquences et de la linéarité de la transformée de
Fourier. Il est alors possible de traiter les contributions des basses et des moyennes
fréquences indépendamment (équation 9) et ainsi utiliser deux échantillonnages fré-
quentiels optimisés pour chacune des plages de fréquences (Chevreuil et al., 2005).
Ces deux contributions sont superposées ensuite.
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f (t)t≥0 =
1

2π

∫ +∞
−∞

f̂BF(ω)eiωtdω +
1

2π

∫ +∞
−∞

f̂MF (ω)eiωtdω

= fBF(t) + fMF (t) [9]

L’extension aux moyennes fréquences peut ainsi être effectuée avec un coût de cal-
cul réduit grâce à cette superposition a posteriori des contributions basses et moyennes
fréquences et également grâce à l’utilisation de l’analyse large bande de la TVRC (cf.
tableau 1). En effet dans le cas de l’assemblage de 12 plaques, la prise en compte du
contenu MF est réalisée grâce à la résolution de seulement 161 problèmes de vibration
forcée avec l’utilisation de 624 rayons complexes soit 624 DDL dans la TVRC.

Approche DT DF
Base réduite Base réduite TVRC

DDL EF 336 103 20 103

Modes propres 500 50
Rayons complexes 624
Nombre de calculs 7000 451 161
Taille du problème 7000 × 500 451 × 50 + 161 × 624

= 3500 103 = 123 103

Tableau 1. Tailles des problèmes pour les approches dans le domaine temporel (DT)
et dans le domaine fréquentiel (DF) sur une durée d’observation To = 1 s

4.2. Une plaque soumise à une charge défilante

Dans le second exemple décrit dans la figure 4, un impact défilant normal à la
plaque est appliqué.

L’application d’une charge en mouvement p(t − x
v ) se traduit, dans le domaine

fréquentiel, par le calcul d’une fonction de réponse en fréquence avec un effort har-
monique en espace e−iω x

v :

p̂(t −
x
v

) = e−iω x
v p̂(t) [10]

Il est alors très facile de prendre en compte ce type de chargement dans la TVRC.
En effet dans cette méthode des quantités à deux échelles sont introduites selon l’équa-
tion (8). Le même format peut alors être adopté pour traiter le chargement harmonique
en espace en posant : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Uh(X, k) = 1

k = iω
[
−1
v
0

]
[11]
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Propriétés mécaniques
E = 70 109 Pa
ν = 0.3
ρ = 2800 kg.m-3

η = 0.001

Dimensions
2 m x 1 m x 6 mm

Chargement selon Z
T = 15 μs
V = 7100 m.s-1

J2 = (0.541, 0.642, 0)
J3 = (0.369, 0.642, 0)

X
Y

Z

X
Y

Z J3
J2

Figure 4. Plaque soumise à une charge défilante

Les figures 5 et 6 montrent la propagation des ondes de flexion hors plan obtenue
respectivement par les approches temporelle (DT) et fréquentielle (DF) lors de l’ap-
plication d’un impact défilant : les ondes de flexion dans une plaque étant dispersives,
les ondes moyennes fréquences se propagent plus vite que les basses fréquences.

Figure 5. Propagation des ondes de
flexion à t = 0.3 ms (DT)

Figure 6. Propagation des ondes de
flexion à t = 0.3 ms (DF)

9



Les figures 7 et 8 comparent les vitesses matérielles obtenues avec un code élé-
ments finis classique (DT) ou avec l’approche fréquentielle proposée (DF). Les ré-
ponses sont très semblables et l’effort numérique pour chaque code est résumé dans le
tableau 2 :

– la méthode EF couplée avec les schémas d’intégration numérique requiert un
maillage EF de 213 103 DDL et 6700 pas de temps pour prédire la réponse sur To =

10 ms ;
– dans l’approche fréquentielle, les plages de fréquences sont choisies selon les

critères rappelés dans la section 4.1 : la plage des basses fréquences retenue est
[0, 2000 Hz] et celle des moyennes fréquences est [2000 Hz, 130 kHz]. Pour prédire
la FRF sur [0, 130 kHz], il faut résoudre 4 103 problèmes de vibration forcée avec une
base modale constituée des 516 premiers modes propres sur la plage BF, et seulement
16 103 problèmes TVRC avec son extension large bande utilisant 260 rayons com-
plexes hors plan sur la plage MF dont 128 rayons intérieurs et 33 rayons de bord par
bord.

L’avantage de l’approche fréquentielle par rapport à l’approche temporelle clas-
sique est de pouvoir prédire la réponse sur un temps d’observation très long, imposé
par le théorème de Shannon, sans pour autant augmenter le coût du calcul.

0 0.5 1 1.5
x 10−3

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5 x 10−3

DT
DF

V
ite

ss
e

(m
/s

)

Temps (s)

Figure 7. Vitesse du point J2

5. Conclusion

Une nouvelle approche pour le calcul de réponses transitoires avec un contenu
fréquentiel important a été développée et ses performances sur des structures se rap-
prochant de problèmes industriels ont été montrées. Le point majeur de cette méthode
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Figure 8. Vitesse du point J3

Approche DT DF
Méthode EF Base réduite TVRC

DDL 213 103 DDL EF 516 modes 260 rayons
Nombre de calculs 6700 4 103 16 103

Tableau 2. Tailles des problèmes pour les approches dans le domaine temporel (DT)
et dans le domaine fréquentiel (DF) sur une durée d’observation To = 10 ms

est d’inclure à la fois les basses et les moyennes fréquences dans la réponse de struc-
tures complexes avec un coût de calcul faible. L’approche présentée permet la prise en
compte des non linéarités dans le domaine fréquentiel. L’extension aux non linéarités
exprimées dans le domaine temporel feront l’objet de développements ultérieurs.
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