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RESUME. Les techniques de contrôle optimal prédictif sont, de par leur formulation, les plus
adaptées à une gestion intelligente et e�cace des systèmes climatiques de l'habitat. Elles re-
posent sur l'utilisation d'un modèle numérique du système que l'on cherche à contrôler au travers
d'une fonction de coût à minimiser. Leur principale di�culté de mise en ÷uvre réside dans la
nécessité de disposer d'un modèle su�samment proche de la réalité, et d'avoir des méthodes de
calcul e�caces pour une implémentation temps-réel. Nos travaux présentent l'utilisation d'une
méthode e�cace de calcul de commande optimale basée sur l'utilisation d'un modèle thermique
dynamique d'un cas test de deux pièces et d'un modèle adjoint associé. Nous montrons également
comment cette approche permet de mener à des études de sensibilité, particulièrement utiles pour
spéci�er les problèmes d'identi�cation paramétrique et d'instrumentation.

MOTS-CLÉFS. Commande optimale, Analyse de sensibilité, Instrumentation

ABSTRACT. Optimal control techniques can actively maximize buildings e�ciency by a smar-
ter HVAC (Heating, Ventilation and Air-Conditioning) systems operation. All these techniques
involve a model of the controlled system, and an optimization process based on a cost function.
The main di�culty with these methods is to �nd an accurate model of a system with the right
data for training and on-line operation. Our work introduces an adjoint based method aimed at
e�ciently computing an optimal predictive command law, using a descriptive thermal model of
a test case. Our approach presents also analysis opportunities (sensitivity analysis of optimal
control) to identify most in�uential inputs and parameters in the �nal performance. In this pa-
per, we present numerical results concerning a simple two-room test case.

KEYWORDS. Optimal control, Sensitivity analysis, Instrumentation
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Nomenclature

Paramètres Unité Description
Cz J.K−1 Capacité thermique de la zone z
Sp m2 Aire d'une paroi p
h0p;z W.m−2.K−1 Coe�cient d'échange convectif entre la zone z

et la surface de la paroi adjacente p
ca J.K−1 Capacité thermique de l'air
Ta

◦C Température ambiante extérieure
Qz W Gains internes non contrôlés
γz Coe�cient de gains solaires internes
φ W.m−2 Flux solaire extérieur
Wz W Gains internes dus aux radiateurs
Pz Indices des parois adjacentes à la zone z
Lp m Épaisseur de la paroi p
cp J.m−3.K−1 Capacité thermique de la paroi p
kp J.s−1.m−1.K−1 Coe�cient de conductivité de la paroi p
αp;m Coe�cient d'échange radiatif entre les parois p et m
βLp Coe�cient d'échange radiatif avec la température du ciel
T∞ ◦C Température du ciel
ϕLp W.m−2 Flux solaire reçu par la paroi p
ηz Rendement du radiateur de la zone z
dz s−1 Constante de temps du radiateur de la zone z

Table 1: Paramètres du modèle thermique dynamique

1 Introduction

Les dernières évolutions en informatique embarquée, en protocoles de communication et sur
les réseaux de capteurs sans �l ont permis de nettes avancées en domotique, et en particulier dans
la gestion thermique des bâtiments, en ouvrant la voie à des techniques de contrôle avancées. La
commande prédictive (MPC - Model Predictive Control) est une technique de commande avancée
initiée par (Richalet et al., 1978) et généralisée par (Clarke et al., 1987), qui permet un contrôle
plus poussé que celui o�ert par un contrôleur PID standard (Maciejowski, 2002). Généralement,
un tel problème de commande peut se formuler comme un problème d'optimisation où l'on vise
à minimiser une fonctionnelle de coût dont certaines des variables sont régies par le modèle dy-
namique choisi. Pour un bâtiment, sa formulation permet de mieux prendre en charge le confort
et la consommation énergétique. Dans ce domaine, on retrouve entre autres, le contrôle d'un
plancher chau�ant à circuit d'eau (Karlsson et Hagentoft, 2011), de systèmes climatiques de bâ-
timents commerciaux (Henze et al., 2004) ou encore d'une station de métro (Ansuini et al., 2013).

La commande prédictive requiert cependant un modèle du système �able et des prédictions
exactes de ses sollicitations. Ce problème est d'autant plus critique dans le domaine du bâtiment
où il est particulièrement di�cile d'obtenir des valeurs �ables pour les paramètres thermiques
des éléments de construction. Pour remédier à ce problème, on fait alors généralement appel à
des méthodes d'identi�cation paramétriques, qui peuvent par ailleurs être relativement di�ciles
à mettre en ÷uvre lorsque le modèle à identi�er devient complexe.

Pour simpli�er le procédé d'identi�cation, on peut le restreindre aux paramètres ayant le plus
d'in�uence d'un point de vue thermique ou énergétique. Dans ce but, des analyses de sensibilité
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peuvent être mises en ÷uvre sur des modèles thermiques dynamiques du bâtiment. (Spitz et al.,
2011) et (Aude et al., 2000) présentent des études de sensibilité sur des besoins énergétiques et
températures. Le lecteur pourra également se référer à (Merheb, 2013) pour les études de sensibi-
lités et d'incertitudes dans le bâtiment. Dans notre cas, il nous est apparu important d'appliquer
les études de sensibilité directement au problème de contrôle, a�n de savoir quels paramètres sont
susceptibles d'avoir le plus d'in�uence sur la performance de la loi de commande calculée. Par
ailleurs, le temps de calcul peut vite devenir critique du fait du nombre important de paramètres
et des méthodes e�caces de calcul doivent être envisagées.

Dans cet article, nous présentons tout d'abord notre cas test ainsi que son modèle mathé-
matique. Nous exposons ensuite une méthode de commande prédictive basée sur l'algorithme du
gradient conjugué avec l'utilisation d'un modèle adjoint de notre système pour un calcul e�cace
du gradient, en exploitant principalement la théorie du contrôle optimal des systèmes gouver-
nés par des équations aux dérivées partielles (Lions, 1971). Nous montrons en�n comment cette
méthode peut facilement s'étendre au calcul de sensibilités locales pour identi�er les paramètres
in�uant le plus sur la commande et ainsi orienter les choix pour les étapes d'identi�cation du
modèle (et in �ne d'instrumentation du bâtiment).

2 Cas test deux pièces

2.1 Description

Notre cas test consiste en un bâtiment simple constitué de deux pièces identiques (�g.1),
déjà utilisé dans une précédente étude de notre équipe (Brouns et al., 2013). Nous utilisons son
modèle numérique autant en simulation que pour les calculs de commande. Chaque pièce est
équipée d'un radiateur, d'une aération simple avec l'extérieur et d'une fenêtre. Chaque radiateur
est électrique, d'une puissance réglable entre 0 et 3 kW .

Figure 1. Cas d'étude et numérotation des parois

2.2 Modèle physique

Nous utilisons ici une modélisation thermique-dynamique multizone basé sur l'application de
l'équation de la chaleur sur des zones thermiques de température et pression uniformes et des
parois homogènes à conduction thermique uni-directionnelle. Pour plus de simplicité, nous né-
gligeons ici les échanges radiatifs entre les faces internes des parois et l'environnement extérieur
via les fenêtres.

La température Tz en
◦C de chaque zone z ∈ {1; 2} est régie par les équations suivantes :

Cz
dTz

dt
=
∑
p∈Pz

Sph
0
p;z

(
θsp(t)− Tz

)
+ caqz (Ta − Tz) +Qz +Wz + γzφ

Tz(t = 0) = T 0
z

(1)
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Où θsp sont les températures des surfaces adjacentes. Ces équations sont couplées avec celles
décrivant la dynamique de la température des parois θp (x, t) et leurs conditions aux limites :

Spcp
∂θp

∂t
− Sp

∂

∂x

(
kp
∂θp

∂x

)
= 0

−kpSp
∂θp

∂x
(0; t) =

∑
m∈Pz

Spαp;m (θm(0; t)− θp(0; t))

+ Sph
0
p;z (Tz − θp(0; t))

kpSp
∂θp

∂x
(Lp; t) =Sph

L
p (Ta − θp(Lp; t))

+ Spβ
L
p (T∞ − θp(Lp; t)) + Spϕ

L
p

θp(x, t = 0) = θ0p(x)

(2)

Dans le système d'équations (2), (x = 0) correspond à l'abscisse de la face interne de la
paroi et (x = Lp) à l'abscisse de la face extérieure. Il est valide pour toutes les parois excepté
les numéros 2, 10 et 11 pour lesquelles les conditions aux limites sont di�érentes et peuvent être
facilement adaptées.
Chaque chau�age est modélisé par une équation di�érentielle du premier ordre, avec un coe�cient
de rendement ηz et une constante de temps dz : dz

dWz

dt
+Wz = ηzPz

Wz(t = 0) =W 0
z

(3)

L'équation (3) modélise de manière très simpli�ée la dynamique entre la puissance électrique
Pz et l'énergie thermique Wz en watts délivrée au sein de la zone z (échanges radiatifs négligés).

3 Contrôle commande prédictif

Dans cette section, nous présentons une méthode permettant de calculer de manière e�-
cace une loi de commande optimale pour les radiateurs de notre cas test. Soit u = {P1, P2} ∈
U=

(
L2 ([0, ta])

)2
notre vecteur de contrôle, [0, ta] étant l'intervalle de temps sur lequel on cherche

à calculer notre loi de commande. En premier lieu nous supposons connus toutes les conditions
initiales (T 0

z , θ
0
p et W 0

z ) ainsi que tous les paramètres statiques (Cz, cp, kp, hp, α, β, γ, h).

Nous disposons également de prédictions pour (Qz(t), qz(t)), (Ta(t), T
∞(t), ϕLp (t) et Ts(t)) pour

t ∈ [0, ta] supposées idéales sur l'intervalle de temps t ∈ [0, ta] (entre autres grâce à des prédic-
tions météorologiques et des scénarios d'occupation). Ainsi, nous sommes capables de calculer
la réponse du système {Tz, θp, Wz} sur [0, ta] pour n'importe quel vecteur de contrôle u. Nous
pouvons alors formuler le problème de contrôle de la manière suivante :

J (u) = inf
u∈U

J (u)

J =
1

2

Nz∑
z=1

∫ ta

0
az (t)P

2
z dt

+
1

2

Nz∑
z=1

∫ ta

0
bz (t)

(
Topz (u)− T c

opz

)2
dt

(4)

Topz =
Tmrz + Tz

2
est ici une version simpli�ée de la température opérative, où Tmrz = θsp;z

est la moyenne des températures adjacentes à la zone z. De manière générale, la température
opérative est considérée comme plus proche de la température e�ectivement ressentie par les
occupants que la température de zone (Nilsson, 2004).

J (u) est une fonction de coût quadratique portant sur la consommation énergétique et l'écart
de la température opérative de zone à une température de consigne T copz . Les coe�cients az et
bz permettent de gérer à chaque instant le compromis entre le confort et la consommation élec-
trique. En particulier, ces coe�cients peuvent êtres calculés en fonction des exigences de confort
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et de la variation prévisionnelle du coût de l'énergie.

Pour résoudre le problème d'optimisation (4), nous appliquons la méthode du gradient conju-
gué en calculant les gradients par la méthode de l'adjoint. Cette méthode, détaillée dans un cas
plus général dans (Lions, 1971), se base sur une formulation explicite des gradients à partir des
résultats de simulation d'un modèle linéarisé de notre cas test, dit "direct", et d'un modèle dit
"adjoint" obtenu à partir du modèle direct. De fait, elle permet de calculer un gradient de grande
dimension de manière très e�cace (coût numérique de deux simulations).

3.1 Calcul du gradient

Une manière classique de résoudre le problème d'optimisation (4) est de passer par l'écri-
ture du Lagrangien associé au problème en considérant les équations (1), (2) et (3) comme des
contraintes associées à des multiplicateurs de Lagrange respectifs Vz, Ap et Bz (Allaire, 2007).
Nous avons alors :

L =
∑
z,p

L (u, Tz (u) , θp(u), Wz (u) , Vz , Ap, Bz) (5)

Ainsi, résoudre (4) revient à trouver le point selle de L avec u et les multiplicateurs de La-
grange comme seules variables (et qui véri�e par dé�nition ∇L = 0).

Soit δu = {δP1, δP2} ∈ U , une petite perturbation de u. Nous avons alors δθp, δTz et δWz,
solutions d'un modèle de sensibilité. On peut monter qu'il existe un modèle dit adjoint de ce
modèle de sensibilité tel que si les multiplicateurs de Lagrange Vz, Ap et Bz en sont les variables
d'état (appelés états adjoints respectifs de Tz, θp and Wz), on obtient alors localement une
expression explicite du gradient :

〈∇J (u) ; δPz〉U =

∫ ta

0
[ηzBz + azPz ] δPzdt (6)

Le modèle adjoint présente la même structure que le modèle direct, mais possède des condi-
tions �nales au lieu de conditions initiales.

∇J peut alors être calculé simplement en résolvant successivement le modèle direct linéarisé
et son modèle adjoint. Notons que la puissance délivrable par les radiateurs étant bornée, le
problème que l'on doit résoudre est en réalité un problème d'optimisation sous contraintes. Pour
le résoudre, avons fait appel à la méthode d'Uzawa (Ciarlet, 1989) qui nous ramène à résoudre
une succession de problèmes sans contraintes.

3.2 Premiers résultats de contrôle

Nous mettons ici en ÷uvre la méthode précédemment décrite sur une période de 4 jours.
Nous appliquons une température de consigne T cop sur les deux pièces entre 8 heures et 18 heures
(ce qui implique az(t) = 0 aux autres instants). Nous appliquons également un scénario météo-
rologique issu d'un �chier météo EnergyPlus (en négligeant les gains solaires internes γzφ pour
une meilleure analyse des résultats), et imposant des gains internes Q dans la pièce 2 de 2, 5 kW
de 9 h à 12 h a�n de modéliser une activité humaine. Les résultats de ce premier calcul sont
présentés �gure 2.

Cette technique o�re de nets avantages par rapport à une régulation classique. On peut
ici clairement voir l'anticipation par P2 des gains internes Q dans la pièce 2, mais elle génère
des oscillations sur Top2 (non présentes pour la zone 1). Un travail sur la formulation de la
fonctionnelle de coût permettrait d'en améliorer les performances, en particulier en pénalisant
ces oscillations de Gibbs (dues à la recherche de solutions dans l'espace L2) et les e�ets de bords
aux instants �naux et initiaux.
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Figure 2. Commande optimale et réponse en température

4 Instrumentation pour un contrôle optimal

4.1 Procédé de commande

Le calcul d'une loi de commande de ce type nécessite d'avoir à disposition les données les
plus exactes possible. En particulier, il est nécessaire d'avoir une bonne estimation de l'état ther-
mique présent et des sollicitations à venir, ainsi que de l'ensemble des paramètres du modèle.
Pour palier aux variations régulières de ces valeurs, il est essentiel de les estimer fréquemment
et de recalculer régulièrement la commande à appliquer (qui n'est d'ailleurs valable que pour un
intervalle de temps donné).

Un procédé de commande complet peut ainsi être vu de la manière suivante :

Figure 3. Procédé d'identi�cation et de contrôle

Il s'agit ici de mettre en ÷uvre une étape d'identi�cation paramétrique et de prédiction
avant chaque calcul de commande. L'identi�cation paramétrique consiste à appliquer un algo-
rithme d'optimisation permettant d'estimer la valeur des paramètres inconnus de manière à
réduire l'écart quadratique entre la réponse du modèle et un ensemble de mesures réalisées in
situ (Nassiopoulos et Bourquin, 2010).

Le choix des mesures à réaliser est essentiel pour une bonne estimation des paramètres, ce
qui est indispensable à un bon calcul de la commande. Ce choix dépend inévitablement des
paramètres que l'on souhaite identi�er. En e�et, tous les paramètres n'ont pas la même in�uence
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sur la réponse du système et sur la loi de commande générée. Pour construire une instrumentation
parcimonieuse et adaptée, il convient en premier lieu de repérer les paramètres ayant le plus
d'in�uence sur la loi de commande optimale a�n de réduire au maximum le nombre de paramètres
à identi�er, et par conséquent l'instrumentation nécessaire. Un premier moyen de réaliser cette
sélection est de faire appel à des méthodes d'analyse de sensibilité.

4.2 Analyses de sensibilité

De la même manière que nous avons calculé le gradient la fonctionnelle J du problème de
contrôle par rapport au vecteur u, nous pouvons facilement le calculer par rapport à n'importe
quel ensemble de paramètres p en réécrivant seulement le modèle de sensibilité et le modèle
adjoint associé. Une fois calculée la loi de commande optimale u∗, on peut monter de la même
manière qu'il est aisé de calculer e�cacement ∇pJmin = ∇pJ(p, u

∗(p)), le gradient du minimum
de notre indicateur de performance (voir équation (4)) pour chaque paramètre p. Ce gradient

peut ensuite permettre de calculer des indices de sensibilité relatives : Sp =
1

Jmin
|〈∇pJmin, p〉|.

La �gure 4 représente le résultat du calcul de ces indices sur sur notre cas test pour l'ensemble
des paramètres exceptés ceux liés à la géométrie (surfaces, longueurs et coe�cients d'échanges
radiatifs). Ces résultats suggèrent que les températures initiales, les coe�cients de rendement des
radiateurs et les coe�cients de conductivité des parois extérieures sont ici les plus importants. Une
étude sur un temps de contrôle plus long permettrait de diminuer la sensibilité aux températures
initiales, mais les paramètres et entrées du modèle évoluant avec le temps, la commande ne doit
pas être calculée sur un trop grand intervalle.

Figure 4. Indices de sensibilité

Si ces indices permettent dans une certaine mesure de classer l'importance des paramètres au
vu de la commande optimale, il reste nécessaire de faire preuve de discernement dans l'analyse
des résultats. Par exemple si p est nul, Sp sera nul également alors que p peut avoir une in�uence
non négligeable. De plus, les sensibilités calculées ici sont des sensibilités locales. Il pourrait être
judicieux de faire appel à l'analyse de sensibilité globale pour obtenir des résultats plus généraux
sur un bâtiment donné. La technique DGSM (Sobol et Kucherenko, 2009; Kucherenko et al.,
2009) par exemple, pourrait permettre d'accéder facilement à de tels indices par l'utilisation de
dérivées locales réparties en di�érents points de l'espace des paramètres.

5 Conclusion

Dans ces travaux, nous présentons une mise en ÷uvre de la méthode adjointe pour le calcul
de lois de commande optimale sur le cas test simpli�é d'un bâtiment de deux pièces. L'intérêt
principal de cette méthode réside dans son e�cacité en terme de calculs numériques et sa facilité
d'extension à des méthodes d'analyse de sensibilité portant sur le contrôle optimal.

Cependant, le calcul de commande et son analyse de sensibilité ne su�t pas à la spéci�cation
d'un système de capteurs adapté au procédé de commande dans sa globalité. Une analyse plus
générale sur la propagation d'erreurs de l'étape d'identi�cation jusqu'à la commande du système
permettrait par exemple de sélectionner les capteurs les plus importants au sein d'un système
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d'instrumentation supposé "maximal" (ie. comportant le plus grand nombre et la plus grande
diversité de capteurs dans la limite de la réalisabilité).
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