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Résumé – Nous proposons deux types de modélisations adaptées au calcul de changements
de phase allotropiques. Seules les conséquences induites par la variation de volume sont
prises en compte, de façon identique à ce que l’on trouve dans les modèles de Greenwood et
Johnson. Dans les années 80, Leblond proposa un modèle basé sur la croissance d’une sphère
de phase dure dans une matrice plus molle afin de déterminer les lois d’évolutions élasto-
plastiques. Dans une première partie, nous proposons d’étendre le modèle de Leblond en
prenant également en compte la croissance de la phase molle dans une matrice de phase
dure, ce qui correspond à la fin de transformation dans le processus de refroidissement. La
seconde partie est consacrée à une modélisation plus fine où l’on représente explicitement
le front de transformation par fonctions de niveau. Les équations de propagation du front
sont résolues par éléments finis et la simulation mécanique utilise la méthode des éléments
finis étendus afin d’éviter les coûteux remaillages.

Key words:
Phase transformation;
transformation induced plasticity;
Level Set; X-FEM; driving force

Abstract – Mechanical study of allotropic phase change at meso-scale. Two meth-
ods are proposed in the following in order to calculate allotropic phase changes. We take
into account only the consequences of the volume variation in a same way as in the Green-
wood and Johnson’s works. In the 80’s, Leblond proposed to identify the elasto-plastic evo-
lution law by considering the growth of a hard spherical inclusion in a soft matrix. In the
first part, we propose to extend the Leblond’s model by considering also the growth of
the soft inclusion in the hard matrix that is closer to the end of a cooling transformation.
The second part is dedicated to a finer modeling where the phase front is explicitly repre-
sented by level sets. The front propagation equations are solved by finite elements and the
mechanical simulation is based on the eXtended Finite Element Method in order to avoid
costly remeshing.

O n s’intéresse ici à la modélisation du comportement mécanique de
matériau au cours d’une transformation de phase allotropique. Les
matériaux visés sont ceux pour lesquels la transformation de phase

induit une variation de volume non négligeable (de l’ordre de 1 %) comme
on l’observe pour des bases fer, le zirconium ou bien l’uranium par exemple.
Principalement pilotées par la température, ces transformations dépendent
aussi, mais non nécessairement, des phénomènes de diffusion dont les al-
liages fer-carbone sont une parfaite illustration. Nous ne considèrerons pas ici
les phénomènes de diffusion mais uniquement les changements de volumes
qu’induisent les transformations.

Durant la transformation, même sans sollicitation extérieure, il existe
un fort niveau de contraintes internes bien que la moyenne soit nulle.
Si bien que l’ajout du moindre effort extérieur génère des déformations
résiduelles, également appelées, déformations plastiques de transformation.
Historiquement, on trouve dans les travaux de Greenwood et Johnson [1]
une première modélisation à l’échelle mésoscopique de ce phénomène. La
direction du front de transformation est supposée être aléatoire, le matériau
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le plus mou est élasto-plastique parfait et
les déformations élastiques sont négligées.
À partir des hypothèses précédentes les au-
teurs déterminent une relation de propor-
tionnalité entre les déformations résiduelles
et la contrainte appliquée.

Le mécanisme de Greenwood s’applique
aux transformations évoluant par germina-
tion et croissance. Dans le cas des trans-
formations dites « displacives » comme la
transformation martensitique, toute sollici-
tation extérieure vient orientée l’apparition
des plaquettes, ce qui ce traduit par de la
plasticité de transformation à l’échelle ma-
croscopique [2].

Depuis ces premiers travaux, de nom-
breux autres ont permis d’affiner ces mo-
dèles. On notera en particulier les travaux
plus fondamentaux de Leblond et al. [3–6]
concernant le mécanisme de Greenwood, ou
bien les travaux de Fischer et al. [7–10] où
les phénomènes de Greenwood et de Mag-
gee sont pris en compte simultanément. Une
extension intéressante au cas des grandes
transformations est proposée dans [11].

La corps de cet article traite des effets mé-
caniques sur les transformations de phase
en suivant le chemin initialement tracé par
Greenwood puis Leblond. On s’interessera
en particulier à affiner les prédictions en
fin de transformation puis au cours de celle
ci, losque l’on ne peut plus considerer une
phase comme une unique inclusion, crois-
sant dans une matrice infinie.

Une première partie propose une exten-
sion du modèle de Leblond pour accroitre
sa validité et sa précision en fin de trans-
formation. Une seconde partie est consacrée
à la simulation numérique d’une transfor-
mation de phase à l’échelle mésoscopique
(échelle des grains considérés comme homo-
gènes). Dans ces calculs, les frontières des
phases sont représentées à l’aide de fonc-
tions de niveau (level-set) et servent de sup-
port à des calculs utilisant la méthode des
éléments finis étendus qui ne nécessite pas
de remaillage.

Une extension symétrique
du modèle de leblond

Le modèle de Leblond

Dans ces articles des années 80 [3–6] Leblond
considère un matériau constitué de deux
phases élasto-plastiques parfaites dont les
proportions vont évoluer en fonction de la
température. On suppose que ces phases ont

une raideur identique mais une limite élas-
tique beaucoup plus élevée pour la phase α
que pour la phase γ qui est dite « molle ».
Enfin, la transformation se produit avec une
variation de volume : ΔεTre f à la tempéra-
ture Tre f . On note z = Vα

Vα+Vγ
, la fraction volu-

mique de phase α.
À partir des hypothèses précédentes et

en considérant un front mobile, Leblond
montre que le taux de déformation plas-
tique est la somme de trois termes (Éq. (1)),
respectivement proportionnels aux taux de
contrainte, température et proportion de
phase. On voit ici clairement que la plas-
ticité de transformation est la conséquence
de l’homogénéisation d’un matériau dont
les proportions de phases ne sont pas
constantes.

Ėp = Ėcp
Σ + Ėcp

T + Ėtp avec⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Ėtp = (1 − z)

〈
δεp

δz

〉
Vγ

ż

Ėcp
T = (1 − z)

〈
δεp

δT

〉
Vγ

Ṫ

Ėcp
Σ = (1 − z)

〈
δεp

δΣ

〉
Vγ
Σ̇.

(1)

Reste à déterminer les différentes valeurs
moyennes de variation plastique. Pour cela,
la phase dure est modélisée comme une in-
clusion sphérique croissant dans une phase
molle obéissant à un critère de von Mises.
D’autres hypothèses assez fines sur la répar-
tition des contraintes permettent finalement
d’obtenir le système d’équation (2) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ėtp = −3Δε
Tre f

σ
y
γ

S ln(z)ż if z > 0,03

Ėcp
T = 3 (αγ−αα)

σ
y
γ

z ln(z)SṪ

Ėcp
Σ =

3
2

(1−z)
σ

y
γ

�(z)
E SΣ̇eq.

(2)

On notera qu’une extension au cas 0 > z >
0,03 a été obtenu par Taleb et al. [12]. La
fonction � est un terme correctif obtenue nu-
mériquement par éléments finis.

Une extension symétrique

Bien que les résultats obtenus par le modèle
précédent soient tout à fait acceptables, il
semble étonnant de considérer uniquement
la croissance d’une phase fille dans un milieu
infini alors qu’une transformation complète
se produit. Nous avons donc proposé [13]
d’appliquer le modèle précédent en début
de transformation et de considérer l’inverse
en fin de transformation. Nous avons sup-
posé de plus qu’en milieu de transformation
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les deux configurations coexistent simulta-
nément. En reprenant les travaux précédent,
on obtient aisément les relations suivantes à
l’échelle macroscopique :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ėtp = 3
2

[
1−z
σ

y
γ

〈
δεeq

δz

〉
Vγ
+ z

σ
y
α

〈
δεeq

δz

〉
Vα

]
Sż

Ėcp
T =

3
2

[
1−z
σ

y
γ

〈
δεeq

δT

〉
Vγ
+ z

σ
y
α

〈
δεeq

δT

〉
Vα

]
Ṫ

Ėcp
Σ =

3
2

[
1−z
σ

y
γ

〈
δεeq

δΣ

〉
Vγ
+ z

σ
y
α

〈
δεeq

δΣ

〉
Vα

]
Σ̇.

(3)

Toutes les valeurs moyennes des taux de dé-
formation équivalente sont calculés de fa-
çon identiques à [3, 4]. On remarquera que
les volumes de phase sont simplement re-
liés à la fraction volumique z. Nous devons
cependant introduire une nouvelle variable
β qui traduit la proportion de configuration
(phase dure incluse dans la phase molle ou
bien l’inverse). Nous avons proposé l’heuris-
tique suivante : en début et en fin de transfor-
mation, seule une configuration prédomine,
et dans le cas intermédiaire on passe de façon
linéaire de l’une à l’autre des configurations
(voir Fig. 1).

On obtient finalement les taux de défor-
mations suivant :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ėtp = βĖtp
γ + (1 − β)Ėtp

α

Ėcp
T = βĖcp

Tγ
+ (1 − β)Ėcp

Tα

Ėcp
Σ = βĖcp

Σγ
.

(4)

On remarquera ici que le terme Ėcp
Σ traduit

uniquement la plasticité induite par le char-
gement extérieur sur la phase la plus molle.
Enfin, on se reportera à [13] pour les dé-
veloppements concernant les modèles avec
écrouissage isotrope ou cinématique dans le
cas de transformations au refroidissement
ou au chauffage. Un exemple de calcul utili-
sant les différents modèles est donné sur la
figure 2 dans le cas d’un essai de traction-
torsion. Dans ce cas l’effort de traction est
constant alors que le couple est une fonction
sinusoïdale. L’extension symétrique n’ap-
porte rien sur la prévision des déformations
longitudinales qui saturent assez vite. Par
contre, ce modèle apporte une légère amé-
lioration sur la prévision des déformations
de cisaillement.

Vers l’exploration numérique
des transformations de phase

Il semble assez étonnant que des mo-
dèles tels que ceux présentés précédem-
ment soient relaivement performant mal-

0 1
0

1

z0 z1

β(z)

z

Fig. 1. Fonction β pour une transformation au refroi-
dissement.
Fig. 1. β function for a cooling transformation.

gré le nombre important d’hypothèses né-
cessaires à les construire. On observe pour
des contraintes imposées une bonne esti-
mation des déformations macroscopiques. Il
semble par contre totalement hors de por-
tés de ces modèles de décrire plus finement
l’état mécanique pendant la transformation
à une échelle mésoscopique. On notera en
particulier que les phases croissent dans des
matrices infinies ou aucune interaction n’est
prise en compte entre les différentes inclu-
sions. Malheureusement, le problème deve-
nant tellement complexe, il semble néces-
saire pour aller plus loin de s’orienter vers
une approche totalement numérique. L’objet
de cette partie est de proposer une démarche
de représentation des fronts puis son utili-
sation pour la simulation numérique, sans
remaillage, même pour une transformation
complète. La procédure repose sur l’utilisa-
tion des fonctions de niveau adjointe à la
méthode des éléments finis étendus comme
on le trouve dans [14, 15].

Représentation du front

La première difficulté est la représentation
d’un front de transformation qui va traver-
ser toute la structure étudiée puisque l’on
souhaite simuler une transformation com-
plète. Dans les études précédentes, ce front
n’a pas de support, il progresse à la vi-
tesse ou les éléments changent de consti-
tuant. Une bonne représentation nécessite
un maillage très fin et volumique, et le front
n’est jamais une surface continue. Une élé-
gante solution a été proposée par Osher et al.
à la fin des années 80 [16]. Ceux-ci pro-
posent de représenter les hypersurfaces non
pas de façon intrinsèque, mais comme la va-
leur particulière d’un champ scalaire corres-
pondant à une distance signée. Si φ est le
champ scalaire, la front Γ sera par exemple
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Fig. 2. Test biaxial de traction-torsion. leb : modèle de Leblond, sym : version symétrique, IEP :
ideal elasto plastic law, LKH : linear kinematic.
Fig. 2. Traction-torsion biaxial test. leb: Leblond model, sym: symetrical version, IEP: ideal elasto plastic law,
LKH: linear kinematic hardening law.

représenté par l’ensemble : Γ =
{
x | φ(x) = 0

}
.

L’évolution temporelle de ce champ est dé-
finie par une équation d’Hamilton-Jacobi :

Dφ
Dt
= 0⇐⇒ φ,t + ∇φ · x,t = 0. (5)

Si l’on appelle Vn la vitesse normale au front
et si l’on suppose que ‖ ∇φ ‖= 1, on obtient
alors le système particulier 6 où f donne les
valeurs initiales du champ :

∀x ∈ Ω,
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
φ,t + Vn = 0

φ(x(t), t = 0) = f (x).
(6)

Ces équations sont usuellement résolues pas
différence finies, ce qui nécessite un maillage
fin et régulier pour obtenir des résultats pré-
cis. Ces deux restrictions peuvent être évi-
tées en utilisant une résolution par éléments
finis. On trouve une première proposition
dans les travaux de Mourad [17]. À partir de
la formulation faible et en utilisant des fonc-
tion de forme éléments finis « standard »,
Mourad propose de résoudre le système sui-
vant :

φφφt+Δt = φφφt − Δt M−1
∫
Ω

NTVedV (7)

avec les fonctions de forme N et la matrice
de masse M tel que :

φ = Nφφφ et M =
∫
Ω

NTNdV (8)

Deux difficultés conséquentes restent à trai-
ter :

– conserver la norme du gradient de φ à 1
– imposer la vitesse normale au front

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
‖∇φ‖ = 1 ⇐⇒ ∇φ · ∇φ = 1,∀x ∈ Ω/Γ
φ = 0, ∀x ∈ Γ

(9)

Une méthode de résolution est proposée par
les auteurs dans [18]. La première équa-
tion du système 9 est résolue par l’utilisa-
tion d’une formulation faible du problème
linéarisé alors que la condition aux limites
est respectée par l’utilisation de fonctions
de forme enrichies respectant la partition de
l’unité [19]. Soit :

∀ ψ∈ U = {φ ∈ U|φ = 0 sur Γ}. (10)

Trouver φk+1
t tel que

Ak(ψ, φk+1
t ) = �k(ψ) (11)
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Fig. 3. Expansion d’un cercle à vitesse constante pour différentes discrétisation en utilisant des
éléments quadratiques. De gauche à droite : 10 × 10, 20 × 20, et 40 × 40 éléments.
Fig. 3. Collapsing circles at constant velocity for different quadrangular element size and second order shape
functions. From left to right: 10 × 10, 20 × 20, and 40 × 40 elements.

avec

Ak(ψ, φk+1
t ) = 2

∫
Ω
ψ∇φk

t · ∇φk+1
t dV (12)

�k(ψ) =
∫
Ω
ψ(1 + ∇φk

t · ∇φk
t ) dV. (13)

Le champ scalaireφ est discrétisé en utilisant
des fonctions de formes enrichies :

φ(x) =
N∑
i=1

Ni(x)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
N∑

k=1

Nk(x)φ0
t (xk) + δ0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
φ̃i = Neφ̂̂φ̂φ. (14)

Où Ni sont les fonctions de formes standard
et Nk les fonctions enrichies. On se laisse de
plus la possibilité d’imposer une valeur non
nulle au front à travers δ0.

Le système discret se présente finalement
sous la forme :

Akφ̂̂φ̂φk+1
t = bk (15)

avec

Ak = 2
∫
Ω

NT
e (∇Neφ̂̂φ̂φ

k
t )T∇NedV (16)

bk =

∫
Ω

(
1 + (∇Neφ̂̂φ̂φ

k
t )T(∇Neφ̂̂φ̂φ

k
t )
)

NT
e dV (17)

La forme de ce système n’est pas complè-
tement satisfaisante car il n’est pas symé-
trique, l’unicité ni la stabilité ne sont donc
pas assurée. Dans la pratique nous utilisons
donc une stabilisation de type GLS (Galerkin
Least Square) [18].

On illustre cette méthode sur les fi-
gures 3. On observe ici la qualité de la solu-
tion calculée pour un nombre relativement
faible d’éléments (20) pour des fonctions de
formes quadratiques.

Calculs mécaniques

Les calculs mécaniques sont effectués avec
le code ELFE3D développé au LaMCoS.

Avec l’utilisation des éléments finis étendus,
le front de transformation n’a pas besoin
d’être maillé, contrairement à d’autres ap-
proches [20]. Le matériau est donné au point
de gauss en fonction de la position du front
qui est donné par la fonction de niveau. Du-
rant le calcul, si un point de gauss change
de matériau, celui-ci subit également la va-
riation de volume associée. Les variables
d’écrouissage sont pour l’instant remises à
zéro. À titre d’exemple, on choisi un carré
unitaire dont 2 inclusions sphériques croient
avec la variation de température (cf [21]).
On suppose ici que la vitesse du front est
connue et est constante. Au fur et à me-
sure que la température décroît, les inclu-
sions grandissent et laissent apparaîtrent de
la plasticité induite par la transformation (cf.
Fig. 4).

Calcul de la vitesse du front

Une solution plus satisfaisante que d’im-
poser la vitesse du front est de la déter-
miner à partir du calcul mécanique. Une
possibilité consiste à utiliser la mécanique
Eschelbienne [22] dans laquelle la vitesse du
front Vn et la force motrice fΣ sont les quan-
tités duales de la puissance dissipée à l’in-
terface [23].

[b]·n = −fΣ avec b = −∇u·σσσ−WId (18)

où W est la densité d’énergie interne.
Nous avons montré [21] que l’équa-

tion (18) peut être calculée à l’aide d’une
intégrale indépendante de contour 19, où
q est un champ d’extension virtuel choisi.
Une discrétisation éléments finis de la force
matrice fΣ ainsi que du champ d’extension
virtuel conduit à la résolution d’un système
linéaire.∫

φ0∩ω
q · fΣdS +

∫
ω
∇q : b dV = 0 (19)
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(a) = 744, 6 °C (b) = 749, 3 °C (c) = 758, 6 °C 

Fig. 4. Champ de contrainte de von Mises pour différentes températures.
Fig. 4. Von Mises stress field for different temperatures.

Fig. 5. Essai Satoh pour le calcul de force motrice
pour un chargement thermo-mécanique.
Fig. 5. Satoh test for the computation of the driving
force induced by a thermo-mechanical loading.

Fig. 6. Composante bxx du tenseur d’Eshelby.
Fig. 6. bxx component of the Eshelby tensor.

Le calcul couplé calcul mécanique/vitesse du
front est en cours d’implantation dans le
code ELFE3D. Un exemple de calcul sur une
poutre bidimensionnelle est donné sur la fi-
gure 5. La composante normale du tenseur
bxx est tracé sur la figure 6.

Conclusion

Nous avons tenté à travers cet article de
montrer quelques voies possibles concer-
nant la modélisation du comportement d’un
matériau pendant une transformation de
phase. Déterminer les équations constitu-
tives à l’échelle macroscopique est réelle-
ment délicat et nécessite de nombreuses hy-
pothèses qui sont levées petit à petit. Nous
avons montrer dans la première partie com-
ment améliorer le modèle de Leblond en
passant plus progressivement du début à la
fin d’une transformation complète. Le mo-
dèle proposé repose sur une topologie sim-

pliste de phases dont les interactions inter
inclusions sont impossibles. Une représen-
tation plus fine de ces phénomènes passe
par la simulation numérique. Une difficul-
tée importante réside dans la représentation
du front de transformation. L’utilisation de
fonctions de niveau couplées à un calcul uti-
lisant les éléments finis étendus est une réelle
avancée car le remaillage (très lourd en 3D)
n’est pas nécessaire. Nous souhaitons tester
cet outil sur des calcul 3D plus importants
et avec un plus grand nombre d’inclusions.
Il sera particulièrement intéressant de tes-
ter l’influence de la vitesse de propagation
lorsque celle ci est couplée au champ mé-
canique. Cependant certains problèmes de
fond subsistent. En particulier, la façon dont
nous transformons les points de gauss qui
changent de phase est encore aujourd-hui
trop grossière.
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