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❆❜str❛❝t

❆ ❝♦❞❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❘◆●✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✭▲◆●✮✱ ❛♥❞ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
✉s❡s s✉❝❤ ❛ ❧✐st ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❍❡r❡♠✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t s✉♣♣♦rt t✇♦ ❝❧❛✐♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❛♥ ♦♣t✐♠✐s❡r✿ ♥❛♠❡❧②✱ ❛✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ▲◆●✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧✐st ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❤♦rt✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏st♦❝❤❛st✐❝✑ ♦♣t✐♠✐s❡rs✱ ✐✳❡✳ ♦♣t✐♠✐s❡rs t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❘❛♥❞♦♠ ◆✉♠❜❡r
●❡♥❡r❛t♦r ✭❘◆●✮✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛♣❡r ❬✸❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❞❡❞ ❘◆●s
❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❞✐✣❝✉❧t✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ♣❛♣❡r ❬✹❪✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧✐st✲❜❛s❡❞
♦♣t✐♠✐s❡rs✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘◆● ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❧✲r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❧✐st
❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❤♦rt✱ ✇✐t❤ st✐❧❧ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♥♦ ❜✐♥❛r② ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✏st♦❝❤❛st✐❝✑ ❛♥❞ ✏❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✑✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝✐t②✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❧② s♦♠❡ ❤❛r❞✇❛r❡
s②st❡♠s ✭❧✐❦❡ q✉❛♥t✐❝ ♦♥❡s✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ❬✷❪✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤②✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❘◆●s ❜✉t
❛❜♦✉t ▲◆●s ✭▲✐st ◆✉♠❜❡r ●❡♥❡r❛t♦rs✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇❛②s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐sts✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts✳ ❙♦♠❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✳

✷ ❚❤r❡❡ s✐♠♣❧❡ ❧✐st ❣❡♥❡r❛t♦rs

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ]0, 1[✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ ❬✹❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭❝❛❧❧❡❞ s❡❡❞ ❜❡❧♦✇✮✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❍❡r❡
✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ s❡❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ❍P ♠❡t❤♦❞✶✳
❚❤❡ ❧✐sts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❍P ❛r❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ✶ ✭s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✸✮ ❜✉t✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✏❜❡tt❡r✑ t❤❛♥ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❋♦r t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡♥s❡
♦♥ ]0, 1[ ✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡✈❡r ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r t✇✐❝❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✹✮✳

❚❤❡ ✜rst ✶✵✵ ❧✲♥✉♠❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✏st♦❝❤❛st✐❝✑ ♦♣t✐♠✐s❡rs✳

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❧❛✐♠❡❞✱ ❛❧❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲◆●s✱ ❧✐❦❡ ❑■❙❙ ❬✻❪ ♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧✐st
t❤❛t ✐s ♥♦t ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦t ❡✈❡♥ ❞❡♥s❡ ♦♥ ]0, 1[✳ ❆❧s♦✱ t❤♦s❡ ❛r❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❛s♦♥✿ t❤❡ ❧✐sts ❛r❡
✜♥✐t❡ ✭❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✱ ✐ts s✐③❡ ✐s 219937 − 1✮✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ❛t ❛❧❧✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢♦r ✏❣♦♦❞✑ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛❧❧ t❤❡s❡ ✏❡♠♣t②✑ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦st ❝♦♠♣✉t❡rs ✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ❜✐❣
❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛♥②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❢❛r s✐♠♣❧❡r ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉❝❤ ❣❛♣s✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡♥s❡✱ ❛♥❞
❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ✉s❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✉❝❤ s✐♠♣❧✐st✐❝ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s✱ ❧✐❦❡✱ s❛②✱ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✳

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ P❙❖

✸✳✶ ■♥✜♥✐t❡ ❧✐sts

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❧✐st✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐s❡r ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲◆● ❜② ❛ s❤♦rt ❧✐st ♦❢ ❧✲r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞
❝②❝❧✐❝❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛s ♠❛♥②

✶■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❤❛♥❞✲❤❡❧❞ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝✴❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ♠❛❞❡ ❜② ❍❡✇❧❡tt✲P❛❝❦❛r❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✾✽✵✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❡❞
π✳

✶



✭❛✮ ❆❞❞✐t✐✈❡✭π✮ ✭❜✮ ❆❞❞✐t✐✈❡✭ sin (1) /π✮

✭❝✮ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✭
√

2✮ ✭❞✮ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✭ π✮

✭❡✮ ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ✶✵✵ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐❛❣r❛♠s✳

✷



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❤r❡❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r α ♠✉st ❜❡ ✐rr❛t✐♦♥❛❧✳ {x} ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ x✳

❆❞❞✐t✐✈❡✭α✮

r (1) = α
r (t+ 1) = {r (t) + α}

▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✭α✮

r (1) = α > 1
r (t+ 1) = {αr (t)}

❍P✭α✮

r (1) =
{

α5
}

r (t+ 1) =
{

(α+ r (t))
5
}

♥✉♠❜❡rs ❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ ❛ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐s❡r✱ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞ P❙❖ ✷✵✵✼✱ ✐♥
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞ ❘✐♥❣ ♦♥❡ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✶✮✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❢♦r t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ t❤❛♥ ❜✐❣ t❛❜❧❡s ♦❢ ♥✉♠❜❡rs✳
❚❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❤❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✷ ✭❤❡r❡ ✏♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✑ ♠❡❛♥s
✏♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✑✮✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st ♠❛❣♥✐✜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ n
▲◆●s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❑ r✉♥s✱ s❛② K = 100✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t n ♠❡❛♥ ❜❡sts mi, i = 1 . . . n✱
♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ▲◆●✳ ▲❡t m ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡✱ ❛♥❞ M t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st m′

i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

m′

i = 1− mi −m

M −m
✭✶✮

❙♦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶ ♠❡❛♥s ✏t❤❡ ❜❡st✑✱ ❛♥❞ ✵ ♠❡❛♥s ✏t❤❡ ✇♦rst✑✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r s✐① ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✭t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❬✹❪✮✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❍P ❢♦r
t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡✱ ❜✉t ✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❜❛❞✱ ❜✉t ♥♦t ❛s ❣♦♦❞
❛s t❤❡ ♦t❤❡rs✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ tr② s✐① ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✵✱ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞✮✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❊❈ ✷✵✵✽ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❬✶✵❪✳ ❆s
t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸ s❤♦✇✱ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✱ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✭❡①❝❡♣t ❍P ♦♥ ❥✉st ♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧②✱ ●r✐❡✇❛♥❦✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r ❤❛✈❡
❝♦❞❡❞ ✐t ✐♥ ❈ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t ✼✺ ❧✐♥❡s✳ ❋♦r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ✜rst ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿

❈❧❛✐♠ ✶✿ ❋♦r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ▲◆● ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥❡✳

✸



✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥✜♥✐t❡ ❧✐sts✳ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r ▲◆●s ❜② ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

✹



✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥✜♥✐t❡ ❧✐sts✳ ✺✵❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r ▲◆●s ❜② ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

✸✳✷ ❙❤♦rt ❧✐sts

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇❤❡♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐sts ❛r❡ ✉s❡❞ ✭♦r ❤✉❣❡ ♦♥❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ▼❡rs❡♥♥❡✲
❚✇✐st❡r✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✷ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r✉♥s✳ ■❢ ✇❡ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵✵ t✐♠❡s ✭✇✐t❤♦✉t r❡✐♥✐t✐❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ ▲◆●✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ✶✵✵✵ r✉♥s✱ ♦r ❡✈❡♥ ✶✵✱✵✵✵✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s❤♦rt ❧✐st ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ✐s s♦ t❡♠♣t✐♥❣✿ ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐s
N ✱ ♦♥❧② N ❞✐✛❡r❡♥t r✉♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ st✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱
❜✉t ♠♦r❡♦✈❡r ♥♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥② ♠♦r❡✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡✱
♦r✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✳

■❢ t❤❡ ❧✐st ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ❛❢t❡r N r✉♥s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐s 1− (1− s)
N ✳ ■❢ s ✐s s♠❛❧❧✱ s❛② ✵✳✵✷✱

t❤❡♥ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✶✵✵ r✉♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐s ♦♥❧② ✵✳✽✼✳ ❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st ♦❢ s✐③❡ N ✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ t❤❛t✳ ❆❢t❡r ◆ r✉♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ♥♦♥✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡
♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❤♦✇ ♠❛♥② r✉♥s ❛r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ◆✱
❢♦r ❛♥②✇❛② ❛♥② ❡①tr❛ r✉♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst N r✉♥s✳

❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r s✉❝❤ s❤♦rt ❧✐sts ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦r ♥♦t✳ ▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✱ ✇❡ ❥✉st r❡✲✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❢♦r ❡❛s✐❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐s s❡t t♦ ✾✼✱ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ❝❧♦s❡ t♦ ✶✵✵✳ ❲❤② ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✻✳✶✳ ■t ✐s ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ✐t ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ♦❢ ❍P ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✳ ✸✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❧♦♦❦s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✭❛❝t✉❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✷❋r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♠♦st st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ✉s❛❜❧❡✱ ❢♦r t❤❡② ❞♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ r✉♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▲◆● ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

✸❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t✇♦ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✵✳✵✺ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✸✴♥✉♠❜❡r❴♦❢❴r✉♥s ❬❄❪✳

✺



✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st s✐③❡❂✾✼ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✮✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

❜✉t t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡✮✳ ❋♦r t❤❡ ✺✵❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❣❛✐♥✱ ❍P ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❜❡tt❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆❞❛♣t✐✈❡ ✐s
♥♦✇ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✇♦rst✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ r❡❛❝❤ ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✿

❈❧❛✐♠ ✷ ✿ ❋♦r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ s❤♦rt ❧✐sts ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ▲◆●✳

❇✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐ss✉❡✳ ❲❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❧✐st s✐③❡❄

✸✳✸ ❆❜♦✉t t❤❡ ❧✐st s✐③❡

❲❡ ❝❛♥ tr② ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐st s✐③❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ❣✐✈❡ ♦♥❧② ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r✿
t❤❡ ♠❡❛♥ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦✈❡r ♦✉r s✐① ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻ t❤❛t t❤❡ ❧✐st s✐③❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✏t♦♦
s♠❛❧❧✑✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❛♥♥♦②✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐st s✐③❡ L
❛♥❞ t❤❡ s✇❛r♠ s✐③❡ S ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ S/L ✐s ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡r✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♦✉r
▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧✐st s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✇❛r♠ s✐③❡✱ ✭s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
✻✳✶✮✳ ■❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡st s✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ✐s s❧✐❣❤t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❆P❙

❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♦✉r ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖ ✐s t❤❛t t❤❡ ❧✲♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❧✐sts ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞
❬✶❪ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❢♦r t❤r❡❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✿

• t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✐♠♣❧❡① ❛♠♦♥❣st t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥❀

✻



✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ✺✵❉ ❈❊❈ ✷✵✵✽ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st s✐③❡❂✾✼ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✮✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▼❡❛♥ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✈s ❧✐st s✐③❡✳ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

✼



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧✐st s✐③❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣❡♥❡r✲
❛t♦r✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ✈s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❧✐st s✐③❡ ✭✐♥ ❜♦❧❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ❉✰✶✮✳ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

✸ ✺ ✼ ✶✼

❚r✐♣♦❞ ✶✵✵ ✪ ✵ ✪ ✷✽✳✺✼ ✪ ✺✳✽✽ ✪
▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✹✶✳✶✽ ✪
●❡❛r ❚r❛✐♥ ✵ ✪ ✵ ✪ ✷✸✳✺✸ ✪

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❙♣r✐♥❣ ✷✵ ✪ ✵ ✪ ✷✸✳✺✸ ✪
Pr❡ss✉r❡ ❱❡ss❡❧ ✷✵ ✪ ✵ ✪ ✹✶✳✶✽ ✪

❋r❡q✉❡♥❝② ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✵ ✪ ✵ ✪ ✶✶✳✼✻ ✪

• t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞❀

• t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ✭❛♥❞ ❢♦r t❤✐s t❛s❦ ●❛✉ss✐❛♥ ✏r❛♥❞♦♠✑ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✳

❲✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ❧✐sts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❍P ❛r❡ st✐❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♦r ❡✈❡♥ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼❡rs❡♥♥❡✲
❚✇✐st❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤r❡❡ r♦❧❡s✱ ❛ ❝♦rr❡❝t s✐③❡ ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❧✐st ❤❛s t♦
❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳ ❊✈❡♥ ❢♦r ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✶✽✵ ✭♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ✶✼✾✱ ❛s ✇❡ ✉s❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs✮✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ◆♦t❡ t❤♦✉❣❤ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ♠❛②
❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ✈❡r② s❤♦rt ❧✐st ✐s ❡♥♦✉❣❤ ✭s❡❡ ❚r✐♣♦❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♥♦ ✇❛② t♦ ♣r❡❞✐❝t s✉❝❤ ♣❡r❢❡❝t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❧✐st s✐③❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥♦t ❛s ❡✣❝✐❡♥t ❛s ✇✐t❤ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖ ✭s❡❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
❜♦t❤ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ✺✵❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐st s✐③❡ ♦❢ ✶✼✾✱ ❍P ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛r❡ st✐❧ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜♦t❤ s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡✱ ❛♥❞ ❍P s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❆❞❞✐t✐✈❡ ✐s
♥♦✇ ♥♦t t❤❛t ❜❛❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❛t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳

✺ ❯s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r s❡❡❞

❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✇❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✶✹ ❛♥❞ ✶✺✱ tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ♥✉♠❜❡rs s❡❡♠ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❥✉st ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠✱
π s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡✳ ❇✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ♥❡❡❞s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦r✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠♦r❡
❞✐✛❡r❡♥t s❡❡❞s✳

✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

✻✳✶ ❋r♦♠ ❙P❙❖ ✷✵✵✼ t♦ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✇❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❙P❙❖ ✷✵✵✼❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❈ ✈❡rs✐♦♥✱
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❈❡♥tr❛❧ ❬✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤♦✉❣❤✿

✽



✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ■♥✜♥✐t❡ ❧✐sts✳ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r ▲◆●s ❜② ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ■♥✜♥✐t❡ ❧✐sts✳ ✺✵❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢♦✉r ▲◆●s ❜②
▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

✾



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ▼❡❛♥ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✈s ❧✐st s✐③❡✳ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

✭❛✮ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡✳

✭❜✮ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♠❡❛♥ ❜❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st s✐③❡❂✶✼✾ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✮✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

✶✵



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ▲♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇✐t❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❧✐st s✐③❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❣❡♥❡r❛t♦r✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ✺✵❉ ❈❊❈ ✷✵✵✽ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▲✐st s✐③❡❂✶✼✾ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r✮✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ▲♦✇ ❉✳ ▲✐st s✐③❡❂✾✼✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖✳

✶✶



❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ▲♦✇ ❉✳ ▲✐st s✐③❡❂✶✼✾✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ▲✐st✲❜❛s❡❞ ❆P❙✳

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s✳

Pr♦❜❧❡♠ ❉ FEmax ❆❝❝✉r❛❝②

❚r✐♣♦❞ ✷ ✺✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✵✹
▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s ✶✺ ✸✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✵✷
●❡❛r ❚r❛✐♥ ✹ ✷✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✶✵

❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❙♣r✐♥❣ ✸ ✷✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✶✵
Pr❡ss✉r❡ ❱❡ss❡❧ ✹ ✸✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✵✻

❋r❡q✉❡♥❝② ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✻ ✺✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✵✻
❆❧❧ ❈❊❈ ✷✵✵✽ ♣r♦❜❧❡♠s ✺✵ ✷✺✵✵✵✵ ✶✳✵✵❊✲✵✶✵

• ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❘✐♥❣ ♦♥❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙P❙❖ ✷✵✵✼❀

• t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦❀

• t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s✇❛r♠ s✐③❡ S ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ S =

max

(

20 + 2
√
D,

√

402 + (D + 2)
2

)

✳ ❆❧s♦ t❤❡ r❡s✉❧t S ❝❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❜❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ✏t❤❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r t❤❛t

✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st ♦♥❡ t♦ S✑ ✭❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ❧✐❦❡ ✶✼ ♦r ✶✾ ❢♦r S = 18✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✮❀

• t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❧✐st s✐③❡ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ S❀

• ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ▲◆●s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❡✐t❤❡r ♦❢ ✏✐♥✜♥✐t❡✑ s✐③❡ ♦r ✜♥✐t❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ✐s
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t t♦ ❧✐st s✐③❡✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r✉♥ st❛rts ❢r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r✳

❋♦r ✜♥✐t❡ ❧✐sts✱ ✐t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✉s✐♥❣ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❜♦t❤ ❢♦r t❤❡ ❧✐st s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s✇❛r♠ s✐③❡ ✉s✉❛❧❧②
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❧✐❣❤t❧② ✭♥♦t ❛❧✇❛②s✱ t❤♦✉❣❤✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♦✉r ▲✐st✲❜❛s❡❞ P❙❖ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ♥❡❡❞s 2D ✏r❛♥❞♦♠✑ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ S ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
2D✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ✉s❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡rs ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❙❛✐❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤
♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❯s✐♥❣ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs r❡❞✉❝❡s t❤✐s r✐s❦✳

✻✳✷ Pr♦❜❧❡♠s

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹❪ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ❢♦r t❤❡ ✺✵❉
♦♥❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❥✉st ❣✐✈❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜t♥❡ss ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❧❡✈❡❧ ❢♦r
❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡✳

✻✳✸ ❊q✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✶

❆s s❛✐❞✱ t❤❡ ❧✐st ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆❞❞✐t✐✈❡ ✐s ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ✶✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♥❡✇ ❤❡r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②

♣r♦✈❡❞ ❜② ❇♦❤❧✱ ❙✐❡r♣✐♥s❦✐ ❛♥❞ ❲❡②❧ ✐♥ ✶✾✵✾✲✶✾✶✵✳ ■t ✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❲❡②❧✬s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦r❡

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❊st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ✺✵✵✵ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥✉♠❜❡rs✱ ❢♦r t❤❡ s❡❡❞ π ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ▼❡rs❡♥♥❡✲
❚✇✐st❡r✮✳ ❍P s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ▼❡rs❡♥♥❡✲❚✇✐st❡r t♦♦ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s♦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ✸✷✲❜✐t ❝♦♠♣✉t❡r t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞✳

❚❛❜❧❡ ✹✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❡❡❞ π✳

t ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

✶ ✵✳✶✹✶✻ ✵✳✶✹✶✻
✷ ✵✳✽✻✾✻ ✵✳✹✹✹✽
✸ ✵✳✵✵✻✸ ✵✳✸✾✼✺
✹ ✵✳✹✵✾✶ ✵✳✷✹✽✼
✺ ✵✳✵✶✾✼ ✵✳✼✽✶✷

❝♦♠♣❧❡t❡ ✶✾✶✻ ♣❛♣❡r ❜② t❤✐s ❛✉t❤♦r ❬✶✶❪✳ ▲❡t ✉s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❛ s❡❡❞ α✱
✇❤♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ α✱ 2α✱ 3α✱✳ ✳ ✳ ♠♦❞ ✶ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ α ✐s ✐rr❛t✐♦♥❛❧✳ ❲❤❛t ❞♦❡s ✐t ♠❡❛♥❄ ▲❡t {α} ❜❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r α✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ α = π✱ t❤❡♥
{α} = 0.1415926535 . . . ✳ ❚❤❡ ❧✐st t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s ✐♥ ❢❛❝t {α}✱ {2α}✱ {3α}✱ ✳✳✳ ✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ n
♥✉♠❜❡rs✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ♦❢ [0, 1]✱ t❤❡ ✏♣r♦♣♦rt✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ t❡♥❞s t♦ b − a ✇❤❡♥ n ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢r♦♠
❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥ts t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❖♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t ♦✉r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ g (t) = {αt}✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞ ❬✺✱ ✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❡❞ π ✭s❡❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ♦♥
t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✮✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✇❡ ❤❛✈❡
r (1) = {α} = g (1)) , ❜✉t t❤❡♥ g (2) =

{

α2
}

✱ ✇❤❡r❡❛s r (2) = {α {α}}✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ α > 1✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s
{

α2
}

✱ ❛s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ◆♦t❡ t❤♦✉❣❤✱ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ❜✐❣ s❡❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ s❛② 100π✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❤❡r❡✮ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥❡✳

❋♦r ❆❞❞✐t✐✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s {tα} ✭❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤② ❲❡②❧✬s t❤❡♦r❡♠ ✐s ✈❛❧✐❞
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✻✳✹ ◆♦♥ r❡♣❡t✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞❡♥s❡♥❡ss

❋♦r t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ tr✉❡ ♦r s❡❡♠ t♦ ❜❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞ ✐s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❤♦s❡♥✿

✶✳ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✐♥✜♥✐t❡ ✭♣r♦✈❡❞✮❀

✷✳ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡♥s❡ ♦♥[0, 1] ✭♣r♦✈❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❆❞❞✐t✐✈❡✮✳

✻✳✹✳✶ ❆❞❞✐t✐✈❡

❆s ✐t ✐s ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡♥s❡✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✐t ✐s r❡♣❡t✐t✐✈❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs ❦ ❛♥❞ ❦✬✱
✇✐t❤ k′ > k✱ {k′α} = {kα}✳ ■t ✐♠♣❧✐❡s {(k′ − k)α} = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r α ✐s ✐rr❛t✐♦♥❛❧✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s

✶✸



t♦ s✐♠♣❧② ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✐t ✇❡r❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✜♥✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ❞❡♥s❡♥❡ss✳

✻✳✹✳✷ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t r (t) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ α✳ ■t ✐s tr✉❡ ❢♦r t = 1✱ ❢♦r r (1) = {α} = α− k (1)✱ ✇❤❡r❡ k (1) ✐s ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ✭❢♦r α ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✮✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t r (t) = Pt (α)✱ ✇❤❡r❡ Pt ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t✳ ▲❡t
⌊u⌋ ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♣❛rt ♦❢ u✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ r (t+ 1) = {αPt (α)} = αPt(α) − ⌊αPt (α)⌋ = αPt (α) − k (t+ 1) = Pt+1 (α)✱
✇❤❡r❡ Pt+1 ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t+ 1, ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s

r (t) = Pt (α) = αt −
t

∑

i=1

k (i)αt−i ✭✷✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ k (i) ❛r❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡

{

k (1) = ⌊α⌋
k (i+ 1) = ⌊αr(i− 1)⌋ ✭✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐♠♣❧✐❡s ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ k(i) ≤ ⌊α⌋ ✭♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t②
k(i) < α s♦♠❡t✐♠❡s❀ ❢♦r✱ ✐❢ ♥♦t✱ r(t) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t ✐s ✏❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤✑✮✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡r❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡✱ ❢♦r t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs t ❛♥❞ t′✱ ✇✐t❤ t′ > t✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ Pt′ (α)− Pt (α) = Qt′,t (α) = 0✱ ✇❤❡r❡ Qt′,t

✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ t′✳ ■❢ α ✐s tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧ ✭❧✐❦❡ π✱ e✱ ♦r sin (1)✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❡t✐t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ❥✉st ❛♥ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ s❡❡❞ α✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ α ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦♦t ♦❢
x3 − x2 − 1, ✐✳❡✳

1

3



1 +
3

√

29− 3
√
93

2
+

3

√

23 + 3
√
93

2



 ≃ 1.4655712319 ✭✹✮

t❤❡♥ ❢♦r t ≥ 3 ❛❧❧ r (t) ❛r❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❤❛✈❡ P3 (α) = α3 − α2 − 1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐❢ α
✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦♦t ♦❢ x4 − 3x3 − x− 1✱ ✐✳❡✳

1

4



3 +
√
5 + 2

√

11 + 7
√
5

2



 ≃ 3.1342729984 ✭✺✮

t❤❡♥ ❢♦r t ≥ 4 ❛❧❧ r (t) ❛r❡ ♥✉❧❧✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡♥s❡ ♦♥ ]0, 1[✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❧ ▼✲♥✉♠❜❡r ❛♥② α ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✜♥✐t❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st s♦♠❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s✿

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼✲♥✉♠❜❡rs ✐s ✐♥✜♥✐t❡✳

• ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r s❡t ✐s ♥✉❧❧✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ②♦✉ ❝❛♥ ✉s❡ ❛❧♠♦st ❛♥② ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r α ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ✶✳

• ■❢ α ✐s ♥♦t ❛ ▼✲♥✉♠❜❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡♥s❡ ♦♥ [0, 1]✳

• ❲❤❡♥ α ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ α ✐s s♠❛❧❧✱ s❛② ✶✳✶✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s q✉✐❝❦❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [{α} , 1]✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✉s❡❢✉❧✳

✻✳✹✳✸ ❍P

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s r (t+ 1) =
{

(α+ r (t))
β
}

✱ ✇❤❡r❡ β ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❆s ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② r (k′)− r (k) = P (α) = 0✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ α ✐s tr❛♥s❝❡♥❞❡♥t❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
❞❡♥s❡♥❡ss ✐s ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ✯✯✯ ❚❖ ❈❖▼P▲❊❚❊ ✯✯✯

❆❣❛✐♥✱ ✐❢ α ✐s ❥✉st ✐rr❛t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛② ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡✳ ❆ tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s α = n1/β ✱ ✇❤❡r❡ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳
■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛❧❧ r (t) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❇✉t ❛s ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❛❧♠♦st ❛♥② ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r α
❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦♥ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♦♥ [0, 1]✳

✶✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆P❙✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s✐♠♣❧❡① ✭❤tt♣✿✴✴❛♣s✲♦♣t✐♠✳✐♥❢♦✴♠❡❞✐❛✇✐❦✐✴✐♥❞❡①✳♣❤♣❄t✐t❧❡❂✇❡❧❝♦♠❡✮✳

❬✷❪ ❈r✐st✐❛♥ ❙✳ ❈❛❧✉❞❡✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❏✳ ❉✐♥♥❡❡♥✱ ▼♦♥✐❝❛ ❉✉♠✐tr❡s❝✉✱ ❛♥❞ ❑❛r❧ ❙✈♦③✐❧✳ ❍♦✇ r❛♥❞♦♠ ✐s q✉❛♥t✉♠ r❛♥❞♦♠♥❡ss❄
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❛r❳✐✈✿✵✾✶✷✳✹✸✼✾ ❬q✉❛♥t✲♣❤❪✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳

❬✸❪ ▼❛✉r✐❝❡ ❈❧❡r❝✳ ❘❛♥❞♦♠♥❡ss ♠❛tt❡rs ✭❤tt♣✿✴✴❤❛❧✳❛r❝❤✐✈❡s✲♦✉✈❡rt❡s✳❢r✴❤❛❧✲✵✵✼✻✹✾✾✵✮✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼❛② ✷✵✶✷✳ ✶✹
♣❛❣❡s✳

❬✹❪ ▼❛✉r✐❝❡ ❈❧❡r❝✳ ▲✐st ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐s❡rs ✲ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙✇❛r♠ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
❘❡s❡❛r❝❤✱ ✹✭✹✮✱ ✷✵✶✹✳

❬✺❪ ❏✉r❥❡♥ ❋❡r❞✐♥❛♥❞ ❑♦❦s♠❛✳ ❊✐♥ ▼❡♥❣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r ❙❛t③ Ü❜❡r ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ♠♦❞✉❧♦ ❊✐♥s✳ ❈♦♠♣♦s✳ ▼❛t❤✳✱
✷✿✷✺✵✕✷✺✽✱ ✶✾✸✺✳

❬✻❪ ●❡♦r❣❡ ▼❛rs❛❣❧✐❛✳ ❑■❙❙ P❘◆●✳ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ▼✳ ▼❛ts✉♠♦t♦ ❛♥❞ ❚✳ ◆✐s❤✐♠✉r❛✳ ▼❡rs❡♥♥❡ t✇✐st❡r✿ ❛ ✻✷✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠
♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽ ✭✶✮✿✸✕✸✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✽❪ P❙❈✳ P❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ❝❡♥tr❛❧ ✭❤tt♣✿✴✴♣❛rt✐❝❧❡s✇❛r♠✳✐♥❢♦✮✳

❬✾❪ ●❡♦r❣❡s ❘❤✐♥✳ ❉❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧✬éq✉✐ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ✶ ❞❡ s✉✐t❡s ❢♥ ✭θ✮✳ ✈♦❧✉♠❡ ✾ ✭✷✮✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✵❪ ❑✳ ❚❛♥❣✱ ❳✳ ❨❛♦✱ P✳ ◆✳ ❙✉❣❛♥t❤❛♥✱ ❈✳ ▼❛❝◆✐s❤✱ ❨✳ P✳ ❈❤❡♥✱ ❈✳ ▼✳ ❈❤❡♥✱ ❛♥❞ ❩✳ ❨❛♥❣✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❈❊❈✬✷✵✵✽ s♣❡❝✐❛❧ s❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✶❪ ❍❡r♠❛♥♥ ❲❡②❧✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❩❛❤❧❡♥ ♠♦❞✳ ❊✐♥s✳ ▼❛t❤✳ ❆♥♥✳ ✼✼ ✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✸✶✸✕✸✺✷✱ ✶✾✶✻✳

✶✺


