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♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛♥❞ t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡

✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♣♦♥s❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❞✉❡ t♦ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ▼❛①✐♠✉♠

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡s✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ ❛

♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✇✐t❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥

❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧②
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❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❲❡ t❤✉s ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

r♦✉t✐♥❡ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❡✣❝❛❝②✳

❑❊❨❲❖❘❉❙✿ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❝❧✐♥✐❝❛❧ s❝♦r❡s✱ ♣❛✐r✇✐s❡ ✜tt✐♥❣✱ ♣s❡✉❞♦❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖st❡♦❛rt❤r✐t✐s ✐s ❛ ❝❤r♦♥✐❝ ❞✐s❡❛s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❧❡s✐♦♥s✱ ❜♦♥❡ r❡✲

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦st❡♦♣❤②t❡s✱ ✐♥✢❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛✐♥✳ ■t ❛✛❡❝ts ♥♦t ♦♥❧② ❤✉♠❛♥s ❜✉t ❛❧s♦

❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ❛♥✐♠❛❧s ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ ❞♦❣s✳ ❘♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ✐s ❛ ♥♦♥✲

st❡r♦✐❞❛❧ ❛♥t✐✲✐♥✢❛♠♠❛t♦r② ❞r✉❣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♦st❡♦❛rt❤r✐✲

t✐s ✐♥ ❞♦❣s t♦ r❡❞✉❝❡ ♣❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✢❛♠♠❛t✐♦♥ ✭❘❡②♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✱

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛♥✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♠❡❛♥♦r ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st

r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❞ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉✲

❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s✐❣♥s ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s

❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦✉r ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡

♣♦st✉r❡ ♦❢ ❛ ❞♦❣ ✇❤✐❧❡ st❛♥❞✐♥❣✱ ❧❛♠❡♥❡ss ✇❤✐❧❡ ✇❛❧❦✐♥❣✱ ❧❛♠❡♥❡ss ✇❤✐❧❡ tr♦tt✐♥❣ ❛♥❞

♣❛✐♥ ❛t t❤❡ ♣❛❧♣❛t✐♦♥✴♠♦❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❧✐♠❜ ✭❚❛❜❧❡ ✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡

r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✶✷✺ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐❝ ❞♦❣s r❡❝❡✐✈❡❞ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ♦♥❝❡ ❞❛✐❧②

♦✈❡r ✽✹ ❞❛②s✳ ❆❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ✭♥♦r♠❛❧✮ ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡

❤✐❣❤❡st ✭♠♦st s❡✈❡r❡✮ ❝❛t❡❣♦r② ✉♥t✐❧ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧

✐♥t❡r❡st ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❜❥❡❝ts

✇✐t❤ ♥♦ s②♠♣t♦♠s ✭❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝✉r❡✮✱ ♥♦ ♦r ♠✐❧❞ s②♠♣t♦♠s ✭❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ st❛t✉s✮✱ ❛♥❞

❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✭✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ s❝❛❧❡s ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣r❛❞❡✮ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s t❤❡ t✐♠❡

♥❡❝❡ss❛r② ✉♥t✐❧ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❧❡♥❣t❤② ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❝❤♦s❡

t♦ ❛❞❞r❡ss ♦♥❧② t❤❡ ✜rst t✇♦ q✉❡st✐♦♥s✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥s r❛✐s❡❞ ❛r❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦s❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛

❛♥❛❧②st✳ ❆ r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ ❛♥❛✲

❧②③✐♥❣ t❤✐s s✉♠ ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✳

❚❤❡ ✜rst r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❧♦st❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❛t ✐t

✐❣♥♦r❡s t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✉s❡s ♣✉r❡❧② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦❞✐♥❣ ✭✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸✳ ✳ ✳ ✮ ❛s

❛ ♠❡tr✐❝✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞

✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♣♣❧② ❛ ❧✐♥❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝✉♠✉✲

✶



P♦st✉r❡ ❛t ❛ st❛♥❞ ▲❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦ ▲❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t P❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥

✵ ✲ ♥♦r♠❛❧ ✵ ✲ ♥♦r♠❛❧ ✵ ✲ ♥♦r♠❛❧ ✵ ✲ ♥♦♥❡
✶ ✲ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♥♦r♠❛❧ ✶ ✲ ♠✐❧❞ ✶ ✲ ♠✐❧❞ ✶ ✲ ♠✐❧❞
✷ ✲ ♠❛r❦❡❞❧② ❛❜♥♦r♠❛❧ ✷ ✲ ♦❜✈✐♦✉s ✷ ✲ ♦❜✈✐♦✉s ✷ ✲ ♠♦❞❡r❛t❡
✸ ✲ s❡✈❡r❡❧② ❛❜♥♦r♠❛❧ ✸ ✲ ♠❛r❦❡❞ ✸ ✲ ♠❛r❦❡❞ ✸ ✲ s❡✈❡r❡

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❖r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ✐♥ ❞♦❣s ✇✐t❤ ❝❤r♦♥✐❝ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s

❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❧♦❣✐t ♦r ❛ ♣r♦❜✐t ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ s❡❡ ▲✐✉ ❛♥❞ ❆❣r❡st✐✱ ✷✵✵✺✮✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✮✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡

❢♦r ♣❛✐♥ Y ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✬♣❛✐♥✬ ✈❛r✐❛❜❧❡

Y ∗✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r✉❣ ❡✣❝❛❝②✳

❚❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s str❛t❡❣② s❤♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦❝✉♠❡♥t ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s r❡s♣♦♥s❡s ❥♦✐♥t❧② ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t✳ ■♥

❢❛❝t✱ ❛ s✉❜❥❡❝t ♠✐❣❤t ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❜✉t ♥♦t ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ s✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❣❛✉❣✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞r✉❣✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

s❡♣❛r❛t❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s❡s ✭❡st✐♠❛t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t

✈❡r② ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s r❡s✉❧ts ♣r❡❝✐s❡❧② ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✱ ❞❡s♣✐t❡ ❛♥② ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✈❛❧✉❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✳

❉✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ✭K✮ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧❢❛❝t♦r ❛♥❛❧✲

②s✐s✧✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❢❛❝t♦rs✮ t❤❛t ✐s

s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♥✉♠❜❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭p < K✮ ❜✉t ❝♦♥t❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❝t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❙❛♠♠❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ✶✾✾✾❀ ❚❡✐①❡✐r❛✲P✐♥t♦ ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥❞✱

✷✵✵✾✮✳ ❋❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❛s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❧❛✲

✷
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Posture at a stand
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Lameness at walk
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Lameness at trot
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Pain at palpation

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛t❡❣♦r② ❢♦r ♣♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦✱
❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t ❛♥❞ ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✶✷✺ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐❝ ❞♦❣s
r❡❝❡✐✈❡❞ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ♦♥❝❡ ♣❡r ❞❛② ♦✈❡r ✽✹ ❞❛②s ❛t t❤❡ ♦r❛❧ ❞♦s❡ ♦❢ ✶✲✷ ♠❣✴❦❣✳ ❈❧✐♥✐❝❛❧
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t s❡✈❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✈✐s✐ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞✿ ❛t
❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛t ❞❛②s ✼✱ ✶✹✱ ✷✽✱ ✺✻ ❛♥❞ ✽✹✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❣r❛② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
s❡✈❡r✐t② ♦❢ s②♠♣t♦♠s✱ ❢r♦♠ ♥♦ s②♠♣t♦♠s ✭✇❤✐t❡✮ t♦ t❤❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ♦♥❡s ✭❞❛r❦ ❣r❛②✮✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♠♦st s❡✈❡r❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❡✐t❤❡r ♥♦t ♦r r❛r❡❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♣♦st✉r❡ ❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t
✇❛❧❦✴tr♦t✳

✸



t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t♦

❞❡t❡❝t ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✭❙❤✐ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✵❀ ❉✉♥s♦♥✱ ✷✵✵✸❀ ▲❡❡

❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ✷✵✵✹❀ ❑❛ts✐❦❛ts♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✉st s♣❡❝✐❢②

❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝t♦rs p✳ ❚♦ s❡❧❡❝t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r p✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

✜t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ K ✐s ❧❛r❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❡❡ ♦❢ ❛♥② str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❢❛❝t♦r

❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡s✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡rs ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t✲

❝♦♠❡s ✭❉❛❧❡✱ ✶✾✽✻❀ ❙❛♠♠❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ❙❤✐ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✵❀ ▲❡❡ ❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ✷✵✵✹❀ ◗❛q✐s❤

❛♥❞ ■✈❛♥♦✈❛✱ ✷✵✵✻❀ ❚❡✐①❡✐r❛✲P✐♥t♦ ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥❞✱ ✷✵✵✾❀ ❑❛ts✐❦❛ts♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ♦r t♦ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✭●❧♦♥❡❦ ❛♥❞

▼❝❈✉❧❧❛❣❤✱ ✶✾✾✺✮ ♦r ❜♦t❤ ✭▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s ❛♥❞ ▲❡s❛✛r❡✱ ✶✾✾✹❀ ❈❤✐❜ ❛♥❞ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ✶✾✾✽❀

▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s ❛♥❞ ▲❡s❛✛r❡✱ ✶✾✾✾✮✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❧✐tt❧❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ✜rst t♦

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡

r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t✐♠❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥✲

❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ t✐❡ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ s❛♠❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❜② t❤❡

✇❛② s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❡♥ ❍❛✈❡ ❛♥❞ ▼♦r❛❜✐❛ ✭✶✾✾✾✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧

❢♦r ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❜✐♥❛r② ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦❣✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❣ ♦❞❞s r❛t✐♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ❛t ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✳

❚♦❞❡♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ❚♦❞❡♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛ss✉♠❡❞ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠

✹



❡✛❡❝ts✳ ❖t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

❛ss❡ss✐♥❣ s♦❧❡❧② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✭▲✐✉ ❛♥❞ ❍❡❞❡❦❡r✱

✷✵✵✻❀ ❋✐❡✉✇s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❧② ✐♥✲

❝r❡❛s❡❞❀ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❉✉♥s♦♥ ✭✷✵✵✸✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s

❛♥❞ t✐♠❡s ✭s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ❤✐♠s❡❧❢✱ t❤❡ ❝♦sts

♦❢ t❤✐s ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛r❡ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡st✐♠❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s✱

✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤✐s ❛rt✐❝❧❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✮ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❚♦❞❡♠

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♦✛❡r❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❚♦❞❡♠✬s ✇♦r❦ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡

❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ K > 2 ♦✉t❝♦♠❡s

✭K = 4 ✐♥ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❝❛s❡ st✉❞②✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧②

♠♦❞❡st✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❡✈✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ s❡tt✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡♥ t❤❡ tr✐✈❛r✐❛t❡ s❡tt✐♥❣✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ②✐❡❧❞s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

t✐♠❡ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❱❛r✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇✐t❤ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❉❡❧②♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❑✉❤♥ ❛♥❞ ▲❛✈✐❡❧❧❡

✭✷✵✵✺✮✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s ❇♦♦t❤ ❛♥❞ ❍♦❜❡rt ✭✶✾✾✾✮✳

❚❤❡ ❛rt✐❝❧❡ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❲❡

❞✐s❝✉ss ♦✉r ✜tt✐♥❣ str❛t❡❣② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦ t❤❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s t✇♦❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦

❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❡✣❝❛❝②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♣♦♥s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✺



❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷ ●❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ N s✉❜❥❡❝ts✳

❊❛❝❤ r❡s♣♦♥s❡ k ✭k = 1, . . . , K✮ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0, . . . , ck ❛♥❞ ck + 1 ✐s t❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ▲❡t ❨ij = (Y
(1)
ij , . . . , Y

(K)
ij )T ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ K ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❛t t✐♠❡ tij ✭i = 1, . . . , N ✱ j = 1, . . . , ni✮

❛♥❞ ❨i = (❨i1, . . . ,❨i,ni
) t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❨ij✳

❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ Y
(k)
ij ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ Y
(k)∗
ij ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r

♦❢ ❝✉t✲♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛(k) = (a
(k)
1 , . . . , a

(k)
ck )

T ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐♥ K ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

(Y
(1)
ij = u; . . . ;Y

(K)
ij = v) ⇔ (a(1)u ≤ Y

(1)∗
ij < a

(1)
u+1; . . . ; a

(K)
v ≤ Y

(K)∗
ij < a

(K)
v+1)

u = 0, . . . , c1 ❛♥❞ v = 0, . . . , cK

✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ a
(k)
0 = −∞ ❛♥❞ a

(k)
ck+1 = +∞ ❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , K✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r②

♦✉t❝♦♠❡s✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝✉t✲♣♦✐♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳

❆t ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧✱ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ kth ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ❛t t✐♠❡ tij

Y
(k)∗
ij =g(k)(tij,①i,β) + b

(k)
i + e

(k)
ij ,

❡ij
iid∼ N(0,Σ),

❜i
iid∼ N(0,Ω),

i = 1, . . . , N, j =1, . . . , ni, k = 1, . . . , K,

✭✷✳✷✮

✻



✇❤❡r❡ g(k)(·) ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ①i = (x1, . . . , xn)
T ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❝♦✈❛r✐❛t❡s ❢♦r s✉❜❥❡❝t i ✭❡✳❣✳✱ tr❡❛t♠❡♥t ❞♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ β = (β1, . . . , βp)
T ✐s ❛ ✈❡❝t♦r

♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts✱ ❜i = (b
(1)
i , . . . , b

(K)
i )T ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠

❡✛❡❝ts s♣❡❝✐✜❝ t♦ s✉❜❥❡❝t i✱ ❛♥❞ ❡ij = (e
(1)
ij , . . . , e

(K)
ij )T ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts

❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❜i✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Ω ✐s ❛ (K × K) ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① ❛♥❞ Σ ❛ (K ×K) ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❡ij ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛r❡ s❡t t♦ ✶ ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s❡❡

▲✐✉ ❛♥❞ ❆❣r❡st✐✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❜i ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢

❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝r♦ss t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ω q✉❛♥t✐❢② ❜❡t✇❡❡♥✲

s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Ω ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r ❡ij ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✐♠❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❜i✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Σ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱

❣✐✈❡♥ ❜i✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Σ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦r ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✱ ❜✉t ✇❡

❝♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

str✉❝t✉r❡s ✐♥ Σ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛t❡s✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❚♦❞❡♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ θ∗ = (❛,β,Ω,Σ) t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛(k)✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ❜i ❛r❡ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ r❡s♣♦♥s❡

Lθ∗(②) =
N∏

i=1

Lθ∗(②i) =
N∏

i=1

∫
Lθ∗(②i|❜i)Pθ∗(❜i)❞❜i ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ ②i ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♠❛tr✐①✱ Lθ∗(②i|❜i) ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ②i ❣✐✈❡♥

❜i ❛♥❞ Pθ∗(❜i) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❜i✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡

r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r❀ t❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡ij ❛❝r♦ss

✼



t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✱ Lθ∗(②i|❜i) ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t ❛❧❧

t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✱ ♥❛♠❡❧②

Lθ∗(②i|❜i) =

ni∏

j=1

c1∏

u=0

. . .

cK∏

v=0

[Pθ∗(Y
(1)
ij = u; . . . ;Y

(K)
ij = v|❜i)]

I
(Y (1)

ij
=u)

×...×I
(Y (K)

ij
=v) ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ I(·) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✷✮✱ ✇❡ ❣❡t

Pθ∗(Y
(1)
ij = u; . . . ;Y

(K)
ij = v|❜i) = Pθ∗(a(1)u ≤ Y

(1)∗
ij < a

(1)
u+1; . . . ; a

(K)
v ≤ Y

(K)∗
ij < a

(K)
v+1|❜i)

= Pθ∗(a(1)u − f
(1)
ij ≤ e

(1)
ij < a

(1)
u+1 − f

(1)
ij ;

. . . ; a(K)
v − f

(K)
ij ≤ e

(K)
ij < a

(K)
v+1 − f

(K)
ij |❜i)

✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ f
(k)
ij = g(k)(tij,①i,β) + b

(k)
i = E(Y

(k)∗
ij |❜i) ❢♦r ❛❧❧ k = 1, . . . , K✳

❲❡ ✇r✐t❡ Σ = Σ(ρ)✱ ✇❤❡r❡ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞✐st✐♥❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥

Σ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❡ij = (e
(1)
ij , . . . , e

(K)
ij )T ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΦK,ρ✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡s

♦❢ RK ✳ ❲❤❡♥ K = 2 ✭❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✮✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

Pθ∗(Y
(1)
ij = u, Y

(2)
ij = v|❜i) = Φ2,ρ(a

(1)
u+1 − f

(1)
ij , a

(2)
v+1 − f

(2)
ij )− Φ2,ρ(a

(1)
u − f

(1)
ij , a

(2)
v+1 − f

(2)
ij )

− Φ2,ρ(a
(1)
u+1 − f

(1)
ij , a(2)v − f

(2)
ij ) + Φ2,ρ(a

(1)
u − f

(1)
ij , a(2)v − f

(2)
ij )

✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ρ = (ρ12) ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ e
(1)
ij ❛♥❞ e

(2)
ij ❛♥❞ Φ2,ρ ✐s t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡

♥♦r♠❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r K > 2✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ②ij ❣❛✐♥s r❛♣✐❞❧② ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

✽



✸ ❋✐tt✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✱ ❛s ✐t s❤♦✇s ♥✐❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✲❢r❛♠❡

✐♥ ♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Lθ∗(②i|❜i)✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱

✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΦK,ρ✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡✲

❧♦✇✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ t❡❞✐♦✉s ❛♥❞ r❛t❡✲❧✐♠✐t✐♥❣ t❛s❦ ✇❤❡♥ K ≥ 3✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤

♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ΦK,ρ✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ❛r❡ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ✉s❡❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡s❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ✐♥ ❛

s❤♦rt t✐♠❡✲❢r❛♠❡✳

❆s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝✉♠✉✲

❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ΦK,ρ✱ ❜✉t ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

❞✉❡ t♦ t❤❡ ✬❝✉rs❡✬ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ▼✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉✲

r❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇✱ s❡❡ ●❡♥③ ❛♥❞ ❇r❡t③✱ ✷✵✵✾✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② r❛♣✐❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✱ ❤✐❣❤❡r

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦

♠❛✐♥t❛✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ■♥ ♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡ ✐♥

✭✷✳✻✮✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉s✲

s✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❛ ❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♠✉st

❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳✱ ❛t ❡❛❝❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ②ij ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , N ❛♥❞ ❛❧❧ j = 1, . . . , ni✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛

♠❛❥♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ K ✈❛❧✉❡s ✭❡✳❣✳✱ K = 4 ✐♥ ♦✉r r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜

❝❛s❡ st✉❞②✮✳

✾



❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱

t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦

✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❛t❡s ❛t ❧❡❛st ❜❛❝❦

t♦ ❇❡s❛❣ ✭✶✾✼✹✮ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❞❛t❛ ✭▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s ❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡✱ ✷✵✵✺❀ ❋✐❡✉✇s ❛♥❞

❱❡r❜❡❦❡✱ ✷✵✵✻❀ ❋✐❡✉✇s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t♦ ♥♦♥✲❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛

✭❑❛ts✐❦❛ts♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜tt✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♦r❞✐♥❛❧

r❡s♣♦♥s❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✸✮✱ ✇❡

❛♥❛❧②③❡ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝

♣❛✐r (r, s)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

N∏

i=1

Lθr,s
(②

(r)
i ,②

(s)
i ) =

N∏

i=1

∫
Lθr,s

(②
(r)
i ,②

(s)
i |❜i)Pθr,s

(❜i)❞❜i ✭✸✳✶✮

❍❡r❡✱ ②
(r)
i ❛♥❞ ②

(s)
i ❛r❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r ♦✉t❝♦♠❡s r ❛♥❞ s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛♥❞ θr,s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛✐r

(r, s)✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② θp t❤❡ ✈❡❝t♦r θr,s ✇❤❡r❡ p ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ♣❛✐r (r, s) ✇✐t❤ p = 1, . . . , P ❛♥❞ P = K(K − 1)/2 t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ②p
i t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡

✈❡❝t♦rs ②
(r)
i ❛♥❞ ②

(s)
i ✱ ❛♥❞ ❜② Lip t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ Lθp

(②p
i ) = Lθr,s

(②
(r)
i ,②

(s)
i )✳

▲❡t θ = (θ1, . . . ,θP ) ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐r✲s♣❡❝✐✜❝

♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦rs θp✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦rs θ
∗ = (❛,β,Ω,Σ) ❛♥❞ θ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡

❧❡♥❣t❤❀ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ θ∗ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ θ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ ρ✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ θ∗ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐♥ θ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈❛r✐✲

❛♥❝❡s ♦❢ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✮✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❢♦r θ∗ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛✐r✲s♣❡❝✐✜❝ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ θ̂✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ θ̂∗ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❆θ̂✱ ✇❤❡r❡ ❆ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s st♦r❡❞ ✐♥ θ̂ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✉♠
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❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r✱ t❤❡② s❤♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛♥② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s

✇✐❧❧ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ θ̂∗ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ θ∗✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✱ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ θ̂∗ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡

❡st✐♠❛t❡s ✐♥ θ̂✱ ❛s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ ♣❛✐r✲s♣❡❝✐✜❝

❡st✐♠❛t❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ s❡✈❡r❛❧

t✐♠❡s ❛❝r♦ss ♣❛✐rs✳ ❯♥❞❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ θ̂ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❋✐❡✉✇s

❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡✱ ✷✵✵✻✮
√
N(θ̂ − θ) ∼ N(0,❏−1❑❏−1) ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ❏ ✐s ❛ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ❏pp✱ ❛♥❞ ❑ ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❑pq✳ ❚❤❡s❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

❏pp = − 1

N

N∑

i=1

E

(
∂2lip

∂θp∂θ
T
p

)

❑pq =
1

N

N∑

i=1

E

(
∂lip
∂θp

∂liq

∂θT
q

)
, p, q = 1, . . . , P,

✇✐t❤ lip = log(Lip) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥

s✉❜❥❡❝t i✳ ❆s ✐♥ ❋✐❡✉✇s ❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡ ✭✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡

❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ θ̂∗ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❆Γ(θ̂)❆T ✇❤❡r❡ Γ(θ̂) ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ θ̂ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭✸✳✷✮✳ ❇♦t❤ ❏ ❛♥❞ ❑ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❆s st❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ θp ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❢♦r♠ ❛s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭✷✳✸✮ ❜✉t ✐♥✈♦❧✈❡s Φ2,ρp ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ΦK,ρ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

ρp = ρrs ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s Y
(r)∗
ij ❛♥❞ Y

(s)∗
ij ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❜i✳
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❋♦r ❜✐✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❧❛♥ ●❡♥③ ❢♦r ▼❛t❧❛❜ s♦❢t✇❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞

♠❡t❤♦❞ ✭❉r❡③♥❡r ❛♥❞ ❲❡s♦❧♦✇s❦②✱ ✶✾✾✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s r❛♣✐❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✼✮ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧②

♣♦♣✉❧❛r ✐♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❊✲st❡♣ ❛♥❞ ❛♥ ▼✲st❡♣✳ ❚❤❡ ❊✲st❡♣

❝♦♠♣✉t❡s✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ (t−1)✳ ❚❤❡

▼✲st❡♣ ✜♥❞s ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❲✐t❤

t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

Q(θp, θ̂
t−1

p ) =
N∑

i=1

E
θ̂
t−1
p

[
logLθp

(②p
i |❜i) + logPθp

(❜i)|②p
i

]
✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ②p
i ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛✐r p ❢♦r s✉❜❥❡❝t i✳ ❆s ✇❡ ♥♦✇

❛❞❞r❡ss ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

t❛❦❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✿

logLθp
(②p

i |❜i) =

ni∑

j=1

cr∑

u=0

cs∑

v=0

log
[
Pθp

(Y
(r)
ij = u;Y

(s)
ij = v|❜i)

]I
(Y

(r)
ij

=u)
×I

(Y
(s)
ij

=v)

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y
(r)
ij t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ {0, . . . , cr}✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y

(s)
ij t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥

{0, . . . , cs}❀ ❛♥❞ I(·) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✉♠✱ ✐♥

✇❤✐❝❤ ❜i ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♥s✐t② P
θ̂
t−1
p

(·|②p
i )✿

Q(θp, θ̂
t−1

p ) ∼= 1

Z

Z∑

z=1

N∑

i=1

[logLθp
(②p

i |❜i,z) + logPθp
(❜i,z)] ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ Z ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❜i,z ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❣❡♥✲

✶✷



❡r❛t❡❞ ❛t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ z✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ P
θ̂
t−1
p

(·|②p
i ) r❡str✐❝ts t♦ P

Ω̂
t−1
p

(·|②p
i )✳

❚❤❡ ❜i ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜✉t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦

♦❢ ❑✉❤♥ ✫ ▲❛✈✐❡❧❧❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼❡tr♦♣♦❧✐s ❡t ❛❧✳✱

✶✾✺✸❀ ❍❛st✐♥❣s✱ ✶✾✼✵✮ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❛t✐♦♥❛r✐t② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❤❛s r✉♥ ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❜✉r♥✲✐♥ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✉s❡ t✇♦

s✉❝❝❡ss✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Π(x, y)✱

♣r♦♣♦s✐♥❣ y ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ✐s ✐♥ x✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ t−1 ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s N(0, Ω̂
t−1

p )✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s N(x, 0.32×❉✐❛❣)

✇❤❡r❡ ❉✐❛❣ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s ✐♥ Ω̂
t−1

p ✳ ❲❡

r✉♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ M = M1 + M2 + Z t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ M1 ❛♥❞ M2 ❛r❡ t❤❡ ❜✉r♥✲✐♥

♣❡r✐♦❞s ❢♦r t❤❡ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Z ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✉s❡❞ t♦

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❊▼ ❢✉♥❝t✐♦♥ Q ✐♥ ✭✸✳✹✮✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ m ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❜i,m

✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

P (❜i|❜i,m−1) = min

{
P (❜i|②p

i )× Π(❜i,❜i,m−1)

P (❜i,m−1|②p
i )× Π(❜i,m−1,❜i)

; 1

}
.

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t M1 = 3✱ M2 = 2 ❛♥❞ Z = 5 ✇❡r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❝✲

❝❡ss✐✈❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ♠❛② ❛♣♣❡❛r r❛t❤❡r ❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✲❍❛st✐♥❣s

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❛❝❤ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❊▼ ✐s

♥❡❛r❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡

✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s

♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✱ t❤❡ Q ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r

❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✭▼ st❡♣✮✿

θ̂p = argmax
θp

Q(θp, θ̂
t−1

p ). ✭✸✳✺✮

✶✸



❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♣❛✐r p ✐s

❝♦♠♣✉t❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❜i,z✱ z = 1, . . . , Z✳ ❖t❤❡r ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉♣✲

❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ●❛✉ss✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❛❞✐❡♥t

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r❡ ♠❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r✉♥ ✐♥ ❛ st❡♣✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❋✐rst✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡

♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✭Ω ❛♥❞Σ ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✮❀ t❤❡♥✱

♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲

s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✭♦♥❧② Σ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✮❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② r❛♣✐❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧✮ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❛ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳

❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ q✉✐t❡ r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✺✵

✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✉✣❝✐❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②

❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡

❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ✭❑✉❤♥ ❛♥❞ ▲❛✈✐❡❧❧❡✱ ✷✵✵✹✮✳

✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❡✣❝❛❝②

✐♥ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s ✐♥ ❞♦❣s

❊✣❝❛❝② ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐❝❡♥t❡r✱ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡✱ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s

✇❤❡r❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ✇❛s ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ t♦ ❞♦❣s ✇✐t❤ ❝❤r♦♥✐❝ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s✳ ❋♦r ❛ ❞♦❣ t♦ ❜❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr✐❛❧s✱ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❥♦✐♥ts ❛♥❞ ❤❛❞ t♦

❜❡ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ ✇❡❡❦s✳ ❖t❤❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✴❡①❝❧✉s✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s

✐♥ ❘❡②♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛♥❞ ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss st✉❞✐❡s✳ ❙t✉❞② ✶ ✇❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st tr✐❛❧

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✇✐t❤ ✶✷✺ ❞♦❣s r❡❝❡✐✈✐♥❣ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ♦✈❡r ✶✷ ✇❡❡❦s ✭✽✹ ❞❛②s✮✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r

st✉❞✐❡s✱ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ✇❛s ❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ❢♦r ❛ s❤♦rt❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✭✷✽ ❞❛②s✮ ❛♥❞ t♦ ❛

✶✹



s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✭✺✶ ❞♦❣s ✐♥ st✉❞② ✷❀ ✻✶ ❞♦❣s ✐♥ st✉❞② ✸✮✳ ■♥ ❛❧❧ tr✐❛❧s✱ t❤❡ ❞r✉❣

✇❛s ❣✐✈❡♥ ❛s ♦r❛❧ t❛❜❧❡ts ✇✐t❤ ♦♥❝❡✲❞❛✐❧② ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥s ✐♥ st✉❞✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛♥❞ t✇✐❝❡✲❞❛✐❧②

❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥s ✐♥ st✉❞② ✸✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ❞♦s❛❣❡ ♦❢ ✶✲✷ ♠❣✴❦❣✴❞❛② ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ st✉❞②

✶✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ st✉❞✐❡s ✷ ❛♥❞ ✸✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦s❛❣❡s ♦❢ ✵✳✺✲✶✱ ✶✲✷ ❛♥❞ ✷✲✹ ♠❣✴❦❣✴❞❛② ✇❡r❡

❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡ ✭✶✼✴✶✼✴✶✼ ✐♥ st✉❞② ✷ ❛♥❞ ✷✵✴✷✶✴✷✵ ✐♥ st✉❞②

✸✮✳ ❈❧✐♥✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✿ ❛t

❞❛②s ✵✱ ✼✱ ✶✹✱ ✷✽✱ ✺✻ ❛♥❞ ✽✹ ❢♦r st✉❞② ✶❀ ❛t ❞❛②s ✵✱ ✷✱ ✼✱ ✶✹ ❛♥❞ ✷✽ ❢♦r st✉❞② ✷❀ ❛♥❞ ❛t ❞❛②s

✵✱ ✼✱ ✶✹ ❛♥❞ ✷✽ ❢♦r st✉❞② ✸✳ ❆t ❡❛❝❤ ✈✐s✐t✱ t❤❡ ❢♦✉r ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✇❡r❡

❞♦❝✉♠❡♥t❡❞✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ♣♦st✉r❡ ❛t ❛ st❛♥❞✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t ❛♥❞ ♣❛✐♥

❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❘❡②♠♦♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡

♠♦st s❡✈❡r❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❛s ♣♦♦r❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✭❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷✱ ✵✳✻ ❛♥❞

✶✳✸ ✪ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ♣♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦ ❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✮✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣♦♦❧

t❤❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s t♦ ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡

♥❡✇ ❝♦❞✐♥❣ ✇❛s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✵✮✿ ♥♦r♠❛❧✱ ✭✶✮✿ s❧✐❣❤t❧② ❛❜♥♦r♠❛❧✱ ✭✷✮✿ ♠❛r❦❡❞❧②✴s❡✈❡r❡❧②

❛❜♥♦r♠❛❧✱ ❢♦r ♣♦st✉r❡ ❛♥❞ ✭✵✮✿ ♥♦r♠❛❧✱ ✭✶✮✿ ♠✐❧❞✱ ✭✷✮✿ ♦❜✈✐♦✉s✴♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❧❛♠❡♥❡ss ❛t

✇❛❧❦ ❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✳ ❚❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥ ✇❛s ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆s ✐t

✇❛s ♥♦t t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❛❞❞r❡ss ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❛♥② t✐♠❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r

♠♦r❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜❥❡❝t ✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✶✳✷✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✹✼✻✹ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t

✶✶✾✶ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✷✸✷ s✉❜❥❡❝ts ✇❤♦ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞❛t❛

✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✜tt❡❞

❥♦✐♥t❧② ❜✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✭▼♦❞❡❧ ✶✮✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱

❛ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ t♦ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝

r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✇❛s r✉♥ ✭▼♦❞❡❧ ✷✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

♦✉t❝♦♠❡s ✇❛s r✉♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✭▼♦❞❡❧ ✸✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦

♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦❞❡❧ ✶ ♦r ▼♦❞❡❧ ✷✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ e
(k)
ij ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡

✶✺



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s

♥♦t ♠♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ▼♦❞❡❧ ✶

❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✷✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs✳ ❆❧❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼✐❝r♦s♦❢t

❱✐s✉❛❧ ❈✰✰ ❛♥❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦♥ r❡q✉❡st✳

❋✐❣✉r❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ st✉❞② ✇✐t❤

t❤❡ ❧❛r❣❡st s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st tr❡❛t♠❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✭st✉❞② ✶✮✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ❞❛✐❧② ❛❞♠✐♥✐str❛t✐♦♥ ♦❢ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❧❡❞ t♦ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ ❛❧❧

♦✉t❝♦♠❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❡♥❞❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡

❛❢t❡r ❡✐❣❤t ✇❡❡❦s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❢♦r tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡s❡ tr❡♥❞s

✇❡r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❞♦s✐♥❣ r❡❣✐♠❡♥s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❛❝r♦ss st✉❞✐❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞

❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r t✐♠❡✿

Y
(k)∗
ij = −β(k)

max ∗ (1− exp(−βeq ∗ tij)) + b
(k)
i + e

(k)
ij , ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ β
(k)
max ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t βeq ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✇❛s

r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣② ✇❤❡♥ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ ❞r✉❣

r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞r✉❣ ❡✛❡❝t ✐s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✭βeq❀ ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧❧②

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✧❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t✧✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❝♦❞❡❞ ❛s βeq ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦✉t❝♦♠❡ ❛♥❞ βeq × βk ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱

✇❛s t❡st❡❞ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② st❛t✐st✐❝❛❧ s✉♣❡r✐♦r✐t② ✭♣❂✵✳✸✼✮ ♦✈❡r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧✱

❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❲❛❧❞ t❡st (β2, β3, β4) = (1, 1, 1)✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧ ✇❛s

r❡t❛✐♥❡❞ ❛s ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❛♥❞ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳

▼♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼♦❞❡❧ ✶ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

t✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ▼♦❞❡❧ ✶ ✇❛s ✉s❡❞

✶✻



t♦ s✐♠✉❧❛t❡ M = 500 r❡♣❧✐❝❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ st✉❞✐❡s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸

❛♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②

❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❛s ✈❡r② ❣♦♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳
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Posture at a stand
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Lameness at walk
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Lameness at trot
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Pain at palpation

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t❝♦♠❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ≤ m✱ ✇✐t❤ m ∈ {0, 1} ❢♦r ♣♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✱ ❛♥❞
m ∈ {0, 1, 2} ❢♦r ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r
t❤❡ t❡st❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✳

❚❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ▼♦❞❡❧ ✶ ✇❡r❡ ❛❞❡q✉❛t❡✱ ▼♦❞❡❧

✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸ ✇❡r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ▼♦❞❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷ ❧✐❡s s♦❧❡❧②

✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ Ω = (ωmn)mn ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ▼♦❞❡❧s ✷

✶✼



P❛r❛♠❡t❡rs ▼♦❞❡❧ ✶ ▼♦❞❡❧ ✷ ▼♦❞❡❧ ✸

❈✉t✲♣♦✐♥ts

a
(1)
1 ✲✶✳✸✼✺ ✭✵✳✶✺✺✮ ✲✶✳✸✼✸ ✭✵✳✶✺✽✮ ✲✶✳✸✼✾ ✭✵✳✶✺✵✮

a
(1)
2 ✶✳✺✽✵ ✭✵✳✶✻✸✮ ✶✳✺✹✻ ✭✵✳✶✽✶✮ ✶✳✺✶✸ ✭✵✳✶✻✹✮

a
(2)
1 ✲✷✳✵✼✵ ✭✵✳✶✺✵✮ ✲✷✳✶✷✽ ✭✵✳✶✻✹✮ ✲✷✳✵✷✾ ✭✵✳✶✺✷✮

a
(2)
2 ✵✳✷✽✻ ✭ ✵✳✶✸✷✮ ✵✳✷✹✻ ✭✵✳✶✺✵✮ ✵✳✸✹✺ ✭✵✳✶✷✽✮

a
(3)
1 ✲✷✳✺✺✻ ✭✵✳✶✼✺✮ ✲✷✳✺✽✻ ✭✵✳✶✾✶✮ ✲✷✳✸✾✽ ✭✵✳✶✹✺✮

a
(3)
2 ✲✵✳✶✶✵ ✭✵✳✶✹✾✮ ✲✵✳✶✷✵ ✭✵✳✶✼✵✮ ✲✵✳✵✵✻ ✭✵✳✶✵✷✮

a
(4)
1 ✲✷✳✽✺✽ ✭✵✳✶✹✻✮ ✲✷✳✼✹✵ ✭✵✳✶✹✺✮ ✲✷✳✼✽✻ ✭✵✳✶✹✾✮

a
(4)
2 ✲✵✳✽✶✸ ✭✵✳✶✶✽✮ ✲✵✳✼✶✼ ✭✵✳✶✶✾✮ ✲✵✳✼✹✼ ✭✵✳✶✶✸✮

a
(4)
3 ✵✳✽✽✹ ✭✵✳✶✷✷✮ ✵✳✾✹✺ ✭✵✳✶✷✸✮ ✵✳✾✶✻ ✭✵✳✶✷✹✮

❚r❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t

β
(1)
max ✷✳✺✽✶ ✭✵✳✶✻✺✮ ✷✳✺✷✵ ✭✵✳✶✻✻✮ ✷✳✺✸✹ ✭✵✳✶✼✹✮

β
(2)
max ✷✳✸✺✵ ✭✵✳✶✸✾✮ ✷✳✸✼✵ ✭✵✳✶✸✸✮ ✷✳✸✼✻ ✭✵✳✶✻✽✮

β
(3)
max ✷✳✺✽✷ ✭✵✳✶✹✾✮ ✷✳✻✶✸ ✭✵✳✶✹✼✮ ✷✳✺✵✺ ✭✵✳✶✺✾✮

β
(4)
max ✷✳✻✽✽ ✭✵✳✶✷✽✮ ✷✳✻✸✾ ✭✵✳✶✷✺✮ ✷✳✻✸✾ ✭✵✳✶✹✺✮

βeq ✵✳✶✷✽ ✭✵✳✵✵✽✮ ✵✳✶✷✽ ✭✵✳✵✵✽✮ ✵✳✶✷✽ ✭✵✳✵✶✸✮

❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s Ω
ω11 ✷✳✽✹✵ ✭✵✳✸✽✸✮ ✷✳✻✺✾ ✭✵✳✸✾✵✮ ✷✳✽✶✶ ✭✵✳✹✽✷✮
ω22 ✷✳✷✹✶ ✭✵✳✸✸✵✮ ✷✳✸✼✸ ✭✵✳✹✵✹✮ ✷✳✷✸✺ ✭✵✳✸✻✷✮
ω33 ✷✳✺✽✵ ✭✵✳✸✺✼✮ ✷✳✾✷✻ ✭✵✳✺✹✽✮ ✷✳✹✺✺ ✭✵✳✸✽✶✮
ω44 ✶✳✼✵✸ ✭✵✳✷✶✾✮ ✶✳✻✵✼ ✭✵✳✷✵✷✮ ✶✳✻✸✹ ✭✵✳✷✷✻✮
ω12 ✷✳✵✸✼ ✭✵✳✸✻✶✮ ✶✳✼✶✺ ✭✵✳✸✶✽✮
ω13 ✷✳✶✹✼ ✭✵✳✹✹✹✮ ✷✳✶✻✾ ✭✵✳✹✹✷✮
ω14 ✵✳✻✽✶ ✭✵✳✶✹✻✮ ✵✳✻✽✺ ✭✵✳✶✽✺✮
ω23 ✷✳✹✾✷ ✭✵✳✹✹✺✮ ✶✳✾✾✶ ✭✵✳✸✵✺✮
ω24 ✵✳✻✹✵ ✭✵✳✶✻✼✮ ✵✳✺✽✵ ✭✵✳✶✽✷✮
ω34 ✵✳✻✼✹ ✭✵✳✷✷✻✮ ✵✳✺✸✺ ✭✵✳✶✽✹✮

❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s Σ
ρ12 ✵✳✼✹✻ ✭✵✳✵✹✻✮
ρ13 ✵✳✻✸✵ ✭✵✳✵✺✼✮
ρ14 ✵✳✸✶✽ ✭✵✳✵✻✷✮
ρ23 ✵✳✼✼✻ ✭✵✳✵✸✾✮
ρ24 ✵✳✸✹✹ ✭✵✳✵✺✸✮
ρ34 ✵✳✸✺✾ ✭✵✳✵✻✵✮

✲✷❧♦❣▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✼✸✾✸✳✷✹✼ ✻✾✸✸✳✵✺✷ ✻✹✾✹✳✼✶✾❛

❆■❈ ✼✹✷✾✳✷✹✼ ✻✾✽✶✳✵✺✷ ✻✺✺✹✳✼✶✾

❛♠❛r❣✐♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉s✐♥❣ ●❛✉ss✲▲❡❣❡♥❞r❡ q✉❛❞r❛t✉r❡s ✭✽ ✜①❡❞ ♥♦❞❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Φ4,ρ

❚❛❜❧❡ ✷✿ P❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✭✇✐t❤✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐①❡❞
❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✭▼♦❞❡❧ ✶✮✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts ✭▼♦❞❡❧ ✷✮✱ ♦r ❛❧❧ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✭▼♦❞❡❧ ✸✮✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❡r❡ t❤❡ ♣♦st✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞♦❣ ❛t ❛ st❛♥❞ ✭k = 1✮✱ t❤❡ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦ ✭k = 2✮✱ t❤❡ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t ✭k = 3✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥ ✭k = 4✮✳

✶✽



❛♥❞ ✸ ❧✐❡s s♦❧❡❧② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ Σ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❡r❡

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Σ✳

Σ =




1 ρ12 · · · ρ14

ρ12 1 · · · ρ24
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

ρ14 ρ24 · · · 1




❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ▼♦❞❡❧s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛❝r♦ss ♠♦❞❡❧s✱

❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ Ω ✭▼♦❞❡❧ ✷ ♦r

✸✮ ❛♥❞ ♦❢ Σ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭▼♦❞❡❧ ✸✮ r❡✈❡❛❧❡❞ ✈❡r② str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡

♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛ Pr✐♥❝✐♣❛❧

❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤Ω ❛♥❞Σ✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✽✻✲✽✾✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✇❡r❡ ❞r❛✇♥ ❢♦r

t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡rs✉s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡s ✭❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✮ r❡✈❡❛❧

✈❡r② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ♣♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦

❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ s✉❣❣❡st t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❛s ✇❤❛t ✇❛s

♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❧♦♦❦s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t✇♦ s✉❜✲s❝♦r❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts✱ ❛t ✸✿✶✳ ❙✉❝❤

✜♥❞✐♥❣s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ✭▼♦❞❡❧ ✶✮✱ ✇❤✐❝❤ r❛t❤❡r

s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ s❤♦rt✱

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ❞♦ ♥♦t ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧

r❡s♣♦♥s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❛❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥❣❡♥❝② t❛❜❧❡s✳

❆s ❢♦r ▼♦❞❡❧ ✶✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ▼♦❞❡❧s ✷ ❛♥❞ ✸ t♦ ❛ss❡ss t❤❡✐r

❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❡q✉❛❧ ③❡r♦

✶✾
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(b)

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝✐r❝❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ♦❢ ❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ✭❛✮ t❤❡ 4 × 4 ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝
r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts Ω ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ 4 × 4 ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts Σ
✭✶✱ ♣♦st✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❣ ❛t ❛ st❛♥❞❀ ✷✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦❀ ✸✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t❀ ✹✱ ♣❛✐♥ ❛t
♣❛❧♣❛t✐♦♥✮✳

✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞♦❣ s❤♦✇s ♥♦ s②♠♣t♦♠s✮ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡

❜❡❧♦✇ ✶ ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞♦❣ s❤♦✇s ♥♦ ♦r ♠✐❧❞ s②♠♣t♦♠s✮✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✈❡r②

r❡❧❡✈❛♥t ❢r♦♠ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ M = 500 s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t

✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ✭✐✮ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❡q✉❛❧ ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ✶✳

❆s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱

✇✐t❤ ♣❧♦ts ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ▼❛❥♦r ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ s❡❡♥ ❢♦r

▼♦❞❡❧ ✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ▼♦❞❡❧ ✷ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼♦❞❡❧ ✶✱ s♦♠❡

❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❜❡st ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞❛t❛

✇❛s ▼♦❞❡❧ ✸✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❆■❈ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤

❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❝❧✐♥✐❝❛❧ s②♠♣t♦♠s ✇❡r❡

s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✺✪ ♦❢ t❤❡ ❞♦❣s ❛♥❞ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞♦❣s
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❤❛❞ ♥♦ ♦r ♠✐❧❞ s②♠♣t♦♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ❡✛❡❝t ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳
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(f)

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✭♥♦ s②♠♣t♦♠s✮ ✉♥❞❡r ✭❛✮ ▼♦❞❡❧ ✶✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s❀ ✉♥❞❡r ✭❜✮ ▼♦❞❡❧ ✷✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♦✉t❝♦♠❡s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts❀ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✭❝✮ ▼♦❞❡❧ ✸✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡✲❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛❧❧ ♦✉t✲
❝♦♠❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ ✶ ✭♥♦ ♦r ♠✐❧❞ s②♠♣t♦♠s✮ ✉♥❞❡r ✭❞✮ ▼♦❞❡❧ ✶✱ ✭❡✮ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ✭❢✮ ▼♦❞❡❧
✸✳ ❉♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✮
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ t❡st❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✳

✺ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭▼♦❞❡❧ ✸✮ t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r

t❤❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ st✉❞② ✶✱ ✇❤✐❝❤

❤❛❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✉r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜

❞❛t❛s❡t✱ ❢♦✉r ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ✭♣♦st✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❣✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✱
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♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥✮ ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐ts ❢♦r ✷✸✷ s✉❜❥❡❝ts✳ P♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss

❛t ✇❛❧❦ ❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t ✇❡r❡ ❣r❛❞❡❞ ♦♥ ✸✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ♣❛✐♥ ❛t ♣❛❧♣❛t✐♦♥

✇❛s ❣r❛❞❡❞ ♦♥ ❛ ✹✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❡✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ 100 ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞

❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ ▼♦❞❡❧ ✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡

✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❡st t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦

✐❞❡♥t✐❢② ♣r♦♣❡r ❡st✐♠❛t❡s✿ (−0.5; 0.5) ❢♦r ❛(k) ✇❤❡♥ k = 1, . . . , 3✱ (−0.5; 0; 0.5) ❢♦r ❛(k)

✇❤❡♥ k = 4✱ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ β ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥ Ω✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ❢♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✐♥

Ω ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ Σ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ✜①❡❞

❛t ✷✵✵ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛s❡ts s♦ t❤❛t

t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❡♥❣t❤② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✇❛s s❡t t♦ 1000 ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤

✐t ✇❛s ❡q✉❛❧ t♦ 5000 ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❞❛t❛ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s ♦♥❧② 2.8±0.06 ❤♦✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭✷✸✷ s✉❜❥❡❝ts✱ ✶✸✾✷ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✹ ♦✉t❝♦♠❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❤❛♠♣❡r❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♦♥❧②

✶✵✵ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡st✐♠❛t♦r

❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ❜✐❛s ❛t t❤✐s s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

✇❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ♠✉st ❜❡

❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❏ ❛♥❞ ❑ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✮ ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❞r♦♣♣✐♥❣

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ♣❧✉❣✲✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✭▲♦✉✐s✱ ✶✾✽✷✮✱ t❤✐s

❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✷



P❛r❛♠❡t❡rs ❚r✉❡ ✈❛❧✉❡ ▼❈ ♠❡❛♥ ▼❈ ❙❉ ❙❊ ♠❡❛♥

❈✉t✲♣♦✐♥ts

a
(1)
1 ✲✶✳✸✼✾ ✲✶✳✸✽✺ ✵✳✶✻✻ ✵✳✶✻✼

a
(1)
2 ✶✳✺✶✸ ✶✳✺✵✽ ✵✳✶✹✶ ✵✳✶✼✼

a
(2)
1 ✲✷✳✵✷✾ ✲✷✳✵✷✽ ✵✳✶✺✷ ✵✳✶✼✻

a
(2)
2 ✵✳✸✹✺ ✵✳✸✸✺ ✵✳✶✷✵ ✵✳✶✻✸

a
(3)
1 ✲✷✳✸✾✽ ✲✷✳✹✵✵ ✵✳✶✼✷ ✵✳✶✻✶

a
(3)
2 ✲✵✳✵✵✻ ✲✵✳✵✶✷ ✵✳✶✹✶ ✵✳✶✶✹

a
(4)
1 ✲✷✳✼✽✻ ✲✷✳✽✶✹ ✵✳✶✹✶ ✵✳✶✻✺

a
(4)
2 ✲✵✳✼✹✼ ✲✵✳✼✼✸ ✵✳✶✶✻ ✵✳✶✹✼

a
(4
3 ✵✳✾✶✻ ✵✳✽✾✹ ✵✳✶✸✽ ✵✳✶✺✸

❚r❡❛t♠❡♥t ❡✛❡❝t

β
(1)
max ✷✳✺✸✹ ✷✳✺✸✽ ✵✳✶✻✽ ✵✳✶✹✽

β
(2)
max ✷✳✸✼✻ ✷✳✸✼✻ ✵✳✶✶✻ ✵✳✶✸✺

β
(3)
max ✷✳✺✵✺ ✷✳✺✵✵ ✵✳✶✹✸ ✵✳✶✸✺

β
(4)
max ✷✳✻✸✾ ✷✳✻✻✶ ✵✳✶✶✹ ✵✳✶✷✷

βeq ✵✳✶✷✽ ✵✳✶✷✾ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✵✾

❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠s Ω
ω11 ✷✳✽✶✶ ✷✳✽✸✹ ✵✳✹✹✷ ✵✳✹✼✸
ω22 ✷✳✷✸✺ ✷✳✶✾✺ ✵✳✷✾✸ ✵✳✸✸✾
ω33 ✷✳✹✺✺ ✷✳✹✻✺ ✵✳✸✸✸ ✵✳✸✼✵
ω44 ✶✳✻✸✹ ✶✳✻✻✻ ✵✳✶✾✵ ✵✳✷✺✷
ω12 ✶✳✼✶✺ ✶✳✻✾✸ ✵✳✷✼✸ ✵✳✸✷✹
ω13 ✷✳✶✻✾ ✷✳✶✾✸ ✵✳✸✵✷ ✵✳✸✻✺
ω14 ✵✳✻✽✺ ✵✳✻✾✻ ✵✳✶✻✺ ✵✳✷✺✷
ω23 ✶✳✾✾✶ ✶✳✾✼✺ ✵✳✷✼✺ ✵✳✸✵✺
ω24 ✵✳✺✽✵ ✵✳✻✵✺ ✵✳✶✻✸ ✵✳✷✼✺
ω34 ✵✳✺✸✺ ✵✳✺✹✽ ✵✳✶✻✷ ✵✳✷✻✸

❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠s Σ
ρ12 ✵✳✼✹✻ ✵✳✼✺✹ ✵✳✵✹✷ ✵✳✵✸✾
ρ13 ✵✳✻✸✵ ✵✳✻✸✺ ✵✳✵✹✼ ✵✳✵✹✼
ρ14 ✵✳✸✶✽ ✵✳✸✷✸ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✺✺
ρ23 ✵✳✼✼✻ ✵✳✼✽✺ ✵✳✵✸✸ ✵✳✵✸✶
ρ24 ✵✳✸✹✹ ✵✳✸✹✽ ✵✳✵✹✸ ✵✳✵✺✸
ρ34 ✵✳✸✺✾ ✵✳✸✻✵ ✵✳✵✺✷ ✵✳✵✺✷

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ✭❢r♦♠ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ N = 232 s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ t♦t❛❧
♦❢ ✶✸✾✷ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ▼❈ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ▼❈ ❙❉ ❛r❡ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❙❊ ♠❡❛♥ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t❡✳

✷✸



✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇❛s t♦ ❛♥❛❧②③❡ r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ ❡✣❝❛❝② ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r

♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s ♠❡❛s✉r❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ✐♥ ✷✸✷ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐❝ ❞♦❣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞♦❣s ✉♥❞❡r r♦❜❡♥❛❝♦①✐❜ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞

t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝♦r✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉♥✲

❞❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐❝❤♦t♦♠♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❝✉r❡✴♥♦ ❝✉r❡❀ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✴♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t❀ ❡t❝✳✮ ✇♦✉❧❞

r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❝❤♦t♦♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦r❡ ❣r❛❞✉❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✇♦✉❧❞

❜❡ ❧♦st✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡t❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❛♥s✇❡r✐♥❣

s❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

▼♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❡r❡ t❡st❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢♦✉r ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ▼♦❞❡❧ ✶ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s❀ ▼♦❞❡❧

✷ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠

❡✛❡❝ts ❜i❀ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸ ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜i ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♦❢ ❡ij ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ▼♦❞❡❧s ✷ ❛♥❞ ✸ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼♦❞❡❧ ✶✱ ▼♦❞❡❧ ✸

❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ▼♦❞❡❧ ✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❜❥❡❝ts

✇✐t❤ ♥♦ s②♠♣t♦♠s✱ ❞❡s♣✐t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆■❈✳ ❲❤❡♥ ❛ss❡ss✐♥❣ ♦t❤❡r✱ s❡❝♦♥❞❛r②

❝r✐t❡r✐❛ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧ s❝♦r❡s ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣r❛❞❡✮✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ ✜t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♦❞❡❧ ✷ ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ✸✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❛t ▼♦❞❡❧ ✸ ✇❛s ❜❡tt❡r

t❤❛♥ ▼♦❞❡❧ ✷✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❆■❈ ✈❛❧✉❡s✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ▼♦❞❡❧ ✸ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧

s②♠♣t♦♠s ♦❢ ♣❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥✢❛♠♠❛t✐♦♥ ✇❡r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✶ ❞♦❣ ♦✉t ♦❢ ✹ ❛❢t❡r ✹ ✇❡❡❦s

♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ✭✹ ❞♦❣s ♦✉t ♦❢ ✺ ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ♦r ♠✐❧❞ s②♠♣t♦♠s✮✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ▼♦❞❡❧

✶✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢

t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥♦ s②♠♣t♦♠s ✐♥ ♦♥❧② ✶ ❞♦❣ ♦✉t ♦❢ ✷✵✳ ❙✉❝❤ r❡s✉❧ts r❛✐s❡ ❛

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤

♦✉t❝♦♠❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼♦❞❡❧ ✸ ✇❛s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
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♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♦✉t❝♦♠❡s

✇❡r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭♣♦st✉r❡✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t ✇❛❧❦✱ ❧❛♠❡♥❡ss ❛t tr♦t✮❀ t❤✉s✱ ✇❤❛t ✇❛s

♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦♦❦s ♠♦r❡ ❧✐❦❡ t✇♦ s✉❜✲s❝♦r❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts✱ ❛t ✸✿✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♦✉t❝♦♠❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦✉♥t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤r❡❡ t✐♠❡s✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞

♣♦st✉r❡ ❛♥❞ ❧❛♠❡♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s t♦

✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✭♥♦t s❤♦✇♥✮✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s

✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛❝t♦rs✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t ♣❧♦ts ❛s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs ✭✐✳❡✳✱ ❢♦✉r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ t❤❡r❡❜② ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

✜♥❞✐♥❣s✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ st❡♣✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r

❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳

▼✉❧t✐♣❧❡ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧s✳ ▼❛♥② ❞✐s❡❛s❡s

✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛t❤♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧

♦✉t❝♦♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ●❧❛s❣♦✇ ❈♦♠❛ ❙❝❛❧❡ ❢♦r ❤❡❛❞ tr❛✉♠❛ ✭✸

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ t❤❡ P♦s✐t✐✈❡✴◆❡❣❛t✐✈❡ ❙②♥❞r♦♠❡ ❙❝❛❧❡ ✐♥ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❛ ✭✼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡❛❝❤✮

❛♥❞ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❘❛t✐♥❣ ❙❝❛❧❡ ❢♦r ❞❡♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s

♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥

r♦✉t✐♥❡ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ s❛✈❡❞ t✐♠❡ ❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♣✱ ✉s✐♥❣

❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ M1✱ M2 ❛♥❞ Z ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥

✸✮✳ ❆ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠

❡✛❡❝t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥❞✉❜✐t❛❜❧②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❣❛✐♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡

❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✷✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❍❛♠✐❧t♦♥ ❘❛t✐♥❣ ❙❝❛❧❡✮ ✐s
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✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✳ ❆s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ ✹ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥s t♦♦❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✾ ❤♦✉rs ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

♣s❡✉❞♦✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t♦♦❦ ✷✳✺ ❤♦✉rs✳ ■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②

t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❞❡♠❛♥❞✐♥❣

st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭✸✵✲✻✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r❡✲

❝✐s✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡

❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❋r♦♠ ✇❤❛t ✇❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs

t❤❛t t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ✐s r❛t❤❡r ❧♦✇ ✭●❡②s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❋✐❡✉✇s ❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡✱ ✷✵✵✻❀ ❋✐❡✉✇s

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s✐③❡s✳

❖✉r str❛t❡❣② ✇❛s t♦ ✉s❡ ❛ ♣r♦❜✐t ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲

t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①✐sts ✭t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣

✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥✲

t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞r✉❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s

❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❧❡ss ✢❡①✐❜✐❧✐t② t❤❛♥ ♦t❤❡r ✭❧♦❣✐st✐❝✮ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦❡❞ ✇❡❧❧ ♦♥ ♦✉r ❞❛t❛✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦

❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ Σ ♠✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✭s❡❡ ❚♦❞❡♠

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛s❡✮✱ ♦r s❡r✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ s✉❜❥❡❝ts

❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✭▲✐ ❛♥❞ ❙❝❤❛❢❡r✱ ✷✵✵✽✮ ✭✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts

✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❝r♦ss t✐♠❡✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣

❞❛t❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡❞ s✐♠♣❧❡ ♠✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❤❛t ✇❡r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✲s♣❡❝✐✜❝ r❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝ts✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣②✳
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✼ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❊❞✐t♦r✱ t❤❡ ❆ss♦❝✐❛t❡ ❊❞✐t♦r ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s ❘❡❢❡r❡❡s

❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s t❤❛t ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

♣❛♣❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❡s❛❣✱ ❏✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❙♣❛t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s ✶✾✷✕✷✸✻✳

❇♦♦t❤✱ ❏✳ ●✳ ❛♥❞ ❍♦❜❡rt✱ ❏✳ P✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❧✐❦❡✲

❧✐❤♦♦❞s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠♦♥t❡ ❝❛r❧♦ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❙♦❝✐❡t②✿ ❙❡r✐❡s ❇ ✭❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✮✱ ✻✶✭✶✮✿✷✻✺✕✷✽✺✳

❈❤✐❜✱ ❙✳ ❛♥❞ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❊✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣r♦❜✐t ♠♦❞❡❧s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱

✽✺✭✷✮✿✸✹✼✕✸✻✶✳

❉❛❧❡✱ ❏✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ●❧♦❜❛❧ ❝r♦ss✲r❛t✐♦ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜✐✈❛r✐❛t❡✱ ❞✐s❝r❡t❡✱ ♦r❞❡r❡❞ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❇✐♦✲

♠❡tr✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✾✵✾✕✾✶✼✳

❉❡❧②♦♥✱ ❇✳✱ ▲❛✈✐❡❧❧❡✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼♦✉❧✐♥❡s✱ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✾✹✕✶✷✽✳

❉❡♠♣st❡r✱ ❆✳✱ ▲❛✐r❞✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r♦♠ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛

✈✐❛ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱

♣❛❣❡s ✶✕✸✽✳

❉r❡③♥❡r✱ ❩✳ ❛♥❞ ❲❡s♦❧♦✇s❦②✱ ●✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧

✐♥t❡❣r❛❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✸✺✭✶✲✷✮✿✶✵✶✕✶✵✼✳

❉✉♥s♦♥✱ ❉✳ ❇✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❧❛t❡♥t tr❛✐t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧

❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✾✽✭✹✻✸✮✿✺✺✺✕✺✻✸✳
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❋✐❡✉✇s✱ ❙✳ ❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✻✮✳ P❛✐r✇✐s❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦✜❧❡s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✻✷✭✷✮✿✹✷✹✕✹✸✶✳

❋✐❡✉✇s✱ ❙✳✱ ❱❡r❜❡❦❡✱ ●✳✱ ❇♦❡♥✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❉❡❧❡❝❧✉s❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜✐♥❛r② q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✿

❙❡r✐❡s ❈ ✭❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✮✱ ✺✺✭✹✮✿✹✹✾✕✹✻✵✳

●❡♥③✱ ❆✳ ❛♥❞ ❇r❡t③✱ ❋✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳

●❡②s✱ ❍✳✱ ▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❘②❛♥✱ ▲✳ ✭✶✾✾✾✮✳ Ps❡✉❞♦❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧✲

t✐✈❛r✐❛t❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ t♦①✐❝♦❧♦❣②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✼✸✹✕✼✹✺✳

●❧♦♥❡❦✱ ●✳ ❛♥❞ ▼❝❈✉❧❧❛❣❤✱ P✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ r♦②❛❧

st❛t✐st✐❝❛❧ s♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s ✺✸✸✕✺✹✻✳

❍❛st✐♥❣s✱ ❲✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ▼♦♥t❡ ❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✺✼✭✶✮✿✾✼✕✶✵✾✳

❑❛ts✐❦❛ts♦✉✱ ▼✳✱ ▼♦✉st❛❦✐✱ ■✳✱ ❨❛♥❣✲❲❛❧❧❡♥t✐♥✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❏ör❡s❦♦❣✱ ❑✳ ●✳ ✭✷✵✶✷✮✳ P❛✐r✲

✇✐s❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❢❛❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙t❛t✐st✐❝s ✫ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✳

❑✉❤♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ▲❛✈✐❡❧❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❡♠

✇✐t❤ ❛♥ ♠❝♠❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊❙❆■▼✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✽✿✶✶✺✕✶✸✶✳

❑✉❤♥✱ ❊✳ ❛♥❞ ▲❛✈✐❡❧❧❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞

❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s ✫ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✹✾✭✹✮✿✶✵✷✵✕✶✵✸✽✳

▲❡❡✱ ❙✳✲❨✳ ❛♥❞ ❙♦♥❣✱ ❳✳✲❨✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛t❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ❞❛t❛✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✻✵✭✸✮✿✻✷✹✕✻✸✻✳

✷✽



▲✐✱ ❨✳ ❛♥❞ ❙❝❤❛❢❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♣r♦❜✐t r❡❣r❡s✲

s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡♣❡❛t❡❞ ♦r❞✐♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ✫ ❉❛t❛ ❆♥❛❧②s✐s✱

✺✷✭✼✮✿✸✹✼✹✕✸✹✾✷✳

▲✐✉✱ ■✳ ❛♥❞ ❆❣r❡st✐✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✿ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞

❛ s✉r✈❡② ♦❢ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❚❡st✱ ✶✹✭✶✮✿✶✕✼✸✳

▲✐✉✱ ▲✳ ❛♥❞ ❍❡❞❡❦❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ♠✐①❡❞✲❡✛❡❝ts r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠✉❧t✐✲

✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱ ✻✷✭✶✮✿✷✻✶✕✷✻✽✳

▲♦✉✐s✱ ❚✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ♣❛❣❡s ✷✷✻✕✷✸✸✳

▼❡tr♦♣♦❧✐s✱ ◆✳✱ ❘♦s❡♥❜❧✉t❤✱ ❆✳✱ ❘♦s❡♥❜❧✉t❤✱ ▼✳✱ ❚❡❧❧❡r✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚❡❧❧❡r✱ ❊✳ ✭✶✾✺✸✮✳ ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❢❛st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❥♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱

✷✶✿✶✵✽✼✳

▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s✱ ●✳ ❛♥❞ ▲❡s❛✛r❡✱ ❊✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♦r❞✐♥❛❧ ❞❛t❛

✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♣❧❛❝❦❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❆ss♦❝✐✲

❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✻✸✸✕✻✹✹✳

▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s✱ ●✳ ❛♥❞ ▲❡s❛✛r❡✱ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼❛r❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

❞❛t❛✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✽✭✶✼✲✶✽✮✿✷✷✸✼✕✺✺✳

▼♦❧❡♥❜❡r❣❤s✱ ●✳ ❛♥❞ ❱❡r❜❡❦❡✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

◗❛q✐s❤✱ ❇✳ ❛♥❞ ■✈❛♥♦✈❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧♦❣✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✾✸✭✹✮✿✶✵✶✶✕

✶✵✶✼✳

❘❡②♠♦♥❞✱ ◆✳✱ ❙♣❡r❛♥③❛✱ ❈✳✱ ●r✉❡t✱ P✳✱ ❙❡❡✇❛❧❞✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❑✐♥❣✱ ❏✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❘♦❜❡♥❛❝♦①✐❜

✈s✳ ❝❛r♣r♦❢❡♥ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝❛♥✐♥❡ ♦st❡♦❛rt❤r✐t✐s❀ ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ♥♦♥✐♥❢❡r✐♦r✐t②

❝❧✐♥✐❝❛❧ tr✐❛❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ✈❡t❡r✐♥❛r② ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝s✱ ✸✺✭✷✮✿✶✼✺✕✶✽✸✳

❙❛♠♠❡❧✱ ▼✳✱ ▲✐♥✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ❘②❛♥✱ ▲✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❧✐♥❡❛r ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡

♦✉t❝♦♠❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✶✽✭✶✼✲✶✽✮✿✷✹✼✾✕✷✹✾✷✳

✷✾



❙❛♠♠❡❧✱ ▼✳ ❉✳✱ ❘②❛♥✱ ▲✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ▲❡❣❧❡r✱ ❏✳ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✐①❡❞

❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✿ ❙❡r✐❡s ❇

✭❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②✮✱ ✺✾✭✸✮✿✻✻✼✕✻✼✽✳

❙❤✐✱ ❏✳✲◗✳ ❛♥❞ ▲❡❡✱ ❙✳✲❨✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♣♦❧②✲

t♦♠♦✉s ❞❛t❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✿ ❙❡r✐❡s ❇ ✭❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧✲

♦❣②✮✱ ✻✷✭✶✮✿✼✼✕✽✼✳

❚❡✐①❡✐r❛✲P✐♥t♦✱ ❆✳ ❛♥❞ ◆♦r♠❛♥❞✱ ❙✳✲▲✳ ❚✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❈♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞

❜✐♥❛r② ♦✉t❝♦♠❡s✿ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✷✽✭✶✸✮✿✶✼✺✸✕✶✼✼✸✳

❚❡♥ ❍❛✈❡✱ ❚✳ ❛♥❞ ▼♦r❛❜✐❛✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▼✐①❡❞ ❡✛❡❝ts ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡

❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ❜✐♥❛r② r❡s♣♦♥s❡ ❞❛t❛✳ ❇✐♦♠❡tr✐❝s✱

✺✺✭✶✮✿✽✺✕✾✸✳

❚♦❞❡♠✱ ❉✳✱ ❑✐♠✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ▲❡s❛✛r❡✱ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▲❛t❡♥t✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞❛t❛

✇✐t❤ ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❙t❛t✐st✐❝s ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ✷✻✭✺✮✿✶✵✸✹✕✶✵✺✹✳

❱❛r✐♥✱ ❈✳✱ ❘❡✐❞✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❋✐rt❤✱ ❉✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❙t❛t✐st✐❝❛ ❙✐♥✐❝❛✱ ✷✶✭✶✮✿✺✕✹✷✳

✸✵


