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Introduction

Le but ultime de notre travail est la stabilisation de la formule des traces tordue. Le
présent article énonce les résultats que I'on a en vue concernant la partie géométrique de
cette formule. Ce sont les généralisations au cas tordu des théoremes énoncés par Arthur
dans son premier article sur la stabilisation ([A1]), du moins de ceux qui concernent
cette partie géométrique. Nous ne démontrons pas ici les résultats en question. Ils seront
démontrés plus tard en reprenant les méthodes des deux autres articles d’Arthur sur le
sujet. On doit dire que généraliser au cas tordu les constructions d’Arthur pose certains
problemes techniques, mais aucun probleme conceptuel. C’est-a-dire que ’essentiel est
du a Arthur lui-méme.

La premiere section présente le cadre global dans lequel on se place. On considere
un corps de nombres F, un groupe réductif connexe G défini sur F, un espace tordu
G sous G et un caractere w de G(A) trivial sur G(F), ol A est anneau des adeles de
F. On définit les intégrales orbitales pondérées globales, certaines de leurs variantes et
on énonce les formules de descente qui les relient a leurs avatars locaux. La section 2
énonce la partie géométrique de la formule des traces tordue w-équivariante. On énonce
cette formule d'une facon un peu plus abstraite qu’Arthur. Il est traditionnel et naturel
de I’écrire comme une somme avec coefficients d’intégrales orbitales 1% (v, w, f) ou plus
généralement d’intégrales orbitales pondérées w-équivariantes IJ\%(%W, f). La présence

du caractére w perturbe déja la situation : les avatars locaux des intégrales 19(v,w, f)
ne dépendent pas seulement de la classe de conjugaison de v mais bien du point base y
choisi. Surtout, comme on le sait, les coefficients dont sont affectés ces intégrales ne sont
a ce jour pas connus explicitement (ils sont connus si 7 est fortement régulier, mais pas
si v contient une partie unipotente). On a choisi de regrouper les intégrales I¢(v, w, f),
affectées de leurs coefficients, selon la classe de conjugaison a laquelle appartient la partie
semi-simple de . On obtient ainsi des distributions notées A%(V, O,w) dépendant d'un
ensemble fini assez grand V' de places du corps de base F' et d’une classe de conjugaison
semi-simple @ dans G(F). On énonce en 2.3 leur définition. Ces distributions sont les
ingrédients globaux de la partie géométrique de la formule des traces. Elles vérifient une
formule de descente qui les ramene au cas basique ou G = G nest pas tordu et ou O est
simplement la classe {1} (dans ce cas, A%(V, O,w) est exactement la ”"partie unipotente”
de la formule des traces). Dans la section 3, on présente la théorie de 'endoscopie dans
le cadre global. La différence essentielle avec le cas local développé en [I] est que, dans
le cas global, pour une donnée endoscopique G’ relevante, il y a un facteur de transfert
canonique. La situation tordue pose ici un probleme technique. Usuellement, la définition



d’un tel facteur utilise un point § € G'(F), assez régulier, qui se transfere en un élément
Yo € G(Fv) pour toute place v de F. Dans le cas non tordu, un tel point existe si G’
est relevante. Ce n’est plus vrai dans le cas tordu. On dit que G’ est relevante si et
seulement G'(F) # 0 et la donnée locale G/, est relevante pour toute place v. On a posé
cette définition parce que c’est la seule notion que 1'on sache controler. Or cela n’assure
pas l'existence d'un § € G (F) vérifiant les propriétés ci-dessus. Il est possible que les
données G’ pour lesquelles il n’existe pas de tel § puissent étre éliminées du processus de
stabilisation mais cela ne nous parait pas clair. On a plutot choisi de donner une définition
du facteur de transfert global sous la seule hypothese de relevance telle que définie ci-
dessus. D’abord, en inspectant les définitions de Kottwitz-Shelstad ou de Labesse, on
voit que 'on n’a pas vraiment besoin d’un § comme ci-dessus. Il suffit qu’il existe un
sous-tore tordu maximal 7" de G’, défini sur F, de sorte que, pour toute place v, il
existe un élément 6, € T'(F,) assez régulier qui se transfere en un élément v, € G(F,).
Meéme cette propriété moins forte n’est pas assurée par notre hypothese de relevance.
Mais on peut plonger G et G dans des espaces plus gros qui satisfont cette propriété. On
définit alors le facteur de transfert comme la restriction & notre couple (G, G) du facteur
de transfert défini sur ces espaces plus gros. Cela est fait au paragraphe 3.9. Dans la
section 4, on définit les avatars stables et endoscopiques des intégrales orbitales pondérées
invariantes. On énonce le résultat principal en 4.5, a savoir qu’'une intégrale orbitale
pondérée endoscopique est en fait une intégrale orbitale pondérée (w-équivariante) tout
court. Ce résultat se déduit des analogues locaux énoncés en [II] et [V], qui restent &
démontrer. La section 5 énonce la version stable de la partie géométrique de la formule des
traces. Les distributions A(V, O, w) sont remplacées par des distributions SA%(V, O), ot
cette fois, O est une classe de conjugaison stable dans G/(F). Ces distributions doivent étre
stables. Le théoréme 5.4 exprime que les coefficients initiaux A%(V, O, w) se récuperent
comme somme de transferts de tels coefficients SAS (V, O%"), ot G décrit les données
endoscopiques de (G, G, a) qui sont elliptiques, relevantes et non ramifiées hors de V.
Le théoreme principal 5.10 exprime que la partie géométrique de la formule des traces
w-équivariante se récupere de méme comme somme de parties géométriques de formules
des traces stables associées a ces mémes données G’. Dans la section 6, on montre que
ce dernier théoreme résulte des autres. Il s’agit ici d’une reprise du paragraphe 10 de
larticle [A1]. 11 y a deux ingrédients. D’une part, la proposition combinatoire 6.5 qui
fournit deux expressions a priori tres différentes d’une double somme sur des données
endoscopiques G’ et sur des "Levi” M’ de G'. D’autre part, une proposition d’annulation
6.6 qui permet dans le paragraphe suivant de faire disparaitre les termes apparaissant
dans les formules de traces stables des données endoscopiques qui ne correspondent a rien
du ¢oté de Pespace initial G. La démonstration de cette proposition 6.6 est un amusant
exercice basé sur les propriétés des facteurs de transfert globaux.

1 Les définitions

1.1 Groupes et espaces tordus

Soit F' un corps de nombres. On note Val(F) I'ensemble de ses places, Valo(F)
le sous-ensemble des places archimédiennes, Valng ) celui des places finies et Ap son
anneau d’adeles. On fixe une cloture algébrique I’ de F'. Il est commode de supposer



tacitement que, pour toute place v € Val(F), on a choisi un prolongement v de v a F.
Ainsi, on peut définir le sous-groupe de décomposition ', C I'p comme le fixateur de
v. De méme, pour une variété X définie sur F, on a une application X (F) — X(F,)
obtenue en identifiant £ & un sous-corps de F, grace & la place v.

Soient G un groupe réductif connexe défini sur F et G un espace tordu sous G.
On utilise les définitions des quatre premiers paragraphes de [I]. Soit a un élément de
H'\(Wg; Z(G)) [ ker (We: Z(G)), ot ker' (Wg: Z(G)) est le noyau (fini) de ’homomor-
phisme de localisation

H'(Wp Z2(G) = [ H'Wr,: Z(G)).

veVal(F)

Cet élément a détermine un caractere w de G(A), trivial sur G(F'). L’application a — w
est bijective. On impose les hypotheses analogues a celles de [I] 1.5 :

e G(F)#0;

e 0* est d’ordre fini, o ici * est la restriction de ad, a Z(G) pour n’'importe quel
lément v € G.

On impose de plus

e w est unitaire.

On pourrait ajouter la condition

e w est trivial sur Z(G; Ap)?,
faute de laquelle la théorie devient vide. Mais, pour des raisons de récurrence, il vaut
mieux ne pas l'imposer des le départ.

Pour prouver une assertion concernant (G, a), on raisonne par récurrence sur
dim(Ggsc), ou Ggo est le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G, cf.
(1] 1.1. Si (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, on suppose connues toutes
les assertions concernant des triplets (G, G’, ') quasi-déployés et & torsion intérieure tels
que dim(G'se) < dim(Gse). Si (G, G, a) n’est pas quasi-déployé et a torsion intérieure, on
suppose connues toutes les assertions concernant des triplets (G’, G a ) quasi-déployés et
a torsion intérieure tels que dim(G) < dim(Ggc) et on suppose connues toutes les as-
sertions concernant des triplets (G', G',a’) quelconques tels que dim(G'y.) < dim(Gsc).
Quand une assertion est relative & un espace de Levi M de G, on suppose connues
toutes les assertions concernant le triplet (G,G,a) relatives & un espace de Levi L
contenant strictement M. Au paragraphe 1.16, nous introduirons la notion de K-triplet
(KG, K G, a). Quand on travaille avec un tel triplet, on suppose connues toutes les as-
sertions concernant des triplets (G', G',a’) quasi-déployés et & torsion intérieure tels que
dim(G'se) < dim(Gge) et on suppose connues toutes les assertions concernant des K-
triplets (KG', KG', a') tels que dim(Glyy) < dim(Gse).

Revenons & notre triplet (G, G, a). Pour toute place v € Val(F), on déduit par
localisation de (G, G, a) un triplet (G, Gy, a,) sur F,, qui vérifie les hypotheses de [I]. On
note V,qm, ou plus précisément me(é, a), le plus petit ensemble de places v contenant
les places archimédiennes et tel que, pour v € V4, on ait :

- G et a sont non ramifiés en v et G (F,) possede un sous-espace hyperspécial ;

- en notant p la caractéristique résiduelle de F, et e, = [F, : Q,), on ap > 5 et
p > N(G)e, + 1, ot N(G) est l'entier défini en [W2] 4.3.

On fixe une paire parabolique (Py, My) de G définie sur F' et minimale. On en déduit
une paire parabolique (P, My) de G.

Soit V un ensemble fini de places contenant Vg, et tel que G et G puissent étre
définis sur anneau 0" des éléments de F qui sont entiers hors de V. Fixer des structures



de G et G sur 0 permet de définir les ensembles G(o,) et G(0,) pour tout v & V, on
0, est 'anneau d’entiers de F,. Pour tout v & V,,,,, on fixe un sous-groupe compact
hyperspécial K, de G(F},) et un sous-espace hyperspécial K, de G(F,) associé & K,. On
impose que K, = G(0,) et K, = G(0,) pour presque tout v. Cette condition ne dépend
ni du choix de V, ni de celui des structures sur V. Elle implique que, pour v € G (F), on
a v € K, pour presque tout v. Pour v € V4, on fixe un sous-groupe compact maximal
K, de G(F,), spécial si v est non archimédienne. On impose

- pour toute place v € Val(F'), K, est en bonne position relativement a Mj.

C’est possible puisque, pour v € V,um, tout sous-groupe compact hyperspécial est
conjugué par un élément de G(F,) a un tel sous-groupe en bonne position relativement a
M. Pour v € V.4, on note 1 la fonction caractéristique de K dans G (F,) et on appelle
mesure canonique sur G(F, ) la mesure de Haar sur ce groupe telle que mes(K,) = 1
(elle est en effet canonique car tous les sous-groupes compacts hyperspéciaux ont méme
mesure).

Pour un espace de Levi M de G, on utilise les notations d’Arthur P (M), £L(M) etc...
Les éléments de ces ensembles sont des espaces paraboliques, resp. des espaces de Levi

c... définis sur F. Pour M D M, et v € Val(F), on pose KM = K, N M(F,). Ces
données vérifient les mémes conditions que celles pour G.

Rappelons que I'on note As le plus grand sous-tore déployé contenu dans le sous-
groupe d’invariants Z(G)?". On note Ag = X,(As) ®z R. On dispose de I'homomor-
phisme habituel Hg : G(Ar) — Ag. On définit une application Hg : G(Ap) — Ag par
les conditions suivantes :

E[é("Y) = 0 pour tout § € G(F); )

Hg(zy) = Ha(z) + Ha(y) pour tous z € G(Ap) et v € G(Ap).

Soit V' un ensemble fini de places de F. On pose Fyy = [] o, F, et on note AY. le
sous-anneau des adeles dont les composantes sur F), sont nulles pour tout v € V. On
pose

CX(G(Fy)) = @uey CZ(G(F,)).

On définit de la méme facon V'espace I(G(Fy),w).

Remarque. On adopte cette définition par commodité. On pourrait aussi bien utili-
ser un espace un peu plus gros en regroupant les places archimédiennes. C’est-a-dire en
remplacant la partie archimédienne

Rpevavee () Co” (é( v))

du produit tensoriel ci-dessus par

cx( I GE).

vEVNVo (F)

Considérons le cas ott V O V,qp,. Dans ce cas, on peut identifier C2°(G/(Fy)) & un sous-
espace de CSO(G(AF)) en complétant un produit ®,ecy f,, en le produit 1 zv @ (Ryev fyy), OU
1zv = ®ugvlg, . . On peut aussi identifier Mes(G(Fy)) a Mes(G(Ar)) en prolongeant
toute mesure sur G(Fy) par les produit sur v ¢ V' des mesures canoniques sur G(F,).
Pour tout v € Val(F), notons G, Vespace G vu comme un espace sur F,. En 11} 1.6, on a
défini I’ensemble flév de la fagon suivante. On note G(F,)! le noyau et Ag, p, Vimage de



'homomorphisme Hg @ G(F,) — Ag, . Alors le sous-groupe Ag, 5, agit naturellement
sur G(F,)"\G(F,). On pose

Ag, = (GE)NG(E)) @44, ,, Ac,

C’est un espace affine sous Ag . On note ﬁI@U : G(Fv) — flév I’application naturelle.
Pour v € Vy4m, image de K, par Hg est réduite a un point et on identifie Az a Ag
en identifiant ce point a 0. Posons

Ae, =[] Ae.-
veV
On définit une application .
ﬁv : Aév — Aé
de la facon suivante. Fixons 4 € G(F). Tout élément X € Aév sécrit X = (Hg, (7) +
Xo)vev, ot X, € Az, . On pose

v(X) =0 X, 6 — O _(Ha (1)),

veV vgV

ot les indices G désignent les projections orthogonales sur espace Ag. Cette définition
ne dépend pas du point ¥ choisi. On définit une application
Gy - G(Fv) — Aér

par He ((7)vev) = pv((He, (70))vev)-

On introduit le sous-espace C2°(G(Fy), K) de C°(G(Fy)) formé des fonctions qui,
en toute place archimédienne v € V| sont K,-finies a droite et a gauche. On note
I(G(Fy), K,w) son image dans I(G(Fy),w).

Considérons le cas de deux ensembles finis de places S D V D V,4n. On pose F gf =

[I,cs_v Fo- On peut identifier C°(G/(Fy)) aun sous-espace de C°(G(Fys)) en complétant

un produit ®,cv f, en le produit 1kg®(®ve\/fv)- De méme, on peut identifier I(G(Fy),w)

a un sous-espace de I(G(Fs),w). On peut aussi identifier Mes(G(Fy)) a Mes(G(Fs)).

1.2 Remarque sur les hypotheses

On va montrer

(1) il existe un groupe algébrique non connexe G* défini sur F' et réductif, de com-
posante neutre (G, de sorte que G s’identifie & une composante connexe de G munie des
actions de G par multiplication a droite et a gauche.

Preuve. Fixons v € é’(F), posons ¢ = ad,. Parce que 1'on suppose ¢* d’ordre fini,
il existe un entier n > 1 tel que " soit un automorphisme intérieur de G. Il existe
donc x € GSC(F’ ) tel que 0" = ad,. Parce que 0 est défini sur F', ad, l'est aussi. Donc
o(x) € xZ(Ggc) pour tout o € I'p. Parce que § commute a 6", donc a ad,, on a aussi
0(z) € xZ(Ggc). Notons m le nombre d’éléments de Z(Gg¢). Posons N = mn et y = ™.
Alors 0N = ad, et on a y € Ggo(F) et 6(y) = y. Notons G I'ensemble des éléments

(g,0") avec g € G et i € {0, ..., N — 1}. On définit la multiplication par

i iy - § (90°(g),077), sii+j<N-1,
(9,605, 8) = { (g0'(g")y,0%), sii+j=N+kaveck > 0.

bt



On obtient un groupe réductif non connexe défini sur F. L’application (g,0) — g7y
identifie la composante GO de G+ a4 G. O

Cette remarque ne nous servira pas directement. Mais elle nous permet d’appliquer a
notre espace G les résultats démontrés dans la littérature pour les groupes non connexes.

1.3 Mesures sur les espaces A,

Soit M un espace de Levi de G. On aura besoin d’une mesure sur U'espace Ay On
a choisi d’éviter autant que possible de normaliser les mesures. Logiquement, on devrait
faire de méme pour la mesure sur cet espace. Toutefois, cela conduirait a des formulations
par trop inhabituelles des formules de descente. On fixe donc sur tout espace A;; une
mesure de Haar, & laquelle on impose quelques conditions évidentes ; par exemple, si M
et M’ sont conjugués par un élément g € G(F), on suppose que les mesures sur A; et
Ay se correspondent par cette conjugaison. Si M C L sont deux espaces de Levi, on
munit Aﬁz de la mesure pour laquelle la décomposition A,; = Aﬁz @ A; est compatible
aux mesures.

Il y a au moins deux fagons de définir ces mesures. Identifions Ay, & Hom(X*(M)'Y R),
ott X*(M) est le groupe des caracteres algébriques de M. Notons Ay , le réseau
Hom(X*(M)F'r? 7). On peut imposer que ce réseau est de covolume 1. C’est la norma-
lisation de la théorie des mesures de Tamagawa. Elle a I'inconvénient de se comporter
assez mal vis-a-vis des suites exactes. Une autre méthode est la suivante. Considérons la
paire de Borel épinglée £* = (B*,T*, (E%)aca) de G, munie de I'action galoisienne quasi-
déployée. Posons Ap- = X,(T*) ®z R. On munit cet espace vectoriel réel d’une forme
quadratique définie positive invariante par l'action galoisienne quasi-déployée, par celle
du groupe de Weyl W et par 'automorphisme ¢ associé a £*. C’est possible puisque le
groupe d’automorphismes de A engendré par ces actions est fini. Soit M un espace de
Levi de G. En choisissant un élément P € P (M), on peut identifier A 7 & un sous-espace
de Az-. Alors Aj; se retrouve muni de la restriction de la forme quadratique précédente.
Les invariances imposées a cette derniere impliquent que cette restriction ne dépend pas
du choix de P. On munit A 7 et plus généralement tout sous-espace de Aj; de la mesure
euclidienne associée a cette forme quadratique.

En tout cas, on suppose fixées les mesures sur ces espaces, d'une fagon ou d’une autre.
De méme, si v est une place de F et M? est un espace de Levi de G,,, on suppose fixée
une mesure de Haar sur A,;,. Notons qu’on n'impose pas de relation entre les mesures
"locales” et les mesures ”globales”. Par exemple, si G est déployé et si M est un espace
de Levi de G, on a I'égalité Ay = Ayz,, mais on ne demande pas que les mesures sur ces
espaces soient les mémes.

Notons G le groupe sur Q déduit de G par restriction des scalaires et, comme
toujours, Ag, le plus grand tore déployé central dans Gg. On note %dg la composante
neutre topologique de Ag, (R). Notons que Ag, est aussi le plus grand tore déployé dans
le groupe sur Q déduit de Ag par restriction des scalaires. On en déduit des inclusions

Q[G C Ag(Foo) C Ag(AF) C G(AF),

ou F,, = HUGV&IOO(F) F,. L’espace 2 est invariant par 6. On note 205 le sous-espace des
invariants par 0. La restriction a s de 'homomorphisme Hg : G(Ap) — Ag est un
isomorphisme qui permet d’identifier %o a Ag et Az a Az On munit P'espace U de la
mesure telle que ce dernier isomorphisme préserve les mesures.



1.4 Formule de descente des (G, M)-familles

Soient M un espace de Levi de G et V un ensemble fini non vide de places de F.
Rappelons que, pour v € V, on note G, M, etc... les espaces G, M etc... vus comme des
espaces sur F,. Pour tout v, soit RY un espace de Levi de M, défini sur F,. On a mis v en
exposant pour éviter une possible confusion : R’ n’a pas de raison d’étre issu d’un espace
R défini sur F. Soit (c,(5%;A)) Gvep(fw) UNE (G, RY)-famille (la variable A appartlent a
iA%,). On en déduit une (G, M)-famille de la facon suivante. Pour P € P(M) et v € V,
on choisit SV € P(R”) tel que SY C P,. L'espace iA}, se plonge dans ’L'AEU. Pour
A € 1A%, on pose

c(P;A\) = H (S5 A).
veV
Cela ne dépend pas du choix des SV et la famille (¢(P; A)) pep(ir) €St une (G, M)-famille.

Pour P € P(M), on note A5 ensemble des restrictions & A, de racines simples relati-
vement a P. A toute racine v € Ap, on associe une coracine & € Ay; (la normalisation
précise de & n’importe pas, la demi-droite qu’elle porte étant définie sans ambiguité).
On note Z(Ap) le réseau de A% engendré par ces coracines. On définit la fonction
méromorphe

EG(A):mes M/Z H <Aa>"1

acAp

sur le complexifié A7 .. On déduit de la (G, M)-famille une fonction

PeP(M)

D’autre part, pour v € V et Q¥ = L*Uqge € F(R?), on déduit de (CU(SU;A))gvep(Rv)
une (L, RY)-famille (c,(SY; A))gvep(iv).5ecgy, Puis une fonction cgév (A). Posons RV =

(R?)yev et notons L£(RY) I'ensemble des familles LY = (L?),ey ot L € L(R?) pour tout
v € V. Pour une telle famille, on pose

Apy = SoevApe, AG, = Buer AS,

ou A% est 'orthogonal dans A;, de I'image naturelle de Ax (notons que cette image
est incluse dans A mais I'inclusion peut étre stricte : G peut étre plus déployé sur F,
que sur F). L’espace AG contient AG comme sous-espace. Il contient aussi l'espace

AV(.A ) ot Ay est le plongement dlagonal On définit le coefficient dG (M, LY). 11 est
nul sauf si

Agv = AV(AJ\G’Z) D Aié’V

Si cette égalité est vérifiée, c’est le rapport entre la mesure sur le membre de droite et
celle sur le membre de gauche. Pour tout LY tel que ce nombre soit non nul, Arthur
définit, au moyen d’une donnée auxiliaire, une famille (Q”)Uev telle que QV € P(E”)
pour tout v € V. On a alors la formule

M Gw= Y ah (01, LY) [ <5 ).

v, RY
LVeL(RY) veV

7



Cf. [A2] proposition 7.1. ) )
On appliquera souvent cette formule & la famille RV = (M,)pev. On note My cette
famille.

1.5 Caracteres pondérés

Soient M € E(MO) et V un ensemble fini de places de F. Rappelons que, pour une
place v € Val(F), on a défini en [W1] 2.5 la notion de w-représentation de G(F,). A
toute telle w-représentation 7 est associée une representatlon sous—Jacente m de G(F,).
On note A* I’espace des applications affines \ : AG — R.Atout A € A* est associée

U

une forme hnealre A sur Ag . Si 7 est une w-représentation de G(F,) et \ € flgv, on
définit la w-représentation 75 par 75(7) = e~ 6. (V>7(5), ot on note < A, ]jlév(y) >
I’évaluation de \ au point H &, (7). Pour une w-représentation 7 admissible et de longueur
finie de M(F,), on a défini, & la suite d’Arthur, le caractere pondéré f — JAC;';” (7, f). Dans
la suite de ce paragraphe, on va globaliser cette définition. ’

Pour tout v € V, soit 7, une w-représentation de M(F,), admissible et de longueur
finie. Posons 7y = ®yey . Fixons P € P(M), introduisons la représentation induite
IndG( ) de G(Fy), que I'on réalise dans son espace habituel que ’on note Ve p. Suppo-
sons dans un premier temps que 7 est en position générale de sorte que les opérateurs
d’entrelacement qui vont apparaitre soient bien définis et inversibles. Pour Q € P(M ),
Popérateur Jpjg(m)Jgp(m) est un automorphisme de V. p. Notons igp(7) son inverse.
Pour A € iA}, posons

M(m; A, Q) = 1o1p(m) " o (may2) Joip () " Jgp(ma)-

La famille (M(m; A, Q) Gep(ir) st une (G, M)-famille & valeurs opérateurs. On en déduit

un opérateur M (; A). On pose ME y(m) = ME 7 (m;0). Le caractere pondéré est la forme
linéaire sur C°(G(Fy ), K) définie par

JE (7, f) = trace(/\/l%(ﬁ)[ndg(%, ).

On vérifie que cette définition ne dépend pas de I'espace parabolique P choisi. Au moins
si T est tempérée, on peut supprimer la condition de K-finitude et définir J]\G7[(7~T, f) pour
tout f € C®(G(Fy)).

En utilisant la formule de descente du paragraphe précédent appliquée a My et
I'indépendance de l’espace parabolique que 'on vient d’indiquer, on montre que 'on
a I’égalité

) TgE =3, dy LI ] T8 R fogew):
iVGE(MV) veV
Levons I’hypothese que 7 est en position générale. L’ensemble Boer A 17, €st un espace
affine sous @.ev Ay, lequel se projette naturellement sur Ay;. On note .ZlM le quotient
de EBvGVA _ par le noyau de cette projection. C’est un espace affine sous A;. On note
encore A* l’espace des fonctions affines sur cet espace, et AM ©

= A}k\/f o on note A € A%, e la forme lindaire sous-jacente & A. Pour 7 quelconque et

son complexifié. Pour



pour = fl* ¢ en position générale, 75 est en position générale et 'opérateur M%(W)\)
comme la forme linéaire f +— Jé (75\, f) sont bien définis. Ces termes sont méromorphes

en \. Sils sont réguliers en A = 0, on note M¢ (m) et f Jz\%(fr, f) leurs valeurs en
A =0.

Proposition. Si 7 est unitaire, les termes ci-dessus sont réguliers en A = 0.

Preuve. La formule (1) nous ramene au cas local, qui est traité par Arthur ([A4],
proposition 2.3). [J

Evidemment, la formule (1) s’étend au cas ou tous les termes de la formule sont
définis.

1.6 L’application ¢,

Pour toute place v € Val;(F), on note C=2(G(F,)) 'espace des fonctions f : G(F,) —
C telles que :

(1) pour toute fonction b € C®(Ag), la fonction y b(ﬁév (7)) f(v) appartient a
C=(G(F));

- il existe un sous-groupe ouvert compact H de G(F,) tel que f soit biinvariante par
H.

Pour toute place v € Valyo(F), on note C°(G(F,)) Pespace des fonctions f : G(F,) —
C qui vérifient (1). On note C°(G(F,), K,,) le sous-espace des éléments K,-finis & droite
et & gauche de C=(G(F,)).

On note I,.(G(F,),w) le quotient de C2°(G(F,)) par le sous-espace des f € C2(G(F,))
telles que 19 (vy,w, f) = 0 pour tout élément v € Greg( F,) (on rappelle que l’on note
ainsi I'ensemble des éléments semi-simples et fortement réguliers de G(F,)). Si v est
archimédienne, on définit de méme la variante I.(G(F,), w, K,).

Soient M un espace de Levi de G et V un ensemble fini de places de F. Pour
v € V, on définit une application linéaire ¢ : C(G(F,)) — IL.(M(F,),w). Elle
est définie en [W1] 6.4 dans le cas ou v est non-archimédienne, en [V] 1.2 dans le cas
ou v est archimédienne. Dans ce dernier cas, 'application se restreint en une appli-
cation linéaire COO(G(FU),KU) — IGC(M(FU),M,KU), cf. [W1] 6.4. On definit comme
en 1.1 les espaces C°(G(Fy)) et Io.(G(Fy),w) (avec la variante I.(G(Fy),w, K) si V
contient des places archimédiennes). Comme dans le paragraphe précédent, on applique
les définitions du paragraphe 1.2 a la famille My = (Mv)UEV On définit une application

Ss1 + Ca(G(Fy)) = Loe(M(Fy),w) par

@) o= > G (L) (@uerdl (fugn))

Lv Gl:(Mv)

pour une fonction f = @,cy fo € C2(G(Fy)).

Cette définition dépend a priori d’une donnée auxiliaire puisque les Q¥ en dépendent.
Pour qu’elle soit loisible, on doit montrer qu’en fait, elle n’en dépend pas. Pour cela, on
utilise la caractérisation de [W1] 6.4(5). Fixons pour tout v € V une w-représentation
tempérée M-irréductible 7, de M (F,). Fixons aussi X, € "Zle' On a défini une forme

lindaire @, — 1Mo (7, X,, ) sur Le(M(F,),w), cf. [W1] 6.4 et [V] 1.2. Quand 7, et



X, varient, ces formes linéaires séparent les éléments de I,.(M(F,),w). Il suffit donc de
prouver que la valeur sur le membre de droite de (2) de la forme linéaire

®UEV§01} = H IMU (ﬁ-va Xm SOU)

veV

est bien définie. Cette valeur est

S dG 1, L) [T 1% (Fo, X, 6% (fo ),

f/VEL(MV) veV

ou encore L )
Z d, (M, LY) H T (70, X, fogow)-
f/VEL(MV) veV

Par définition, on a pour tout v € V une égalité

J]g; (ﬁ'va Xva f%va) = CU/ JL“ (~v . ’fv7Qv7w)e—<)\v,XU>d>\U
i'Aj\ZvaU
(les deux fonctions que 1'on integre dépendent de 5\1; € i./IMU . leur produit se descend

en une fonction sur iA% . ; ¢, est une constante dépendant seulement des mesures de
vyt v

Haar). 11 suffit donc de prouver que, pour toute famille (Xv)vev € @ZA’;;I , le terme

Z dG (M LV HJLU ~v)\v fv,@”,w)

LVeL(My) veV

est bien défini. Quitte a remplacer 7, par 7, 5 , il suffit de considérer
y\v

La formule 1.5(1) dit que cette expression est égale a Jg(%, f),ou T = Ruey,. Ce terme
ne dépendant d’aucun parametre auxiliaire, cela démontre 1’assertion.

1.7 Une propriété globale de I’application ¢;

La situation est la méme que dans le paragraphe précédent, mais on suppose que V'
contient V,..,,. On se rappelle 'application H~V : G(FV) — Ag de 1.1. L'espace C°(Ag)
des fonctions C*° sur Ag opere sur C°(G(Fy)) :abe C®(Ag) et f € C®(G(F v)), on
associe la fonction produit f(bo Hg, ). L’espace C*°(Ag) opere de meéme sur Cog (G(Fy)).
Ces actions se descendent en des actions sur I(G(Fy),w) et I.(G(Fy),w). Notons
Coe iob(G(Fv)) le sous-espace des f € Cge (G(Fy)) tels que f(boHGV) € C=(G(Fy)) pour

tout b € C°(Ag). Notons [ac,glob<é(FV)7 w) 'image de cet espace dans Iac(G(Fv), w).
(G(FV)) dans Iacvglgb(M(Fv),w).

) . B 00
Lemme. L’homomorphisme ¢; envoie C2 1,

G(Fy)) et b € C=(Ay;). On doit montrer que ¢ (f)(bo
w).

Preuve. Soient f € C° glob(
]:IMV) appartient a I(M( v),

Soit b’ € C(Ag) qui vaut 1 sur la projection dans Ag
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du support de b. Alors bo I:IMV = (bo Hy )b o ﬁlév). Il résulte de la définition de ¢y
que 65 (F)V o Hg,) = o3 (F(V' o g, )). Dot

Quitte a remplacer f par f(V o FIGV), on est ramené au cas ot f € C®(G(Fy)). En
considérant la formule (1) du paragraphe précédent, on voit qu’il nous suffit de fixer
LY € L(My) tel que d%V(M, L) # 0 et de prouver que la fonction

1) (®uevot (fug.w) (o i)

appartient & I giop(M(Fy),w). On releve chaque terme (bf]\’; (f1.6,.0) en un élément de

C’;’S(Z\;I(FU)) Notons Z, 'image de son support dans AMU par Iapplication ]:IMU. Parce
que f, est maintenant a support compact, on sait que 'on peut supposer que la pro-

jection naturelle de =, dans Aj, est compacte. Notons = I'image du support de la
fonction (1) dans Ay, par Papplication [ ], Hy;, - Pour que la fonction (1) appartienne

a Lo gion( M (Fy),w), il suffit que = soit compact. Or = est le sous-ensemble des éléments
de J],cy Ev dont I'image par py appartient au support compact de la fonction b. En
fixant des points bases de nos espaces affines, qui permettent d’identifier -’ZlMV a Ay,
on est ramené a la situation suivante. On a un sous-ensemble fermé = C Ay, = dont la
projection dans Aj, est compacte et dont I'image par 1’application

Pv AMV — AM
(Hv>v€V = ZUGVHU,M

est compacte. On doit montrer que ce sous-ensemble est compact. Il suffit que l'inter-
section des noyaux de py et de la projection dans Aj. soit réduite a 0. Ou encore que
la somme de Ajv et de Porthogonal du noyau de py soit I'espace Ay; . tout entier. Cela

résulte de la condition d]‘%v (M , Zv) # 0 puisque 'orthogonal du noyau de py est I'espace
Ay plongé diagonalement dans Ay . U

On a la variante suivante : ¢,; envoie gg’glob(é(FV), K) dans e gon(M(Fy),w, K).

1.8 Espaces de distributions

Soient M un espace de Levi de G et V un ensemble fini de places de F. Pour tout
v € V, on a défini I'espace de distributions Dgem(M(F,),w) en [I] 5.1 et 5.2. C'est celui
des distributions w-équivariantes supportées par un nombre fini de classes de conjugaison.
Supposons v archimédienne. On a défini en [V] 1.3 et 2.1 les sous-espaces

Doro(M(F,),w) C Diporp(M(F,),w) C Dygéom(M(E,),w) D D (M(E,),w).

géom,éféqui

L’espace D,,(M(F,),w) est engendré par les intégrales orbitales ordinaires (w-équivariantes).
L’espace D (M(F,),w) est le sous-espace des éléments de Dygom (M (F,),w)
dont le support est formé d’éléments de M (F,) qui sont G-équisinguliers. L’espace
Dtr_orb(M(Fv), w) est défini par récurrence. Il est engendré par Dorb(M(Fv), w) et par les
images par transfert des espaces Dy, o(M.) pour les données endoscopiques elliptiques

géom,G—équi
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M’ de (M,, M,), avec la restriction M/ # M, si (M,, M,,a,) est quasi-déployé et &
torsion intérieure.
Remarque. Si on applique les mémes définitions pour une place v non-archimédienne,
on a l’égalité Dorb(M(FU) w) = Dy._ Orb(M(F ), w) = Dgwm(M(Fv),w).
On pose Dygom (M (Fy), w) = Quey Dygéom (M (F,),w). On définit les sous-espaces Doy (M (Fy), w),
Dir—ors(M(Fy),w) et D géom, G eqm(M (Fv),w) en remplagant, pour toute place archimédienne

v €V, lespace Dyeom(M(F,),w) par Doy(M(F,),w) etc...

1.9 Intégrales orbitales pondérées

Soient M € E(MO) et V un ensemble fini de places de F'. Pour tout g = (gv)vev €
G(Fv), Arthur définit une (G, M)-famille (vp(g; A)) pep(ipy» d'ott une fonction v G (g; A).

On pose v (g) = 15 (9. 0).

Soit v = ()vey € M(Fy). On pose M, = [],. M,,, que 'on peut considérer
comme un groupe défini sur I’anneau Fy. On deﬁnlt de méme G, Zy(7y) etc... Siw n'est
pas trivial sur M., (Fy), on pose Jé o (v,w, f) =0 pour tout f € C=(G(Fy)). Supposons
dans la suite que w est trivial sur Y +(Fv). On fixe des mesures de Haar sur G(Fy) et
M, (Fy). Supposons d’abord que v soit G-équisingulier, c’est-a-dire que M, = G.. Pour
[ € C*(G(Fy)), on pose

JG (. f) = DO () /M o G056 9 v 0) by

Pour v quelconque, Arthur définit J]\%(fy,w, f) par un procédé de limite. Nous allons le
rappeler brievement, tout en le modifiant. Soit v € V et a, € Ay (F,). On a défini
en [II] 1.5 une (G,, M,)-famille (r5(Ys @i A)) pep(az,)» POUTVU que a, soit en position
générale. Plus précisément, notons 7, la partie semi-simple de ~,. Il suffit que a, vérifie
a(a,) # £1 pour toute racine o de Ay, dans G, pour que les fonctions précédentes
soient définies. Signalons que la définition de ces fonctions est légerement différente de
celle d’Arthur. Soit maintenant a = (a,)yev € Ay (Fy). Si a est en position générale, les
a, ne sont pas véritablement ”en position générale” car le tore Ay, ,,, est en général plus
gros que le localisé de A, mais ils vérifient la condition précise ci-dessus. Comme en 1.3,
on déduit alors des (G, M,)- familles ci-dessus une famille produit (r5(v, a; A)) pepin)-

On en déduit une fonction r (v,a A) et on pose r¥ (7, a) = %(7,@;0). Considérons
I’expression i i
> rg(na)JE(ay,w, ).
LeL(r)

Tous les termes sont bien définis puisque M,, = G,, pour a en position générale. Arthur
montre que cette expression a une limite quand a tend vers 1 ([A5] théoreme 5.2). La
modification que l'on a apportée aux définitions n’affecte pas cette propriété. On note
JE (v, w, f) cette limite.

Remarque. La définition est globale : les (G, M)-familles intervenant sont indexées
par des espaces paraboliques définis sur F'. Méme dans le cas ou V' est réduit a une seule
place v, les intégrales orbitales pondérées ci-dessus ne coincident pas en général avec
leurs similaires locales relatives au corps de base F),. La relation entre les deux objets
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est donnée par la formule (1) suivante. La méme remarque s’appliquera aux intégrales
orbitales pondérées w-équivariantes définies au paragraphe suivant.

En utilisant plusieurs fois la formule 1.4(1), on montre que, pour f = Qe fy, On a
I’égalité

(1) J]‘G;I(’)/,w, f) = Z d]\G;[V<M7 EV) H J]\%[i (7v7w7 v,@”,w)'

LVeL(My) veV

Comme dans le cas local, on peut formaliser les définitions ci-dessus et les rendre
indépendantes de tout choix de mesures en définissant J]\G;[('y, f) poury € Doy(M(Fy),w)®
Mes(M(Fy))* et f € C(G(F v))®@Mes(G(Fy)). Signalons que ces intégrales dépendent
tout de méme de la mesure fixée sur A% =

On aura besoin d'une variante de la formule (1). Supposons V' réunion disjointe de
deux sous-ensembles Vi et V. Pour i = 1,2, soient v, € Dyp(M(Fy;),w) @ Mes(M(Fy,))
et f; € C’OO(G( v,)) ® Mes(G(Fy,)). Posons v =7, ® v, et f = f; ® f. Supposons que,
pour tout Q = LU, € F(M), I'intégrale orbitale pondérée JZ\%(";'17 f, 5.,) ne dépende que
de L. On a alors Iégalité

(2) JG 77 Z JL 717 le)JLG’(7§7f2)7

LeL(M)

olt Q est un élément quelconque de P(L) et ott 4% est Iinduite de v, & L(Fy,).

1.10 Systeme de fonctions B

Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Rappelons que dans ce cas,
on supprime le caractere trivial w des notations. Pour une place v de F, on a défini
en [I1] 1.9 la notion de systeme de fonctions B sur G(F,). Pour globaliser cette notion,
on va en donner une définition un peu différente. Fixons une paire de Borel (B*,T™)
de G définie sur F. Notons T* lensemble des v € G tels que ad., conserve cette paire.
Pour 7 € T*, notons X7 (T*) 'ensemble des racines de T* dans g,,. L’ensemble X6 (T*)
est un sous-ensemble de I'ensemble 3 (7*) des racines de T dans g. Pour tout sous-
ensemble ¥/ C N(T™), considérons 'ensemble des € T* tels que X6 (T*) = X', Clest
un sous-ensemble algébrique de T* que lon décompose en composantes connexes. En
faisant varier Y, on obtient une décomposition de T* en réunion disjointe finie de sous-
ensembles algébriques connexes. On note {2 cet ensemble de sous-ensembles algébriques.
Pour Q € Q, on note ¥(Q) ensemble X% (T™) pour un élément quelconque n € Q. Le
groupe de Weyl W agit sur T*. Pour w € W et n € T*, 'élément w définit une bijection
w : NG (T*) — NG (T*). Le groupe de Galois I'y» agit aussi et, pour o € Iy et n € T,
on a aussi une bijection o : X1 (T*) — L% (T*). 1l en résulte que les actions de W et
Ty sur T* permutent les éléments de .

On se donne pour tout §2 € Q une fonction Bq : 3(2) — Qso. On suppose vérifiées
les conditions (1) et (2) suivantes pour tout Q € Q :

(1) pour toute composante irréductible ¥’ du systeme de racines (2), ou bien Bg
est constante sur ', ou bien la fonction 5 ?;(56)) est constante sur X', ou (.,.) est

une forme quadratique définie positive et invariante par le groupe de Weyl sur 1'espace
XHT*) @z R;
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(2) pourw € W, 0 € I'p et B € 3(2), on a les égalités By )(w(B)) = Bo)(o(8)) =
Ba(B).

A ces conditions, on dit que les fonctions Bg forment un ”systeme de fonctions B”
sur G. Fixons un tel systeme. Il convient d’élargir 'ensemble V4., de 1.1 de sorte que

(3) soit v € Val(F) — Vy4m, notons p la caractéristique résiduelle de v ; alors, pour
tout élément 2 € Q) les valeurs de Bg sont premieres a p.

C’est possible puisque ’ensemble € est fini.

Soit 17 € T*(F). 1l existe un unique Q € Q tel que 7 € Q(F). On pose B, = Bq. Plus
généralement, pour un élément semi-simple i € G(F), fixons une paire de Borel (B,T)
de G conservée par ad,. On définit comme ci-dessus le systeme de racines X¢7(T'). On
fixe un élément x € G(F) tel que ad,(B,T) = (B*,T*). Alors ad, identifie X%(T) a
N Cadz(n (T*). En transportant la fonction Byq, () par cet isomorphisme, on obtient une
fonction B, sur ¥ (T), qui ne dépend pas de I'élément z choisi.

Soit v une place de F' et soit n un élément semi-simple de é( ,). Le méme procédé
permet de définir une fonction B, sur le systéme de racines de G,,. La restriction de ces
fonctions aux éléments n € G( U) est un systeme de fonctions B sur G(F,), au sens de
(1] 1.9.

Soient M un espace de Levi de G, V un ensemble fini de places de F et ¥ = (Vo)vev €
M(Fy). Pour v € V, on a défini en [I1] 1.9 des (G, M,,)-familles (r (7, a,, B; N)) pepin)-
En utilisant ces familles dans les constructions du paragraphe précédent, on définit
I'intégale orbitale pondérée J]\Qj[(% B, f). Elle coincide avec J]\Qj[(% f) dans le cas ou
M, =G,.

1.11 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes

Soient M € L(M,) et V un ensemble fini de places de F. Soit ~ € M(Fy). On fixe
encore des mesures de Haar sur G(Fy) et M,(Fy). Pour f € C*(G(Fy)), on définit
I'intégrale orbitale pondérée w-équivariante par la formule de récurrence

IS (vow, f) = Je (v 0, f) — > IE (v, w0, 07())-

LeL (M), L+G

Remarque. Comme souvent, certaines propriétés de ces termes sont supposées connues
pour les données (G',G’,a’) similaires & (G, G, a) telles que dim(Gls,) < dim(Gsc).
Les propriétés utilisées ici est que IAG;I(%W, f) ne dépend que de l'image de f dans
I(G(Fy),w) et que la définition s'étend & f € OO(G’( v)). Grace a ces hypotheses,
les termes [ ]‘L;I(% w, ¢7(f)) sont bien définis pour L # G. La formule (1) ci-dessous, qui se
déduit de la simple formule de définition ci-dessus, ramene la vérification des hypotheses
de récurrence aux propriétés des intégrales analogues locales, pour lesquelles on renvoie

a [ et [V].
Pour f = ®,ev fy, on a I'égalité

(1) []\C:j[<77w7f>: Z d MLV H[L Yoy W, ULU )

iVEE(Mv) veV

Comme en 1.9, on peut formaliser les définitions ci-dessus et en particulier les rendre
indépendantes de tout choix de mesures en définissant I (v, f) pour y € Doy (M (Fy), w)®
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Mes(M(Fy))* et £ € C®(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)), ou f € I(G(Fy),w) ® Mes(G(Fy)).
Ces intégrales dépendent tout de méme de la mesure fixée sur A%

Supposons V = V; L V,. Pour i = 1,2, soient 7; € Doy (M (Fy,),w) ® Mes(M(Fy,))*
et f; € I(G(Fy,),w) ® Mes(G(Fy,)). Posons v = ~, ® 7, et f = f; ® f,. On a la formule
de scindage

2) IS = > dG(Lu L) IR (v (F) 5 )2 (o (F2)70)-

L1,Lo€L(M)

Conformément aux résultats de [V], on peut définir le terme I]\Qj[('y, f) dans le cas ot v
géom,é—équi(M(Fv)7 w)@Mes(M(Fy))* : on le définit par la formule (1). Si
(G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, ou si ’on suppose vérifiée I'hypothese
(Hyp) de [V] 2.5 en toute place archimédienne de V', on peut aussi le définir dans le cas ou
~ appartient & Dy_om(M(Fy),w) ® Mes(M(Fy))*. Les propriétés ci-dessus s’étendent
a tous les cas ou les termes sont définis.

appartient a D

1.12 Une propriété de support
Soient M € E(MO) et V un ensemble fini de places de F' contenant V,.,,.

Lemme. Soit = C Aj; un ensemble compact et soit f € CoF glob(G(FV))‘ Alors il existe

un sous-ensemble compact Cy de M(Fy) tel que, pour tout v € M(Fy) vérifiant les
deux conditions :

- Hyp, () € E,
- []\G*’4<77w7 f) # 07

~ soit conjugué a un élément de Cy par un élément de M(Fy).

Preuve. On choisit une fonction b € C°(Ag) qui vaut 1 sur la projection de = dans
Ag. On a alors l’egahte ¢ w(nhw f) = ¢ w(vw, flbo Hg ) pour tout 7y & M(Fy) tel
que H (fy) € =. Cela nous permet de remplacer f par f(bo Hgs ) En oubliant cela,
on peut supposer f a support compact. On utilise la définition donnee en 1.9. Pour que
¢ (7, w, f) soit non nul, il faut que Jé (7, w, f) soit non nul ou qu’il existe L € L(M)

avec L # G tel que Iﬁ[(% w, ¢ (f)) soit non nul. Dans le premier cas, 7 est conjugué par
un élément de M(Fy) a un élément du support de f et la conclusion s’ensuit. Dans le
deuxieme cas, le lemme 1.7 nous dit que ¢ (f) appartient & I giop(M(Fy),w). Puisque
L =+ G, on peut appliquer le lemme par récurrence, d’ott encore la conclusion. O

1.13 Le cas non ramifié

Soit V' un ensemble fini de places de F. Contrairement a 1’habitude, on suppose
ici V N V,gm = 0. En particulier, les places dans V sont finies. Soit M € E(MO). On se
débarrasse des espaces de mesures en fixant sur G(Fy ) et M(Fy) les mesures canoniques.
On définit une forme linéaire ( Kv) sur Dyeom(M(Fy),w) par

T]%(’Ya f(v) = Jz\%(’)’, 1f(v)
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pour tout v € Dgeom(M (Fv),w). Remarquons que, pour tout espace parabolique @ =
LUg € L(M,) et tout v € V, on a I'égalité (1 )ow = 1zi. Pour ¥ = ®,cy7y,, la formule
de descente 1.8(1) donne donc

rGv.Kv) = Y dS (LI ] s (v KE),

LVEE(MV) veV

ou les derniers facteurs sont les termes locaux définis en [II] 4.1.

1.14 Intégrales orbitales pondérées invariantes et systéemes de
fonctions B

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Fixons un systeme de fonc-

tions B comme en 1.9. Soient M € L(M,), V un ensemble fini de places et v € M (Fy).

De la méme facon que dans le paragraphe 1.10, et modulo des choix de mesures de Haar,

on définit I'intégrale orbitale pondérée invariante Ij\Gd(fy, B, f) pour f € C°(G(Fy)). Elle
vérifie les mémes propriétés qu’en 1.10 et 1.11.

Lemme. Supposons que V' contienne Vg, Soit 7y € M(F), notons vy son image naturelle
dans M (Fy). Alors on a I'égalité

18(4,B, /) =1%(7, f)

pour tout f € C=(G(Fy)).

Preuve. On vérifie que le procédé de limite utilisé pour définir les intégrales orbitales
pondérées s’étend aux intégrales invariantes. On a donc

1901, f) = liman Y rh(v.a)I8(ay, f)

LeL(M)

pour tout f € C=°(G(Fy)), ot a parcourt les éléments de A (Fy) en position générale.
De méme,

IG(7, B, f) = liman Y 75 (7,0, B)IE(av, f).

LeL(M)

Rappelons que, pour a en position générale, I’élément afy est é’—équisingulier donc [ G(afy, B,f)=
Iié(a% f) pour tout L. Rappelons que les termes r (v, a) et rk (v, a, B) sont issus de
(G, M)-familles (rp(7,a;A)) pepiiny €t (rp(7,a, B,A))PGP(M). Deﬁmssons une (G, M)-
famille (c(7, a, B; A))ﬁeP(M) par

cp(v,0, Bi A) =rp(v,0, B; N)rp(y, a3 )~
Pour tout L € £(M), on a la formule de décomposition

];;I(/y’a B) Z C%(Vaaa B)T}%(’Yaa)'

ReL(M),RCL
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D’ou
IG(y, B, f) =limasy Y cf(v,a,B) > ri(v,a)If(av, f).
ReL(M) LeL(R)
En utilisant la formule de descente 1.4(1) et [II] 1.7(12), on voit que pour tout R, la
somme intérieure a une limite quand a tend vers 1. Cette limite est Ig('yR, f), ot v

est la distribution induite & R(Fy/) de Pintégrale orbitale dans M (Fy) associée & . Pour
prouver le lemme, il suffit de prouver la relation

1, siR=M
l " ’ B ) 2 9
imacf; (7, B) = {Q si R#M
pour tout R € E(M) Un tel R étant fixé, on peut remplacer 'espace ambiant G par R.
Cela nous ramene a prouver la relation

(1) lzma_ﬂc (v,a, B) = { (1): Zli%#]]\é[’
Le cas G = M est évident. On suppose désormais M #+ G.

Rappelons la construction de nos (G M )-familles. Ecrivons 4 = un, ou n € M (F)
est semi-simple et u € M, (F) est unipotent. On introduit les ensembles ¥ (Z(M,)°)
et X(Ay;) de racines de Z(Mn)0 dans g, resp. de Ay; dans g. On a une application de
restriction

S(Z(M,)") — B(Ay)
o — Oy

Posons Z = X, (Z(M)°) @z R. On a Ay; C Z. Puisque Z est muni d’une forme quadra-
tique définie positive (cf. 1.3), on a aussi une inclusion d’espaces duaux Ay, C Z*. Fixons
veVetaeX9(Z(M,)P). En [II] 1.4, on a défini un élément de Z, note alors p(a, u).
Sa définition dépend a priori de la place v, notons-le plutot p,(a,u). Soient P € P(M),
a = (ay)vev € Ay (Fv) et A € 1A%, . 1l résulte des définitions que I'on a I'égalité

@ relrem) =T TI e —ate)EO0,

VeV e (Z(My)°);a ;> p0

ou le symbole >p désigne la positivité relative a P.

Fixons une paire de Borel (B, T) de G conservée par ad,, et telle que M soit standard
pour cette paire. Introduisons 1’ensemble X7 (T) des racines de T’ dans g, On a introduit
en [II] 1.8 Pensemble X% (T, B,)) formé des B, (a)'a pour a € X9(T, B,)) (on consideére
ces éléments comme des formes linéaires sur t). On note X%7(Z(M,)°, B) I'ensemble des
restrictions a 3(M,) d’éléments de X% (T, B,). Fixons v € V et o/ € X (Z(M,)°, B).
En [II] 1.4, on a défini un élément de Z, noté alors p(a/,u, B), qu'il convient de noter
plutot p,(o/,u, B). Soient P € P(M), a = (ay)vev € Ag(Fy) et A € iA%,. Un élément
o € ¥9(Z(M,)° B) se restreint & a;; en un élément 04\2 =qf,ouq € Q.9 et g €
Y(A;7). On dit que oo >p 0 si et seulement si 3 >p 0. D’autre part, 'élément a étant
supposé proche de 1, on peut écrire a, = exp(H,) pour tout v € V, ou H, € ay(F),)
est proche de 0. On pose o/(a,) = exp(qB(H,)). Il résulte alors des définitions que 'on a
I'égalité

8)  rp(v.a,BiA) =[] 11 /(@) — o (a,) Mo,

VeV o/ ex9n(Z(My)°,B);e > pO
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Notons ¥;,4(Aj;) ensemble des éléments indivisibles de ¥(Ay;). Un élément « in-
tervenant dans (2) se restreint en un élément o,y qui est un multiple entier positif d’un
unique élément f € ¥;,4(A;;). On regroupe les « selon cet élément [ et on obtient une
décomposition en produit

rp(v, @A) = 1T r5(7, a; A).
Bezind(AM)vﬁjﬁ1>P0

Un élément o intervenant dans (3) se restreint en un élément oy qui est un multiple
rationnel positif d’un unique élément 5 € ¥;,4(A ;). On regroupe les o’ selon cet élément
£ et on obtient une décomposition en produit

rp(v,a, By A) = 11 rs(7,a, B; A).

Bezind(AM)vﬁjﬁ1>P0

Fixons 8 € ¥;4(A;7). On peut introduire une coracine g e Ay, normalisée par la
condition < 3, >= 2. Il resulte des constructions de [IT] 1.4 que, si v est un élément de
¥6(Z(M,)°) tel que ay; est un multiple entier de 3, alors, pour tout v € V, la projection
orthogonale de p,(a, u) sur Ay est colinéaire & 3. Il en résulte que

<A, po(e,u) > /2 =< B, py(a,u) >< A, B> /2.

De méme, il résulte des constructions de [I1] 1.8 que, si o est un élément de X%7(Z(M,))°, B)
tel que a;\Z est un multiple rationnel de 3, alors, pour tout v € V, la projection orthogo-

nale de p,(a’,u, B) sur Ay est colinéaire & (. Il en résulte que
<A, py(o/,u, B) > /2 =< B, p(a/,u,B) >< A\, > /2.

Définissons une fonction cz(7, a, B; x) d'une variable réelle x par 1'égalité

4 cs(r.a.Bsz) =] 11 o/ (a,) — o (a,) 7P @B

veV \ o/exnCn (Z(Mn)O,B);a'MEQ>06

H ‘Oé(av) — a(av)*1|;ix<5,pu(a,u)>/4
@€ (Z(My)°);a €208

On obtient alors 1’égalité
co(v,a, B; =i < N, B >) = r5(v, 0, B; N)rg(y, a; A)
D’ou I’égalité
cp(v,a, BiA) = H cs(v,a, By —i <A, B >).
Bezind(AN1)76>P0

Cela montre que la famille (cp(7, a, B; A)) pep(ary est de la forme particuliere étudiée par
Arthur en [A6]. Le lemme 7.1 de cette référence calcule explicitement c]\%(fy, a, B) : c’est
une combinaison linéaire de produits des dérivées (v, a, B; x) des fonctions cg(7, a, B; x)
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évaluées en x = 0. Pour prouver (1), il suffit de fixer 5 € ¥;,4(Ay;) et de prouver la
relation
lima—1¢5(7, a, B;0) = 0.

Fixons 3 et considérons la formule (4). Notons Em "(Z(M,,)°) I'ensemble des éléments in-
divisibles de X7 (Z(M,,)°). Pour ajng € Emd(Z(Mn) ), définissons une fonction ¢, (v, a, B; z)
par une formule analogue a (4), ou on se restreint aux « qui sont multiples entiers po-
sitifs de ;g et aux o qui sont multiples rationnels positifs de a;,q. On obtient une
décomposition

cs(v,a,B;x) = H Cayry (750, B ).

azndezznd(Z(Mn)o)7aind,M€Z>06
I1 nous suffit de fixer a;,q € Zm "(Z(M,)") et de prouver la relation
limg_1¢,, (7v,a,B;0)=0.

Fixons donc un élément de Emd(Z (M,))°). Pour la commodité de I'écriture, notons-le
simplement «. On a vu en [II] 1.8 que I’ensemble Em "(Z(M,,)°, B) possédait beaucoup des
propriétés des systemes de racines. En particulier, 'ensemble des o’ € EiGn”Zi(Z (M,)°, B)
qui sont des multiples rationnels positifs de a possede un unique élément minimal, notons-
le simplement «'. Les autres éléments de cet ensemble sont des multiples entiers positifs
de o/. Posons alors

(5)  Xalr,a) =) logl(la(a,)" = ala,) "k, )po(na,u),

veV n>1

6)  Xalr.a,B) =3 loglla’ ()" = o/(a) "ln)pu(ne’ v, B),

veV n>1

oll, par convention, les termes p,(na,u) et p,(na’,u, B) sont nuls si na & $6(Z(M,)°),
resp. na’ & X9 (Z(M,)°, B). On calcule

1
C:x(’Y’a“?B; 0) = Z < 67on’(77aaB) - on('%a) >,
ou [ est 'unique élément de 3;,4(Ay;) tel que oy soit un multiple entier positif de . 11
nous suffit de prouver I'égalité

(7) limg_1(Xa(y,a) — Xo (7, a, B)) = 0.

On a besoin de deux résultats préliminaires. D’abord

(8) pour tout n > 1, les termes p,(na, u) et p,(na’, u, B) sont indépendants de v € V.

Preuve. C'est clair si na € X%(Z(M,)°), resp. no/ ¢ X (Z(M,)°, B). Soit n >
2, supposons que na € X%(Z(M,)?). Soit v € V. Notre terme p,(na,u) dépend du
groupe ambiant G, notons-le ici pf" (na,w). On a introduit en [II] 1.4 un sous-groupe
Gpna de G,. On a égalité P (no,u) = pyme (na, u). L'hypothese n > 2 implique
que dim(Gynasc) < dim(G,). En raisonnant par récurrence sur cette dimension, on
Gy

(

peut supposer que py
raisonnement vaut pour pf "(na',u, B), en utilisant le groupe G, o de [II] 1.8 (ce n’est

o e . R
na, u) est indépendant de v. Donc py" (na, u) aussi. Le méme
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plus un sous-groupe de G, mais peu importe). L’assertion étant démontrée pour n > 2,
il nous suffit pour conclure de prouver que les sommes

va(na,u) et Zpy(no/,u, B)

n>1 n>1

sont indépendantes de v. D’apres [II] 1.8(6), ces deux sommes sont égales. D’apres la
définition de [II] 1.4, elles valent le terme p"(c,u)c défini primitivement par Arthur
en [A5] paragraphe 3. Rappelons brievement sa définition. Fixons une extension finie F
de F, sur laquelle G, est déployée. A o est associé un Levi M, , de G, qui contient
strictement M, et qui est minimal parmi les Levi vérifiant cette propriété. Le terme
Pt (e, u)d relatif au groupe ambiant G, est égal & celui relatif & M, . On ne perd rien
a supposer G, = M, . Fixons P = M,Up € P(M,), notons P = M, Up le parabolique
opposé et notons U l'orbite de w pour la conjugaison par M,. Fixons un poids w de
Apg, qui est dominant pour P, fixons une représentation algébrique irréductible A, de
G, dans un espace V,,, de plus haut poids w. Fixons un vecteur extrémal ¢, € V,, de
poids w. Pour a € Ay, en position générale et pour m = nv € UUp, avec n € U et
v € Up, introduisons P'élément v(a,7) € Up tel que ar = v(a, ) tanv(a,n). On pose
o(a,m) = A,(v(a, )" )d,. Arthur montre en [A4] page 238 que ¢ est une application
rationnelle sur Ay, x UUp, a valeurs dans V,,, et qu’il existe un unique entier k € Z tel
que la fonction
fe(a,m)
soit réguliere et non nulle sur {1} x UUp. Une coracine & étant fixée, p/\"(c,u) est
I'unique réel tel que k = w(d)pA™ (v, u). Fixons une extension finie F' de F telle que
G, soit déployé sur F'. La construction ci-dessus étant de nature algébrique, on peut la
refaire sur le corps de base F’. On obtient un nombre réel pA™(a, u) indépendant de la
place v et il est clair que p"* (o, u) = p™ (v, u) pour tout v. Cela prouve (8).
Supprimons désormais les mdlces v des termes p,(na,u) et p,(na’,u, B). Comme on

I'a dit dans la preuve ci-dessus, il résulte de [II] 1.8(6) que

9) Z p(na,u) = Z p(na’,u, B).

n>1 n>1

(a,m) = (a(a) — a(a)

Soit 8 € L9 (T) telle que o soit la restriction de B,(8)~'8 a Z(M,)°. Posons b =

B,(B) et soit m > 1 tel que la restriction de 3 soit ma. Alors o' = . L’élément a
étant supposé proche de 1, on écrit a, = exp(H,) pour tout v € V, ou H, € ay(F,)
est proche de 0. Pour n > 1, on a o/(a,)" = exp("* < a,H, >). Donc I'expression

log(|a/(ay)™ — o/ (ay) " k,) — log(|a(a,) — a(ay) k) — log(|%2]F,) tend vers 0 quand a
tend vers 1. Posons

Yo (v,a,B) = (Zlog (|alay) — alay) ™ |g,) anoz,% )

veV n>1

+ <Zp(no/7% ) > log(15-1) ) :

n>1 veV

En se reportant a l'expression (6), on voit que X,/ (7v,a, B) — Yo (7, a, B) tend vers 0
quand a tend vers 1. On a supposé que V contenait V,.,,,,. Donc b est une unité en toute
place v € Val(F) — V. Le méme calcul que dans la preuve du lemme [II] 1.9 montre que
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les seuls premiers pouvant diviser les nombres n et m intervenant ci-dessus sont 2, 3 et
5. Ces nombres sont donc eux-aussi des unités hors de V. La formule du produit entraine

alors
Zlog |—|Fv 0

veV

La définition de Y,/ (7, a, B) se simplifie en

(v,a,B) Zlog (|o(ay) — a(ay) ™t g,) Zp(no/,%B

veV n>1

Un calcul analogue vaut pour X, (v, B). Si on pose

a) =Y _log(la(a,) = a(a,) ") Y plna,7),
veV n>1
on a limg_1(Xa(y,a) — Ya(y,a)) = 0. Mais (9) entraine que Y, (v, a) = Yo (7, a, B). On
en déduit la relation (7), ce qui acheve la preuve. [J

1.15 Variante avec caractere central

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On suppose donnée une
extension
1—-Ci—>G —-G—1

ou (] est un tore induit central, et une extension compatible G1 — G, encore A torsion
intérieure. On fixe un caractere A; de C1(Ap), automorphe c’est-a-dire trivial sur Cy(F).
Notons V1 yqm (ou plus précisément me(él, A1)) le plus petit ensemble de places de F
contenant Vya,,(G1) et tel que Ay, soit non ramifié pour v ¢ Vj ram-

On doit fixer pour tout v € V) ;.4 un sous-espace hyperspécial K, v de Gl( v), soumis
aux conditions de 1.1. On suppose que Klv se projette sur K,. Le groupe K¢, ,
C1(F,) N Ky, est le plus grand sous-groupe compact de Cy(F,).

Pour toute place v, on a défini en [I] 2.4 'espace c)\l(Gl< v)). Pour v € Vi 14, on
note 1z 5 lunlque élément de cet espace a support dans C;(F, )Klv qui vaut 1 sur
Kin. On note (GI(AF)) le produit tensoriel restreint des Cg5 (G1(F,)) relativement
a ces éléments 1 Kiwn- Pour un ensemble fini V' de places de I, on définit

250 (GLEFV)) = @uev O3, (G (F)).

Dualement, on définit de méme I'espace Dyeom.a, (G1(Fy)) et ses sous-espaces Doy, (G1(Fy))
etc... Les constructions des paragraphes précédents s’étendent a cette situation. En parti-

culier, soit M € £(My). Notons M; son image réciproque dans Gy. On a 'égalité .A](\’jjl =
A% et on munit le premier espace de la mesure pour laquelle cette égalité préserve les
mesures. Pour ¥ € Doz, (M1 (Fy))@Mes(M(Fy))*etf € é’jl(Gl(Fv))@Mes(G(FV)),
on définit I'intégrale orbitale pondérée JJ\G411 s, (7 ) et son avatar invariant I ! (’7, f).

Supposons que V N V,gm = 0. On définit une forme linéaire G (., K 17‘/) sur

- Mi,M1
Dyéom ., (M1(Fy)) par

MO Kiy) = T8, 1z, 5,)-
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Elle vérifie une formule de descente analogue a celle de 1.13.
Considérons d’autres données

15 Cy =Gy —G—=1, Gy— G, A\

et des sous-espaces hyperspéciaux KQU de Gg( v) pour v & Va4, vérifiant les mémes
hypotheses On note G5 le prodult fibré de G et G5 au-dessus de G et G12 le produit
fibré de G1 et Gg au-dessus de G. On suppose donné un caractere automorphe A5 de
G12(Ar) tel que la restriction de A\jp & C1(Ap) x Co(Ap) soit A\; x Ayt Notons Vigram
le plus petit ensemble de places de F' contenant Vi ,4m €t Va,em et tel que Ao soit non
ramifié¢ hors de Vig ram.

Pour un ensemble fini V' de places de F', notons A5y la restriction de Ajp & Gia(Fy).
Fixons une fonction 5\127‘/ sur élz(Fv) telle que

1) Apyv(zvw) = Mav(ev) ey (w)
pour 2y € Gia(Fy) et vy € Gio(Fy). On définit un isomorphisme

C3(Gi(Fy)) = C%,(Ga(Fy))
fi = f2
par la formule .
fo(72) = A2(m1,72) ()
pour tous (71,72) € Gi2(Fy ). Cet isomorphisme se dualise en un isomorphisme

Dyeompi (G1(Fy)) = Dycomr, (Go(Fy)).

On vérifie que les intégrales orbitales pondérées et leurs avatars invariants se recollent
selon ces isomorphismes. CVest-a-dire, soit M & E(Mo) et soient, pour ¢ = 1,2, 7, €
Doy n,(Mi(Fy)) @ Mes(M(Fy))* et f; € f‘i\l(é,(Fv)) ® Mes(G(Fy)). Supposons que,
par les isomorphismes précédents, 7y, et 7, se correspondent, ainsi que f; et f5. Alors on
a I'égalité i

JE (k) = T2 (Yo ).

Si V' contient Vig,qm, il y a une fonction )\12V canonique construite de la fagon
suivante. Pour v & Vlg ram, on définit une fonction )\12 v Sur Glz( ») par les conditions :

- )\12v vaut 1 sur G12< ») N (Klv X K2 ) )

- pour x € G1o(F,) et v € G’12( v); )\12,1)(3:7) = A2 () A2, (7).

On définit une fonction Ajy sur G(Ag) par les conditions :

- A1z vaut 1 sur G(F); ) . 3

- pour € Giz(Ap) et v € Gia(Ap), Mia(27) = Aa(z)A12(7)-

Il existe alors une unique fonction Aoy sur Gy2(Fy ) de sorte que, pour v = vy HU¢V Yy €
C~¥12(AF), on ait ’égalité

A2(7) = A2 v (w) H A12,0(Y)-
vV

Evidemment, elle vérifie (1).

Si VN Vigram =0, il y a aussi une fonction )\12 R% Canomque le produit des 5\1271) cl-
dessus pour v € V. Les formes linéaires 7! (., Kiy) et 'r’M% /\2(., K, ) se correspondent

M,
par lisomorphisme

Dgéom,)\l (Ml(FV)) = Dgéom,)\g(MQ(FV))
déduit de cette fonction 5\127‘/.



1.16 K-espaces

On utilise dans ce paragraphe les notations usuelles pour divers ensembles de cohomo-
logie : HY(F;G), HY(F,;G), H'(Ap; Q) etc... Par exemple H'(F;G) = HY(T'p; G(F)).
On renvoie a [Lab] pour des définitions completes.

On rappelle que l'on note 7 : Gs¢ — G la projection naturelle ainsi que les applica-
tions qui s’en déduisent fonctoriellement. Ainsi, on a une application 7 : H'(F;Gsc) —
HY(F,G). D’autre part, pour r € é’(F ), Papplication ad, définit naturellement un au-
tomorphisme de H'(F;G) qui ne dépend pas de 7. On le note 6. On note Valg(F)
I’ensemble des places réelles de F.

Lemme. L’application naturelle

m(H'(F;Gse)) NH(F;G) — ] =(H'(F;Gse))nH'(F,;G)’

veValp (F)

est bijective.

Peuve. On commence par prouver que I'application

(1) #(H'(F;Gsc)) = ][] =(H'(F,;Gsc))

veValr(F)

est bijective. La surjectivité résulte de celle de I’application

Hl(F;GSC)—) H Hl(Fv;GSC)a

veValr(F)

cf. [Lab] théoreme 1.6.9. Soient p,p’ € H'(F;Gsc) tels que w(p) et 7(p’) aient méme
image par lapplication (1). Alors 7(p) et m(p/) ont méme image dans H'(Ar; G) (les
images aux places non réelles sont triviales). Parce qu'ils proviennent de Gg¢, les éléments
7(p) et w(p') ont aussi une image nulle dans HY, (F; G), cf. [Lab] 1.6 pour la définition
de ce groupe. D’apres le théoreme 1.6.10 de [Lab], ces deux propriétés entrainent 7 (p) =
7(p'). D’ou l'injectivité de (1).

I1 est immédiat que I'application (1) est équivariante pour les actions naturelles de 6.
La bijectivité de (1) entraine donc celle de 'application obtenue en remplacant les espaces
de départ et d’arrivée par leurs sous-espaces d’invariants par 6. Cette application n’est
autre que celle de I'énoncé. [

On devra a diverses occasions travailler non pas avec les données (G, G, a) de 1.1,
mais avec une collection finie de telles données, que 1'on appellera un K-espace. On
a défini (apres Arthur) cette notion en [I] 1.11 dans le cas local. La définition s’étend
au cas global. Rappelons-la. On considére une famille finie (G,, é’p)pen ou, pour tout
p, G) est un groupe réductif connexe défini sur F et é’p est un espace tordu sur G,.
On suppose données des familles (¢pq)pqert, (Dpg)pgen €6 (Vpg)pgen. Pour p,g € 11,
Opg i Gg — Gp et gz~5p7q : éq — ép sont des isomorphismes compatibles définis sur F et
Vi :Tr = G, sc(F) est un cocycle. On suppose les hypotheses (1) a (5) vérifibes pour
tous p,q,r €Il et 0 € I'g :

(1) ¢pgo0(dpq) = ady, (o) €t Gpa00(Ppq) ! = ady, (o) (ce dernier automorphisme
est I'action par conjugaison de V(o) sur G,);

(2) (bp,q o ¢q,r = (bp,r et ¢p,q o (bq,r = (bp,r;
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(3) Vpr(0) = 0p,q(Vr(0))Vpglo);

(4) Gy(F) #0;

(5) la famille (V, ,),en s'envoie bijectivement sur 7(H'(F; Gp sc)) NHYF;G,)°.

Sous ces hypotheses, on définit le K-groupe K G comme la réunion disjointe des G,
pour p € II et le K-espace KG comme la réunion disjointe des G

Comme dans le cas local, les paires de Borel épinglées des dlfferents G, s'identifient
et les G, ont un L-groupe commun, que 1'on note “G. La donnée supplémentaire d'un
élément a € HY(Wp; Z(G))/ker'(Wg; Z(G)) détermine un caractére de chaque G,(Ap),
que l'on note simplement w.

Pour tout p € II, on fixe une paire parabolique (P, g, M, () de G, définie sur F et
minimale. Pour toute place v € Val(F), on fixe une paire parabolique (P, 0, My.,0) de
G, définie sur F), et minimale, de sorte que P, , o C P, et M, ,o C M,,. Soulignons que
ces inclusions peuvent étre strictes : le groupe GG, peut étre plus déployé sur F, que sur
F. 11 se déduit de ces paires des paires d’espaces (ﬁp,o, Mp,o) et (pp,v,o, Mpmﬂ)-

Soit v une place de F finie ou complexe. Alors H'(F,; G, sc) = {1} pour tout p.
Fixons un élément p’ € II. On peut fixer pour tout p € II un élément z, € G, sc(F,)
tel que V,(0) =z, 0(x,) pour tout ¢ € I'p,. Définissons ¢, , = ad,, © ¢y, €t <;~51’D »=
ady, © Gy . Alors Gyt Gp — Gy et qu’ﬂ,, G, — G, sont des isomorphismes définis
sur F,. Quitte a multiplier =, a gauche par un element de Gy sc(F,), on peut supposer
que ¢, o envoie (P, 4,0, Mpv0) sur (Py .0, My o) et que gzgp/,p envoie (ﬁp7v7o,Mp,U,0) sur
(Pp 0.0, My 40). Les différents espaces I(G,(F,),w) sidentifient grace & ces isomorphismes

, & l'espace [(G (F,),w), que Pon peut noter simplement I(G(F,),w). Notons que,
blen que les ¢1/D'7p dépendent du choix des x,, les isomorphismes qui s’en déduisent entre

les espaces 1(G,(F,),w) ne dépendent pas de ce choix.

Puisque les différents espaces ép s’identifient sur F, pour toute place finie, les en-
sembles me(é’p, a) sont les mémes, on les note me(é’, a), ou simplement V. Pour
I'élément p' fixé ci-dessus et pour toute place v € V4, on choisit un espace hyperspécial
Kp » de Gy (F, ») de sorte que les conditions de 1.1 soient vérifiées. Pour p € II, on note
K, , I'image de K o par (¢, )" 1. Alors les fonctions caractéristiques 15 Ry de K v DOUT

p € 11, ont méme image dans I(G(F,),w). On peut noter 15, cette image.

Les choses sont plus compliquées en une place réelle. Soit v une telle place. Pour
p, q € 11, notons V,,, ,, la restriction de V,, , a I', . Disons que p et g sont v-équivalents si
et seulement si 7(V,4.,) est cohomologiquement trivial. On vérifie que c’est une relation
d’équivalence. Fixons un ensemble II, C IT de représentants des classes de v-équivalence.
On voit que la famille (G,.,, Gpy)per,, munie des familles (¢pg)pqerts (Gpg)pqer, €t
(Vpgw)pgen,, définit un K-espace sur F,, au sens de [I] 1.11. Soit p € II. Notons p’
I'unique élément de II, tel que p soit v-équivalent a p’. On peut fixer z, € G, (F, ) tel
que 7(Vy po) = @, '0(zp). Les applications ¢, = ady, o ¢y, et qbp » = admp o Oy p
sont encore des isomorphismes définis sur F,. Quitte a multiplier x, a gauche par un
élément de Gy (F),), on peut supposer que ¢, , envoie (P 0, My v0) Sur (By 0, My 0)
et que gbp/,p envoie (f)pwp, Mp,U,O) sur (f’p ' 0,05 Mp ,0). Décomposons x, en m(x, sc)z,, ol
Tpse € Gpso(F,) et 2, € Z(Gy; F,). Définissons la cochaine V,, : I'p, — G, s¢ par
V(o) = 1,4V p(0)o(z,s) " . Cest un cocycle a valeurs dans Z(G, s¢) et le couple
(Vp, 2,) définit un élément de H'(F,; Z(Gp sc) — Z(Gp)) = Gy .a(F,), que Pon note
h,. On sait que a définit un caractere de ce groupe. On note w(h,) sa valeur en h,. On
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définit un homomorphisme

Ccoo(ép(Fv)) — Ccoo(ép’(Fv))
f > f

par f’ o &;,7p(r) = w(h,) f(r) pour tout 7 € Gp(F,). C’est un isomorphisme qui se quo-
tiente en un isomorphisme de I(G,(F,),w) sur I(Gy(F,),w). On vérifie que ce dernier
isomorphisme ne dépend pas des choix de z,, et ) 4.

Soit V' un ensemble fini de places contenant les places réelles. Grace au lemme ci-
dessus et aux différents isomorphismes que 'on vient de construire, on obtient un iso-

morphisme

penl (Gol(Fy),) = (@rev—van( [(G(E).w)) @ (@revae(e) (Bpen [ (Cp(F).w)) ).

On note I(KG(Fy),w) le membre de gauche. On a évidemment des isomorphismes duaux
pour les espaces de distributions.

Les différents groupes G, étant formes intérieures I'un de 'autre, les espaces de me-
sures de Haar Mes(Gp(F,)) s'identifient pour toute place v a un espace commun que
I'on note Mes(G(F,)). De méme, les espaces 2 s’identifient a un espace commun 2.

Comme dans le cas local, pour un triplet (G, G, a) comme en 1.1, on peut construire un
K-espace dont G soit une composante connexe, cf. [I] 1.11.

1.17 K-espaces de Levi

On poursuit avec les mémes données que dans le paragraphe précédent. Notons
(B*,T*) la paire de Borel commune des groupes G, et A I'ensemble de racines simples
associé. Le groupe I'p et I'automorphisme 6 agissent sur A. Toute paire parabolique
(P,, M) de G, détermine un sous-ensemble AM» C A. Ainsi, aux paires (P, o, M, ) et
(Pyv.0, Myuo), pour v € Val(F), sont associés des sous-ensembles AMro et AMrvo de A,
Ils sont invariants par l’action de 6. L’ensemble AM»0 est invariant par I'action de I'p
et 'ensemble AMrv0 est invariant par I'action de I'g,. Pour une place v réelle, on a vu
que notre K espace déterminait un K-espace sur F, = R. En [I] 3.5, on lui a associé
un sous-ensemble A,,;, C A, qu’il convient de noter A,,;,,. Il est invariant par 6. Le
lemme de cette référence dit que A, C AMre0 pour tout p et que cette inclusion est
une égalité pour au moins un p. La méme construction vaut pour une place complexe ou
non-archimédienne. On réfere pour ce cas a [A 10] lemme 2.1. Pour une telle place, on
définit donc un sous-ensemble A,,;, , C A. Puisque, pour une telle place, les groupes G,
sont tous isomorphes sur F,, on a simplement A,,;,, = AMr20 pour tout p. On vient
de voir que, pour une place v quelconque, il existait p € II tel que A, = AMrvo, Le
lemme du paragraphe précédent renforce ce résultat en échangeant les quantificateurs :

(1) il existe p € IT tel que A,in., = AMre0 pour tout v.

Notons A7, = Uvevai(r) Amin,o €t A le plus petit sous-ensemble de A qui contient
A7 .. et qui est invariant par l’action de I'p. Puisque les actions de I'p et § commutent,
A,in est invariant par 6.

Lemme. On a linclusion A, C AMro pour tout p. Cette inclusion est une égalité
pour p vérifiant (1).
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Preuve. Pour tout p € II et toute place v, on a linclusion AMrv0 c AMro Donc
AMreo contient A! ;. Puisqu’il est invariant par T'r, il contient A,,;,. Fixons p vérifiant
(1), posons G = G,, My = M,y et M,y = M,,o pour tout v. Introduisons une forme
quasi-déployée G* de G et un torseur intérieur ¢ : G — G* de sorte que (B*,T%)
s’identifie a une paire de Borel de G* définie sur F. Puisque A,,;, est invariant par
['p, il existe une paire parabolique (P*, M*) de G*, définie sur F, contenant (B*,T%),
de sorte que A, = AM". Soit v une place de F. Puisque A,,;, est invariant par I'p,
et que AMvwo C A, ., la paire (P*, M*) se transfere en une paire parabolique de G
définie sur F,. Comme on le sait, a la forme intérieure G de G* est associé un élément
k € HY(F;G*%p). Cet élément se localise en un élément x, € H(F,; G%p). La condition
précédente signifie que k, appartient a 'image de l'application H'(F,; M},). D’apres
[Lab] proposition 1.6.12, on a un diagramme commutatif

HY(F;Ghp) — @vevar)H'(FiGap) —  H* (Ap/F3TL — T4)

(2) T LF T LAp T Lab
HYF;M:) — SpevaryH (Fy; MY) — H*(Ap/F;Ty )

Conformément a la convention de [I], on a noté H?>! les groupes de cohomologie que
Labesse note H' et que Kottwitz et Shelstad notent H?. On renvoie & ces auteurs (ou a
3.6 ci-dessous) pour la définition de la cohomologie H*'(Ap/F’;.). On anoté T}, et Ty .
les images réciproques de 7™ dans les revétements simplement connexes G- et Mg, des
groupes dérivés de G* et M™. Posons kp, = @yeva(r)k,- D'apres ce que I'on a dit ci-
dessus, on peut fixer k)" € @pevaryH' (Fy; MY;) tel que ua, (k}1) = Ka,. Montrons
que

(3) tap est injectif.

Le groupe X, (T%) a pour base I'ensemble A de coracines associé a A. Le groupe
X.(Typ« ) a pour base le sous-ensemble AM associé & AM”. On a donc une suite exacte

L= Ty ge = To =T — 1,

ot Ty est un tore tel que X,(71) a pour base 'ensemble A — AM" . Puisque I'p agit sur
A par permutations laissant stable A", les trois tores sont induits. On a le diagramme
commutatif suivant

I = Thypse = T, — T — 1

1 1 \

1 - 7y —= 17 — 1
dont les suites horizontales sont exactes. Il s’en déduit une suite exacte
HY (Ap/F;Ty) = H> (Ap/F; Ty oo = Tig) “8 H* (Ap/F;To, — Thy).

Puisque T} est induit, le premier groupe est nul, ce qui prouve (3).

Puisque k,, provient de r, son image dans H*'(Ap/F;TF — T, est nulle. La
commutativité du diagramme (2) et P'assertion (3) entrainent que I'image de s}’ dans
H>*'(Ap/F; T .. — Tpy) est nulle. Donc k3! provient d’un élément x"° € H'(F; M,).
Notons ' 'image de cet élément dans H'(F; G% ). Les éléments « et ' ont méme image
Kap dans @pevaryH (Fy; G%p). D’apres [Lab] proposition 1.6.12, la fibre au-dessus de
ka, de I'application

Hl(F; GZD) — EBvEVal(F)]¥1(Fv; GZD)
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est isomorphe au noyau ker!(F; Gap) de I'application similaire
H'(F;Gap) — @ve\/al(F)Hl(Fv; Gap).

Or, G 4p étant adjoint, cet ensemble est réduit a {1} ([S] corollaire 5.4). Donc k = K’ et
x provient d’un élément de H'(F : M},;). Cela équivaut & dire que la paire parabolique
(P*, M*) se transfere a G, c’est-a-dire qu'il existe une paire parabolique de G qui est
définie sur F' et qui est conjuguée a 1 ~1(P*, M*). Cela implique AM c AM". Dot le
lemme. [

Notons ITMo le sous-ensemble des p € II tels que AMro = A ... Il est non vide
d’aprés le lemme. Pour p € Il et p’ € 1" fixons un élément x, , € G, tel que adxp,yp o

<;~5p/7p(15p70, Mgo) contienne (Z5p/70, Mp/,o). Le lemme implique 'existence d’un tel élément.

On note K My la famille (M,,0),emmo. C'est un K-espace de Levi de K@, la définition de

cette notion étant similaire a celle du cas local, cf. [I] 3.5. On note £(K M) ’ensemble
des K-espaces de Levi KL = (f/p)penL de K G vérifiant les deux conditions suivantes :

-L,D MpLO pour tout p € I1%;

- ad, , © ¢y p(Ly) = Ly pour tous p € IT¥, p/ € I,

Plus généralement, pour KM = (M,) e € L£(My), on note £(K M) Pensemble des
KL= (L) € LK M) tels que M € T et M, C L, pour tout p € TI™. On définit
de facon similaire les ensembles P(K M) et F(KM).

Dans la suite, on travaillera avec un triplet (G, G, a) comme en 1.1, en n’introduisant
les K-espaces que lorsque cela sera indispensable. Dans ce cas, on supposera fixé un
espace de Levi minimal K M.

2 La partie géométrique de la formule des traces

2.1 La partie géométrique de la formule des traces non inva-
riante

On a défini en 1.1 le noyau G(Ap)' de I'homomorphisme H (contrairement & ce que
suggere la notation, ce groupe dépend de G et pas seulement de G). On a la décomposition

en produit direct G(Ar) = Az x G(Ap)'. On note G(Ap)! 'ensemble des v € G(A)

tels que Hg(y) = 0 (c’est-a-dire (N}’gAF)l = G(Ap)'G(F)). On a encore la décomposition
en produit direct G(Ar) = A x G(Ap)'.

Soit f € C°(G(Ar)). Cest-a-dire que f est combinaison linéaire de fonctions ®yeva(r) fo

ot pour tout v, f, € C°(G(F,)) et, pour presque tout v, f, = 1; . Notons f! sa restric-
tion & G(Ar)'. Définissons une fonction f, sur G(Ay) par f,(ay) = f1(v) pour tous a €

Rlaety e G(Ap)'. Pour un instant, définissons I'espace C°(G/(Ar)) un peu plus gros que
C*(G(Ar)), obtenu en remplagant la composante archimédienne ®@ycv a7 C(G(F))

par C([ ey, ) G(Fo)). Introduisons une fonction ¢ € Cx(G(Ap)) telle que

f(7) = A (1) da

G
pour tout v € G(Ag), olt ¢ est la fonction ¢*(y) = @(ay). Fixons une mesure de Haar

dg sur G(Ap). Posons f = f®dg € C=(G(Ar))® Mes(G(Ar)). Nous notons J&_ (f,w)

géom
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le membre de gauche de ’égalité du théoreme 11.3.2 de [LabW] appliqué a la fonction ¢,
multiplié par [det((1—6)45/4,)"". Dans le cas ott w = 1, c’est aussi le terme qu’Arthur
note Jyeom (f1)-

Rappelons la définition pour mémoire. On renvoie a [LabW] pour les notations, qui
sont d’ailleurs les notations standard. Pour un espace parabolique standard P = MUp,
on définit une fonction Kz(f) sur G(Ap) par

Kolfo)= [ 3 He g

YEP(F)

Soit T' € Ay, assez positif relativement a P,. On pose

Facom(fr9) = Y (=)%Y #5(Hp(Eg) — TVKp(f,€9),

PoPy §eP(F\G(F)

puis

o (fuw) = / KT, (. 9)wlg) dg
A=G(F)\G(AF)

Quand 7" tend vers I'infini dans la chambre positive déterminée par B, cette expression
est asymptote a un polynome en 7. Alors JgGeOm(f ,w) est la valeur de ce polyndéme au
point Ty défini en [LabW] lemme 3.3.3.

On note Gys(F), resp. G(F)qy, Vensemble des éléments semi-simples de G(F), resp.
celui des éléments semi-simples et elliptiques. On note GSS( )/conj, resp. G(F)en/cong,
Pensemble des classes de conjugaison par G(F) dans G(F), resp. G(F)ey.

Remarque. Puisque F est un corps de nombres, les deux définitions possibles de
Pellipticité sont équivalentes. C’est-a-dire que, pour un élément semi-simple v € G(F),
v est elliptique si et seulement s’il vérifie les conditions équivalentes :

(1) il existe un sous-tore tordu maximal T de G défini sur Q et elliptique tel que
v eT(F);

(2) Ag, = Ag.

Soit O € Gys(F)/conj. Pour un espace parabolique standard P, on définit une fonc-
tion Kp ,(f) en restreignant dans la définition ci-dessus la somme sur v € P(F) aux v
dont la partie semi-simple appartient a O. En poursuivant comme ci-dessus, on construit
des termes k5(f, g), J5(f,w), puis Jo(f,w) (ou J§(f,w) §'il est bon de préciser I'espace).
Tous ces termes sont nuls sauf si la classe de conjugaison par G(Ar) engendrée par O
coupe le support de f. Il n’y a qu'un nombre fini de O vérifiant cette condition, en vertu
du lemme suivant. En vue d’une application ultérieure, on énonce celui-ci sous une forme
plus forte qu’il ne nous est nécessaire a présent.

Lemme. Soit V' un ensemble fini de places contenant V,,,,. Soit UV un sous-ensemble
compact de G(FV) Considérons 'ensemble = des classes de conjugaison O par G(F)
d’éléments semi-simples de G(F) telles que la classe de conjugaison Oy par G(Fy) en-
gendrée par O coupe ﬂQUV et, pour tout v ¢ V, la classe de conjugaison par G(F,)
engendrée par O coupe K,. Alors

(i) = est fini;

(ii) il existe un sous-ensemble compact C' C s tel que, pour tout O € Z, Oy ﬂQléUV
soit contenu dans CUy .
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Preuve. Soient O € = et v € O. Les conditions imposées hors de V' et la définition
de HG entrainent que H ,(7) = 0. Soit a € Ay et yy € Uy tels que ayy € Oy. Alors

Hé(a) = HGV (7v) et, puisque UV est compact, a reste dans un compact. Cela prouve

(ii). Quitte a agrandir Uy, on peut donc supposer que, pour O et 7y comme ci-dessus,
la classe de conjugaison de v par G(Fy) coupe Uy. On peut fixer zy E G(Fy) tel que
xv YTy € Uy et, pour tout v € V, un élément z, € G(F,) tel que x, vz, € K,. Mais
S K pour presque tout v. On peut donc supposer z, = 1 pour presque tout v. Les
éléments xy et (%)vev se regroupent alors en un élément 2 € G(Ap) tel que 27"y € U,
ou U = Uy x ([], gv I,). La classe de conjugaison par G(Ar) de v coupe donc U et il
reste & appliquer le lemme 3.7.4 de [LabW]. O

On a
3)  JSm(f,w) = Yo Jolfw).
0eCGss(F)/conj

Notons que tous ces termes sont nuls si w n’est pas trivial sur Z(G; Ar)?.

Cas particulier. Dans le cas ot G = G, K, = K, pour tout v & Vi, et O = {1},
on remplace l'indice O par unip dans les termes définis ci-dessus et on ajoute l'exposant
G. Par exemple J& . (f,w) = J(f, w).

unip

2.2 Le terme unipotent de la formule des traces non invariante

Soient V' un ensemble fini de places contenant V,,,, et O € éss(F )/conj. On a dit en
1.1 que 'on pouvait identifier C°(G/(Fy)) & un sous-espace de C=°(G(Ay)) et identifier
Mes(G(Fy)) & Mes(G(Ag)). Pour fiy € C=(G(Fy)) @ Mes(G(Fy)), le terme Jo(fy, w)
est donc bien défini.

On considere dans ce paragraphe le cas ou G =G, K, = K, pour tout v Z V,um €t ot
O = 1. En [A7] théoreme 8.1, Arthur prouve Uexistence d'une distribution AS, (V,w) €
Doy(G(Fy)) @ Mes(G(Fy))* qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) pour tout fiy € CX(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)), on a l'égalité :

I90AG,, (Vow), fv) = IS, (fr,w) = Y (WM we!

uUNLP unip
MeL(My),M#G

JG(AM (V,w), f);

unip

(2) AY,;,(V,w) est combinaison linéaire d’intégrales orbitales associées & des éléments

unipotents u € G(F'), ou plus exactement aux projections dans G(Fy) de tels éléments;
(3) A% . (V,w) = 0 si w n’est pas trivial sur Z(G, Ap).

un
Supposopns w trivial sur Z(G, Ar). En général, on ne sait pas expliciter la distribution
AS . (V,w). On peut toutefois la calculer dans le cas particulier olt G est un tore. Dans
ce cas, soit fy € C°(G(Fy)) et dgy une mesure sur G(Fy ), qui s’identifie & une mesure
sur G(Ap) par produit avec les mesures canoniques sur G(F,) pour v ¢ V. Posons

fy = fr ® dgy. Alors

I9(AL(V.w), fr) = mes(AcG(F)\G(Ap)) fr (1).

unip

La distribution Afmp(V, w) dépend, comme la partie géométrique de la formule des

traces non-invariante, des choix du Levi minimal M, et des compacts K, pour tout v.
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Rappelons que ceux-ci sont supposés en bonne position relativement a M,. Arthur montre
que A, (V,w) ne dépend pas des K, pour v € V ([A9] proposition 13.2). Notons plus
précisément AS ; (V,w, My, KV) notre distribution. Soit # € G(F)My(Ar), remplagons
M, et les K, par M{j = ad,(M,) et les K| = ad,(K,). Un raisonnement par transport
de structure montre que

4) AL

unip

(Vyw, My, K'V) = w(z")"tAC

unip

(‘/7("-% M07 KV)’

ot 2V est la projection de x dans G(A}.). On peut alors modifier formellement la définition
de la facon suivante. On oublie pour un temps les objets fixés en 1.1. Pour tout v € V/,
soit K, un sous-groupe compact hyperspécial de G(F,). On suppose comme en 1.1 que
K, = G(o,) pour presque tout v. Fixons un Levi minimal M,. On peut choisir 2V =
(z,)vgv € G(AY) de sorte que, pour tout v € V, K/ = ad,,(K,) soit en bonne position
relativement a M. On pose

AG

unip

(V,w, KYV) = w(z")AS

unip

(‘/7 W, M07 K/V)'

On doit prouver

(5) cette définition ne dépend pas des choix de =" et Mj.

Preuve. Montrons d’abord que, pour M, fixé, la définition ne dépend pas de z".
Choisissons y¥ = (y,)vgv € G(AY) tel que, pour tout v ¢ V, K! = ad,, (K,) soit en
bonne position relativement a M. Soit v ¢ V. Notons 0/, et o] les points hyperspéciaux
de I'immeuble de Gap sur F, qui sont fixés respectivement par K/ et K| . Notons S,
I’ensemble des sous-tores de M, définis et déployés sur F),, qui sont maximaux parmi
les sous-tores vérifiant ces conditions. Pour S € S,, notons A(S) 'appartement de 'im-
meuble associé a S. Les deux groupes K| et K/ sont en bonne position relativement a
M,. Cela signifie que 1'on peut fixer des sous-tores S’, S” € S, de sorte que o), appartienne
a Pappartement A(S’) et que 0! appartienne a 'appartement A(S”). Posons g, = y,z, .
On a K| = ad,, (K). Donc o] appartient a A(ady,(S")). Puisque o est hyperspécial, le
fait que o] appartienne a la fois a A(S"”) et a A(ad,,(S’)) entraine que les deux tores
S" et ad,, (S') sont conjugués par un élément de K. Fixons un élément h, € K, tel
que S” = adp,,,(5"). L'ensemble S, forme une seule classe de conjugaison par My (F,).
Fixons donc 7, € My(F,) de sorte que S" = ad,.,(S”). On obtient que h,g,r, appartient
au normalisateur de S” dans G(F,). Comme on le sait, tout élément du groupe de Weyl
de S” a un représentant dans K. Cela entraine que le normalisateur de S” dans G(F})
est contenu dans le produit de K et du centralisateur de S” dans G(F,). Ce dernier
groupe est contenu dans My(F,). On obtient que h,g,r, € K!!My(F,). Puisque h, € K/
et r, € My(F,), on a aussi g, € K//My(F,). Ecrivons donc ¢, = k,m,, avec k, € K|/
et m, € My(F,). Remarquons que K; = ad;-1(K}) = ady1, (K;) = ad,,, (K,). Dans
la relation (4), remplagons KV par K'V et x par un élément m € My(Ap) dont les
composantes hors de V' sont les m,. On obtient I’égalité

AG

unip

(V,w, My, K"V) = w(m") T AY

unip

(‘/7 W, M07 K,V)'

Les égalités y,2,' = g, = k,m, pour tout v € V entrainent w(m") = w(y

L’égalité ci-dessus devient

w(y")Ag

unip

(V,w, My, K'V) = w(z") AC

unip

(V,w, My, K'V).

Cela démontre que notre définition ne dépend pas du choix de z¥. Changeons main-
tenant de Levi M;. Cela signifie qu’on le remplace par ad,(M,) pour un g € G(F).
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D’apres I'indépendance déja prouvée de x¥, on peut remplacer 2V par ¢¥z", ot g est
la projection de g dans G(AY.). La relation a prouver devient

w(zV)AC

unip

(V,w, Mo, K'V) = w(g"z")AG

unip

(V,w, ady(My), adyv (K'V)).
Cela résulte de (4). O

2.3 Les distributions associées a une classe rationnelle semi-
simple

Revenons au cas ot (G, G, a) est quelconque. Soit O € G (F)/conj. Fixons 4 € O et
une paire de Borel épinglée € = (B, T, (E,)aca) (définie sur F) de sorte que 5 conserve
(B,T). Fixons e € Z(G, &) et posons § = ad,. En notant X(T) I'ensemble des racines
de T dans G, on sait définir Na pour tout a € X(T') : c’est la somme des éléments de
I'orbite de «a sous 'action du groupe d’automorphismes engendré par . On peut écrire
4 = te, avec t € T. En fait, on peut fixer une extension finie ' de F telle que t € T'(F).
On a alors (Na)(t) € E* pour tout a. On note S(O) le plus petit ensemble de places de
F' contenant V., et tel que les propriétés suivantes soient vérifiées. Soit w une place de
E au-dessus d’'une place v € S(O). Notons 0 le groupe des unités de F,, et E,, le corps
résiduel. Alors

(1) pour tout av € 3(T'), on a (Na)(t) € 0 ;

(2) pour tous a € X(T), si (Na)(t) # +1, alors la réduction dans E,, de (N«)(t)
n’est pas égale a +1.

On voit que cette définition ne dépend pas des choix auxiliaires, en particulier ne
dépend pas du choix de 4. Soit v € S(O). On a

(3) supposons que la classe de conjugaison par G(F,) engendrée par O coupe K,:
alors ensemble des » € G(F,) tels que 19z € K, forme une unique double classe dans
G+ (F,)\G(F,)/K,; pour un élément x de cet ensemble, le groupe K,z N G+ (F,) est
un sous-groupe compact hyperspécial de G (F}).

Preuve. Il s’agit essentiellement de la proposition 7.1 de [K3], que 'on a reprise dans
le cadre tordu en [W2]. L’hypothese v &€ V., permet d’appliquer les résultats de [W2]
chapitres 4 et 5. En particulier, on décrit G(F,) et K, comme en [W2] 4.4. Notons
simplement v I'image de 7 dans G(Fv) L’hypothese que la classe de conjugaison de ~
coupe K, signifie que 7 est un élément compact dans la terminologie de cette référence.
On peut le décomposer en v = 4,7y, ol 7y est un élément d’ordre fini premier a la
caractéristique résiduelle p et 7, est un élément topologiquement unipotent de G(F,)
qui commute & 7,. Les conditions (1) et (2) ci-dessus entrainent I'égalité G, = G, ,.
Par ailleurs, la p’-composante d'un élément de K, appartenant aussi & K, la condition
= 'yx € K, implique = 'y,,x € K,. Il reste & appliquer les lemmes [W2] 5.6(ii) et 5.4(ii).
O

Soit V' un ensemble fini de places de F' contenant S(QO). On va définir une distribution
AG(V,0,w) € Do(G(Fy),w) @ Mes(G(Fy))*. Elle est nulle sauf si les trois conditions
suivantes sont vérifiées :

(4) w est trivial sur Z(G, Ar)? et sur Z(Gs, Ar) pour 4 € O;

(5) O est formé d’éléments elliptiques

(6) pour tout v € V, la classe de conjugaison par G(F,) engendrée par O coupe K.

Supposons ces conditions vérifiées. On fixe ¥ € O. Pour tout v € V', on fixe z, € G(F,)
tel que x;lf'y:cv € f(v. On pose K, = :UUKvxgl N G4 (F,). Puisque 7 € f(v pour presque
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tout v, on peut supposer z, = 1 pour presque tout v. Alors 1’élément 2" = (@) vgv
appartient & G(AY,) et la famille (K ,),¢v de compacts hyperspéciaux vérifie la condition
de compatibilité globale de 1.1. La distribution Afgip(v, w, K}f ) est bien définie. Fixons
des mesures dgy sur G(Fy) et dhy sur G4 (Fy). Soit fy € C®(G(Fv)), posons f, =
fv ® dgy. Pour y € G(Fy), notons Y fy|q, la fonction h — f(y 'hyy) sur G4 (Fy).
Posons “fyq, = Yfyq, ® dhy. On définit la distribution AG(V, O,w) par la formule
suivante :

(7) 1A%V, 0,w).f) = [Z6(3, F) : G5(F)] w(z")

. G5
/ 195 Ve, KY), Y, )o(0) dy.
Gy (Fv)\G(Fv)

ou dy est la mesure fl,ﬂ—‘; sur G4 (Fyv)\G(Fy). On vérifie que cela ne dépend ni du choix

de 4, ni de celui de I'élément x", ni de celui des mesures. Par contre, la distribution
AG(V,0,w) dépend des K, pour v € V.

Cas particulier : supposons O formée d’éléments elliptiques et fortement réguliers
dans G(F). Alors la formule (7) se simplifie en

I9(AC(V,0,w),fv) = [Za(y, F) : G, (F)]w(z")mes(AcGy (F)\G5 (Ar))

/ Fl y)wly) dy.
G4 (Fy)\G(Fv)

Considérons maintenant un ensemble fini V' de places, contenant V., mais pas
forcément S(O). On fixe un ensemble fini S de places contenant V' et S(QO). Rappe-
lons que, pour tout espace de Levi M, lintersection M (F) N O se décompose en un
nombre fini de classes de conjugaison semi-simples par M (F'). Pour une telle classe O,
on a S(O) € S(O). La distribution AM(S,0,;,w) (relative & KM5) est bien définie.
On peut écrire

8)  AM(S, 05wy = Y k(0w @AM (O w)y,

ot kM (O, w)Y € Dyeom(M(FY),w)@Mes(M(FY))* et AM (O, w)y € Dopp(M(Fy),w)®

Mes(M(Fy))*. On note A (O, w)y € Donp(G(Fy),w) ® Mes(G(Fy))* la distribution
induite de A}(Oy;,w)y a G(Fy). On se rappelle application linéaire r¢ (., K§') définie

Ut Dyeom (M (FY ), w) = Dysom (M (FY),w) ® Mes(M(F§))* en 1.13. On définit la dis-
tribution A%(V, O,w) par la formule

9 A%V, 0,w)= > [WwMwe! >

MeL(Mo) O E€Mss(F)/conj,0 7 CO
Z T]\G}[(k:zM(OM’w)gaKg‘/)AiG(OM’w)V'
Proposition. La distribution AG(V, O, w) vérifie les propriétés suivantes :
(i) pour tout fyy € C*(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)), on a I'égalité :
Jolty,w)= > (W W™ >

MeL(Mo) O EMss(F)/conj, 05, CO
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J]\%(‘AM(‘/? OM7 w)v fV)7

(i) A%(V, O, w) est combinaison linéaire d’intégrales orbitales associées a des éléments
4 (ou plus exactement aux projections dans G(Fy) de tels éléments), ot 7 € G(F) est
un élément dont la partie semi-simple appartient a O ;

(iii) A%(V,0,w) = 0 sauf si, pour tout v ¢ V, la classe de conjugaison par G(F,)
engendrée par O coupe K,;

(iv) A%(V,0,w) = 0 sauf si w est trivial sur Z(G; Ap)? et sur Z(G, Ar) pour € O.

Remarque. L'égalité (i) suffit & caractériser la distribution A%(V, @, w) par récurrence.
Cela prouve en particulier que la définition (9) ne dépend pas de ’ensemble S choisi.

Preuve. On suppose d’abord que V contient S(O) et que AY(V, O, w) est définie par
la formule (7). Les propriétés (ii), (iii) et (iv) sont immédiates d’apres la définition et
'analogue de la propriété (ii) pour la distribution Af,jip(v, w, K X ). L’assertion principale
(i) est & peu pres celle que prouve Arthur dans [A10] théoreme 8.1. La seule différence
avec le résultat d’Arthur est la définition de I’ensemble S(Q). Expliquons ce point. Parmi
les espaces de Levi M € L£(M,) tels que @ N M (F) # (), fixons un élément minimal M.
Au lieu de la condition (6), Arthur impose qu’il existe un élément 4 € ON M, (F) tel que
4 € K, pour tout v € V. Lexistence d'un tel élément défini sur F' ne résulte pas de (6).
Mais on peut modifier tres légerement la preuve d’Arthur pour obtenir notre assertion.
En effet, fixons ¥ € O N M;(F). On a

(10) I'hypothese (6) entraine que, pour tout v ¢ V, la classe de conjugaison par
M, (F,) engendrée par 4 coupe KM

Il y a en tout cas un z € G(F,) tel que 74z € K,. Fixons P, = M,Up, € P(Ml).
Grace a la décomposition d’Iwasawa, on écrit z = muk, avec m € M;(F,), u € Up, (F},),
k € K,. On a encore (mu) "4ymu € K,. Mais (mu)~""ymu = u'y', avec u' € Up, (F,)
et v/ = m~'ym € M,(F,). Parce que K, est en bonne position relativement & M, cela
entraine v/ € KM Dol (10).

Grace & (10), on peut construire zV € M;(AY) tel que (zV) 42" € KMV, Dans la
preuve de [A10], 'élément ' des dernieres lignes de la page 203 appartient alors, non pas
a KY\K"V, mais & K} \2" K". Mais un élément de 2" K" ne contribue pas aux fonctions
v}y de la page 204 parce que ces fonctions sont invariantes a droite par KV et a gauche
par M;(Ar), puisque les Levi R intervenant contiennent M. Ces éléments disparaissent
et la suite de la démonstration d’Arthur s’applique sans changement. Il reste toutefois le
terme w(x") qui n’apparaissait pas dans Arthur simplement parce que celui-ci traitait le
cas w = 1. Cela prouve la proposition dans le cas ou V' contient S(O).

Levons cette hypotheése et définissons A%(V, O, w) par la formule (9). Les propriétés
(ii), (iii) et (iv) sont claires d’apres cette définition et les mémes propriétés de la dis-
tribution A%(S, O,w). 1l faut vérifier (i). Soit f, € C2(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)). Notons
fs € C°(G(Fs))®@Mes(G(Fs)) 'élément auquel f, s'identifie, ¢’est-a-dire fg = fy @1y,
olt le dernier terme est tacitement tensorisé avec la mesure canonique sur G(FY). On
connait le développement (i) pour S :

(11) Jo(fs,w) = Z |WM||WG|—1 Z

ME,C(M()) OMIEMSS(F)/conj,ONICO
JE(AM(S, Oy, w), £5).
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Notons que Jo(fs,w) = Jo(fy, w) par définition. Soient M et O, intervenant ci-dessus.
Pour tout espace Q = LUy € F(M), la fonction <1K}9’)Qw est égale a 1.5, Elle ne
S

dépend donc que de L. En utilisant (8), la relation 1.9(2) et la définition de r< ( KY),
on obtient 'égalité

JGAM(S, 0 w),f) = Y D B (O, w)8 KIS (AH Oy, w)v, ).

i=1,....,n(O ) Lel:(M)

La formule (11) se récrit

(12)  Jolfy,w)= Yo WHIWOT T wl|wE >

LeL(My) MeLL(Mo) Oy €My (F) /cong, @ 5, CO
Z Tf}(k‘ZM(Ol\Zaw)g’f(;‘/)‘]g(AzL(OM’w)VafV)

On peut décomposer la somme en Oy; en une somme sur Op € Ls(F)/conj tel que
Oj C O et une somme sur Oy € My, (F)/conj tel que Oy C Of. La contribution d’un
couple (L, Oj) est alors

> wHwE 2
MeLL(No) Oy €My (F)/cong,0 o, CO;

S B (O, w)Y, KE)IE(AHO 5, W)y fr).

Ceci qui n’est autre que Jg(AL(V, O;,w), fy) par définition de A*(V, Oz, w). Alors la
formule (12) devient I’égalité (i) de I’énoncé. [

Remarque. La méme preuve montre que 1'égalité (9) est vraie pour tous S, V tels
que Vg CV CS.

2.4 Développement de la partie géométrique de la formule des
traces non invariante

Soit f € C®(G(Ap) ® Mes(G(Ap). Si V est un ensemble fini de places assez grand,
on peut écrire £ = fiy @ 1zv, ot fiy € C2(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)) et 14y est tacitement
tensorisé avec la mesure canonique sur G(AY). En vertu de 2.1(3) et de la proposition
2.3(i), on a l'égalité

(1) JnEw)= > WMIWET ST IS AM(V,0,w),f).

MeL(Mo) O€M;;(F)/conj

Le lemme 2.1 et sa preuve montrent que cette somme est finie indépendamment de V.
Cette finitude et les définitions entrainent que, pour f fixé, il existe un ensemble S(f)
tel que, pour V O S(f), les seuls couples (M, ) qui contribuent & la formule vérifient
S(O) c Vet O C M (F)eu. Notons que l'ensemble fini des indices contribuant a la
formule (1) ainsi que ’ensemble S(f) peuvent étre choisis indépendants de f si on se
limite a des fonctions dont le support est contenu dans un compact fixé.
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2.5 Variante avec caractere central

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. On suppose donnée une
extension
1-Ci—-G —-G—1,

une extension compatible G1 — G, ot G4 est & torsion intérieure, et un caractere auto-
morphe \; de C1(Ag). On introduit des données complémentaires comme en 1.15. On a
une suite exacte

0— e, = Ag, = Ag — 0.

On suppose des mesures choisies sur ces espaces de fagcon compatible a cette suite. On
fait de méme quand on remplace G par un espace de Levi M. Notons que cette hypothése
ne serait pas vérifiée si on normalisait les mesures ”a la Tamagawa”, cf. 1.3.

Fixons des mesures dg sur G(Ar) et dec sur C;(Ap). On en déduit une mesure dg; sur
G1(Ar) compatible a la suite exacte

1 — Ci(Ar) = Gi1(Ar) = G(Ap) — 1.

Soit f € C’éﬁl(é’l(AF)). On peut fixer une fonction ¢ € C°(G1(Ap)) telle que
o= [ et de
Ci(Ap)

ot ¢°(y1) = ¢(cy1). On pose

(1) JgG;Zm,Al(f ®dg) = mes(Ac, Cy (F)\C1(Ap)) ™ / Jf;i)m@c@dgl)M(C) de.
C1(F)\C1(AF)

On vérifie en effet, d'une part que la fonction a intégrer est invariante par Ci(F) et a
support compact modulo ce groupe, d’autre part que l'expression ci-dessus ne dépend
que de f et dg et pas des choix de ¢ et de la mesure dc. De méme, elle ne dépend que de
la mesure sur = et pas de celle sur ¢, . Ces vérifications se font en exprimant comme
en 2.1 les diverses expressions comme les valeurs en 7T, d'un polynéome asymptote a des
expressions qui, elles, vérifient évidemment ces propriétés. Remarquons qu’il y a une
surjection naturelle

(2) Gh.ss(F)/conj — Gs(F)/cony.
Pour O € G, (F)/conj, on pose

(8)  JSh(f @ dg) = mes(2Ae, CL(F\Ci(Ar)) ™! /c nrn)

N UG ® dgi)h(e) de,
01€FibG1(0)

olt Fiib% () est la fibre de Dapplication (2) au-dessus de O. De nouveau, ce terme ne
dépend que de f et dg et pas des choix de ¢ et de la mesure dc. .
Pour un ensemble fini V' de places contenant V) ,qm, on peut encore identifier C25 (G1(Fv))®

Mes(G(Fy)) a un sous-espace de C’g’j\l(él(AF)) ® Mes(G(Ar)). Ainsi, JG! (fy) est

géom, A1

défini pour fy, € g";\l(él(Fv)) ® Mes(G(Fy)). De méme, Jg})\l(fv) est défini. Pour O €
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Gs(F)/conj, on va définir une distribution Afll (V,0) € Doy, (G1(Fy)) @ Mes(G(Fy))*
qui vérifie les propriétés suivantes :

(4) pour fyy € O, (G1(Fy)) ® Mes(G(Fy)),
I§H(ASH(V,0), ) = IS, (£v)

- e ) Jé (AR (V.05).8);

MeL(Mo),M#G OMGMSS(F)/conj,(’)MC(’)

(5) Ai1 (V,O) est combinaison linéaire d’intégrales orbitales associées a des éléments

71 (ou plus exactement aux projections dans G1(Fy) de tels éléments), ot , € G4 (F)
se projette en un élément de G (F) dont la partie semi-simple appartient a O ;

(6) Afll(V, O) = 0 sauf si, pour tout v ¢ V, la classe de conjugaison par G(F,)
engendrée par O coupe K.

Comme en 2.2, la propriété (4) caractérise A)\él1 (V, O). Signalons que cette distribution
dépend de KY.

Soit fy € C25, (G1(Fv)) ® Mes(G(Fy)), que 'on écrit fyy = fyr ® dg. On fixe ¢y €

C>(G1(Fy)) de sorte que
fv = / oy de.
Ci(Fv)

On se rappelle que les distributions AGI(V, O1) dépendent du choix de K V. Notons-les
AV, 01, KY). Soit ¢ € C1(Ar), que 'on décompose en ¢ = cyc". Considérons le terme

19 (AG(V, 01,V KY), 65 @ dgy)

pour O; € Fib% (0). Soit ' un sous-ensemble compact de C1(Ap). Le lemme 2.1(ii)
entraine qu’il existe un sous-ensemble fini A de F ibél((’)) tel que, pour tout O; €
FibS (O) — A et tout ¢ € Ae, T, le terme ci-dessus soit nul. Le (i) du méme lemme
montre que, pour O; € A, ce terme est une fonction de ¢ a support compact dans ¢, I
C’est aussi une fonction lisse de c. Les mémes propriétés valent donc pour la somme

> IS (AS(V, 04, " KT, 6% @ dgy).
0,€FibG1(0)

Comme fonction de ¢, celle-ci est invariante par C1(F). En effet, on voit facilement que,
pour £ € Ci(F) et Oy € Fib®1(0), on a I'égalité

(7)  IO(AS(V,€01, 8V EY), 6 @ dgy) = T4 (AP (V, 01,V EY), 65 @ dgy).
L’invariance requise en résulte. En se rappelant que 'on peut choisir I' de sorte que
Ci1(Ap) = C1(F)c, T, on voit que 'intégrale

® S IOAC V00, R 67 © dg)h(e) de
CENCAR) 5 ¢ pat1 (o)

est convergente. On va montrer qu’elle ne dépend pas du choix de ¢y et définit donc une
forme linéaire en fy, qui appartient & Dgeom . (G1(Fv)) @ Mes(G(Fy))*. Tout d’abord une
distribution A9 (V, Oy, c" K}) n’est non nulle que si la condition suivante est vérifiée :
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(9) pour tout v € V, la classe de conjugaison par G(F,) engendrée par O; coupe
o

Par projection dans G(F,) cela entraine que la classe de conjugaison par G(F,) en-
gendrée par O coupe K,. On obtient

(10) l'expression (8) est nulle §'il existe v € V telle que la classe de conjugaison par
G(F,) engendrée par O ne coupe pas K,.

Supposons que, pour tout v € V', la classe de conjugaison par G(F,) engendrée par
O coupe K,. Posons = = C}(F) N (K& Cy(Fy)). On va montrer

(11) I'ensemble des ¢ € C1(Ap) tels qu'il existe O € Fib“ (O) vérifiant (9) est une
unique classe modulo Cy(F)KY Ci(Fy);

(12) pour ¢ dans cette classe, 'ensemble des O; € Fib® (O) vérifiant (9) est une
unique classe sous 'action de = par multiplication.

On démontre d’abord

(13) soient v ¢ me(é’l), v E f(l,v et £ € C1(F,); alors v, est conjugué a un
élément de K 1,0 si et seulement si { € K¢, ,.

Preuve de (13). L’assertion ”si” est évidente. Dans lautre sens, soient v, € f(l,v
et g € G1(F,), supposons &y, = g 'y2g. Ecrivons vy, = kv, avec k € K, et posons
6 = ad,,. Alors £ = g 'k6(g). Notons X*(G;) et X*(C4) les groupes des caractéres
algébriques de Gy et C). Pour y € X*(Gy) ', le caractere continu z — |x(z)|r, de
G1(F,) est trivial sur K7, puisque ce groupe est compact. Il est invariant par Gap(F})
parce que Y l'est. La torsion étant intérieure, 0 est 'automorphisme associé a un élément
de ce groupe Gap(F,). Donc le caractere précédent est invariant par 6. On en déduit
qu’il vaut 1 sur €. On sait que 'application de restriction

X* (G — XH(Cy)

a un conoyau fini. Puisque les caracteres précédents sont a valeurs dans R, on en déduit
que |x(€)|r, = 1 pour tout x € X*(C;)'#v. Cette relation entraine que que ¢ appartient
au sous-groupe compact maximal de C}(F,), qui n’est autre que K¢, ,. Cela prouve (13).

Démontrons (11). I est clair que I'ensemble des ¢ en question est invariant par
Ci(F)KY Cy(Fy). Il est non vide. En effet, fixons une classe O; € Fib% (). L'hypothése
sur O implique que, pour tout v ¢ V', la classe de conjugaison par G;(F;,) engendrée par
O, coupe l'image réciproque de K, dans él(Fv), c’est-a-dire Cl(FU)Ihw. On peut donc
choisir ¢, € C1(F,) tel que cette classe coupe CUIN(LU. Il est clair que 1'on peut choisir
¢, = 1 pour presque tout v. Les ¢, se regroupent alors en un élément ¢ € C1(Ap) qui
vérifie la condition requise. Soient maintenant ¢, ¢ dans I’ensemble en question. On choi-
sit Oy vérifiant (9) et O] vérifiant son analogue pour ¢. Il existe £ € Ci(F) tel que
€0, = O;. Alors O vérifie (9) pour ¢ comme pour &c. L’assertion (13) entraine que
¢ € (£&¢)V K§,. Cela entraine que ¢ € /Cy(F)Ky Ci(Fy). D’ou (11).

Le méme calcul prouve (12) : pour ¢ = ¢, la condition finale devient £V € K ,
c’est-a-dire £ € =.

Fixons un représentant ¢ de la classe définie par (11), que l'on peut choisir dans
C1(AY). Dans la formule (8), on peut remplacer 'intégrale sur C;(F)\C1(Ar) par une
intégrale sur Cy(F)\¢Ci(F)K¢ Cy(Fy). La fonction que I'on integre est invariante par
K(‘J/l' Cela permet, modulo translation par (, de remplacer cette derniere intégrale par
une intégrale sur =y \C(Fy ), ou Zy est la projection de = dans C4(Fy ). L'intégrale (8)
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est donc égale a

/ S IOV, 04, CRY), 6 @ dg)h(Cer) do
=NAEY) 5 cpinti (0)
D’apres (12), 'ensemble des O qui contribuent a cette formule est une unique classe sous
=. Fixons un élément O; de cette classe. L’action de = n’est pas libre en général, il y a

un noyau fini. Notons d le nombre d’éléments de ce noyau. Alors la formule précédente
devient

a ST IO (AG(V, €01, CRY ), 6 @ dgy) M (Cov) dev
Ev\Ci(Fv)

£e=

En utilisant (7), on obtient
a S 19 (A (V, 01, CRY ), 65 @ dgi)h (Cev) dey
EVACLEFV) ¢e=

On a aussi A\(§) = 1 pour tout £ € =y et I'égalité précédente se récrit
P g P

(14) dl/ IGI(AGI(V, 01, C—fq/)a v ®dgi)Ai(Cey) dey
C1(Fv)

= AN (OIS (ACY(V, 01, CKY), fv @ dgy),

oll, dans cette derniere égalité, A1 (V, Ol,Cf(Y ) désigne I'image de cette distribution
dans Do, (G1(Fy)) @ Mes(Gy(Fy))*. Cela démontre que l'intégrale (8) a les pro-
priétés voulues. Par ailleurs, on voit aisément qu’en multipliant cette intégrale par
mes (Ao, C1(F)\Z(Ar))~1, elle ne dépend que de la mesure sur G(Fy ) et pas de celle sur
Ci(Ar). On peut donc définir une distribution A§ (V, O) € Dz, (G1(Fyv))®Mes(G(Fy))*
par I’égalité

(15)  ISY(AS (V.0), fy) = mes(e, CL(F)\Ci(Ar)) ™! /
C1(F)\C1(AF)

S IAS(V, 01, RY), 6 @ dg)A(e) de.
01€FibG1(0)

Elle vérifie la propriété (5). La propriété (6) résulte de (10). Il reste a vérifier (4). On
conserve les termes fi,, fy et ¢y ci-dessus. On complete fiy en f= fir®1 &V et oy en
=0y ® 113}/. On a alors

f= ¢ (c) de

Ci1(AF)

et Dégalité (3). Pour ¢ € C1(Ap) et O) € Fib (O), on peut développer ngl(gbc ® dgy)
selon 1’égalité de la proposition 2.3(i) relative & 'espace hyperspécial ¢ KV. On obtient

Jg,l)\l(fV) —m! Z Z (WM Wt
C1(F)\C1(AF) O1eFibC1(0) MEL(Mo)

> T AV, 04, VBRI, 63 @ dgi)hi(e) de,

OMJEMI,SS (F)/COnj,OMJCOl
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ot m = mes(™U¢c, C1(F)\C1(Ap)). Pour un Levi M fixé, sommer en O, € FibS1(O)
puis en Oy, € My (F)/conj, Oy, C Op revient & sommer en Oy € M (F)/cong,
Oy C O, puis en Oy, € Fib™ (Oy;). On obtient

(16)  JGy, () =m™! ST wMwe 3

CLENCLAF) Mer(Mo) O €Mss(F)/conj,0 5, CO

ST T AV, 04,V EIY), 6 © dgy)hi(e) de.
OMJGFZ'bMIl(OM)
Fixons M € L(M,) et Oy € M, (F)/conj. Il n'est pas difficile de voir en dévissant les

définitions que la définition (15) pour la distribution A% (V,Oy;) s’étend aux intégrales
orbitales pondérées. C’est-a-dire que 'on a

T (AN (V,0p), fv @ dg) = m™
C1(F)\C1(AF)
S TS ANV, 0, EIY), 63 @ dgy)(c) de.
Oy 1EFIbM1(07)

Alors, la relation (16) devient (5).
Avec ces définitions, on obtient la formule

(17) T ®) = > WMWY T8 (ARH(V, Oy, Br).

MeL(My) O €EM;s(F)/conj

Si S est un ensemble fini de places contenant V', on a une formule analogue a 2.2(7).
Plus précisément, pour M € L(M,) et O € My,(F)/conj tel que Oy C O, on peut
écrire

AS 0 = > BLOns @A (O,

o, cette fois, kf‘\%lz((’)]\;[)g € Dyeoman, (My(FY)) @ Mes(M(FY))* et Aﬂl’i((’)]\;[)v €
Dorpa, (M (Fy)) @ Mes(M(Fy))*. On note A)\éll’i(OM)v la distribution induite & Gy (Fy).
On se rappelle la forme linéaire TJ\G;I,/\l(" f(}/s) SUr Dgeomn, (M1 (FY)) @ Mes(M(FY))* de
1.15. On a alors 'égalité

AQWV,0)= > (W |Iwe 3

MeL(Mo) O EMss(F)/conj, 05, CO
el Ml \V Vv é’l 5
E TM7A1(]{:A1,¢(OM)S’Kl,S)AAl,i(OM)V'

Il est utile d’obtenir une expression plus explicite pour la distribution A;\GII(V, 0)

dans le cas ou V contient S(Q), ce que l'on suppose dans ce qui suit. On suppose
aussi que, pour tout v ¢ V, la classe de conjugaison par G (Fy) engendrée par O coupe

K, (sinon, Ail(V, O) est assez explicite d’apres (6)). Fixons 4 € O, fixons une classe
O, € Gy(F) dimage O et 4, € O; d’image 7. On fixe ¢ € Cy(AY) tel que, pour
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tout v ¢ V, la classe de conjugaison par Gi(F),) engendrée par O; coupe CUI?M. On
construit comme en 2.3 un élément ¥ € G(A}) tel que (zV) 42" € KV et on définit
le groupe compact hyperspécial KY = 2V K" (2")™' NG5 (Af) de G5(A%). 1l s’en déduit
un groupe hyperspécial K de G154, (A}), qui n'est autre que zV K{ (zV) ™' NGy 4, (AY).
La distribution A% (V, K g ) est bien définie. Considérons la suite exacte

0— Cl(Fv) — 91,4 (Fv) — g,y(Fv) — 0.

On peut la scinder : le scindage est canonique au-dessus de la partie semi-simple de
g4 (Fv), il suffit de la scinder au-dessus du centre de cette algebre. Notons vy : g+ (Fy) —
91,5, (Fy) un tel scindage, qui est un homomorphisme d’algebres de Lie. Soit Uy un
voisinage invariant de I'unité dans G (Fy ), assez petit pour que 'exponentielle y soit
définie. On définit un plongement iy : Uy — G5, (Fy) de la facon suivante : pour x € Uy,
on écrit x = exp(X) avec X € g;(Fy) et on pose iy (x) = exp(ty(X)). Ce plongement est
équivariant pour I'action par conjugaison de G (Fy ). Il est canonique sur I'intersection
de Uy avec la partie semi-simple de G (Fv), a fortiori sur les éléments unipotents. On
fixe des mesures dgy sur G(Fy) et dhy sur G4 (Fy). Soit fy € Cg&l(él(ﬂ/)), posons
fy = fv ®dgy. Pour y € G(Fy), notons ¥ fy|q, un élément de C°(G5(Fy)) qui coincide
sur Uy avec la fonction z — fy (y iy (x)¥1y). Posons “fria, = yfV‘Gﬁ ® dhy,. On définit

une distribution A)\éll(V, O) € Dopr, (G1(Fy),w) ® Mes(G(Fy))* par les formules :
- Agll (V, O) =0si O gZ é(F)e”;
- sl O C G(F)ella

I$(A (V.0).8) = [Za(3 F) s Gy () n(c) [ 194(A%3, (V, KV, "6, dy
G4 (Fyv)\G(Fv)

ou la mesure dy est déduite des mesures dgy et dhy .
Alors i i
(18) on a I'égalité AT (V,0) = AT (V,0).

Preuve. La formule (14) donne
(19)  IP(AS(V,0), ) = m™'d M (I (AT (V, 0y, CKY), fyr ® dgy).

Rappelons que d est le nombre d’éléments du noyau de action de Cy(F) sur Fib% (0).
On vérifie que
d=[Zc(v, F): G(P)[Ze, (11, F)  Gray (1))

On a S(O,) = S(O) par définition. La distribution A% (V,, Oy, CKY) est définie par
la formule (7) de 2.3. En particulier, elle est nulle si O; n’est pas elliptique, ce qui
équivaut a ce que O ne le soit pas. Supposons O elliptique. On fixe sur Gy 4, (Fv) la
mesure dh; y déduite des mesures dhy sur G (Fy) et dz sur C(Ap) (cette derniere étant
identifiée comme toujours a une mesure sur C;(Fy)). Notons que G4, (Fy)\G1(Fy) =
G4(Fyv)\G(Fv) et que la mesure sur ce quotient déduite de dg;, et dhyy coincide avec
celle déduite de dgy et dhy. Notons aussi que le terme [Zg, (91, F) : G145, (F)] intervenant
dans d va compenser le facteur intervenant dans 2.3(7). La conjonction de la formule (19)
ci-dessus et de 2.3(7) donne

I§1(AS(V,0).fv) = m ™ [Za(3, F) : G5(F)] " M (C)
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/ IO (AG VLKD), Fuje, , © dhuy) dy.
G5 (Fv)\G(Fy)

Pour démontrer (18), il suffit de prouver que, pour tout y, on a 1'égalité

M= IO (AL (V. KY). gy, @ dhuy) = 19(AS, (V. KD, Yy, © diy).
Remarquons que la fonction ¥ fV|G7 coincide dans Uy avec Y fV|Gm1 o1y. L’égalité a
prouver résulte alors de (17) ci-dessous. [

On va simplement reformuler cette égalité sous une forme plus générale. On considere
Ch, Gy et G comme précédemment, en oubliant G et G5. On fixe comme plus haut des
compacts qui se correspondent K7 ,, et K, pour v & V.4, (G1) et des mesures dg, dc et dg;.
Soit V' un ensemble fini de places contenant V,,,,,(G1). Notons G ynip(Fv) €t Gunip(Fv)
les ensembles d’éléments unipotents de G1(Fy) et G(Fy). La projection Gy ynip(Fy) —
Gunip(Fv) est un isomorphisme. Notons iy son inverse. Soit fiy € CX(G1(Fv)) et
fv € CX(G(Fy)). On suppose que fy = fiv 0 iy sur Gunip(Fy). Alors on a I'égalité

(20)  mes(Ae, Cr(FN\CL(AR) (AL, (V). fy®dgiy) = I9(AG,,(V), fv@dgy),

ou les distributions unipotentes sont relatives aux compacts fixés.

Preuve. Fixons un ensemble Uy, de représentants des classes de conjugaison par G(Fy)
dans l'ensemble des éléments unipotents de ce groupe. Son image iy (Uy ) dans Gy (Fy)
est un ensemble analogue pour G (Fy ). Pour tout u € Uy, fixons une mesure sur G, (Fy ),
dont on déduit une mesure sur Guv(u)(FV). Le membre de gauche ci-dessus est combi-
naison linéaire de termes

—1-
/ fiv(zy iy (u)zy) day
G1iy () (FVv\G1(FV)
pour u € Uy, ou la mesure dx; sur le quotient se déduit des mesures sur les deux groupes,
tandis que celui de droite est combinaison linéaire de termes analogues

/ fv(z tuz) dz.
Gu(Fyv)\G(Fv)

De la définition de fy se déduit que les deux intégrales ci-dessus sont égales. L’assertion
(20) revient a dire que les coefficients des deux combinaisons linéaires sont égaux. On
déduit aisément de cela que, pour un Levi M # G, si 'on suppose par récurrence (20)
vrai pour M, cette assertion se généralise aux intégrales orbitales pondérées, c’est-a-dire
que l'on a ’égalité

mes(Ae, CL(F)\C1(Ap)) 5 (AL (V), fiy @ dgry) = J5i (AL, (V), fr @ dgy).

unip

En vertu de 2.2(1), I'égalité (20) résulte par récurrence de ’égalité que I'on prouvera
ci-dessous

(21)  mes(Ae, CLIFNCLAR) ™ Tk, (fv @ dgi) = Ji,,(fv @ dg).

Soit v € V. Alors 1k, , et 1k, se correspondant comme fy et fiy, c’est-a-dire que leurs
restrictions aux ensembles d'unipotents Gy ynip(Fy) €t Gunip(Fy) se correspondent par la
projection bijective du premier ensemble sur le second. En effet, pour g1 € G1(F,), ¢1
appartient a K, si et seulement s’il vérifie les deux conditions suivantes :
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- sa projection g dans G(F,,) appartient a K,

- pour tout x € X*(G1)'# (cf. preuve de (13)), on a |x(g1)|r, = 1.

La deuxieme condition étant toujours réalisée pour g; unipotent, ’assertion s’ensuit.
Notons f1 = fiv ® 1gy, f = fy ® 1gv. Alors les restrictions des fonctions f; et f aux
éléments unipotents de G1(Ar) et G(Ap) s’identifient encore. On voit alors que, pour
tout g1 € G1(Ar), on a I'égalité

Kol (fr, 1) = kot (f, 9),

ou g est la projection de g;. On construit Jgjl-’pT(fl), resp. Jg;z;,(f), en intégrant cette
fonction sur Aq, G1(F)\G1(AFr), resp. AcG(F)\G(AFr). Ces intégrales sont égales, au
rapport des mesures pres, et ce rapport est bien stur mes(¢c, C1(F)\C1(Ar)). En prenant
ensuite la valeur de ces termes au point 7' = Ty, on obtient (17). Cela acheve les preuves

de (21) et (19).

2.6 Variante avec caractere central, suite

On continue avec les mémes données que dans le paragraphe précédent. On se donne
d’autres données ) 3
120, -Gy, —-G—1, Gy —> G

Ao vérifiant les mémes hypotheses, munies de données complémentaires comme en 1.15.
On suppose donné un caractére automorphe A\ de G12(Ar) tel que la restriction de Ao
a O1(Ar) x Cy(Ap) soit A x A\;*. Soit V un ensemble fini de places de F' contenant
Vi2.ram- On a construit en 1.15 une fonction canonique 5\127‘/ sur é12(Fv), dont on déduit
un isomorphisme

Dycomi (GL(Fv)) @ Mes(G(Fy))" = Dyeompy (G2(Fy)) ® Mes(G(Fy))*
qui se restreint en un isomorphisme

Dorpa (G1(Fv)) @ Mes(G(Fy))* = Dopry (Go(Fy)) @ Mes(G(Fy))*.

Lemme. Pour tout O € Gy (F)/conj, les distributions A/\GII(V, O) et A%(V, 0) se
correspondent par cet isomorphisme.

Preuve. Considérons d’abord la situation du paragraphe précédent dans le cas par-
ticulier ott A; = 1. Alors C25 (G1(Ap)) s’identifie & C°(G(Ap)). Pour un élément f

de cet espace et une mesure dg sur G(Ap), on a défini deux termes géélgmm( [ ® dyg)

et JgGéOm( f ® dg). Le premier en 2.3 en considérant f comme un élément du premier
espace, le second en 2.1 en considérant f comme un élément du second espace. En
dévissant les définitions, on vérifie que ces deux termes sont égaux. Plus finement, pour
O € G4(F)/conj, les deux termes Jg,l)\l(f ®dg) et J§(f ®dg) définis en 2.3 et 2.1 sont
égaux.

D’autre part, soit f € C®°(G(Ap)) et A un caractére automorphe de G(Ay). On
en déduit comme en 1.15 une fonction \ sur G(Ap) qui vaut 1 sur G(F). On vérifie
immédiatement que 'on a I'égalité

TG (fN) @ dg) = JC,..(f ® dg).
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Plus finement, pour tout @ € Gy (F)/conj, on a I'égalité

JS((fN) @ dg) = J§(f © dg).

Revenons maintenant a 1’énoncé et fixons des mesures sur tous nos groupes. En
considérant la relation 2.3(4), on voit que, par récurrence, il nous suffit de prouver que,
pour fy € C¢ )\I(GI(FV)) et fo € C¢ )\Q(GQ(FV)) se correspondant par l'isomorphisme
ci-dessus, on a l’égalité

Jgh, (frv @ dg) = JG3, (fav ® dg).

Posons f; = fiy ® 1zv ,, pour ¢ = 1,2. En vertu des définitions, ces fonctions se corres-
pondent par la relation

F(92) = Aa(m,72) fr(n)
pour tous (7y1,72) € élQ(AF). Et la relation a prouver est

‘]g,lh(fl ®dg) = Jg?,\g(fz ® dg).
On s’est ainsi débarrassé de ’ensemble V. Introduisons une fonction ¢, € Cé’o(él (Ap))
telle que
fl = / gb‘f)\l(c) dc
Ci(Ar)

On peut considérer ¢; comme une fonction sur élz(AF), invariante par le sous-groupe
Cy(Ap). En la considérant ainsi, on peut introduire une fonction ¢12 € C°(G12(ArR))

telle que
b1 = / 12 de.
Co(Ap)

Notons ¢ le produit de ¢ et de la fonction 5\12 sur Gyo (Ap). Définissons une fonction
¢o invariante par Cy(Ap) par
b= [ e
C1(Ap)

On peut la considérer comme un élément de C®°(Ga(Ap)). On vérifie quon a alors

Pégalité
fo— / 5ha(c) de
Ca(AR)

Utilisons la formule 2.3(3) :
I (o dg) = my* SIS 68 @ dg)(er) des,
Cr(F)\C1(AF)

oumy = mes(Ac, C1(F)\C1(AFr)) et ou la somme porte sur les O; au-dessus de O. Pour
chaque Oq, on utilise la premiere remarque ci-dessus. Elle entraine que, pour tout ¢;, on
a I'égalité

JSH(¢T @ dgy) = m2_1/ ((9;1122 157 @ dgi2) dey,
(FN\C2(AF) 0,
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ou la signification de my est claire et ou la somme porte sur les Oy, € (2’12753(F )/conj
au-dessus de ;. On obtient

Jo Al(fl ®dg) = my 'my" Z JGI (915 @ dgiz)Ai(cr) dey dey,

/Cl(F)\Cl(AF)X@(F)\@(AF O1s

ou cette fois, la somme porte sur les O3 au-dessus de O. On a une formule analogue en
permutant les indices 1 et 2. Il nous suffit de fixer O3 au-dessus de O et de démontrer
que, pour tous cy, co, on a l'égalité

nglf( 157 ®dgiz)Mi(c1) = nglj( 517 ® dgiz) Aa(c2).

Mais on voit que la fonction Ap(ca)psi? est le produit de Aj(c1)@ph? et du caractere

automorphe )\12 de G12(AF) L’égalité précédente résulte de la deuxieme remarque du
début de la preuve. [

2.7 La partie géométrique de la formule des traces w-équivariante

On revient a la situation de 2.1. On fixe un ensemble fini V' de places contenant
Viam. On note GSS(FV) /conj lensemble des classes de conjugaison semi-simples par
G(Fy) dans G(Fy), autrement dit Pensemble des familles Oy = (Oy)vev, ol1, pour tout
v €V, O, est une classe de conjugaison semi-simple par G(F},) dans G(F,). Soit Oy
une telle famille. Pour O € G, (F)/conj, la relation O C Oy signifie que la classe
de conjugaison par G(Fy) engendrée par O est égale a Oy. On définit un élément
AG(Oy,w) € Doy(G(Fy),w) ® Mes(G(Fy))* par la formule

AG(Oy,w) = S AS(V,0,w).

(’)GGSS(F)/conj,OC(’)V

Notons que les O qui contribuent vérifient non seulement O C Oy, mais aussi que, pour
tout v € V, la classe de conjugaison par G(F,) engendrée par O coupe K,, cf. 2.2(3). 11
n'y en a quun nombre fini d’aprés le lemme 2.1. Pour f € C®°(G(Fy)) @ Mes(G(Fy)),
la formule 2.2(8) se récrit

(1) TG w) = > WMWET ST JG(AY(Oy,w). ).

MeL(Mo) Oy EM;ss(Fy)/conj

Toutes les distributions intervenant sont a support dans ’ensemble des v € é’(Fv) tels
que Hg(vy) = 0. Elles se prolongent donc & tout C° glob<G<Fv>) ®@Mes(G(Fy)) et 'égalité
ci-dessus reste vraie sur cet espace.

En utilisant le lemme 1.7, on définit une distribution f — Igéom(f w) sur C5° glob(é (Fv))®
Mes(G(Fy)) par la formule de récurrence

(2) IgGeom (fa w) JgGeom(f7 w) - Z |WL| |WG| 1 geom(gbi(f)’ w)'
EEE(Mo),Zqﬁé

En [A3] paragraphe 2, Arthur montre que c’est une distribution w-équivariante (cette
propriété est comme toujours supposée par récurrence pour que la définition ci-dessus ait
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un sens). Elle se factorise donc en une forme linéaire sur e gion(G(Fy)) @ Mes(G(Fy)).
Soulignons que cette distribution dépend implicitement des K, pour v € V.

Proposition. Pour f € C®(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)), on a I'égalité
Iiom(f0) = Y (WM W Yo 1AM (Ov,w), ).

MeL(Mo) Oy eMss(Fy)/conj

La somme est en fait finie.

Preuve. On démontre plus généralement la formule de I'énoncé pour f € Cge ), (G(Fv))®

Mes(G(Fy)). En raisonnant par récurrence, on exprime les termes [ giéom(qﬁi(f),w) qui
interviennent dans la relation (2) par la formule de I'énoncé. On exprime le terme
JE (f,w) par la formule (1). En regroupant les termes, on obtient

géom
IS Ew) =Y whwert 3

MeL(Mo) Oy EMss(Fy)/conj

T(AMOv,0). 0= 3T Ig(AM(O,w), 65(F))
LeL(M),L#G
La derniere somme intérieure est par définition / AG4 (AM (Oy,w),f) et on obtient la formule
de I’énoncé. [

2.8 La partie géométrique de la formule des traces invariante,
variante avec caractere central

Dans la situation de 2.3, pour un ensemble fini V' de places contenant V} 4., on peut

rendre invariante la distribution fy — Jféémm (fy) sur $\1<é1<Fv))®M€S<G(Fv))* par

le méme procédé qu’au paragraphe précédent. En adaptant les définitions de fagon plus
ou moins évidente, on obtient la formule

(V) T @)= D WHWETt Y Iy (AN(V.0). 6.

MeL(Mo) OEM,s(Fy)/conj

Remarquons que, pour O € G,(Fy)/conj, la distribution Afll(V, O) est donnée par
une formule similaire a 2.3(11), a savoir avec les notations de ce paragraphe :

(@) IG(AS(V,0). 1) = mes(@e, CL(F\Cr(Ar)) /
C1(F)\C1(AF)

Z IG9(ASY(V, 04,V KY), & ® dgi) M (c) de.
01€FibC1(0)

La somme intérieure porte sur les éléments de GLSS(FV) /conj qui se projettent sur O.
Cet ensemble n’est pas dénombrable, mais seuls un nombre fini de termes sont non nuls.
Dans la situation de 2.6, on a un résultat similaire a celui du lemme de ce paragraphe :

(3) les distributions 16 et 152 définies sur ggl(él(Fv)) ® Mes(G(Fy))* et

géom,\1 géom, 2

COKQ(éQ(FV)) ® Mes(G(Fy))* se correspondent par l'isomorphisme défini en 2.6 entre

c
CES espaces.
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2.9 Variante pour les K-espaces

Considérons un K-espace comme en 1.16. Soit V' un ensemble fini de places contenant
Viam- Pour £ = @,enf, € I(KG(Fv),w), on pose
IKG (f,w) =Y IS .(

geom
pell

Par simple sommation sur p du développement de Igé;’;m(fp, w) fourni par la proposition
2.7, on obtient
G (fw)y= > (WM > IXG(AKM (O, W), f).

géom
KMeL(K M) Oy €K Mys(Fy)/conj

Donnons quelques explications sur les notations. Un K-espace de Levi K M intervenant
ci-dessus est une collection (M,),crm olt IIY est un sous-ensemble de II et, pour tout

p € IIM | M, est un espace de Levi de G, (cf. 1.17). Un élément Oy € KMSS(FY)/conj est
un élément de M, .s(Fy)/conj pour un certain p € IIM. Par définition, AXM(Oy,w) =
AMr (Oy, w) et )

IEG (ARM(Oy,w), £) = IE’;(AMP(OV,w), £,).

3 Endoscopie

3.1 Données endoscopiques

Une donnée endoscopique de (G, G, a) est un triplet G’ = (G, @', ) vérifiant les
mémes conditions que dans le cas local (cf. [I] 1.5), a 'unique différence suivante pres.
On suppose qu'il existe un cocycle a : Wp — Z (G’) tel que :

- pour tout (g,w) € G', on ait 'égalité ads(g, w) = (a(w)g, w);

- Pimage de a dans H (W, , Z(G))/ker'(Wg, Z(G)) est égal A a.

La notion d’équivalence de données endoscopiques est la méme que dans le cas local.
Pour une donnée endoscopique G’ comme ci-dessus, on définit I'espace endoscopique
G' = G’ X 5() Z(G) comme en [I] 1.7 ('ensemble Z(G) a une structure sur F'). On note
Viam(G') la réunion de V,.,, et de 'ensemble des places v ou G/ est ramifié (on rappelle
que, pour v € Vium, on dit que G) est non ramifié si le groupe d’inertie I, C Wpg, est
contenu dans G/). On dit que G’ est relevante si elle vérifie les deux conditions

« G'(F) #0;

e pour tout v € Val(F), la donnée G/, est relevante.

Attention. Il ne s’ensuit pas de ces conditions qu’il existe § € G'(F) qui soit G-
régulier et tel qu’en toute place v, § corresponde a un élément -, € G(Fv) La situation
se simplifie toutefois dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure,
d’apres le lemme suivant.

Lemme. Supposons (G,G,a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Supposons G'(F) #
0. Alors I'ensemble des éléments G-réguliers de G'( ) n’est pas vide et, pour tout élément
§ de cet ensemble, il existe ¥ € Gyey(F) qui correspond & 6.
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La preuve est la méme que dans le cas local, cf. [I] lemme 1.9.

Remarque. Il se peut que é”(F) soit vide. Par exemple, soient d € F*, G = SL(2),
G = {y € GL(2);det(y) = d} et a = 1. Pour toute extension quadratique E de F, il y a
une donnée endoscopique G’ telle que G'(F') est le groupe des éléments de E de norme
1. Alors G'(F) est Pensemble des éléments de E de norme d. On peut trouver choisir d
et E de sorte que cet ensemble soit vide.

Comme dans le cas local, on dit que G/ est elliptique si Z(G')'70 = Z(G)'r 0.

On fixe une paire parabolique (FP;, M{) de G', définie sur F' et minimale. Pour tout
v & Viam(G'), supposons fixé un sous-groupe compact hyperspécial K/ de G'(F,) vérifiant
des conditions analogues a celles de 1.1. D’apres [I] 6.2, 'espace K, détermine un espace
hyperspécial K’ dans G'(F,) associé a4 K!. Ces ensembles vérifient encore la condition
de compatibilité globale précédente.

3.2 Plongements de tores et ramification

Soient 7' un tore complexe et E une extension galoisienne finie de F. On suppose T
muni d'une action algébrique de Gal(E/F). Introduisons le groupe de Weil relatif Wy, p.
C’est un quotient de Wy et il s’insere dans une suite exacte

cf. [T] paragraphe 1. Notons IE le sous-groupe distingué de Wy engendré par les images
des groupes d’inertie I, C Wg pour toutes les places finies v de F' non ramifiées dans F
et notons Ig/r son image dans Wg/r. Le groupe Ig/p est aussi I'image dans Wg/r du
sous-groupe | [, 0., out le produit est pris sur les places finies w de E au-dessus d'une telle
place v de F' et ou 05 est le groupe des unités de E,5. Soit a un 2-cocycle de Gal(E/F)
dans T que 'on releve en un 2-cocycle de Wg/r dans T. Alors

(1) il existe une cochaine continue b : Wg/p — T, biinvariante par Ig,r, telle que a
soit le bord de b.

Preuve. Langlands prouve qu'’il existe une cochaine continue b’ : Wg,p — T telle que
a soit le bord de b’ ([Lan] lemme 4). Munissons le groupe compact //p de la mesure de
Haar de masse totale 1. Pour w € W/, posons

b(w) = / v (iw) di.
Ig/Fr
C’est une cochaine continue et invariante a gauche par I,p, donc aussi a droite puisque
Ig/p est distingué. Pour wy,ws € Wg/p, on a I'égalité
a(wy, we )V (wiws) = b (wy)wy (V' (wy)).

Soient 4,17y € Ip/p. Remplacons wy par 41wy et wy par iaw,. Puisque les images de 4; et
ip dans Gal(E/F) sont triviales, on obtient

a(wl, wg)b/(igwlwg) = b’(z’lwl)wl(b’(igwg)),
ou i3 = ilwligwfl. En intégrant cette égalité en iy et 75, on obtient

a(wy, wy)b(wiwse) = b(wy)wy (b(ws)),
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c’est-a-dire que a est le bord de b. [
Soient £ une extension galoisienne finie de I’ et T;, pour ¢ = 1, 2,3, des tores com-
plexes munis d’actions de I'g/r. On suppose donnée une suite exacte

1—>T1—>T2—>T3—>1

équivariante pour ces actions. Soit U un sous-groupe de IZ. On a

(2) pour tout cocycle continu by : Wgp — Ty biinvariant par U, il existe un cocycle
continu by : Wr — TQ, biinvariant par U, dont I'image par composition avec I’lhomomor-
phisme Tz — Tg soit égale a bs.

Preuve. D’apres la preuve de [Lan| lemme 4, il existe un cocycle b, : Wp — Ty dont
I'image par composition avec I’lhomomorphisme Ty — Ty soit égale a bs3. On peut fixer
une extension galoisienne finie £ de E telle que b}, et bs se factorisent par Wy /p. Notons
U’ la cloture de I'image de U dans Wy p et munissons ce groupe compact de la mesure
de Haar de masse totale 1. Le cocycle bz est encore biinvariant par U’. Pour w € Wgr/p,
posons

by (w) = / (i) di

Le méme calcul que ci-dessus montre que by est encore un cocycle. Son relevement en un
cocycle sur Wi est biinvariant par U. Puisque bs est biinvariant par U’, by vérifie comme
b, la derniere condition de I'assertion. [J

Remarque. Les deux propriétés ci-dessus ont été prouvées de facon différente par
Arthur ([Al], preuve du lemme 7.1).

Soient G’ = (G’,G',5) une donnée endoscopique de (G,G,a) et S’ un sous-tore
maximal de G’ défini sur F. Fixons comme en [I] 1.5 une paire de Borel épinglée
E = (B,T,(Ey)aca) de G conservée par ads. On note 6 Pautomorphisme déterminé
par cette paire et on adapte 'action galoisienne de sorte que € soit conservée par la
nouvelle action. La paire de Borel (B’ T ) = (B NG, TG,O) se complete en une paire de
Borel épinglée de H. Le tore dual de S’ s’identifie & 7%° muni de D’action galoisienne
0 — wsr.g(c) oo, olt wg ¢ est un cocycle a valeurs dans W9 On note S’ ce tore muni de
cette action galoisienne.

Lemme. Le plongement S c G g se prolonge en un plongement “S" — G' C *G de
sorte que, pour toute place v € Val(F) telle que v & V4 (G') et S’ soit non ramifié en
v, 'image d’un élément w du groupe d’inertie I, soit (1,w) € LG.

Preuve. Notons V' la réunion de V,,,,,(G’) et de I'ensemble des places au-dessus des-
quelles S” est ramifié. Posons Gl = G990 ot LG = G x Wr C *G. On commence par
prouver que

(3) le plongement S’ C G* se prolonge en un plongement “S’ — LG qui possede les
propriétés de I'énoncé.

Notons E 'extension galoisienne finie de F telle que I'g soit 'intersection des noyaux
des actions de T'p sur G et sur S’. Cette extension n’est pas ramifiée au-dessus des places
hors de V. Le cocycle wgr ¢ se factorise par Gal(E/F'). Tout élément de W se relevant
dans G, on peut fixer une application b : Gal(E/F) — G* de sorte que b(c) soit un
relevement de wg (o) pour tout o € Gal(E/F). Le cobord

db(o,0") = b(o)o(b(a"))b(oc’)?

48



est un 2-cocycle de Gal(E/F) dans S’ D’apres (1), on peut fixer une cochaine continue
w: Weg — 5" telle que p(I,) = 1 pour tout v € V et du = db. Alors le plongement

LS/ N LGI
(t,w) = (tu(w) " d(w), w)

satisfait les conditions requises (on a relevé b en une application définie sur Wr via la
projection Wr — Gal(E/F)).

On fixe un plongement (t,w) — (tg'(w),w) vérifiant (3). Rappelons que, pour tout
w € W, il existe g, = (g(w), w) € G’ tel que ad,, préserve la paire épinglée de G’ que
Pon a fixée plus haut. L’élément g(w) normalise T', son image wey (w) dans W est fixe par
0. Pour tout w € W, on a une égalité ws o(w) = we o (W)wer (W), ot wer o (w) € W 11
en résulte que, pour tout w, on peut choisir (z(w), w) € G tel que z(w) normalise T et que
son image dans W soit wg ¢(w). Notons que x(w) est bien déterminé a multiplication
a gauche prés par un élément de S'. Il existe t(w) € T tel que z(w) = t(w)g' (w).
L’image d(w) de t(w) dans T/S" est uniquement déterminée. Montrons que application
d: Wp — T/ S’ est continue. 11 suffit de montrer que, pour tout wy, on peut choisir
x(w) continu au voisinage de wy. Par hypotheése, on peut choisir une section continue
w +— S, de la projection G' — Wg. En général, I’élément s, ne conserve pas la paire
(B',T"). Mais la paire s,(B’,T") varie continuement en w. Dans un voisinage de wy,
on peut donc fixer une application continue w +— h(w) a valeurs dans G’ de sorte que
adh(w)adsw(é’,f’) = wgr e (w)(B',T"). En posant h(w)s, = (z(w),w), Papplication z
ainsi définie au voisinage de wy convient. Cela prouve la continuité de d. On peut munir
le tore T de I'action galoisienne o — wg (o) oo. Notons S ce tore muni de cette action.
On peut considérer d comme une application a valeurs dans S / S/, On vérifie qu’alors,
c’est un cocycle. De plus, pour v € V', d est triviale sur I,,. En effet, pour w € [,,, on a
g'(w) =1 et 'hypothese v € V,4m(G’) nous permet de choisir z(w) = 1, d’ott d(w) = 1.
On considere la suite exacte

158 —=5-8/8—1

D’apres (2), on peut relever d en un cocycle e : Wp — S tel que, pour tout v € V| e soit
trivial sur I,. Fixons un tel cocycle. Pour tout w € W, posons y(w) = e(w)g' (w). Alors
(y(w),w) appartient a G'. L’application

le - g/
(t,w) — (te(w),w)

vérifie les conditions du lemme. [

3.3 Données auxiliaires

Soit G’ = (G’, G, 5) une donnée endoscopique de (G, G, a). On suppose G'(F) # 0.
La notion de données auxiliaires G}, G, Cy, & se définit comme dans le cas local ([]
2.1). Toujours comme dans le cas local, a de telles données est associé un caractére \;
qui est cette fois automorphe, c’est-a-dire un caractere du groupe C}(A)/Ci(F).

Lemme. On peut choisir de telles données auxiliaires de sorte que, pour v € V,.m(G’),
le groupe G, soit non ramifié, le plongement &, ,, soit I'identité sur I, et A; soit non
ramifié en v.
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Remarque. C’est le lemme 7.1 de [A1]. Nous reprenons la démonstration car Arthur
formule les conditions de non-ramification un peu différemment de nous.

Preuve. Fixons une paire de Borel épinglée 5 de G conservée par 'action galoisienne.
Il s’en déduit un automorphisme 6. Notons (B T ) la paire de Borel sous-jacente a €. On
peut supposer que adz; conserve cette paire. Posons B' = Bn G’, T" = T90 Cest une
paire de Borel de G’ et on peut supposer qu’elle est conservée par 'action galoisienne
o +— og. Posons

G = (G x T")/diag(Z(G")).

Ce groupe est a centre connexe (isomorphe a 7") et s’insére dans une extension
15 G =G =T, —1.

Le tore Téd est induit. Alors @’1 vérifie les conditions requises pour appliquer le lemme
2.2.A de [KS] : Vinclusion G — G se prolonge en un plongement 7 : G’ — “G’. Re-
marquons que ’action galoisienne sur G”l est non ramifiée hors de V4, (G’). Appliquons
le lemme 3.2 au tore T". Soit ¢ : “T" — G’ un plongement vérifiant les propriétés de ce
lemme. Pour w € W, posons 7 o i(w) = (z(w),w). Cet élément agit comme w sur T,
donc x(w) appartient au commutant Ty de 7" dans G” L’application w — z(w) est un
cocycle de Wy dans Ty. Pour v & Viem(G') et w € I, on a i(w) = (1,w) € G, donc
i(w) commute & G’. Donc (z(w), w) puis z(w) commutent aussi & G'. 1l en résulte que
z(w) € Z(G}). Notons t3 le composé de z et de la projection T1 — T1/Z(GY). Alors tg
est un cocycle trivial sur I, pour tout v & Vyem(G’). Puisque Z(GY) est connexe, on peut
appliquer 3.2(2) (on prend pour E la plus petite extension sur laquelle T" est déployée
et pour U le sous-groupe de Wy engendré par les I, pour v € V,..,,,(G’)). 1l existe donc
un cocycle ty : Wi — T} relevant t3 et non ramifié hors de Vyum(G'). Pour w € W,
posons ((w) = z(w) " ty(w). Alors ¢ est un cocycle & valeurs dans Z(G). Remplacons
le plongement 7 par él défini par

gl (97 w) = g(w)%(ga w)

pour tout (¢,w) € G'. On a alors & o i(w) = (to(w), w) pour tout w € Wp. Pour
0 & Vigm(G') et w € I, on a i(w) = w et ty(w) = 1, done & (w) = w. Cest-a-dire que
fl est I'identité sur I,. On prend pour G le groupe quasi-déployé sur F' dont G’ est le
groupe dual. Alors les deux premieres conditions du lemme sont satisfaites. La condition
de non-ramification de A\; résulte formellement de ces deux premieres conditions.

La définition d’un espace tordu é'l ne pose pas de probleme. On fixe v € é’(F)
L’automorphisme ad, se releve en un automorphisme 6; de G| qui est défini sur F. On
prend pour (4 le sous-ensemble G4 x {#;} du produit semi-direct de G, avec son groupe
d’automorphismes. La projection (N}”l — G est définie en envoyant 6 sur 7. O

Soit V' un ensemble fini de places de F' contenant V,,,,(G’). Soient G/ etc... des
données auxiliaires telles que les conditions de I’énoncé soient satisfaites pour v &€ V. Pour
v € V, le sous-groupe hyperspécial K, de G'(F,) détermine un tel sous-groupe K7, de

G'/(F,). On fixe un sous-espace hyperspécial K/ o de G' (F,) au-dessus de K’. On suppose
que ces sous-espaces vérifient la méme condition de compatibilité globale qu’en 1.1. On
adjoint cette famille de sous-espaces hyperspéciaux aux donnees auxiliaires et on appelle
données auxiliaires non ramifiées hors de V' les données G|, G, C1, &1, (K Lo)ogy- S1 V7
est un autre ensemble fini de places contenant V', des donnees aux1ha1res non ramifiées
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hors de V' se restreignent en des données non ramifiées hors de V’ en oubliant les f({,v
pourv eV —V.

Considérons deux séries de données auxiliaires G etc... et G} etc... non ramifiées hors
de V. On définit comme en [I] 2.5 le produit fibré G, de G| et G au-dessus de G’ et le
produit fibré analogue G',,. Toujours comme en [I] 2.5, on définit un caractere Ay qui est
cette fois un caractere de G'5(A) trivial sur G'5(F'). Il est non ramifié hors de V', donc
trivial sur K, pour v ¢ V.

Comme en 1.15, on déduit de Ao des fonctions Ajs sur (;”IQ(AF), 5\12,1) sur CNJ’H(FU)
pour v & V et 5\12,‘/ sur~C~¥’12(Fv). Cette derniere fonction permet de recoller les espaces
S (GL(Fy)) et O (GL(Fv)) + a fi € CF (G1(Fy)), on associe fa € CZ5 (G5(Fv))
telle que f2(522 = 5\12 v (01, 02) f1(61) ou 51 est n’importe quel élément de G (Fv) tel

......

permet de définir un espace C°(G},) comme la limite inductive des (G’ (Fy)) sur

les données G’l,...,(R' {7U)U¢V non ramifiées hors de V, les applications de tran51t10n étant
celles que 'on vient de définir. Cette définition pose le méme probleme logique que dans
le cas local, que l'on peut lever comme dans ce cas, cf. [I] 2.5. On définit de méme les
espaces [(GY,) et SI(G},). De nouveau, si V' est un ensemble fini de places contenant
V', les espaces C°(Gy,) etc... s'identifient a des sous-espaces de C2°(GY,) etc..

3.4 Levi

Les relations entre données endoscopiques d’espaces de Levi de G et groupes de Levi
de données endoscopiques de (G, G, a) sont essentiellement les mémes dans le cas global
que dans le cas local, cf. [I] paragraphes 3.2, 3.3 et 3.4. Signalons ’analogue global de la
relation 3.2(2) de [I]. Soit M un espace de Levi de G. On réalise M comme Levi standard
de G comme dans cette référence. Alors "’homomorphisme

H \We, Z(Q)) Jker*(Wp, Z(G)) — H (Wg, Z(M)) /ker*(Wg, Z(M))

est injectif ([A11], lemme 2).

Soit G’ = (G',G,5) une donnée endoscopique de (G, G, a). On suppose G'(F) # 0.
Soit M’ un Levi de G’ contenant M{, dont on déduit un espace de Levi M'. Puisque G’
est A torsion intérieure, M’ est Pensemble des v E G tels qu'il existe m € M de sorte
que ad, = ad,,. Pour une place v € V,4,(G’), on définit le sous-groupe hyperspécial
KM/ M'(F,) N K et Despace hyperspécial KM = M'(F,) N K'. On construit comme

n [I] 3.4 un sous-groupe M’ C G’ qui est une extension de M’ par Wg. On pose M/ =
(M " M, 5). 1l peut exister un espace de Levi M de G de sorte que M’ s’identifie & une
donnée endoscopique de (M, M, ays). Mais, comme dans le cas local, un tel espace de Levi
n’existe pas toujours. Toutefois, indépendamment de I’existence d’un tel espace, pour un
ensemble fini de places V' contenant V,,,(G’), on peut définir des espaces C°(My,),
I(Mj,) etc... En effet, on n’a pas besoin qu'’il existe un espace M pour définir la notion
de données auxiliaires de M’ non ramifiées hors de V' ni pour définir des fonctions de
recollement ;2. Et cela suffit pour définir les espaces précédents.

Soit M’ un espace de Levi de G’. On doit fixer une mesure sur Ay, (qui est d’ailleurs
égal a A, puisque la torsion sur G’ est 1nterleure) Comme on vient de le dire, M’ peut
correspondre ou non & un espace de Levi M. Dans le cas ot M’ ne correspond & aucun
espace de Levi M, la mesure sur Ay ne nous importera pas, on la choisit arbitrairement.
Dans le cas olt M’ correspond a un espace de Levi M on a un isomorphisme naturel
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Ay >~ Ay et on choisit la mesure sur le premier espace qui correspond par cet isomor-
phisme a celle fixée sur le second. L’espace de Levi M n’est bien défini qu’a conjugaison
pres, mais notre définition est insensible a une telle conjugaison.

3.5 La partie géométrique de la formule des traces invariante
pour une donnée endoscopique

Soit G’ = (G’, G, 5) une donnée endoscopique de (G, G, a). On suppose G'(F) # 0.
Soit V un gnsemblg ﬁni de places de F' contenant V,,,,(G’). Fixons des données auxi-
liaires G, G, C1, &1, (K7 ,)ugv non ramifiées hors de V. On construit comme en 2.8 une

distribution fy — 151 (fy) sur fj\l(é’l(Fv))®Mes(G’(Fv)). Pour O € G’ (F)/conj,

géom, A1
on construit une distribution Ai/l (V,0) € Doy, (G (Fy))®Mes(G'(Fy))*. Si on change
de données auxiliaires, le lemme 2.6 et la relation 2.8(3) disent que ces distributions se re-
collent selon I'isomorphisme défini au paragraphe précédent. On peut donc les considérer
comme des distributions sur les espaces C2°(G, ) @ Mes(G'(Fy)). On les note alors Igcé;m

et AS'(V,0). Soit M’ € L(M}). Notons M’ = (M’, M, 3) la donnée introduite dans le
paragraphe précédent. On a une forme bilinéaire sur

(Dors o (M3 (Fy)) @ Mes(M'(Fy))*) x (C25, (GL(Fy)) © Mes(G'(Fy)))

N el . .
qui, a (v, fv), associe [ 1\7[1{ /\1('7\/>fV)- Comme ci-dessus, quand on change de données

auxiliaires, ces formes linéaires se recollent. On obtient une forme bilinéaire

<’YV7 fV) = [Gl/ (’7V7 fV)

sur

(Dors(My) @ Mes(M'(Fv))) x (CZ(Gy) @ Mes(G'(Fv))).
Il résulte de 2.8(1) que l'on a I'égalité

Iim(®) =D WY Wet 0 g (AM(V,0),f)

M'eL (M) OEM! (Fv)/conj

pour tout fyy € CX(GY,) @ Mes(G'(Fy)).

3.6 Facteur de transfert global, cas particulier

Soit G’ = (G',G’, 5) une donnée endoscopique relevante de (G, G, a). Rappelons que,
puisque G’ est & torsion intérieure, & tout tore maximal 7" de G’ défini sur F est associé
un unique tore tordu 77, & savoir 'ensemble des § € G qui commutent & tout élément
de T". On peut toutefois avoir 7(F) = . On impose dans ce paragraphe ’hypothése

(Hyp) il existe un sous-tore mazimal T" de G', défini sur F', de sorte que, pour toute
place v de F, il existe un couple (8,,7,) € D(G!) avec 6, € T'(F,).

Fixons un tel tore 7”. On fixe pour tout v € Val(F') un couple (d,,7,) € D(G)) avec
6, € T'(F,). Nous allons imposer & ces couples des conditions de ”non-ramification”. On
impose d’abord

(1) 6, € K/ et v, € K, pour presque tout v.
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Considérons une place finie v. Fixons une paire de Borel épinglée €, = (B,, Ty, (Ea)aca)
de G telle que (B,,T,) soit conservée par ad.,. Ecrivons v, = t,e, avec e, € Z (é,c‘f)
et t, € T,. Rappelons que 1'on note ¥(7;,) 'ensemble des racines de T, dans g, F'" la
plus grande extension non ramifiée de F},, 0" son anneau d’entiers et 0] le groupe des
unités. Notons aussi F,, le corps résiduel de o, et F, sa cloture algébrique, qui est aussi
le corps résiduel de o]". Avec ces notations, on impose

(2) pour presque toute place finie v et pour tout o € 3(T,), on a (Na)(t,) € 0™ et
la réduction de (Na)(t,) dans F, est différente de 41.

Cette condition ne dépend pas des choix de &, et de e,. En effet, on ne peut changer
e, qu'en le multipliant par un élément de Z(G). Cela multiplie ¢, par I'inverse de cet
élément, ce qui ne change pas les (Na)(t,). Remplacons &, par une autre paire de Borel
épinglée &£, dont la paire de Borel sous-jacente est conservée par ad,,. Le tore T, reste le
meéme : puisque 1, est fortement régulier, c’est le commutant de G, dans G. Soit x € G
tel que ad,(&,) = &.. Alors ad, conserve T,. D’apres [I] 1.3(2), 'image de = dans W
(identifié au groupe de Weyl de G pour T,) est invariante par 6 = ad,,. Un tel élément
se releve dans le groupe Ge,. On peut donc écrire x = 7y avec 7 € T, et y € G,. Alors
e, = ad,(e,) = (1 —0)(7)e, € Z(G,E"). On peut prendre pour décomposition relative &
E! Végalité v, = tlel out) = (0 — 1)(7)t,. Puisque (Na)((0 — 1)(7)) = 1, on voit que la
condition (2) ne change pas.

Nous montrerons plus loin qu’il existe des familles (6,)vevai(r) €t (Vo)veva(r) vérifiant
les deux conditions (1) et (2) ci-dessus.

Fixons un ensemble fini V' de places de F' contenant V,.,,(G’), ainsi que des données
auxiliaires G, G, C4, &, (f({vv)vgv, non ramifiées hors de V. On fixe pour tout v un
relevement 0y, € G (F,) de d,. La condition (1) permet d’imposer que 6, , € f({v pour
presque tout v.

Posons 81 = (61,0)vevai(r), 0 = (0v)vevai(r), ¥ = (Yo)vevair). Ce sont des éléments de
G (Ap), resp. G'(Ar), G(Ar). Nous allons définir un facteur de transfert global A(dy, 7).

On fixe un sous-groupe de Borel B’ de G’, défini sur F et contenant 7". Identifions la
paire de Borel épinglée de G & une telle paire £* = (B*, T*, (E*)aea) définie sur F'. On fixe
une application o +— ug- (o) a valeurs dans Gsc(F), de sorte que ad,,. (o) © 0 conserve E*
pour tout o € I'r. On peut supposer que cette application est continue, qu’elle se factorise
par un quotient fini de I'r et que ug«(1) = 1. On construit une action quasi-déployée de
I'p sur G notée o — oG+ = ad,,.(s) © o (on note simplement o — o I'action naturelle de
I'r sur G). Des deux paires de Borel se déduit un homomorphisme &p« v 0 T% — T7. 11
existe un cocycle wp : 'y — W? de sorte que Ep« prowr(0)oogs = ogro&p« p sur T pour
tout o € I'p. Fixons de plus e € Z(G,E*; F) et posons 8* = ad,. D’apres [K1] corollaire
2.2, on peut trouver z € G%,(F) tel que, pour tout o € I'p, 2o« (z)~! normalise T*
et ait pour image wp(o) dans W. On note T' le tore 7" muni de 'action galoisienne
o op =wr(o) oogs.

Fixons une extension galoisienne finie £ de F telle que

- B et T" soient définis sur E et T" soit déployé sur F;

- £* soit définie sur £ (pour l'action galoisienne naturelle) et 7™ soit déployé sur E';

-e€ Z(G,E5E), x € G4 (E);

- Iapplication o +— ug« (o) se factorise par Gal(E/F) et, pour tout o € Gal(E/F),
on a ug-(0) € Gge(E).

Il en résulte que I'action galoisienne quasi-déployée et 1’action naturelle coincident
sur ['g. On a ug«(0) = 1 pour o € I'g. La paire de Borel (B*, T*) est aussi définie sur
E et les tores T™ et T sont déployés sur E. Rappelons que, pour tout o € ['p, il existe
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un unique z(co) € Z(G; F) tel que og«(e) = z(o)te. L’application o + z(o) se factorise
par Gal(E/F) et prend ses valeurs dans Z(G; E).

On note Ag I'anneau des adeles de E. Le groupe Gal(E/F') agit sur Ag. Pour tout
groupe algébrique H défini sur F', le groupe Gal(E/F) agit sur H(Ag). Soit v € Val(F),
posons F, = Hw‘v E,, ouw parcourt les places de F divisant v. Alors le groupe Gal(E/F)
agit sur F,. Pour tout groupe algébrique H, défini sur F),, le groupe Gal(E/F) agit sur
HU(E’U)'

Soit v € Val(F'). Comme on 'a dit en 1.1, notre notion de localisation en v dépend
du choix d’un prolongement @ de v & F. Le corps F, est la cloture algébrique de F, dans
le complété de F en ©. Par abus de notation, notons-le plus précisément Fj. Le groupe
s, est le fixateur de v dans ['p, notons-le plus précisément I';. Ici, parce que 'on va
travailler avec le corps E, on va devoir faire varier v. Notons w la restriction de v a FE.
En reprenant la preuve du lemme 1.10 de [I], on voit que pour tout v € Val(F'), on peut
fixer un diagramme (9,, B',T", By, Ty,,v,) ou (B',T") est la paire déja fixée. Le groupe
B,, est défini sur Fj et la condition d’équivariance du diagramme est relative & I'.

Remarques. (3) Ce diagramme est unique. En effet, comme on I'a déja dit, T;, est
uniquement déterminé et B, est en tout cas bien déterminé modulo I'action de W?*
(en identifiant W au groupe de Weyl de G relatif a T,). Du diagramme se déduit un
homomorphisme &7, 77 : T,, — 1", puis une application

Er, o (To) (1= 0)(To)) X2y 2(G) = T' X2y Z2(G).

Cette application doit envoyer I'image de v, dans I'espace de départ sur 'image de 9,
dans I'espace d’arrivée. Si I'on remplace B, par w(B,,), avec w € W, §~Tv 1 est remplacé
par &7, v 0 w™'. La forte régularité de v, et la propriété [I] 1.3(5) entrainent que cette
nouvelle application ne vérifie plus la propriété précédente, sauf si w = 1.

(4) Fixons g € G tel que ady(B,,T,) = (B*,T*). Alors ad, identifie T, au tore T,
plus exactement a son localisé en la place v.

Soit w’ une autre place de E au-dessus de v. Fixons 7 € ' tel que 7(w) = w’. Notons
v’ I'image de © par 7. L’élément 7 définit naturellement un isomorphisme de Fj sur Fjy et,
pour tout groupe algébrique H, défini sur F,, un isomorphisme de H,(Fy) sur H,(Fy).
On note encore 7 ces isomorphismes. Puisque T, et v, sont définis sur F), donc invariants
par 7, le couple (7(B,),T,) est une paire de Borel de G définie sur F et conservée par
ad.,. En identifiant grace a cette paire le groupe de Weyl W au groupe de Weyl de T,,,
on définit le sous-groupe de Borel B, = wy(7) 17(B,,). Puisque wr(7) € WY, la paire
(By,T),) est encore conservée par ad.,, cf. [I] 1.3(2). Montrons que

(5) le sextuplet (d,, B',T", By, Ty, ) est un diagramme, le corps F, étant identifié &
F@/.
Preuve. Les tores T et T, sont déployés sur E,,. Cela implique que le groupe de Borel
B, est défini sur F,, (B’ aussi, mais c’est déja dans ’hypothese sur F). Les deux paires de
Borel (B, T,) et (B*,T*) étant toutes deux définies sur E,,, on peut fixer g, € Gsc(Fy)
tel que ady, (By, T,) = (B*,T*). Posons g, = x7¢(x) 'ug«(7)7(gyw). Cest un élément
de Gsc(E, ). Montrons que

(6) on a I'égalité ady ,(Bu,T,) = (B*,T™).

Puisque ady, (B, T,) = (B*,T*), on a ad,(,)(7(By), T,) = 7(B*,T*). Donc

a'dus*(T)T(gw)(T(Bw)’ Tv) = a’dus*(T) © T(B*aT*) = TG~ (B*a T*) = (B*aT*)
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C’est donc I'isomorphisme ad,,,. (r)(g,) qui identifie comme plus haut le groupe de Weyl
W au groupe de Weyl de T,,. C’est-a-dire que B, est le groupe de Borel tel que

adUg* () T(gw)<Bw/7 Tv) = WT<T) adUS* ()7 ( gw)< (Bw)u Tv) = wT<T)71<B*7 T*)

D’ou
wr(T )adus*(T T(Qw)<Bw’7 T,) = (B*,T").
Puisque z7g+ (z) ! a pour image wr(7) dans W, on peut remplacer dans 1’égalité ci-dessus
wr(7T) par ady,. -1 et on obtient (6).
Aux choix des paires de Borel (B, T") et (By,Ty), resp. (B, T,), sont associés des
homomorphismes de T, dans 7" notés précisément &g, 1, 517 €t € B, T,,B,1- Montrons
qu’ils vérifient la relation

(7) §Bw,,TU,B',T' OT =TO©O wa,TU,B',T'-
Les deux homomorphismes sont les restrictions a T, de {7+ road, ,, resp. {p+ rroady,,.
Par définition de g,, on a

adg , o T = wr(T) 0 T+ © ady,
Par définition de wr(7), on a aussi
Ep« 7 0 wr(T)oTgs =ToO Ere 1.

La relation (7) en résulte.
Pour prouver (5), on doit d’abord montrer que I'homomorphisme &g , 1, g7 : Ty —
T est équivariant pour 'action de I'y. Pour o € I'y, on a

181 00 =Ep, mproTo (T loT) 0Tt =T 0, mpa o (T oT) 0T

-1

Mais 77 o1 appartient a I';. En utilisant 1’équivariance de £, 1, 5,77, on obtient

. -1 -1 __ -1 _
B, 1,800 =T0(T "0T)0o&p, 1,307 =00T0&R, 1,307  =00&p , T, BT

comme on le voulait.
On doit aussi prouver que I'application déduite

g, (To)(1—0)(Ty)) Xz@) Z(G) = T' Xz 2(G")

envoie I'image de v, dans I'espace de départ sur Iimage de 4, dans I'espace d’arrivée.
La définition de l'action galoisienne sur Z(G) permet d’étendre la relation (7) a ces
applications, c’est-a-dire que l'on a la relation

wa,,Tv,B',T' OT=TO §Bw,Tv7B’,T"

Puisque é Bw,T,,B' 7 €nvoie I'image de v, sur celle de §, et puisque les éléments +, et 9,
sont tous deux invariants par 7, la relation ci-dessus implique ’assertion cherchée. Cela
prouve (5). O

Définissons un homomorphisme

& T(E,) = [[Tu(Bw) = T'(B,) = [[T(E

I‘U I‘U
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comme le produit sur les w’ divisant v des homomorphismes & B,/ To, B/ T" On a

(8) &7, est équivariant pour les actions de Gal(E/F).

Cela résulte de ce que, pour tout w’, 'homomorphisme &g , 1, B/ est équivariant
pour l'action de 'y et que 'on a la relation (7) ci-dessus.

Soit v € Val(F) telle que v € V,4m(G’) et v soit non-ramifiée dans E. Rappelons
que le sous-groupe compact hyperspécial K, est attaché a un schéma en groupes K,
défini sur 'anneau des entiers o, de F,. Si w’ est une place de E au-dessus de v, posons
Ky = Ky(0y) et f(w/ = Kw/f(v. Alors K, est un sous-groupe compact hyperspécial
de G(E,) et K, est un sous-espace hyperspécial de G(E,s). On note aussi K" =
ICo(0l7), F' étant identifié a une extension de E,,. De K, se déduisent des sous-groupes
hyperspéciaux K, 5. de Ggo(Fy) et Kyua de Gap(F,) et on utilise pour ces groupes des
notations similaires. On peut fixer un ensemble fini V' de places de F', contenant V et les
places ramifiées dans F, de sorte que, pour v € V' et pour toute place w’ de E au-dessus
de v, on ait :

- la condition (2) est vérifiée pour v ;

(9) K, est le sous-groupe compact hyperspécial issu de la paire de Borel épinglée
E*

(10) e € Ky, x € K, et, pour tout o € I'p, ug-(0) € Ky et 2(0) € Ky

Montrons que

(11) pour v ¢ V' et pour toute place w’ de E au-dessus de v, il existe g,y € Ky s tel
que ady ,(Bw,T,) = (B*,T%).

Preuve. On ne perd rien ici a supposer w’ = w (qui est la restriction de v a F). Fixons
un entier N > 1 tel que (6*)" = 1. L’hypotheése v &€ V4, assure que 'on peut prendre N
premier & la caractéristique résiduelle p de F,. Introduisons le groupe non connexe G* =
G x {1,6*, ..., (6*)N1} défini sur E,,. L’espace G sidentifie & la composante G#* : pour
g € G, ge s'identifie & g#*. Le sous-espace K, s’identifie & K,,0*. Dans cette situation,
on a défini en [W] 5.2 la notion d’élément compact de G(E,) : un élément est compact
si et seulement si le sous-groupe qu’il engendre dans G*(E,,) est d’adhérence compacte.
Puisque 7, € K, C K,0* et que K, x{1,6*, ..., (#*)N 1} est un groupe compact, ’élément
Yy est compact. D’apres [W] 5.2, on peut décomposer 7, en w7y, ,, ot 7, est d’ordre fini
premier a p et u est topologiquement unipotent. Ces éléments appartiennent a l’adhérence
du groupe engendré par -, et sont définis sur F,,. Comme on vient de le voir, I'intersection
de cette adhérence avec C~¥, resp. (G, est contenue dans f(’w, resp. K,,. Donc v, € K,
et u € K,. Les éléments u et v,,, commutent entre eux et commutent donc a ,. Cela
entraine que u € Zg(v; Fy,) = TY(F,). Ecrivons 7, = t,e, comme dans la relation (2).
Alors 7,y = u™'t,e,. Puisque u est topologiquement unipotent, les valeurs de (Na)(u)
sont des éléments de o,, de réduction 1 dans le corps résiduel E,, de o,,. Alors la relation
(2) est encore vérifiée par 7, s, a fortiori v, , est régulier. Le lemme [W] 5.4 implique
I'existence de k € K tel que ady(y,,y) € T*e. Puisqu'il s’agit d’éléments réguliers, on
a automatiquement 1’égalité ady(T,) = T*. Donc aussi adi(v,) € T*e. L’automorphisme
ady, envoie B, sur un groupe de Borel contenant 1™ et conservé par 8*. Un tel groupe est
de la forme w(B*), ot w € W?. Relevons w en un élément h € K,, N G.. En remplagant
k par h='k, on obtient I'égalité ady(B,,T,) = (B*,T*). Les théorémes de structure de
Bruhat-Tits entrainent que tout élément de K" est produit d'un élément de T*(o!'")
et d'un élément de K] . Quitte a multiplier £ & gauche par un élément de 7*(0'"), on

v,sc*

peut supposer k € K!" . La relation (4) entraine que ady, : T, — T est équivariant pour

v,sc*

'action de T'g,. Pour ¢ € Gal(F™/E,), on a donc ko(k)™' € T* N K™, = T*(o"").

v,8C

On obtient un cocycle de Gal(F)""/E,,) dans T*(o"). Un tel cocycle est un cobord. Cela
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signifie que, quite & multiplier k£ & gauche par un élément de 7*(0}"), on peut supposer
ko(k)™' =1 pour tout o € Gal(F" /E,,). Autrement dit k € K, . Cela prouve (11). O

Pour toute place w’ de E, on introduit le diagramme (6, B',T', By, T,,7,) qui est
unique d’apres (3). On introduit un élément g,» € Gso(Ey) tel que ady ,(By,T,) =
(B*,T*). On suppose g, € K, s pour toute place w’ au-dessus d'une place v ¢ V'. On
pose g = (Guw)weva(r)- Cest un élément de Ggo(Ag). Pour o € I'p, posons

Vr(o) = zog-(x) tug-(0)o(g)g .

En utilisant la relation (8), on voit facilement que V(o) appartient a Ts.(Ag) (c’est-
a~dire T2 (Ag) muni de I’action galoisienne o +— o). Le cobord de la cochaine Vi est
égal a celui de 0 — ug«(0) donc prend ses valeurs dans Ts.(F). En poussant Vi en une
cochaine a valeurs dans Ti.(Ag)/Ts(E), Vr devient un cocycle. On peut le considérer
comme un cocycle de I'p dans Ty.(Ap)/Ts.(F'), ou Ap est la limite inductive des Ags sur
les extensions finies £’ de F. Comme en [I] 2.2, notons 7; le produit fibré de 7] et T'
au-dessus de 7". Il est muni de I'action galoisienne produit de I'action naturelle sur T}
et de I'action o + op sur T'. Notons ¢’ I'image naturelle de e dans Z(G') C G’ et fixons
un relevement ¢} de ¢’ dans Z(G", E). Ecrivons gyg~" = ve, 6 = pej. Onav € T(Ap),
w1 € T{/(Ag). On note vy l'image de (u1,v) dans T1(Az)/Ti(F). Pour deux tores S et
Sy définis sur F' et pour un homomorphisme f : S; — Sy défini sur F', on note selon
usage H'O(Ap/F; S % Sy) le groupe HYO(T p; Sy (Ap)/Sy(F) L So(Ap)/Si(F)), cest-
a-dire la limite inductive des H"*(Gal(E'/F); S1(Ag)/S1(E") EN So(Ag)/S2(E")) sur les
extensions galoisiennes finies £/ de F'. On note aussi Z"*(Ar/F; S ER Ss) I'ensemble de
cocycles correspondant. On vérifie que le couple (Vr, v;) appartient & Z1Y9(Ap/F; Ty, =
T1). Sa classe dans H"Y(Ap/F; T, =y 71) ne dépend pas du choix de 1'élément ¢ : on ne
peut changer g qu’en le multipliant a gauche par un élément de Ti.(Ag), ce qui multiplie
Vr par un cobord.

Dans le cas local, on a construit en [I] 2.2 (en suivant Kottwitz et Shelstad) un
cocycle Vz; de Wy dans le tore dual 7;. La méme construction vaut dans le cas global, a
condition bien sur d’utiliser des y-data globales (c’est-a-dire que les x,, sont des caracteres
automorphes d’extensions F, de [ ). Comme dans cette référence, on écrit § = s6, avec
s € T. On note s,q 'image de s dans T,4. On vérifie que le couple (V7, sq.q) appartient
A ZWOWe T S Toa).

D’apres [KS] (C.2.3), on dispose d’un accouplement

HY(Ap/F: Ty = T1) x HOY(Wp; Ty 'S Toq) — C,
que 'on note < .,. >. On pose

Dimp(61,7) =< Vo, 11); (Vi 80d) >

On a déja fixé des x-data globales pour 7. On fixe aussi des a-data globales, c’est-a-dire
que les a, appartiennent & F*. On peut alors définir un facteur A;;(d,~) comme en [I]
2.2. Le point est ici qu'une expression comme (Na)(v) — 1 est un élément du groupe
d’ideles de l'extension F,, parce que (2) entraine que c’est une unité pour presque tout
v. On pose

A(517 /7) = AII<57 7)Aimp<517 7)
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On a utilisé de nombreuses données auxiliaires mais on va montrer que A(dy, ) ne dépend
que de d; et 7. Plus généralement, reprenons la construction & partir d’un autre tore 7"
vérifiant aussi I'hypothese (Hyp). On souligne les données relatives a ce nouveau tore.
On introduit de nouveaux éléments 9,, 7. Pour tout v € Val(F), les couples (61,,,7,) €t
(01,5,7,) appartiennent a Dy ,, le facteur A, (1.0, Yo 01,,7,) est donc bien défini.

Proposition. (i) Pour presque tout v, on a Aq,(d1,0, V03 01,,7,) = 1.
(ii)) On a I’égalité

A(51>’7)A(é171)_1: H Al,v(al,vv%ﬁél,mlv)'

veVal(F)

(iii) Le terme A(dy,7) ne dépend pas des données auxiliaires utilisées pour le définir.

Preuve. Dans la construction de A(dy,7), on a utilisé une paire de Borel épinglée £*
définie sur F, une cochaine ug- & valeurs dans Gge(F), un élément e € Z(G, E*; F) et un
élément ¢, € Z(G%; F). Les choix des termes ug-«, e et €} n’influent pas sur A(d;,v). En
effet, le choix de ug~ ne change pas I'action galoisienne o — og+. On ne peut modifier ug-
que par des éléments qui appartiennent a Z(Gsc; ), donc a T..(F), et de tels termes ne
changent pas I'image de Vr dans Ti.(Ap)/Ti.(F). De méme, on ne peut modifier le couple
(e, €}) que par un élément du produit fibré de Z(G; F) et Z(G'; F) au-dessus de Z(G'; ),
ce qui ne modifie pas I'image de v; modulo 7;(F). Dans la construction de A(J,, 7,) 0
utilise d’autres données £, ug~, ¢, ;. On peut fixer r € Gs¢(F) qui conjugue £* en 5*
D’apres ce que 'on vient de dire, on peut supposer que ug+(c) = rug«(c)o(r)~! pour
tout o € I'p et que e = ad,(e). On peut alors supposer que ¢} = €/, puisque e et e ont
alors la méme image ¢’ dans Z(G'; F).

On peut aussi modifier la définition de Vr (et aussi de V) de la fagon suivante. A
I’aide des a-data globales que 'on a fixées, on peut définir une cochaine r comme dans
le cas local, cf. [I] 2.2. On peut alors définir Vi par

Vr(o) = rr(o)ne(wr(0))ue- (o) (g)g™".

En effet, on passe de la définition précédente a celle-ci en multipliant a gauche par
rr(o)ng«(wr(o))og(x)x~t. Par définition de x, c’est un élément de Ty.(F). Il ne modifie
donc pas I'image de Vi modulo ce groupe.

Ces modifications étant faites, on a 1’égalité

Aimp(517 V)Aimz)(éhl)il =< ((VTv Vz_l)v <V172I1>>7 ((VTN VL)a <5ad7 5ad>) >717

le produit étant celui sur

HY(Ap/F (T x T,.) = (T x T,)) x H¥Wri (T x T0) S (Taa % L),

On introduit les tores U et S; de [I] 2.2. Dans cette référence, le tore U est égal a
adg—1(T) x ady-1(T'))/diag—(Z(Gsc)), mais on peut I'identifier a (T'xT)/diag—(Z(Gsc)).
De méme pour 5;. Alors les deux tores sont définis sur F. Rappelons que 51 est le tore
des (t,t,ts) € T % Tl x Ti. tels que J(tse) = tt71, olt on a identifié T et T A un tore
commun (muni de deux actions galoisiennes en général distinctes) et ou j : Ty — T
est I’homomorphisme naturel. La structure galoisienne sur S; est un peu compliquée, les
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formules sont les mémes que dans le cas local. On a aussi U = (Ty. x ) /diag(Z(Gsc)).
On a un diagramme commutatif évident

4 0
Ly

d’ott un homomorphisme
HY O We: 5 0) » B Wi (T: x T0) = (Tua % L))
En copiant les définitions du cas local, on définit un élément (V;,s) € H"O(Wy; Sy = ).
11 résulte des définitions que son image dans H“O(Wp: (71 X T,) =y (TogxT,,)) est égale
a
((V'Tl’ VL)a (Sad7 Sad))'
Notons (V,v;) 'image de
((Ve, V'), (vn,ep )

dans HYC(Ap/F;U = S1) par 'homomorphisme dual du précédent. Par compatibilité
des produits, on a

~

Aimp(éla’V)Aimp(éh’Y)il =< (Va 1/1), (Vl,s) >

Le terme (V,v;) se releve en un élément de HO(T'p; U(Ap) = Sy (Ag)), défini exacte-
ment par les mémes formules (apres les modifications apportées ci-dessus). Cet élément

appartient en fait a H"*(Gal(E/F);U(Ag) s (Ag)), si E' désigne maintenant une
extension finie de F' vérifiant les mémes propriétés que plus haut mais pour nos deux
ensembles de données. Pour toute place v € Val(F), cet élément relevé définit un

élément (V,,v1,) € HY(Tg,; U Y S1). De méme, (Vl,s) se restreint en un élément
(Viw,80) € HYO (W, : Sy = U). La compatibilité des produits et le lemme C.1.B de [KS]

assure que )
(12) on a légalité < (V,, v14), (Viw,s,) >= 1 pour presque tout v;

(13) < Vi), (Vis)>= [ < (Viovin), (Viessy) >
veVal(F)

On a aussi

AII<57 7) = H AII<5U7/7U)

veVal(F)

et les termes du produit sont presque tous égaux a 1. On en déduit

Aimp<517fy)Aimp<é171)il = H AII(&MVU)AII(éU;zU)il < (‘/Uul/l,v)u (‘A/l,vusv> >71 .

veValp

Pour achever la preuve des deux premieres assertions de I'énoncé, il suffit de prouver
que, pour tout v, on a 1’égalité

AII<5U7 %)An(év, 1@)—1 < (%7 Vl,v)y (‘A/l,vu sv) >_1: Al,v(dl,vu Yvs él,v? zv)
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Pour définir le membre de droite, on utilise les paires de Borel épinglées £, = ad gml<5 *)
et £, = adg;1(§*), o w est encore la place de E fixée au-dessus de v. On choisit
ug, (0) = g, us-(0)o(gu) et ug, (o) = g lug-(0)o(g, ) pour tout o € T'r,. On constate
alors que les deux membres de I’égalité ci-dessus sont définis de la méme facon, apres
I'identification que 'on a faite des tores ad,-1(T") et ad,~1(L) a T et T. Cela prouve les
deux premieres assertions de 1’énoncé. -

L’assertion (iii) s’en déduit : puisque les termes A (d;,7) et Al,v(élw,%;ém,%) ne
dépendent pas des données auxiliaires utilisées pour définir Aq(d1,7), ce dernier “terme
n’en dépend pas non plus. []

Revenons a notre tore T”. Il reste a vérifier que I'on peut choisir des éléments J et
v vérifiant les conditions (1) et (2). On introduit les mémes données qu’au début du
paragraphe, en particulier le corps E. On modifie la définition de I’ensemble V’. On
note maintenant V’ un ensemble fini de places de F', contenant V' et les places ramifiées
dans F, de sorte que, pour tout v € V' et pour toute place w’ de F au-dessus de v,
les conditions (9) et (10) soient vérifiées, ainsi que les conditions (14) et (15) ci-dessous.
Pour v € V telle que v soit non ramifiée dans F, les tores T et 7" sont non ramifiés en v
et ont donc une structure naturelle sur o,. On note T, =T x,, F, la fibre de T" sur F,.
Un élément de 3(T') est aussi un caractere de ce tore. On impose

(14) T'image naturelle ¢/ € Z(G") C G’ de e appartient & K, et T'(0,) est inclus
dans K, ;

(15) soit to € T'(04); alors il existe t € T'(0,)ty dont la réduction t € T,(E,,) vérifie
Na(t) # +1 pour tout a € X(T).

La condition (14) est satisfaite presque partout. Il faut montrer qu’il en est de méme
de (15). Il s’agit de montrer que, pour presque tout v, T,(F,) n’est pas contenu dans
la réunion sur o € X(7T) et € = £1 des sous-ensembles {t € T,(F,); Na(tt,) = €}, ou
t, est la réduction de ¢y. Notons d la dimension de 7" et ¢, le nombre d’éléments de F,.
Il existe ¢ > 0 indépendant de v tel que le nombre d’éléments de T,(F,) soit au moins
égal & cq?. 11 suffit de démontrer qu'il existe ¢ > 0 indépendant de v tel que chacun des
sous-ensembles ci-dessus ait un nombre d’éléments au plus égal & /q?~!. Considérons le
sous-ensemble {t € T, (F,); Na(tt,) = €}. Il peut étre vide. Sinon, il est en bijection avec
{t e T,(F,); Na(t) = 1}, ou encore avec

{t € T,(F,);Vo € Gal(E, /F,), (Noa)(t) = 1}.

Introduisons le tore S sur I, qui est la restriction des scalaires du tore multiplicatif G,,
sur E, . L’homomorphisme

7: T,(F,) — S(F,)= HaeG’al(Ew//Fv) F;
t = (Noa)(t))oeca(e,, /F.)

est défini sur IF,. L’ensemble précédent est le noyau de ’homomorphisme
7:T,(F,) — S(F,).

On montre aisément que le nombre de composantes connexes du noyau de 7 est borné
par un nombre qui ne dépend que de ’homomorphisme X, (T,) — X, (S) déduit de T et
de la structure de ces Gal(E,, / F,)-modules. De méme, la composante neutre de ce noyau
est un tore défini sur FF, et de dimension au plus d — 1, dont la structure ne dépend que
des mémes données. Or ces données ne varient que dans un ensemble fini, car le groupe
Gal(E, /F,) est lui-méme toujours un sous-groupe de Gal(FE/F). Il en résulte que le

60



nombre d’éléments du noyau est bien borné par ¢! pour un ¢ > 0 indépendant de v.

Cela prouve que (15) est vérifié pour presque tout v.

Soit v € V', notons w la restriction de v a FE. Notons g,q 'image dans G4p d'un
élément g € G. D’apres (10), Papplication 0 — 24406+ (Taa) e ad(0) = Taates ad(0)0(0q) "
est un cocycle de Gal(E,,/F,) dans K, 4. Par le théoreme de Lang, un tel cocycle est tri-
vial (cf. [W2] lemme 4.2(ii)). On peut fixer y,q € Ky aa tel que xoq06 (Taa) g qa(o) =
Yaa0 (Yaa) "' pour tout o € Gal(E,/F,). Puisque K, est le groupe hyperspécial associé
a &* d’apres (9), on a T,(0y) = Tha(0y) C Ky aa et la décomposition d’Iwasawa montre
que l'application

Tad(ow) X Kw,sc — Kw,ad
(t,z) = ()

est surjective. On releve yuq en (¢, gy) € Toa(04) X Ky se. On a alors

%dOG*(IEad)_lug*,ad(O) = t7ad (9o (gw) o (t) ™,
d’ou
t 1 rq06- (xad>71u$*,ad(a)a<t) = Tad(Guwo (guw) ).

On a I’égalité
Taa0 G+ (Tad) “tgr ad(0)o(t) = 07 (1) Tago (Taa) uer aa(0),

d’on

t 7 or (1) Tago e (Taa) e aa(0)Taa(0(g0)g,") = 1.
A fortiori,

Lad0G+ (Tad) Ue ad(0)Taa(0(9uw) 9w ) € Tad(0w),

d’otr il résulte que zog (x)  ug« (0)0(guw) gy’ € Tsc(0w). Notons ty. (o) cet élément. Posons
Ew = ad-1(E") et notons (B, T,,) la paire de Borel sous-jacente a &,,. Par le méme calcul
que dans la preuve de (6), la relation précédente entraine que T, est défini sur F, et que
'homomorphisme &g, 1, 5 7 déduit des paires (B,,T,) et (B',T") est équivariant pour
les actions de I'y. Posons e, = ad,-1(e). C'est un élément de Z(G, £, ). D’apres (10),
c’est aussi un élément de K,,. Pour o0 € ['p, on a les égalités

o) = ady (g1 © 0(€) = ado(gu)tue. (0) o (2)e © Waog (@) g (7) © O (€)-

-1

On a ady,.(r) o o(e) = z(c) 'e. Puisque x € G%.(E,,), I'élément zog-(x)™' commute &

e et aussi, bien sur, a z(¢). Donc

1o () 1uge (o) © 0(€) = 2(0) e

De plus
Ol tyeay = adngl(tsc(a)) € T,(0,). D’ou
ole,) = Z(O’)_l(ldtfl 1(e) = Z(O)_lt_l ewlsew = z(a)_l(ﬁ — 1) (tsew)eo-

sc,wJw sc,w

L’application o — 2(0) (0 — 1)(tscw(c)) prend ses valeurs dans T, (0,,) et la relation
ci-dessus implique que c’est un cocycle de Gal(FE,,/F,) a valeurs dans ce groupe. Un tel
cocycle est forcément trivial. On peut donc fixer ¢y € T, (0,,) tel que o(ty) = toz(o)(1 —
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0)(tse(0)) pour tout o. Alors tye, € G(F,). On peut multiplier ¢, par un élément de T}, (o,)
de sorte que le produit ¢ vérifie la conclusion de (15) transportée a T, par I'isomorphisme
ad,-1. En multipliant encore par un élément de T,(0,) assez voisin de l'origine, on peut
assurer que te, est fortement régulier. Posons v, = te, et 6, = g, 1,51 (t)e, on € €

Z(@& ) est 'image naturelle de e (ou e,, c’est pareil). Les constructions impliquent que
Yo € Ky, 0, € K’ et (0,, B',T', By, Ty, 7,) est un diagramme. Le choix de ¢ implique que
la condition (2) est satlsfalte. Pour v € V', on a donc construit des éléments vérifiant (1)
et (2).

3.7 Utilisation du facteur de transfert global, cas particulier

Soit G’ = (G’,G,5) une donnée endoscopique relevante de (G, G, a). On suppose
qu’elle vérifie I'hypothese (Hyp) du paragraphe précédent. Soit V' un ensemble fini de
places de F' contenant V4, (G’). On a défini l'espace C°(GY,) en 3.3. Pour v € V, on a
défini en [I] 2.5 un espace C°(G!)) par une tout autre méthode.

Proposition. Il existe un isomorphisme canonique

C(Gy) =~ Ruerv O (G).

Preuve. Considérons des données auxiliaires G, G, Cy, &, (K] 1.0 )vgy non ramifiées
hors de V. Pour v € Val(F)—V, le choix des espaces hyperspemaux détermine un facteur
de transfert Ay ,, cf. [I] 6.3. Pour v € V, on ne sait pas normaliser le facteur de transfert.
Mais on peut normaliser le produit sur v € V' de ces facteurs. En effet, construisons des
éléments comme dans le paragraphe précédent, et il est plus simple ici de les souligner.
On a donc des éléments 6, = (&, ,)veva(r) € G (Ap), v = (7, )vevar) € G(Ar) et le

facteur A;(d;,7). Soient 01y = (61,0)vev € GI(FV), VWwo= (%)vev € G(FV). Supposons
(01,v,7v) € Dy,v, on entend par la que (1.4, V») € D1, pour tout v € V. On pose

A1 V(51 Va’YV) <H Alv 11;77 ) (H Alv 51 U7’7U751 ) ))

vgV veV

Il résulte des calculs du paragraphe précédent que les termes du premier produit sont
presque tous égaux a 1. Le terme ainsi défini est un facteur de transfert. La proposition
du paragraphe précédent montre qu’il ne dépend pas des données auxiliaires 9, et 7.
D’apres 3.3, le choix des (fq,v)vgv permet d’identifier C°(GY,) a (‘f‘i\l(é’l(Fv)) =
Ruev é’j\l(G’ (F,)). D’apres [I] 2.5, le choix de Ay, permet d’identifier ce dernier espace
A ®ueyCX(G)). D’ou Iisomorphisme de ’énoncé. Pour qu’il soit ”canonique”, il suffit
qu'il ne dépende pas des données auxiliaires. Considérons une autre famille G, G’z, Cs,
&, (K3, )ugv de données auxiliaires non ramifiées hors de V. Il y a deux isomorphismes
de recollement entre les espaces C /\I(G’ (Fv)) et ;’32(@ (Fv)) : celle de 3.3 utilisant
les espaces hyperspéciaux (K o)ogy et (K} w)ugv ; celle de [I] 2.5 utilisant les facteurs de
transfert Ay y et Ayy. On doit prouver que ce sont les mémes. Les deux isomorphismes
fi — fo sont définis pas une formule fo(dry) = 5\12,‘/(517‘/,52,‘/)]‘11(51,‘/) ol 41,y est un
élément quelconque tel que (8, v, da1) € Gy (Fy), mais la fonction Ajgy n'est pas a priori
la méme pour les deux recollements. Notons 5\12, k,v celle pour le premier recollement et
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A2,y celle pour le second. Soient 01y, 05v) € Glo(Fy) et (z1,22) € Gly(Fy). On a en
tout cas R R
Mok v (T101v, T202v) = Mo v (21, T2) Mg,k v (01, G2.v),

5\12,A,v($1517v, $252,V) = >\12,v($1, $2)5\12,A,V(51,V, 52,\/)7

pour un méme caractere Ao de G, (Fy ). Il suffit donc de prouver 1'égalité 5\12,K7V(517V, doyv) =
5\12,A7V(517V, d2,v) pour un seul couple (61,17, d2). On choisit ce couple ainsi : on construit

des éléments 6 € G'(Ay) et v € G(Ar) comme en 3.6, on releve § en &, € G (Ap) et

09 € C~¥’2 (Ar); on prend pour d;y et dyy les produits sur v € V' des composantes locales

de 6; et dy. Par définition de Ajz Ay, on a I'égalité

(1) Aoy (dov, W) = 5\12,A7v(51,v, do.v) A1y (01,v, V).

En 1.15, on a normalisé une fonction Ao sur G5 (A) de sorte quelle vaille 1 sur G/jy(F)
et des fonctions A, pour v ¢ V. Par définition,

5\12,1(,\/(51,\/, dov) = 5\12(51, 92) H 5\12,0(514}, 52,1})_1-
vgV

On a
(2) Az,v(éz,v,%) = )\12,11(51,1)7 52,U)A1,v(52,v,%) pour tout v € V.

En effet, avec les notations de [I] 6.3, on a ’égalité

A2,v(527va 'Yv) = 5‘(1 (51711)5‘(2 (52711)71A1,v(517va 'Yv)-

Il suffit de comparer les définitions pour constater que
5\@(51@)5\@(52,@)71 = 5\12,0(514}, d2.0)-

D’ou (2).
Alors

5\12,K,V(51,V, dov) = 5\12(51, 92) H Ag (02,0, %)_1A1,u(51,m Vo)
vV

= M2 (81, 09) Mg (62, %) LA (61, 7) Aoy (Fav, W) Ary (S, 1)

En comparant avec (1), il reste a montrer I’égalité

(3)  Ao(d2,7) = Aia(61, 02) A1 (61,7).

La démonstration est similaire a celle du lemme [I] 2.5, nous n’en donnons que le
squelette. De fagcon générale, pour un groupe réductif connexe H défini sur F, un
élément de H' (W, Z(H)) détermine non seulement un caractere de H(Ag) trivial sur
H(F), mais plus généralement un caractere du groupe (H(Az)/Z(H; F))'F, trivial sur
(H(F)/Z(H; F))'r = Hyp(F). Avec les notations de [I] 2.5, le cocycle w — ({1 (w), Co(w) 1)
de Wy dans Z(GY,) détermine donc un caractére de (Go(Ap)/Z(Ghy; F))'F, trivial
sur Gy 4p(F). Notons ce caractere ). L'ensemble G, (Ar) s’envoie naturellement
dans (G (Ap)/Z(Gly; F))'F. En effet, pour (d,,8,) € Giy(Ap), on choisit (€),eh) €
Z(Ghy; F), on écrit 8, = x1€,, 8, = xo€), avec (x1,22) € Gly(Ap). Limage de (21, x2)
dans G'5(Ar)/Z(Ghy; F) ne dépend pas des choix de €} et €} et est invariante par I'z.
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L’application cherchée est (J,,0,) = (71,72). Par cette application, )y, devient une
fonction sur G, (Ar). Les mémes calculs qu’en [I] 2.5 conduisent & 1'égalité

(4)  Ao(62,7) = App(61, 02) Ag (61, 7).

Or il résulte des constructions que les fonctions 5\12 et 212 se transforment selon le méme
caractere Ao de G',(Ap). Par définition, Ao vaut 1 sur (i”lQ(F ) et la construction ci-
dessus montre que 212 vérifie la méme propriété. Les deux fonctions sont donc égales et
I'égalité (4) équivaut a (3). O

3.8 Une construction auxiliaire

Soit G’ = (G, G, 5) une donnée endoscopique relevante de (G, G, a). Soit (H, H,b)
un triplet similaire & (G, G, a) et soit H' = (H’, H', ) une donnée endoscopique pour ce
triplet. Considérons les hypotheses (1) a (6) suivantes.

(1) Il y a une suite exacte

1G53 H—>D—1

d’homomorphismes de groupes définis sur F, ou D est un tore; il y a un plongement
G - H défini sur F compatible avec .

Pour h € H, I'automorphisme adj, se quotiente en un automorphisme de D qui ne
dépend pas de h. On le note 0p. On ne demande pas qu’il soit I'identité. De la suite (1)
se déduit une suite duale A

1-D—-HS5G—1
et une projection i : “H — LG compatible avec i (on rappelle que LG = LG, cf. [I] 1.4).
Notons 7% le tore d’une paire de Borel de H comme en [I] 1.4.

(2) DN THO0 = poo,

(3) On a I'égalité 5§ = i(f).

Puisque H' et G’ sont les composantes neutres des commutants de f et 3, on a une
suite exacte

15D 5 [ G 1.

(4) On a Pégalité G’ = i(H').

I en résulte que a est le composé de b et de la projection Z(H) — Z(G).

(5) On a I'égalité Vygm (H') = Vigm (H).

(6) La donnée H' est relevante et vérifie 'hypothese (Hyp) de [I] 6.4.

Considérons pour i = 1,2 des familles de données (H;, H;,b;) et H, = (H,#H),t,)
vérifiant les hypotheses (1) & (6). On peut dire que la famille indexée par 2 domine la
famille indexée par 1 s’il existe un homomorphisme injectif

HIH1—>H2

et une application compatible % : H; — H, de sorte que les hypotheses suivantes soient
vérifiées :
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- les diagrammes

H,
S
G Ik
N\ L2
H,
,
a
G IR
N2
H,

sont commutatifs ; . 3
en notant & : “Hy — “Hy et k : “Hy — “H, les applications déduites de x,
- LE(ty) =1 et R(HY) = H,.

Lemme. (i) Il existe des données vérifiant les hypothéses (1) a (6).

(ii) Pour deux familles de données (H;, H;,b;) et H, = (H! H!,1;) pour i = 1,2
vérifiant toutes deux les hypotheses (1) a (6), il existe une troisiéme famille vérifiant les
mémes hypotheéses et les dominant toutes deux.

Preuve. Notons 7™ [e tore maximal de G muni de ’action galoisienne quasi-déployée.
Il est aussi muni de 'automorphisme 6*. Posons H = (G x T*)/diag (Z(G)) ot diag—
est le plongement anti-diagonal et notons H le quotient de G x T* par Z (G) agissant
anti-diagonalement par multiplication a gauche. On définit deux actions de G' x T™ sur
H par
(9. (v 7)(d,t") = (gvg' 170" (1)).

Ces actions se descendent en des actions de H sur H qui font de H un espace tordu sous
H. On a une suite exacte

1-GS5H—-D=T;,—1

et un plongement compatible i : G — H qui & y associe 'image de (7,1) dans H. Notons
que le centre de H est (Z(G) x T*)/diag_(Z(G)) ~ T*. Donc

(7) le centre Z(H) est connexe.

On choisit une paire de Borel épinglée £ = (B T, (Ea)aeA) de G adaptée & 5 et on
éerit § = s avec s € T, cf. [I] 1.5. Cette paire se reléve en une paire de Borel épinglée de
H. On note T le tore de cette paire et encore 0 I’automorphisme de H associé A cette
paire. Prouvons que I'égalité (2) est vérifiée. Il s’agit de prouver que la suite

1 — DOO — THOO _y 700
est exacte. Il revient au méme de prouver que la suite
0— X, (D) = X,(T™M)? - X.(T)? - 0

est exacte. Seule la surjectivité finale pose probleme. Les actions galoisiennes n’inter-
viennent pas ici. On peut travailler sur F' et identifier T a un sous-tore de G. Posons
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T = (T* x T*)/diag_(Z(G)), qui est un sous-tore maximal de H. La surjectivité a
prouver équivaut a celle de I'homomorphisme

issue du plongement ¢ + (¢,1) de T* dans T*¥. Mais on a aussi un homomorphisme
T*H — T* défini par (t1,t2) — tito dont le composé avec le précédent est l'identité de
T*. Ainsi ’homomorphisme ci-dessus s’inscrit dans une suite

dont le composé est l'identité. La deuxieme fleche est donc surjective, comme on le
voulait.

Pour v € Val(F), v & Viem(G,a), le groupe H est non ramifié sur F,. Puisque
Gap = Hap, le sous-groupe compact hyperspécial K, de G(F,) détermine un tel sous-
groupe K de H(F,). L'espace K¥ = KMi(K,) est un espace hyperspécial pour ce
groupe.

On choisit ¢t € TH d’image s dans T' et on pose = t. La relation (3) est vérifiée.
On peut identifier 790 au tore d’une paire de Borel épinglée de G'. Il s’en déduit une
structure galoisienne sur ce tore, de la forme o — og = wg (o) o oG, o we est un
cocycle a valeurs dans W9 Ce groupe W est le méme pour G ou H. On peut donc
relever I'action précédente en une action o — oy = we(0) o oy de Tp sur THO0. Ces
actions se prolongent en des actions sur T et TH. Remarquons que ces actions sont non
ramifiées en v pour v € Val(F) — Vigm(G'). Notons 17, resp. T, T TH' les tores T,
resp. Té,o’ TH, TH’é’O, munis de ces structures. On note T et TH' les tores duaux de
TC et TH' définis sur F. D’apres le lemme 3.2 et la relation (3) de sa preuve, on peut
prolonger le plongement TH 5 H é’o, resp. TC¢ — G en des plongements

ol o
L —  H% Wy

(z,w) = (zh!(w),w),
resp.

LT & g ct@

(z,w) = (zg'(w),w),
tels que, pour v & Vium(G') et w € I, on ait h'(w) = 1 et g'(w) = 1. Quotientons le
premier par DNTH = DnTHHO (on rappelle que D est le tore dual de D ~ T, d'ou
D ~ T.). On obtient un plongement

e Y
L — G90 % Wg

(z,w) = (zi(h(w)),w)

Les deux plongements précédents ne peuvent différer que par un cocycle. C’est-a-dire
qu’il existe un cocycle u : Wrp — T tel que ¢'(w) = u(w)i(h*(w)) pour tout w. Pour
v € Val(F) = Vuum(G') et w € I,,, on a u(w) = 1. En appliquant 3.2(2) a la suite exacte

15D T 5T 1,

on voit que 'on peut relever u en un cocycle uf : Wy — TH tel que i oufl = u de

sorte que, pour tous v € Val(F) — Vign(G') et w € I, on ait uf(w) = 1 . On pose
h'(w) = uf (w)h!(w). L’application

H/

L
(zh' (w), w)

Lt

%
(r,w)
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est alors un homomorphisme. Pour w € W, soit b(w) € H tel que
(8)  adi(W'(w),w) = (b(w)h'(w), w).

En projetant dans “G on voit que b(w) se projette sur I'élément a(w) de Z(G) tel que
ads(g' (w), w) = (a(w)g'(w),w). Donc b(w) € Z(H). L'équation (8) oblige b & étre un
cocycle. On note b sa classe modulo ker!(Wp; Z(H)). Elle se projette sur a. On note
H' = Z;(1)°. L’équation (8) oblige (A'(w),w) & normaliser H’. On note H' le groupe
engendré par H' et les (h/(w), w) pour w € Wy. C'est une extension de H’. Elle détermine
une action galoisienne sur ce groupe qui en conserve une paire de Borel épinglée : par
exemple le relevement dans H' d’une telle paire de G’ conservée par ’action galoisienne.
On note H' le groupe quasi-déployé sur F' dont le L-groupe est H’ muni de cette structure
galoisienne. Alors (H',H’, ) est une donnée endoscopique pour (H, H,b) et la relation
(3) est vérifiée. Cette donnée est non ramifiée en tout v € Val(F) — V,um(G’) car, pour
une telle place, on a h'(w) = 1 pour w € I,. Montrons que cette donnée est relevante.

Dualement & ’homomorphisme H’ < G’, on a un homomorphisme ¢/ : G’ — H' qui est

défini sur F. On a aussi des plongements compatibles Z(G) — Z(H) et Z(G) — Z(H).
L’homomorphisme ¢ se prolonge en

7 é/ = X Z(@) Z(é) — f{/ =H X Z(H) Z(ﬁ)

Puisque G/(F) n’est pas vide, H'(F) ne I’est pas non plus. Remarquons que, par construc-
tion, on a G = Hge et Gy = Hgo. Il y a donc une bijection entre paires de Borel pour
G et pour H, et entre paires de Borel pour G’ et pour H'. Soit v € Val(F'). Puisque G’
est relevante, on peut fixer un diagramme (5, B',T", B, T,~) avec § € G'(F,), v € G(F,)
et ~ fortement régulier. Notons 67" et 4 les images de 0 dans H'(F,) et de ~ dans
H(F,). Notons (B, TH') la paire de Borel de H' correspondant & (B’,T") et (B TH)
la paire de Borel de H correspondant & (B,T). Alors (67", BH', TH' BH TH ~H) est un
diagramme et v est fortement régulier. Donc H/, est relevante.

Pour achever la preuve de (i), il reste a prouver que H' vérifie I'hypothese (Hyp). Elle
va étre assurée par (7). On peut aussi bien revenir aux données initiales et prouver

(9) si Z(G)est connexe et G’ est relevante, alors G’ vérifie I'hypothese (Hyp).

Pour v € V.4, (G’), 'hypothese que G est relevante permet de fixer un sous-tore
maximal 77 de G, défini sur F,, tel qu'il existe (8,,7,) € D(G,) de sorte que 8, € T'(F,).
Fixons un élément Y, € €, (F),) régulier dans g'(F,). On peut fixer un élément Y € g'(F')
dont la composante en v soit aussi proche que 1'on veut de Y, pour tout v € V. (G’).
Notons 7" le commutant de Y. C’est un sous-tore maximal de G’, défini sur F. Si la
composante de Y en v est assez proche de Y, ce tore est conjugué a 7 par un élément
de G'(F,). 1l vérifie donc la méme condition que 77. Il faut montrer qu'’il vérifie aussi
cette condition pour v € V,um(G’). Pour une telle place, on peut identifier la paire de
Borel épinglée de G a une paire £ = (B*,T*, (E*)aca) définie sur F), et dont K, soit le
groupe hyperspécial associé. D’apres [I] 6.2, on peut fixer e € Z(G, E*)(F)NT*(0"")K,,
avec les notations de cette référence. Soit z : 'y, — Z(G; F,) 'application telle que
o(e) = z(o)"te. Alors z est un cocycle non ramifié & valeurs dans Z(G; F,) N T*(o"") =
Z(G;0l"). Puisque Z(G) est connexe, un tel cocycle est trivial. Quitte & multiplier e
par un élément de Z(G;0™), on a donc e € Z(G,E*)(F,) N K,. Posons § = ad, et
fixons un sous-groupe de Borel B’ de G’ contenant 7". Grace a [K1] corollaire 2.2, on
peut fixer ¥ € G%.(F,) de sorte qu'en posant ad,1(B*,T*) = (B,,T,), le tore T, soit
défini sur F, et 'homomorphisme &7, 7 déduit de (B,,T,) et de (B’,T") soit équivariant
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pour les actions galoisiennes. Posons &, = ad,-1(€*). Puisque x commute & 6, on a
encore e € Z(G, &, )( v). On fixe v € T,(F,) en position générale, on pose p = &p, 7(v),
v, = ve et 8, = pe/, on ¢ € Z(G';F,) est I'image de e. Alors (6,, B, T', B, T,~,) est
un diagramme avec 0, € T'(F,) et 7, fortement régulier. Cela démontre (9) et le (i) de
I’énoncé.

Soient maintenant deux familles comme dans le (ii) de 'énoncé. Pour i = 1,2, on
peut écrire H; = (G x Z(H;))/diag_(Z(G)) et identifier H; au quotient de (G' x Z(H;))
par Z(G) agissant anti-diagonalement par multiplication a gauche. Posons Z15(G) =
{(2,21,2) € Z(G); 22129 = 1}. Posons H = (G x Z(Hy) x Z(H,))/Z12(G) et notons H
le quotient de G x Z(Hy) x Z(H,) par l'action de Z;5(G) par multiplication & gauche.
On munit H d’une structure d’espace tordu sur H comme au début de la preuve de ().
Il y a un diagramme naturel d’homomorphismes

H,
s N\ K1
G H

N\ L2 ! K
H,

On vérifie qu’ils ont tous injectifs. L’homomorphisme composé ¢ s’insere dans une suite
exacte
1—-G-5H— Dy xDy— 1

Tous les homomorphismes se prolongent en des applications compatibles entre les espaces
tordus correspondants. Du coté dual, H est le produit fibré de Hi et H2 au-dessus de G.
Comme dans la preuve de (i), on fixe une paire de Borel épinglée de G de tore T de sorte
que 5 = s0 avec s € T. Elle se releve en des paires pour Hy et H2 de tores T} et Ty. Pour
i=1,2,onat; = t,0 avec t; € Tj. On pose t = (t1,t3) et £ = t0. On définit H' comme
'ensemble des éléments (x1, 2o, w) € LH tels que (z1,w) € H} et (22, w) € Hfy. Comme
dans la preuve de (i), on associe a ces données un groupe H’ défini et quasi-déployé sur
F', ainsi qu’une classe de cocycle b. On laisse le lecteur vérifier que les données (H, H, b)
et H = (H', H',t) satisfont les conditions requises. []

Remarque. La preuve fournit un groupe H et un espace H qui sont indépendants
de la donnée endoscopique G'.

3.9 Facteur de transfert global, cas général

Soit G’ = (G',G,5) une donnée endoscopique relevante de (G,G,a). Soit V un
ensemble fini de places de F contenant Vjq,(G’). Considérons des données (H, H,b) et
H' = (H',H',t) vérifiant les hypotheses (1) & (6) du paragraphe précédent. Considérons
aussi des données auxiliaires H], H 1 Cim, 51, g pour H', non ramifiées hors de V. On a
la projection H] — H'. On a aussi un homomorphisme ¢/ : G' — H’, défini sur F, et la
projection duale i’ : H' — G’. Notons G’ le produit fibré de H] et G’ au-dessus de H' et
posons C; = C . On a la suite exacte

1-C -G -G —1

Comme on I'a vu dans la preuve de 3.8, de ¢/ se déduit une application 7/ : G' = G’ X 2(G)
Z(G) = H' = H' xz@y Z(H). On définit G| comme le produit fibré de Hy et G’
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au-dessus de H'. La projection naturelle é”l — G est compatible avec la suite exacte
ci-dessus. Du coté des groupes duaux, on vérifie que 'on a un diagramme commutatif

1 1
1 {
Doo — Dé,o
! t )
1l - H — H — ¢ — 1
! ! I
1 - & = G - ¢ = 1
! 4
1 1

dont toutes les suites sont exactes. On a aussi une suite exacte
1D 5 H -G =1
En quotientant par Dé’o, il se déduit du plongement él, g H —H /1 un plongement
él G — LG;

Les données G, é”l, Ch, él sont des données auxiliaires pour G’ qui sont non ramifiées
hors de V. On les complete par une famille d’espaces hyperspéciaux (f( 1o)vgv Vérifiant
les conditions usuelles, cf. 1.1. Les groupes G’ et H' ont méme groupe adjoint. Pour
v € V, le sous-groupe compact hyperspécial K/ détermine donc de tels sous-groupes
Ky, de H'(F,) puis Ky, de H{(F,). Alors I'ensemble K{,H,UZKRLU) est un espace
hyperspécial de [:I{U(Fv) On le note [?{HU La famille (Ri,H,v)wZV vérifie la condition
de compatibilité globale de 1.1. On complete les données auxiliaires Hj etc... par cette
famille.

Pour toute place v, on introduit les ensembles D, et D, , relatifs a G’ et é'l sur I,
et les ensembles similaires Dy, et Dy g, relatifs a H' et H 1. On a vu dans la preuve de
3.8 que pour (4,7) € D, on a (I'(0),i(7)) € Duy. Il en résulte que, pour (d1,7) € Dy,
on a ((61),i(7)) € Dipg., ot ¥ : G — H!| est Papplication naturelle. Puisque H’
vérifie 'hypothese (Hyp), on peut lui appliquer les constructions de la preuve de la
proposition 3.7 : de nos choix d’espaces hyperspéciaux se déduit un facteur de transfert
normalisé, notons-le Ay gy sur Dy yy = HUEV D ip- On définit une fonction Ay sur
Div = [,y D1 Par Ay (61,7) = Ay gy (71(61),2(7)). On a

(1) Ay y est un facteur de transfert.

Preuve. Puisque Ay gy en est un, il suffit de prouver que

(2) pour toute place v et tous (d1,7), (d;,7) € D1, on a l'égalité

Al,H,v(le (51)7 Z(’Y)v le (é1)7 Z(Z)) = Al,v(517 v éla 1)

On reprend les définitions de [T] 2.2 en ajoutant judicieusement des indices H pour les
termes relatifs & H. Les facteurs A;; intervenant sont les mémes des deux cotés car ces
facteurs sont insensibles aux centres et on a Gap = Hap, G'yp = H)p. 1l faut comparer
les facteurs Ajpp g0 €6 Ajppo. On a des égalités

~

Ao (01,7 61,7) =< (V,v1), (Vi,s) >0,
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D111 (61), 2(7); 11 (81),7(7)) =< (Vi wamr)s (Vi ) > 71

les produits étant respectivement ceux sur
Hl’O(PFU; U 1_—)6 51) X Hl’O(WFU; Sl 1_—)6 U)

et
Hl,O(ro; UH 17—>€ Sl,H) X H170<WFU;SLH 1;>9 UH)

En fait, on a Uy = U et des homomorphismes duaux S; — 5 g, SLH — gl. En
choisissant convenablement les données auxiliaires intervenant, on vérifie que (V;,s) est
I'image naturelle de (Vi g, t) par 'homorphisme

Hl’O(WFv; g17H 1;>6 UH) — Hl’O(WFv; Sl 1_—)6 U),
tandis que (Vp,vq ) est I'image naturelle de (V,v) par 'homomorphisme dual

Hl,O(ro; U 1_—>6 51) — HLO(FFU; UH 1;>6 SI,H)-

L’égalité (2) résulte alors simplement de la compatibilité des produits. Cela prouve (2)
et (1). O

Pour v ¢ V, on a deux facteurs de transfert normalisés A, sur Dy, et Ay g, sur
D .. Pour (61,4,7) € D1y, on a I'égalité

(3) Al,v(él,va 71)) = Al,H,U(le(él,v)a Z(’Yv))

La preuve est similaire a celle de (2).

Comme en 3.7, de I'existence du facteur de transfert A,y va résulter la proposition
suivante.

Proposition. Il existe un isomorphisme canonique

C(Gy) =~ Ruerv O (G).

Preuve. On choisit des données (H, H, b) etc... et on construit le facteur de transfert
Ay sur Dy y. Comme en 3.7, on a alors les isomorphismes

O (Gy) = O35, (G(Fy)) =~ ®,ev CF(GY),

C

le premier étant relatif aux données (K7 ,).¢v et le second au facteur de transfert A y.
Le composé de ces isomorphismes fournit celui de I’énoncé.

On doit montrer qu’il est ”canonique”, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas des données
auxiliaires.

Conservons les données (H,[:I,b), H' = (H',H',t), mais remplacons H/, H!, Clru,
fLH par d’autres données auxiliaires HJ, lflé, Co.m, 52,H- On en déduit de nouvelles
données auxiliaires G, GY, Csa, & pour G'. On fixe des familles (f({m)vgv et (f(éw)ugv ol
[Ai'{w, resp. f(ém est un sous-espace hyperspécial de G/ (F,), resp. G4(F,). Il s’en déduit des
familles (K{7H7U)U¢V et (KQ,H,U)MV ol f({’HW, resp. f(ﬁHU est un sous-espace hyperspécial
de H!(F,), resp. Hy(F,). Comme dans la preuve de 3.7, on a deux isomorphismes

S (GLU(Fy)) = O, (Gy(Fy))

[
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dont nous voulons prouver qu’ils sont égaux. Ils sont donnés par des fonctions de re-
collement )\12 kv et )\12 Ay sur GlQ(FV) Comme en 3.7, il s’agit de prouver que ces
fonctions sont égales. Mais pour H', on a aussi des fonctions de recollement 5\12, oKy et
Mo.m.ay sur Hiy(Fy). Des applications 7, et 7, (avec des notations évidentes) se déduit
une application 7}, : G4, — H/,. Il résulte des définitions et de (2) et (3) que L'on a les
égalités 3 ) ) 3
Mo,k v = M2,V © la, Aizay = M2 aav Ol

Parce que H vérifie 'hypothese (Hyp), on peut lui appliquer la preuve de 3.7 qui montre
I’égalité 5\127H,K7V = 5\127H,A7V. L’égalité cherchée 5\127;(,‘/ = 5\12,A7V s’ensuit.

Remplacons maintenant les données auxiliaires (H, H,b), H' = (H',H',t), H|, H,
Ciu, él, u par d’autres (H, H,b) etc... vérifiant les mémes conditions. En utilisant le
lemme 3.8 (ii), on introduit des données (H H.b) et H = (H',#'.) qui dominent
(H H,b) et H' ainsi que (H, i, b) et H'. On peut fixer des données auxiliaires H,
)28 Hy, Cyy, § . On peut décomposer la preuve en deux : prouver que lI’isomorphisme ne
change pas (iuand on remplace les données H etc.. par les données H etc... puis qu’il
ne change pas quand on remplace les données H etc... par H etc... Les deux assertions
sont similaires. On peut ne démontrer que la premiere partie et oublier les données
H etc... On s’est ainsi ramené au cas ou les données (H, H, b) et H = (ﬂ’,ﬂ',f)
dominent (H, H,b) et H'. En particulier, on a des plongements compatibles x : H — H,

. H — H et, dualement, des plongements k et k. On a aussi des homomorphismes
compatlbles K H — H et & : H — H Le méme procédé qui nous a permis de
déduire de Hj etc... des données auxﬂlalres G} etc... nous permet maintenant de déduire
des données H', etc... des données auxiliaires pour H’, que I'on note H}, H} etc... Par
exemple, H} est le produit fibré de H' et H' au-dessus de H'. D’apres ce que 'on a déja
démontré, notre isomorphisme est insensible au changement de ces données auxiliaires,
on peut donc supposer que H; = HJ etc... Il résulte des constructions que les données
auxiliaires G, G, C4, &, pour G’ déduites de Hj ete... sont les mémes que celles déduites
de H) etc... On a d’ailleurs C; = C 7 = Ci.g. On fixe une famille (K1 v)v&ZV d’espaces
hyperspéciaux, dont on déduit des familles (Kl, Hao)ogy €t (KL H.o)vgv- Pour v € V., ces
familles déterminent des facteurs de transfert normalisés A HU_ et Ay g, On démontre
les assertions similaires a (2) et (3) :

(4) pour v € Val(F) et (61,0,7); (81,,7,) € D1,m,0, o1 a I'égalité

A1,g,v(/~€/1(51,v), "%(%); /20/1@1,@)7 /Zd(jv)) = AI,H,U<51,U77UQQ1,U71U);

(5) pour v € V et (914, Vo) € D10, o0 a l'égalité

Al,ﬂm(’%/l (51,1))7 ’%(’Yv)) = ALH,U((SLU? ’Y’U)

Fixons un tore maximal T} de H' vérifiant I'hypothese (Hyp) et construisons des
éléments (61,7) € Hj(Ap) x H(Ap) comme en 3.6. Alors le commutant T3, de «'(1")

dans H' vérifie 'hypothese (Hyp) et les éléments (#'(d1), /(7)) € E;(AF) x H(Ap)
vérifient les hypotheses de ce paragraphe. De plus, on a

(6) An(d1,7) = Au (&' (d1), K(7))-

La preuve est similaire a celle de (2).

Il résulte de (4), (5) et (6) que, pour (61,v,7v) € Dy gy, on a I'égalité

Al,g,v(fﬂ(&,v), H(’VV)) = AI,H,V(él,Va ’VV)-
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Le plongement iy : G — H est le composé du plongement similaire iy : G — H et de &.
De méme, 'application 7, est la composée de 7 et de &'. L’égalité précédente montre
que le facteur de transfert Ay pour G’ déduit de Ay gy v est le méme que celui déduit
de Ay pv. Donc I'isomorphisme

©uev O (G)) = O3, (G (F))
est inchangé quand on remplace les données H etc... par H etc... L’isomorphisme
O (Gly) =~ O, (GY(Fy))

ne change pas non plus puisqu’il ne dépend que de la famille (I? 1o)vgv- Cela acheve la
preuve. [l

Remarque. En 3.3, on a défini l'espace C°(G'y) en supposant G’ relevante et
V' D Vi (G'). Supposant toujours G’ relevante et soit V' un ensemble fini quelconque de
places de F'. On peut poser CX°(G'y) = ®,ey C(G)). Il n’y a pas d’ambiguité puisque la
proposition précédente affirme que, dans le domaine commun des deux définitions (c’est-
a~dire quand V' contient V,4,(G’)), les deux espaces ainsi définis sont canoniquement
isomorphes.

3.10 Adaptation aux K-espaces

Considérons un K-espace comme en 1.16. Soit G’ = (G’,G’, §) une donnée endosco-
pique relevante de ce K-espace. On fixe un ensemble fini V' de places contenant V., et
des données auxiliaires non ramifiées hors de V.

Soit v une place de F'. Le bifacteur A, s’étend a tout le K-espace, c’est-a-dire
que I'on peut définir des termes Ay, (d1,7;0;,7) pour deux couples (61,7), (6;,7) se

correspondant, avec v € G,(F,) et v € G,(F,). La définition est la méme qu'en [I] 2.3.
Avec les définitions de 1.16, on a les egahtes
Ay (61,7:61,7) = Alv(él, gb 27564, gbp (7)), si v est finie ou complexe;;

Ay, (01,7;01,7) = wlhyhy, )A1,v(51, ;,7p(7);§1,¢’2,’£(1)) si v est réelle.

Considérons les deux hypothéses

Hyp' il existe un sous-tore maximal 7" de F', défini sur F', de sorte que, pour toute
place v de F, il existe p, € II et un couple (d,,7,) € D(G)) avec 0, € T'(F,) et
Yo € Gp, (F));

Hyp” il existe un sous-tore maximal 7" de F', défini sur F, et un élément p € II de
sorte que, pour toute place v de F, il existe un couple (d,,7,) € D(G) avec d, € T'(F,)
et v, € Gp(F,).

Elles sont équivalentes. En effet, la seconde implique évidemment la premiere. Sup-
posons Hyp' vérifiée. Pour toute place réelle, fixons p, vérifiant cette hypothese. D’apres
le lemme 1.16, il existe p € II, d’ailleurs unique, tel que p soit v-équivalent a p, pour
toute place v réelle. On voit alors que cet p vérifie Hyp”.

Supposons ces hypotheses vérifiées. On fixe T" et p vérifiant Hyp”. Appliquant la
construction de 3.6 & la composante G, on construit un couple (&;,7) avec v € G,(Ap)
et un terme A(dy,7). Si on remplace les données T, p, d; et v par d’autres données 1",
p, 0, et v, la proposition 3.6(ii) est encore vérifiée, les bifacteurs étant étendus comme
ci-dessus au K-espace. La seule modification & faire & la démonstration est la suivante :
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en 3.6, on a fixé r € Gso(F) tel que ad,(E*) = £ et on a posé ug+(0) = rug-(o)o(r)~*;

il faut maintenant fixer r € G, sc(F) tel que ad, o ¢, ,(E*) = £" et poser

ug-(0) = T¢g7p(u6* (U))Vg,p(a)cr(r)_l.

Cette construction une fois faite, le reste des paragraphes 3.6 et 3.7 s’adapte sans
changement aux K-espaces.

Les paragraphes 3.8 et 3.9 s’adaptent aussi de la facon suivante. Fixons p € II et
effectuons les constructions de 3.8 pour la composante G,. On construit donc un groupe
H, et un espace Flp comme en 3.8 relatif a G, et ép. Pour ¢ € II, on introduit un
groupe H, et un espace ]jlq :sur F, ils sont égaux A H, et ﬁp; on notant les identités

]I){q : Hy — Hp et gz;gq : fIq — ﬁlp, on définit les actions galoisiennes sur H, et fIq de
117{#1 © U( gq)il - a’dvp,q(g) et ¢gq © U(~ gq)il - advp,q(o)
pour tout ¢ € I'r. On a alors des plongements Gy, = H, et G, — H, définis sur F' de
sorte que les diagrammes suivants soient commutatifs

sorte que l'on ait les égalités

Gp — Hp GLP — ]—{p
T Bpg Tl 1 b T
G, — H, G, — H,

La collection (I{Iq)qen n’a pas de raison d’étre un K-espace au sens de 1.16 car les ap-
plications H'(F'; G,) — H'(F; H,) ne sont pas bijectives en général. Mais les conditions
précises imposées en 1.16 ne servent qu’aux formules d’inversion de [I] 4.9. Elles ne sont
pas nécessaires pour définir les facteurs de transfert de la méme facon que ci-dessus. Par
abus de notations, on notera encore K H la collection (I:Iq)qen. Alors, comme en 3.9, on
définit les facteurs de transfert pour cette collection puis on les restreint au K-espace de
départ KG. On obtient les mémes conséquences qu’en 3.9.

4 Intégrales orbitales pondérées et endoscopie

4.1 Intégrales orbitales pondérées invariantes stables

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et & torsion intérieure. Soit M € L£(M,) et soit
V un ensemble fini de places. Posons

D(II(Fy)) = D% oo (NI(F)) + Doy (VE(F)) © D3t (VE(Fy)).
On va définir une forme bilinéaire
(8,F) — S(8,1)
sur le produit

(D (VI(F)) @ Mes(M(Fy))*) x (C2(G(EV)) © Mes(G(EV)) ).

Le théoreme qui suit énonce une de ses propriétés clés. On le prouvera au paragraphe
suivant.
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Théoréme. Pour tout § € D3 (M(Fy)) ® Mes(M(Fy))*, Ia distribution f — SJ‘%(& f)
est stable, c¢’est-a-dire se factorise par la projection de C>°(G(Fy)) @ Mes(G(Fy)) dans
SI(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)).

Conformément a nos hypotheses de récurrence, on admet cette propriété pour les
couples (G',G'") vérifiant les mémes hypotheses que (G,G) et tels que dim(Gly) <
dlm(Gsc)

Supposons définie notre forme bilinéaire. On doit étendre la définition a la situation

avec caractere central” de 1.15. On doit aussi montrer que, pour deux extensions G,
G2 de G et pour une fonction de recollement )\12 v comme dans ce paragraphe, les deux
définitions de la forme bilinéaire se recollent. Admettons cela par récurrence pour les
couples (G', G') comme ci-dessus. Soit s € Z(M)"7. On définit la donnée endoscopique
G/'(s) comme dans le cas local (cf. I} 3.3), dont la donnée endoscopique maximale M est
une "donnée de Levi”. Pour s ¢ Z(G)'F, on a dzm(G’ (s)sc) < dim(Ggsc) et les propriétés

formelles ci-dessus permettent de définir 51?/1 °) (8,f) pour § € DY(My ) ® Mes(M(Fy))*
et f € SI(G'(s)y) ® Mes(G'(Fy)). On définit d’autre part

iy (G, G'(s)) = { [Z(G'(s))'F : Z(G)'F]7Y,  si G/(s) est elliptique,

0, sinon.

On peut alors poser la définition
S%(8.£) =12(8,1) — > i(G, G ()55 ) (8,86 ).
s€Z(M)'F JZ(G)'F s#£1

Il est clair que cette forme est invariante en f, c’est-a-dire ne dépend que de I'image

de f dans I(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)).

4.2 Formules de décomposition

La situation est la méme que dans le paragraphe précédent. Le lien entre la forme
bilinéaire qu'on y a définie et ses avatars locaux définis en [II} 1.10 et [V] 1.4 et 2.4
est donné par la proposition suivante. Soient deux espaces de Levi Ly, Ly € L(M) tels
que d¥(Ly, Ly) # 0. Alors A7 N AF, = {0}. Cette condition entraine dualement que
I’homomorphisme

Z(M)'FZ(G)'F — Z(M)'F ) Z(L0)'" @ Z(M)' /Z(Ls)""

est surjectif et de noyau fini. On note kG ([~/1, [~/2) le nombre d’éléments de ce noyau et
on pose e (Ll, Ly) = dé (Ll, L2)kG (Ly, L2) 1. Si au contraire d%(il, Ly) = 0, on pose

(Ll,Lg) = 0. Soit LV (L)yev € L(My) tel que dG (M, LY # 0. Cette condition
entrame encore que I’homomorphisme

Z(M)'" [ Z(G)'F = @uey Z(M,) ™ /Z (L)

est surjectif et de noyau fini. On note k%V(M , EV) le nombre d’éléments de ce noyau et
on pose e, (M V) = dG (]\Zf, zv)k;]‘%v(]\;[, LY)~'. Si au contraire d%V(M, LY) =0, on
pose €, (M LV) =0.
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Proposition. Soient § = ®uevd, € DI(M(Fy)) @ Mes(M(Fy))* et f = ®yevf, €
C(G(Fy)) © Mes(G(Fy)).
(i) On a I'égalité

se@.f)= Y G (ML) ] SE (801, z0)-

LV eL(My) veV

(ii) Supposons V' réunion disjointe de V; et V,. Pour i = 1,2, posons §; = Quey, 0, et
f; = @pev,f,. Alors

SG0,8)= Y G (L1, Lo)S5 (81,8, 7,)SE (82,8, 1)
L1,LoeL(M)

(iii) Supposons V' réduit a une place v. Alors

SEB.£) = > €f (M, L")S] (6.f1.).
Lvel(My)

Preuve. On ne démontre pas cette proposition car nous ferons une démonstration
analogue au paragraphe 4.4, dans une situation plus générale. On va simplement montrer
ici que (i) est équivalente a la réunion des deux assertions (ii) et (iii).

On va commencer par I'implication (ii)+(iii) implique (i).On raisonne par récurrence
sur le nombre d’éléments de V. Si V est réduit a une place v, assertion (i) est identique
a (iii). Si V' a au moins deux éléments, on décompose V' en union disjointe V; UV, de deux
sous-ensembles non vides, donc de nombres d’éléments strictement inférieurs a celui de V.
On applique (ii). Pour ¢ = 1,2, on applique (i) par récurrence aux termes S ]%;(5@-, f, ;,) qui
interviennent. Il apparait des ensembles de sommation LY (My) € L(My,). L’ensemble
L(My) est le produit de L(My,) et de L(My,). On pose

LUP2 (M) = L8 (M) x £72(My,).
Un produit pour ¢ = 1,2 de sommes sur Eii(]\;fvi) est donc une somme sur L2122 ().
D’ou
L L L T FViy L T TV Lv
S (81, £,1,)S2 (82,6, 7,) = > et (M, L™)ers (M, L") 1155 (60.%, 1)
IVerkilo (M) veV

(on a noté IZ‘ZZ pour ¢ = 1,2 les deux composantes de EV) En inversant les sommes en
Li, Ly et en LV, on obtient

se@.6)= > EG (M LV)]]SE (8.5, 1),

LVeL(My) veV

ou
EG (M, LV) = S S (L, Lo)els (NI, EV)elz (31, 1%).
Ln,Loel(M),LV eclv Lz (M)

Pour obtenir (i), il reste & prouver que, pour LY € L(My), on a

(1) B (M.LY) =G (M,LY).
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On montre que . . .
(2) 8'il existe Ly, Ly € L(M) tels que LY € LEvL2(My) et

dS (L, Lo)dk (N, L")d% (M1,L"2) # 0,

\%t M Vo

alors d%v(]\;[, I~/V)~7é 0.
L hypothese dﬁv (M, L") # 0 signifie que
1

Ay, (A & AL, = Ab

V1 MVI )

ou on utilise les notations de 1.4. En ajoutant 'espace @”eleiél’ qui est en somme
directe avec les précédents, on obtient

Ay, (A2) @ AG, = AS

My,

De méme en remplacant les indices 1 par 2. En sommant les égalités obtenues, on obtient
L L & &

Montrons que l'on a I'inclusion

(1) A(AD) @ Ay (AZ) € Ap(AS) + (Ay (AS ) @ Ay, (AS)).

L’hypothese déM(il,EQ) # 0 entraine que 'application linéaire somme des projections
orthogonales
G Ly Lo
AL — AJ\?L ) AM
H — (H H™)
est bijective. Pour ¢ = 1, 2, soit H; € Aﬁ On introduit 'image réciproque H de (Hy, Hs)
par I'application précédente. Alors

Ay, (Hy) + Ay, (Ha) = Ay(H) — Ay, (Hy,) — Ay, (Hp,).

Le membre de droite appartient au membre de droite de (4), ce qui prouve cette assertion.
Le dernier espace du membre de gauche de (3) contient Ay, <A(E;1) ® Ay, <A(E;2)' Grace
a (4), on obtient 'inclusion

(5)  Ap(AR) @Ay (A2) @ AS, C Av(AG) + AS, .

La somme des dimensions est la méme des deux cotés. En effet, AV(.A%) a méme di-
mension que A]\% et, pour ¢ = 1,2, AVI.(A%) a méme dimension que AE. Or I'hypothese
d]‘G;I(El, L,) # 0 entraine que AAG;I = AE @AE. Cela implique 1’égalité voulue des dimen-
sions. Mais celle-ci implique que les espaces du membre de droite de (5) sont en somme
directe et que I'inclusion est une égalité. En utilisant (3), on obtient 1'égalité

G G G

Cela signifie que la conclusion de (2) est vérifiée.
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Inversement, on a o

(7) si d]\GZV(M ,LY) # 0, alors il existe un unique couple (Li, Ly) vérifiant les hy-
potheses de (2).

Montrons d’abord D'unicité. La condition L' € £X(My,) signifie que A, C Aj,
pour tout v € V;. La condition dL1 (M LY1) # 0 entraine

A N (Muer A7) = {0}
Leur conjonction conduit a 1'égalité
®)  Ap = Ay 0 (Nwen Ag,)-

D’ou 'unicité de I~/1 et de méme celle de I~/2 Inversement, notons B l'intersection de
droite ci-dessus, soit T le sous-tore défini sur F' de Ay tel que X.(T) = X,.(Ay) N B.
Soit L; le commutant de T dans G. Il contient M et les L, pour v € V;. A fortiori,
il est non vide et c’est donc un espace de Levi. Les inclusions ci-dessus entrainent que
Aj, est contenu dans B. Mais il contient par définition X,(T') qui engendre B. Il est
donc égal a B. Cela prouve l'existence d’un espace de Levi L, vérifiant (8). On définit de
méme l'espace Ly. On va montrer que le couple (Ly, Ly) vérifie les hypotheses de (2). La
définition de ces espaces n’entraine pas 1’égalité (3), mais elle entraine que les espaces du
membre de gauche de cette égalité sont en somme directe. L’hypothese d]\GZV(Z\;[ , Zv) # 0
entraine ’égalité (6). On déduit de ces deux faits I'inégalité

dim(AS) > dim(AL) + dim( AL

i)
L’égalité (8) et son analogue pour Ly entrainent que
Ail N AjJQ =A;; N (ﬂvevALU)-

Mais cette intersection est réduite a Agx en vertu de I'hypothese d%V(M ,LV) # 0. Donc
les espaces Aiél et Ai sont en somme directe. En prenant les orthogonaux, on obtient
I'égalité

G _ gl Ly

Af = AL + AL

L’inégalité de dimensions prouvée ci-dessus entraine que la somme de droite est directe.
D’ou d]%(Ll, L) # 0. D’ou aussi : cette inégalité de dimensions est une égalité. En re-
prenant le raisonnement conduisant a cette inégalité, on voit que 1’égalité (3) est vérifiée.
En la projetant sur @,cy; A%, on obtient

L; L; L;
Cela signifie que d i (M LY4) # 0 pour i = 1,2. Cela prouve (7).

Grace a (2) et (7) on obtient

L 0, sidé (M,LV)=0,
Ej\(i (MaLV): e, T Vi Le (7 TV : gv TV
v M(Ll,Lz) 1(M,L 1)eMVQ(M,L 2), si dMV(M,L ) #0,



ol (il, Eg) est le couple déterminé par (7). Pour prouver (1), on peut supposer d%v (M , EV) +
0 et il faut prouver 1'égalité

e (M, LV) =

L, LQ) (M, L‘/l)

Vi

e ( e, (M, L"?).

Elle se décompose en les deux égalités

dgfih(M, LV) =d% (L, EQ)dEVI (M, LVl)dﬁw (M, L"),
et
)R (ML) = k¢ (Ll,LQ)k:Ll (M LVI)kLQ (M LY?).

La premiere se prouve en reprenant les demonstratlons de (2) et (7) et en précisant com-
ment se comportent les mesures selon les différentes décompositions en somme directe.
On laisse les détails fastidieux au lecteur. Prouvons (9). L’homomorphisme

Z(M)'r Z(M,)'ro
- ~_ _> EBUGVAi
Z(G)FF Z(LU)FFU

se décompose en le produit de

et de

Z@n)t ozt ZOL)TN o Z(M)
Z([A/I)FF Z<£2)FF veV] Z(EU)FF’U veEVy ~ .

Tous ces homomorphismes sont surjectifs. Donc le nombre d’éléments ké (M LV) du

noyau du composé est le produit des nombres d’éléments des noyaux des deux homomor-

phismes ci-dessus. Ceux-ci sont respectivement k:AG/I(Ll, Ly) et k:]\LJ1 (M, L% )kL2 (M,L").
Vi Va

Cela prouve (9) et acheve la preuve de I'implication (ii)+(iii) implique (i).

En fait, on a prouvé que, si on admettait (i) pour les facteurs du membre de droite
de (ii), alors ce membre de droite était égal a celui de (i). Mais cela démontre que (i)
implique (ii). De plus, (iii) n’est que (i) dans le cas particulier ot V' n’a qu'un élément.
Donc (i) implique (ii)+(iii). O

Le (i) de cette proposition rameéne la preuve des propriétés requises de la forme
bilinéaire (8,f) — S%(d,f) & celle des mémes propriétés pour ses avatars locaux. En ce
qui concerne les propriétés formelles, on a fait cette preuve en [II] 1.10. La propriété de
stabilité a été prouvée en [III] 2.8 dans le cas non-archimédien, en [V] 1.5 et section 4
dans le cas archimédien. Cela prouve le théoreme 4.1.

Variante. Supposons donné un systéme de fonctions B comme en 1.10. En rem-
placant les intégrales [ﬁ("/,f) par leurs variantes I¢ (v, B,f) dans les constructions

précédentes, on définit les variantes S%(é , B, f) des intégrales orbitales pondérées stables.
Elles vérifient des propriétés analogues aux précédentes.
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4.3 Une propriété de support

Les hypotheses sont les mémes que dans le paragraphe précédent mais on suppose
que V contient V,,.

Lemme. Soit = C Ay; un ensemble compact et soit f € C®(G(Fy)) @ Mes(G(Fy)).
Alors il existe un sous-ensemble compact Cy de M(Fy) tel que, pour tout § € D' (M (Fy))®
Mes(M(Fy))* vérifiant les deux conditions :

- I'image par FIMV du support de § est contenu dans =,

- SG(8,£) #0,
il existe un élément du support de & qui soit conjugué a un élément de Cy par un élément
de M(Fv)

Preuve. On utilise la définition. Pour que S¢ (8, f) soit non nul, il faut que I]\%((s, f)

soit non nul ou qu’il existe § € Z(M)'r /Z(G )FF avec § # 1 de sorte que S (5 £G'()
soit non nul. Dans le premier cas, on conclut par le lemme 1.12. Dans le deuxieme,
I’application H i1, e dépendant pas des espaces ambiants G ou G (8), les hypotheses
restent vérifiées si 'on remplace G par G’ (3). Puisque § # 1, on peut appliquer le lemme
par récurrence, ce qui conduit encore a la conclusion. []

4.4 Le systeme de fonctions B¢

Revenons au cas général. Soit G’ = (G', G, 5) une donnée endoscopique de (G, G, a).
Nous allons munir G’ d’un systéme de fonctions comme en 1.10 que nous noterons BC.
On fixe comme toujours une paire de Borel épinglée Ede G pour laquelle on utilise les
notations usuelles, cf. [I] 1.5. En particulier, on suppose § = s0, avec s € 7.

Fixons des paires de Borel épinglées € = (B, T(, Ey)aca) de Get &' = (B, 1", (E!))wen’)
de G". On suppose &’ définie sur F'. On note T Pensemble des v € G tels que ad., conserve
(B,T) et T' ensemble des § € G’ tels que ads conserve (B',T"). On a un homomor-
phisme £ : T" — T, qui se prolonge en une application §:T — T Soit € € T’, fixons
n e T tel que &(n ) — €, écrivons 1) = ve, avec v € T et e € Z(G,E). Notons X(T)
I’ensemble des racines de T dans g et =& (T’ ) celui des racines de 7" dans g.. On a décrit
maintes fois ce dernier ensemble. C’est la réunion des ensembles

(a) les Na pour a € X(T') de type 1 tels que Na(v) =1 et Na(s) = 1,

(b) les 2Na pour o € X(T') de type 2 tels que Na(v) =1 et Na(s) =

(c) les 2Na pour a € X(T') de type 2 tels que Na(v) = —1 et Na(s) =

(d) les Na pour a € (T') de type 3 tels que Na(v) =1 et Na(s) = 1.

On a introduit en 1.10 une décomposition 7" = Uaeaf2. Soit 2 € Q tel que € € Q.
Soit ¢ un autre élément de €, que 'on reléve en ' = /e € T'. Les ensembles X.6¢(T") et
3Gy (T") sont égaux par définition de . Une racine Na avec « de type 1 ne saurait étre
égale a une racine 2N [ avec [ de type 2, ni a N§ avec § du type 3. Donc les racines
de type (a) pour € sont aussi de type (a) pour €. De méme, les racines de type (d) pour
e sont aussi de type (d) pour €. Par contre, une racine de type (b), resp. (c¢), pour €
pourrait étre de type (b) ou (c¢) pour €. Mais, en tout cas, pour une racine 2Na de
type (b) ou (c) pour €, on a forcément Na(rv') = £1. Or © est connexe par définition.
Son image réciproque dans T I'est aussi. Cela entraine que Nov(1/) est constant quand €
parcourt €. Alors les racines de type (b), resp. (¢), pour € sont aussi de type (b), resp.

7
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(¢), pour tout € € Q. On définit alors une fonction BS sur X(Q) = NGe(T") de la facon
suivante. Dans le cas (a), BS(Na) = nq ; dans le cas (b), BS(2Na) = 2n, ; dans le cas
(c), B&(2Na) = ng; dans le cas (d), B§(Na) = 2n,. La méme preuve qu'en [I1] 1.11
montre que la famille de fonctions (Bg )Jaeq ainsi définie vérifie les conditions de 1.10.

La méme construction vaut si 'on travaille avec un K-triplet (KG, K G, a) puisque
seule intervient [a paire de Borel épinglée associée a ce K-triplet.

4.5 Intégrales orbitales pondérées w-équivariantes endoscopiques

Commencons par quelques rappels locaux. Pour quelques instants, supposons que
F soit un corps local non-archimédien de caractéristique nulle. Considérons un tri-
plet (G, G, a) défini sur F, un espace de Levi M de G et une donnée endoscopique
M’ de (M, M, ay;) elliptique et relevante. Pour § € D n(M') @ Mes(M'(F))* et
f € I(G(F),w) ® Mes(G(F)), on a défini en [II] 1.12 un terme I]\GZ’g(M’,é,f). On en
a déduit en [II] 1.15 une forme bilinéaire

(7, £) = 175 (v, £)

sur

(Dgéom(M(F),w) © Mes(M(F))*) x (I(G(F),w) ® Mes(G(F))).

ey

Pour la suite, on doit généraliser la définition de IE”S(M’ ,0,f) au cas ou M’ est une

donnée endoscopique de (M, M ,a) qui est relevante mais pas forcément elliptique. Dans
ce cas, il correspond a M’ un Levi R de M et M’ est une donnée endoscopique elliptique
et relevante de (R, R,a). On définit

I95(M,6,f) = Z dS(M,L)IZE (M, 68,87 ).
LeL(R

En vertu de la relation [II} 1.15(1), on a encore 1'égalité
(1) I9%(trans fert(8),f) = I9°(M, 8, f).

Supposons maintenant que F' = R ou F' = C. Des constructions analogues valent
d’apres [V] 1.7, 1.8 et 2.4. Il y a quelques modifications. On doit travailler avec un K-
espace (KG, KG,a) et un K-espace de Levi K M. Pour une donnée endoscopique M’ de

(KM, KM, ay,) elliptique et relevante, on a défini en [V] 1.7 Pespace D;Zom Guéquz( M.

On note D' (M) la somme de cet espace et de Dt (M'). Les termes III((A%S(M’, 6,f)
sont définis pour § € D(M') ® Mes(M'(F))*. Comme ci-dessus, les constructions se
généralisent au cas ou M’ est relevante mais pas elliptique. On a une égalité analogue a

(1). Les termes Gg('y, f) sont définis pour v € D M(F),w)® Mes(M(F))*.

géom,éféqui (
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Revenons a notre corps de nombres F' et considérons un K-triplet (KG, K G, ,a)
comme en 1.16. Soient V un ensemble fini de places de F, KM un élément de E(K MO)
et M = (M, M’ ¢) une donnée endoscopique elliptique et relevante de (KM, KM, ay,).
Pour § € (Z(M)"r9, on définit comme dans le cas local la donnée endoscopique G/(3)
qui contient M’ comme donnée de Levi. On pose i, (G, G'(5)) = 0 si G/(3) n'est pas
elliptique (on utilise ici et dans la suite la notation symbolique G au lieu de KG chaque
fois que cela peut se faire sans ambiguité). Si cette donnée est elliptique, on pose

i (G.G'(3) = [Z(M)'r - (Z(M)'r 0 Z(M))[Z(G'(3))" = (2(G'(3))" " n 2(@))]
Comme en [II] 1.12, il y a un homomorphisme naturel
2O Z(G) = Z(M) J2(G (3)'

Il est surjectif et de noyau fini. Alors i, (G, G'(3)) est I'inverse du nombre d’éléments de
ce noyau.

On a défini en [V] 1.7 et ci-dessus les espaces D;';Om a eqm(M' ) et D{(M!) pour
une place v archimédienne. Il s’en déduit comme en 1.8 des espaces D% (M) et

B eomG équi
Dt (M)). Pour § € D3'(M,) @ Mes(M'(Fy))* et f € I(KG(Fy),w)® Mes(G(Fy)), on
peut alors définir

@ LMen= Y in(GEE)S 0, B ),

s€lZ(NNTF0 ) z(G)F 0

Pour définir des termes [ Gg('y,f), on ne peut pas appliquer le méme procédé que
dans le cas local car, dans le cas global, il n’y a pas en général suffisamment de données
endoscopiques définies sur F' de (KM, K M.a M) pour écrire v comme somme de transfert
a partir de telles données. Mais soient v = ®-~, € Dgéoméféqm(KM(Fv), w)®@Mes(Fy)*
et f = @f, € I(KG(Fy),w)® Mes(G(Fy)). Puisqu’on a déja défini les formes bilinéaires
locales, on peut poser

GRS CN S S (VA AS [ WA R AN
KLVeL(KMy) veV
Cette définition se prolonge par multilinéarité a tout -« et tout f.

Proposition. Soient M une donnée endoscopique elliptique et relevante de (K M, KM, ay)
etf e I(KG(Fy),w) ® Mes(G(Fy)).
(i) Soit § = Rueyd, € DF(M),) @ Mes(M'(Fy))*. On a I'égalité
Gg e ~F ~U,5
gt e 6) = Y d (ML) [] It (M, 60,8, kg )-

KM
LVeL(MV) veV

(ii) Soit & € D=t

géom G équi

(M},) ® Mes(M'(Fy))*. On a Iégalité

I[[((g’g(transfert((s), f) = [;((g’g(l\/[', J,f).
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Preuve. Dans le cas local, la relation (ii) est vraie d’apres (1). Dans le cas présent, cette
relation résulte donc de (i) et de la définition (3). On pourrait prouver (i) directement.
Mais, pour étre plus clair, on la décompose en deux assertions :

(4) si V. =V U Vs, on a I'égalité

IXGE (MY, 6, ) = > A5 (L, L) IS (MU, 80,8y e, DT (M, 85,6y 7, )

KM
KL, KL:€L(KM)

(avec des notations évidentes) ;
(5) si V est réduit a une place v, on a 1'égalité

IKGg(M/ 6 f) Z dG (M L’U)] ng(M/ 6U7vaLU )

KM
KLveL(KM,)

Comme dans la démonstration de 4.1, la réunion de ces deux assertions équivaut a
().

Prouvons (4). Dans le membre de droite de la définition (2), on applique la formule
(ii) de la proposition 4.2. Notons que les fonctions B pour i = 1,2 qui interviennent
sont les restrictions de la fonction B®. Pour simplifier, on les note encore BY. On obtient

Igﬂ%g(M/v&’f) = Z iM/<é7 é/(§>>

5eZ(M)T R0 ) Z(C) F 0

RelE E G'(5 L)y (3 5 0G5
> O LSyt Y (80, BY, (67 Oy )Sh Y (62, BY, (857 Vo).
Lyl LELG ) (M)
Expliquons la notation. Un espace de Levi L 1 intervenant dans cette formule détermine
un K-espace de Levi KL, € L(KM) par I'égalité A; = AL, Alors L, 1 s'identifie a

Pespace L (3) associé & la donnee endoscoplque elliptique L/ (5 ) de (K Ly, KLj, ar,). On
a 'égalité (GG )ng = (f;,, )¥16). Regroupons les termes selon les couples (K Ly, K Ly)

d’espaces de Levi qui apparalssent. Pour un tel couple, notons S(K L, K Lz) I’ensemble
des § € CZ(M)'r9/Z(G)79 tels que Li(5) soit elliptique pour i = 1,2. On obtient

(6)  IKGE(M,6,f) = S X(KLi, KLy,
KI,,KLyeL(KM)
ou . . o o )
X(KLi, KL)= Y ig(G,G(8)e, (L (5), Ly(3))
§ES(Kf117Ki/2)
S]%j,(g)((sl,Bé, (fl,fq,w>Lll(§))S Ly(3) (62,BG (f2,[”/27w)Ll2(§))-

Fixons KLy, K Ly, € L(KM). Soit 3 contribuant de facon non nulle & la somme X (L, L,).
La donnée G/(3) doit étre elliptique (sinon i, (G, G'(3)) = = 0). Les données Lj(5) aussi,

pour i = 1,2. Le coefficient e’ ¢ (L1 (5), L4(5)) contient d S)(L’( ), L4(5)). Celui-ci ne
dépend que des espaces Ay, AG/(S et AL/(S pour i = 1 2. Mais, par ellipticité, ces
derniers sont respectivement égaux a Ag et Az pour i = 1,2. On obtient 1'égalité

d%O(E4(5), L4(3)) = d%(Ly, Lo),
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Si ce dernier terme est nul, on a donc X(Kil, KEQ) = 0. Supposons d%(il, ZQ) # 0. Le
calcul ci-dessus permet de récrire

(0 XKL, KL =df(laLo) - 30 il GGG T4E), 1)
3€S(KL1,KL»)
L/ (5 ~ (3 L.(3 ~ /(s
SMll( )(51’BG’ (fl,il,w)Ll( ))S]\;l( )(52’ BG, (f2,£27w)L2( ))'

Introduisons I’homomorphisme
q: Z(N)'0)Z(QY70 — Z(N)T™0 ) Z(L0)70 @ Z(M)'F ) Z(Ly) T+

L’hypothese dé (I~/1,I~/2) # 0 implique qu’il est surjectif et de noyau fini. Pour § = 55
avec s € Z(M )FF 0/17(G)'F0 posons q(s) = (s1,s0) et § = s;( pour i = 1,2. On a
Li(3) = Li(5;). Montrons que

(8) pour 5 € S(K Ly, K L), on a I'égalité

i (G, G GRS D (TN3), Th(3)) 7 = kG (B, Do) Y (L, E4(50) i (o, i (5)).
On a

Donc G/(3) est elliptique et i, (G, G'(5)) est Vinverse du nombre d’éléments du noyau
de 'homomorphisme

v Z(M)'H0)Z2(GY0 = Z(M)TF [ Z(G(5)T
Introduisons les homomorphismes
o ZQ0) 50/ 2(L0)"#0 © Z0) O Z( L) 5 2 2 )
DZ(M")'* | Z(Lh(3:))"F
et
122 Z(M)'F/Z(G(3)TF = Z(M")' | Z(Ly(30))' @ Z(M')' | Z(Lh(35))"

On a I’égalité ri15 0 ¢ = q12 o r. Tous ces homomorphismes sont surjectifs et de noyaux
finis. Le nombre d’éléments du noyau du composé est donc égal au produit des nombres
d’éléments des noyaux de 712 et de ¢, ou de g2 et de r. Ces noyaux ont pour nombre
d’éléments iy, (L, L4 (51)) Vi (Lo, Ly(3)) ™" pour 715, kM(Lh Ly) pour g, /{;Q © (L4 (3), Lb(3))
pour gis et i, (G, G'(3))"" pour r. L’assertion (8) s’ensuit.

Il résulte de (8) que le terme que 'on somme dans (7) ne dépend que du couple
(51, 82). On peut récrire (7) comme une somme sur ces couples (31, $3), le terme que 1'on
somme étant multiplié par le nombre des § € S(K L, K EQ) qui se projettent sur le couple
en question. Par définition de S(K Ly, K Ly), ce nombre est nul si 'un des L/(3;) n’est pas
elliptique. Sinon, c’est le nombre d’éléments du noyau de ¢, c’est-a-dire k%(il, [~/2) Ce
terme compense le méme facteur intervenant dans le membre de droite de (8). D’autre
part, on se rappelle que la condition 4, (L;, L:(53;)) # 0 équivaut a lellipticité de L}(5;).
On obtient 1’égalité

XKD KD = di(in i) [] % (e ()

i=1,2 giGEZ(M)FF,é/Z(ﬁi)FF,é
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L;(5 ¢ (3,
S]\}IZ/( )(5iaBG7 (fz Ei,w)LZ( ))
La somme en §; est égale par définition a IKL“g(M’ d:,f; 7. ,,)- Donc

X(KLy,KLy) = d%(Ll,LQ)IKLl’ (M, 80,8, 7, JIE2E (M, 83,8y 7, ).

Les membres de droite de (4) et (6) sont alors égaux, ce qui démontre (4).

Esquissons la preuve de (5). On a ici V = {v}. La donnée M, de (K M,, KM, ay,)
n’est pas forcément elliptique mais elle est relevante. Il lui correspond un K-espace de
Levi KR de K M. D’aprés nos définitions, le membre de droite de (5) est égal &

Z d%v(Mv I/U) Z d (MWSU) KS E(M/ 6U7fv,K§”,w)’
KLvel(KMy) KSveL(KRy)

En échangeant les lettres L et S, on obtient

S XS (VLI IEEEM, 6,8, gep)

KR,
KIveL(KRy)
ol o C e
Xg (ML) = > d$ (M, S)dy (M, L).

KSveL(KLv)
Un calcul déja fait plusieurs fois prouve que Xz ¢ (M, L") = dG (M L?). La relation (5)
équivaut donc a

IKG’S(M/ 5.f) = Z dG (M Lv)]KL 6(1\/[/ 8 S T ).

KM
KLveL(KRy)

La preuve de cette égalité est similaire a celle de (4) et d’ailleurs presque identique a
celle de la proposition [II] 1.14(i). On la laisse au lecteur. [J

Remarque. La preuve de (4) est réversible en ce sens que, si I'on suppose vérifiée la
relation (i) de I’énoncé ainsi que la formule (ii) de la proposition 4.2 pour tous les termes
sauf un du membre de droite de la définition (2), on en déduit cette formule (ii) pour le
terme restant. Dans cette direction, cela prouve par récurrence cette formule (ii) de la
proposition 4.2, puisque dans la situation de ce paragraphe, 'analogue de la relation (i)

est connue pour le terme I]\%(é, f).

Pourquoi avoir travaillé ici avec des K-espaces ? Parce que, dans le cas local et pour un
unique triplet (G, G, a), on ne connait pas (pas encore, plutot) I'analogue de la relation
(i) de I’énoncé. Expliquons cela. Supposons qu’un triplet (G, G, a) soit une composante
connexe d'un K-triplet (KG, K é,a), disons que c’est la composante indexée par p €
II. On peut appliquer la relation (ii) de 'énoncé & une fonction f € I(G(Fy),w) ®
Mes(G(Fy)) identifiée & un élément de I(KG(Fy),w) ® Mes(G(Fy)) nul sur les autres
composantes connexes. Mais transfert(d) vit sur toutes les composantes connexes, il est
de la forme @gerry,, ol vy, € D géom(M,(Fy),w) ® Mes(M(Fy))*. Le membre de gauche

de (ii) est égal a
Z IKGS (v,. )

q€ell
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Bien que f soit concentrée sur la composante ép, on ne sait pas a priori que Igj\%g('yq, f) =
0 pour ¢ # p. C’est 'unique raison, nous semble-t-il, pour laquelle nous devrons travailler
avec des K-espaces. Notons toutefois que, pour un seul triplet (G, G, a), on peut parfai-
tement définir IJ‘%(M’ ,0,f) comme le membre de droite de la formule (1). Si on inclut
(G, G, a) comme composante connexe dun triplet (KG, K G, a), ce terme coincide avec
III((A%(M', d.f), o1 f est identifié & une fonction sur KG(Fy ) nulle sur les autres compo-
santes.

Dans le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure, si l’on fixe un systeme
de fonctions B comme en 1.10, on peut aussi définir le terme IAC:j[(M’, d,B,f).

4.6 Le résultat de comparaison des intégrales orbitales pondérées
w-équivariantes

Les hypotheses sont les mémes que dans le paragraphe précédent.

géom,é’—équi(KM(FV)7 CU) ® M@S(M(Fv))*

et tout f € I(KG(Fy),w) ® Mes(G(Fy)), on a I'égalité [gg’g(y,f) = [Il((g(fy,f).

Proposition (a prouver). Pour tout vy € D

D’apres la définition du membre de gauche et la formule de descente 1.11(1), la
proposition résulte de ses analogues locales, ¢’est-a-~dire des théoremes 1.16 de [II] et 1.10
de [V], qui restent a prouver.

4.7 Une autre forme du résultat de comparaison
On conserve la méme situation.

Proposition. On admet la validité des théorémes 1.16 de [II] et 1.10 de [V]. Soit M’ une
donnée endoscopique de (KM, KM, ay,) elliptique et relevante. Soit § € Dt (M{,) ®
Mes(M'(Fy))*. Alors, pour tout f € I(KG(Fy),w) ® Mes(G(Fy))*, on a I'égalité

Igg(transfert(é), f) = Igg’g(l\/[', 6,f).

Remarquons que transfert(d) appartient & Dy (KM (Fy),w) @ Mes(M(Fy))*.
Comme on 'a vu dans la section 5 de [V], la validité du théoreme [V] 1.10 permet de
définir le membre de gauche de 1’égalité de 1’énoncé.

Preuve. Le membre de gauche de I'égalité a prouver vérifie la formule de descente
1.11(1). Celui de droite vérifie la formule parallele de la proposition 4.5(i). Cela nous
ramene a prouver ’analogue locale de I'égalité. En une place non-archimédienne, cette
égalité résulte directement du théoreme [II] 1.16. En une place réelle, on a vu dans la
section 5 de [V] qu’elle résultait (moins directement) du théoreme [V] 1.10. O
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4.8 Le cas quasi-déployé et a torsion intérieure

Soient (G, G, a) un triplet quasi-déployé et a torsion intérieure, B un systeme de
fonctions comme en 1.10 et V' un ensemble fini de places de F'. Soient M un espace de
Levi de G et M’ une donnée endoscopique elliptique et relevante de (M, M).

Corollaire. Pour tout § € Dy_op(M') @ Mes(M'(Fy))* et tout £ € C®(G(Fy)) ®
Mes(G(Fy)), on a I'égalité

Ig(transfert(é), B,f) = IA%(M', 4, B,f).

L’argument est le méme que dans le paragraphe précédent. Parce que (G, G, a) est
quasi-déployé et a torsion intérieure, le théoreme [II] 1.16 est prouvé (cf. [III] proposition
2.9) et un substitut du théoreme [V] 1.10 aussi : c’est la proposition [V] 1.13 dont on a
vu dans la section 4 de [V] qu’elle suffisait & notre propos.

5 La formule des traces stable

5.1 Quelques définitions

Soit V' un ensemble fini de places de F' contenant V,,,. On fixe un ensemble de
représentants £(G,a, V) des classes d’équivalence de données endoscopiques de (G, G, a)
qui sont elliptiques, relevantes et non ramifiées hors de V.

Soit G' = (G',G',3) € £(G,a,V). On munit G’ des objets auxiliaires de 3.1. En
particulier, pour v & V,,,,(G’), on fixe un sous-espace hyperspécial f(vG/ de G'(F,) cor-
respondant & K. De ’homomorphisme naturel Ags — A se déduit un homomorphisme
Az — Agr. Cest un isomorphisme par I'hypothese d’ellipticité. I préserve les mesures
par définition de celles-ci.

Considérons les paires de Borel épinglées de G et G’, dont on note les tores T et
T"™*. Les classes de conjugaison semi-simples dans G(F), resp. G'(F), sont classifiées par

(T*/(1 = 0)(T)/W’) xz6) Z(G),
resp. / / ~
(T™ /W) X gy Z2(G).

Il y a une application naturelle du second ensemble dans le premier, autrement dit une
application qui, & une classe de conjugaison semi-simple dans G’ (F), associe une telle
classe dans G(F’ ). Cette application est équivariante pour les actions galoisiennes. Les
classes de conjugaison géométriques (c’est-a-dire par G(F)) semi-simples dans G/(F) sont
classifiées par un sous-ensemble de

(/0= 0T /W) %z 2(E))

La description exacte de ce sous-ensemble est compliquée. 3
On définit la conjugaison stable entre éléments semi-simples de G(F) comme dans
le cas local. Deux éléments 7,17 € G4(F') sont stablement conjugués si et seulement
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s'il existe g € G(F) tel que g7'ng = n' et go(g)™* € I,(F) pour tout o € T'p, olt
I, = Z(G)’G,. La correspondance ci-dessus se raffine en une correspondance entre classes
de conjugaison stable dans G, (F) et classes de conjugaison stable dans Gys(F).

De méme, si on se place sur I’anneau Fy, la correspondance ci-dessus se raffine en une
correspondance entre classes de conjugaison stable dans é;S(F v) et classes de conjugaison
stable dans G, (Fy). Si O est une classe de conjugaison stable dans Gy, (Fy), on note Og,
la réunion (finie, éventuellement vide) des classes de conjugaison stable dans G, (Fy/) qui
correspondent a O.

On note Aut(G') le groupe d’automorphismes de G’. En fixant une paire de Borel
épinglée convenable de G, on a une suite exacte

1= (Z(G)/(Z(G) N TN — Aut(G') /G — Out(G') — 1,

ou Out(G’) est un sous-groupe du groupe des automorphismes extérieurs de G’. On
note selon 1'usage my(X) le groupe des composantes connnexes d’un groupe algébrique
complexe X. On pose

i(G,G") = [Out(G)|~Hdet((1 = O)jaug )|~ mo(Z(G)F) | [ker! (F, Z(G))[ !

[mo((Z(G)/(Z(G) N TN )T mo( Z(G)° N T0)[mo(Z(G))| ke (F, Z(G))).

Remarquons que, par exemple, le produit |mo(Z(G)7)||ker (F, Z(G))|~! peut s’interpréter
comme le nombre de Tamagawa de G’. Notons-le 7(G’). La formule ci-dessus se récrit

i(G,G) = [Aut(G)| 7 det((1 = Djagsag)| ' Imo(Z(G) 0 N T70)|H(@)r(G) .

On a défini la distribution A%(V, O,w) € Doy (G(Fy),w) @ Mes(G(Fy))* pour une
classe de conjugaison par G(Fyv) dans Gg(Fy). Si O est maintenant une réunion finie
de telles classes, on note A%(V,O,w) la somme des distributions associées & chacune de

ces classes. En particulier, AG(V, O, w) est défini pour une classe de conjugaison stable
O dans Gg(Fy).

5.2 Les distributions SAG(V, 0)

La situation est la méme que dans le paragraphe précédent. On suppose de plus
(G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Pour toute classe de conjugaison stable O
dans G, (Fy), on va définir une distribution SAS(V, ©) € Dy oy (G(Fy))@Mes(G(Fy))*.
Comme toujours, on a besoin de supposer par récurrence que cette distribution vérifie
certaines propriétés. Il y a les propriétés formelles qui permettent de "recoller” ces dis-
tributions dans la situation de 1.15. Elles sont faciles a vérifier par récurrence et on les
abandonne au lecteur. Il y a une autre propriété plus subtile. La distribution A%(V, O)
dépend des K, pour v ¢ V', ou plus exactement des classes de conjugaison par G(F;,) des
K,. La définition ci-dessous fournit une distribution SA%(V, @) qui en dépend aussi. De
fait, elle en dépend. Mais on a besoin de savoir que

(1) elle ne dépend que des classes de conjugaison par G4p(F,) des K,, pour v € V.

On a surtout besoin de supposer par récurrence que cette distribution SA%(V, O) est

stable. Modulo ces propriétés, si G’ = (G',G’, s) est une donnée endoscopique de (G, G, a)
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non ramifiée hors de V, avec dim(G'.) < dim(Ggsc), et si O est une classe de conju-
gaison stable dans G (Fy), on peut deﬁmr la distribution SAS (V, Q') € D (GY) ®
Mes(G'(Fy))*.

Remarque. Quant a la dépendance des espaces hyperspéciaux, une extension for-
melle de la propriété (1) montre que cette distribution ne dépend que des classes de
conjugaison par G'yp(F),) des K', pour v ¢ V. Mais ces classes sont bien déterminées
par les K,. Donc SAG (V,O’) ne depend que des K.

On peut alors poser la définition

SAC(V,0) =A%V, 0)— 3 (G, Gtransfert(SAS (V,0z)).
G'e&(G,V),G'£G

Remarquons que la définition entraine par récurrence que S AG(V, O) est a support dans
I'ensemble des éléments de G(Fy/) dont la partie semi-simple appartient a O.
Enoncons les propriétés de notre distribution sous la forme d’un théoreme a prouver.

Théoréme (& prouver). On suppose (G,G,a) quasi-déployé et & torsion intérieure.
Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans G(Fy). Alors SA%(V,O) est
stable et vérifie (1).

5.3 Propriétés des distributions SAé(V, 0)

On suppose (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Soient V' un ensemble fini
de places de F' contenant V., et O une classe de conjugaison stable dans GSS(FV). On
a

(1) si SAG(V O) # 0 alors il existe un élément semi-simple v € Gy (F) dont la
projection dans G(Fy) appartienne a O et tel que Hg (1) =0

Preuve. D’apres la définition de 5.1, la condition SAG(V, O) # 0 entraine que A%(V, O) #
0 ou qu'il existe G’ € £(G, V), avec G’ # G, tel que SAF (V,04,) # 0. Si A%(V,0) # 0,
la définition de 2.7 entraine qu’il existe v € G.,(F) dont la projection dans G(F) appar-
tienne & O et tel que, pour v & V, 7 soit conjugué & un élément de K, par un élément de
G(F,). Cette derniere condition et la formule de produit entraine que ﬁé‘v (7) = 0. Soit
G’ € £(G,V), avec G’ # G, supposons SA (V, Og) # 0. En raisonnant par récurrence,
on peut supposer qu'il existe v/ € G (F) dont la projection dans G'(Fy) appartienne
a Og et tel que H 0 (v') = 0. Puisque Op est l'ensemble des classes de conjugai-
son stable correspondant a O, il existe v € O et un diagramme (v, B",T', B, T, 7).
Puisque G’ est elliptique, les applications H &y et H- ar sont compatibles, c¢’est-a-dire que

HGV(’V) Hg /V(’Y) =0.0

Soit M un espace de Levi de G et soit O une classe de conjugaison stable dans
Mss<FV>- Fixons un systeme de fonctions B comme en 1.10. Rappelons que 'on impose
que les valeurs des fonctions B, pour n € G (F ) sont des unités hors de V4, a fortiori
hors de V. On sait définir S¢ (SAM(V, O), B, f) pour tout f € I(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)).
Si le support de O est formé d’éléments v € M (Fy) qui sont G-équisinguliers, ¢’est-a-dire
tels que M, = G, on a

SE(SAM(V,0), B,f) = S¢(SAM(V, 0),f).

M M
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En effet, cette égalité est vérifiée par définition si 'on remplace SAM (V,O) par n’im-
porte quel élément de D yeom (M (Fy)) ® Mes(M(Fy))* vérifiant la condition de support
indiquée.

Lemme. L’égalité
SE(SAM(V,0), B,f) = SS(SAM(V,0), )

est vérifiée pour tout O.

Preuve. En utilisant la définition de 4.1 et en raisonnant par récurrence, il suffit de
prouver 1’égalité

I5(SAM(V,0), B,f) = IE(SAM(V, 0),f).

En utilisant la définition de 5.1, cette égalité résulte de 1’égalité
(2)  IGAY(V,0),B.f) = IS (AY(V,0),1),
et, pour tout M’ = (M', M’ () € E(M, V), avec M’ # M, de 'égalité
3) IS (transfert(SAM (V,0)), B, £) = IS (trans fert(SAM (V,02.)), f).

La distribution A (V, ) est combinaison linéaire d’intégrales orbitales vérifiant 1’hy-
pothese du lemme 1.14 et I'égalité (2) résulte de ce lemme. Les membres de gauche et

de droite de (3) sont respectivement égaux a IJ\GZ’g(M’, SAM(V,0..), B, f) et

[AGZ’g(M’, SAM(V,O), f) d’apres le corollaire 4.8. En utilisant la définition 4.5(1) de ce
dernier terme et la variante ce cette définition pour le premier, on voit que, pour prouver
qu’ils sont égaux, il suffit de fixer s € CZ(M)""/Z(G)'F et de prouver 'égalité

S SAM (V, 0)), B,£5'®)) = §G (5 AM (v, 0 ), £F' ).

C’est ’égalité de 1’énoncé que 'on peut appliquer par récurrence puisque M’ # M donc

G'(s) #G. O

5.4 Les distributions A%¢(V,0,w)

Revenons au cas général. Pour une classe de conjugaison stable semi-simple O dans
G(Fy), on pose

AGE(V,0,w) = Z i(G, GNtransfert(SA% (V, 0g)).

G'eE(Ga,V)

Cette distribution A%¢(V,O,w) est un élément de Dy, Orb(é( v),w) @ Mes(G(Fy))*.
Son support est contenu dans ’ensemble des éléments de G( v) dont la partie semi-
simple appartient a O.

Remarque. Le cas ou (G, G, a) est quasi-déployé et a torsion intérieure est un cas
particulier. Dans ce cas, nos hypotheses de récurrence ne s’appliquent pas a la donnée en-
doscopique maximale G. Il convient de remplacer le terme transfert(SA%(V, ©)) inter-
venant dans la somme par SAC(V, ). On a alors A%€(V,0) = AC(V,O) par définition

de SAS(V,0).
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Théoréme (& prouver). Soit O une classe de conjugaison stable semi-simple dans
G(Fy). Alors, on a I'égalité AS¢(V,0,w) = A%(V,0,w).

La définition ci-dessus s’adapte immédiatement aux K-espaces. Pour un tel K-espace,
une classe de conjugaison stable semi-simple O est réunion disjointe de telles classes O,

pour p € II. On a simplement AX%E(V, 0, w) = @,cni A% (V, 0,,w).

5.5 Le théoréeme d’Arthur
Supposons ici G = G, a= 1, K, = K, pour tout v gvV.

Théoreme. Sous ces hypotheses, les théoremes 5.2 et 5.4 sont vérifiés.

C’est le Global Theorem 1’ de [A1]. La preuve que nous donnerons des théoremes 5.2
et 5.4 étant directement inspirée de celle d’Arthur, nous pourrions aussi bien redémontrer
I’énoncé ci-dessus. Mais cela n’aurait aucun intérét. Nous préférons simplifier un peu la
notre en utilisant le résultat d’Arthur. La propriété 5.2(1) des distributions SA%(V, O)
n’est pas clairement énoncée par Arthur, mais est incluse dans sa démonstration. Elle
résulte en tout cas de la démonstration plus générale de cette propriété qui sera donnée
le moment venu.

5.6 Un théoreme complémentaire concernant ’endoscopie non
standard

Dans ce paragraphe, on considere un triplet endoscopique non standard (G, G, j.)
défini sur F. La définition est la méme que dans le cas local ([W2] 1.7), rappelons-la.
Les termes G; et G5 sont des groupes réductifs connexes définis sur I, quasi-déployés et
simplement connexes. On considere [eurs paires de Borel épinglées, dont on note les tores
T7 et T5. Ils sont munis d’actions de I'r. Pour ¢ = 1, 2, on note X, I’ensemble de racines
de T; dans G;. Pour « € 3;, on note & la coracine associée. On pose X, . g = X.(T;) ®7Q
et X/ = X*(T;) ®z Q. Le terme j, est un isomorphisme j, : Xj.q — X2.g. On note
J* 1 X5q — X[ g l'isomorphisme dual. On suppose

(1) j. est équivariant pour les actions de I'p.

On suppose qu’il existe une bijection 7 : 35 — 31 et une fonction b : 3y — Q¢ telles
que

(2) j*(a2) = b(az)T(ag) pour tout ag € 3y ;

(3) ju(cy) = b))ty pour tout ag € Xy, olt ap = 7 ().

Remarquons que 7 et b sont uniquement déterminés par ces conditions. Les groupes
de Weyl Wy et Wy de G et G5 s’identifient, la symétrie relative a une racine ay € 3
s'identifiant a celle relative & 7(az). Soit v une place de F'. Alors j, définit un isomor-
phisme

((t (Fv) N 917reg(Fv))/W1)FFv = (( (Fv) N QZ,T’EQ(FU))/Wl)FFU'

Autrement dit une bijection entre classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples
réguliers dans g1(F,) et ga(F,). Pour Xi € ga,eq(Fy) et Xo € goreq(F,) dont les classes
de conjugaison stable se correspondent, notons S; et Sy leurs commutants dans G, et G.
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L’isomorphisme j, définit un isomorphisme s;(F,) — s2(F,). On munit ces algebres de
mesures de Haar se correspondant par cet isomorphisme. Pour i = 1,2, on munit S;(F,)
de la mesure de Haar telle que le jacobien de 'exponentielle vaille 1 au point 0 € s;(F,).
On dispose alors de l'intégrale orbitale

fi®dg; = I9(X;, fi @ dg;) = D% (Xi)l/Q/ filad,-1(X5)) dg;
Si(Fu)\Gi(Fo) '

sur C°(g;(F,)) ® Mes(Gi(F,)), puis de 'intégrale orbitale stable
fi @ dgi — S“U(X;, fi @ dg;).
Disons que f; ® dg; et fo ® dgs se correspondent si et seulement si
S Xy, fL ® dgr) = SP(Xy, fo © dgs)

pour tout couple (X;, X3) comme ci-dessus. On a
(4) cette correspondance se quotiente en un isomorphisme

S[<91<Fv>> ® M€3<G1<Fv>> = S[<g2<Fv)) ® M68<G2(Fv))'

Si v est finie, c’est la proposition 1.8(ii) de [W2]. Le cas complexe se raméne au cas
réel en remplacant les groupes complexes par les groupes sur R obtenus par restriction
des scalaires. Le cas réel se déduit facilement des résultats de Shelstad comme on I’a vu
en [V] 5.1.

Dualement, on en déduit un isomorphisme

Dglom(81(Fy)) ® Mes(G1(F,))" ~ Dycop(82(F)) @ Mes(Ga(Fy))"

géom géom

Pour i = 1,2, notons Dy (gi(F,)) le sous-espace des éléments de D3, (gi(F,)) & support
nilpotent. L’isomorphisme ci-dessus se restreint en un isomorphisme
(5)  Dru(ei(F.)) @ Mes(Gi(Fy))" =~ Dy (g2(F,)) ® Mes(Go(F,))"

Soit V' un ensemble fini de places de F' tel que

- V contient les places archimédiennes de F';

- (1 et G4 sont non ramifiés hors de V'

- pour v ¢ V, notons p la caractéristique résiduelle de F, et e, = [F, : Q,]; alors
p > e,N(G;) + 1 pour i = 1,2, ou N(G;) est I'entier défini en [W2] 4.3;

- les valeurs de la fonction b sont des unités hors de V.

Pour i = 1,2, on a défini en 5.2 la distribution SA%(V, Q) associée & une classe
de conjugaison stable semi-simple O C G;(Fy). On considere ici le cas O = {1} et on
note plutot SAS;’LZ-I,(V) la distribution associée a cette classe. On est ici dans le cas non
tordu, cette distribution est relative a des sous-groupes compacts hyperspéciaux K;,
de G;(F,) pour v € V. D’apres le théoreme d’Arthur cité en 5.5, la condition 5.2(1)
est vérifiée. Puisque deux sous-groupes compacts hyperspéciaux de G;(F),) sont toujours
conjugués par G; ap(F,), la distribution SAS,@ip(V) ne dépend pas de ces choix. D’apres
le méme théoreme, elle est stable. On sait qu’elle est a support dans ’ensemble des
éléments unipotents de G;(Fy ). Par 'exponentielle, on la descend en une distribution
a support nilpotent sur g;,(Fy), qui est encore stable. Cela l'identifie & un élément de

D;éom<gl<Fv>> ® MeS(G1<Fv>>*'
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Théoréme (a prouver). Sous ces hypothéses et modulo les identifications ci-dessus,
les distributions SAgﬁip(V) et SAS;ip(V) se correspondent par le produit tensoriel sur
les v € V' des isomorphismes (5).

Considérons deux triplets endoscopiques non standard (G, G, j.) et (G, G5, 7%). On
dit qu’ils sont équivalents si et seulement s’il existe des isomorphismes ¢; : G; — G définis
sur F' et un rationnel b non nul de sorte que le diagramme suivant soit commutatif

Jx
X1x0 = X2x0
1 d 1t

b
/ ¥ /
X0 = Xo.0

Comme dans le cas local, on peut classifier tous les triplets possibles. Appelons triplet
élémentaire un triplet de I'un des types suivants

(6) G1 = G5 et j, est I'identité;

(7) quitte a échanger G et Go, Gy est de type B, et G est de type C,,, avec n > 2;
J« envoie une coracine courte sur une coracine longue et une coracine longue sur 2 fois
une coracine courte;

(8) Gy et G5 sont de type Fy et j, envoie une coracine courte sur une coracine longue
et une coracine longue sur 2 fois une coracine courte;

(9) Gy et G sont de type G2 (sic!) et j,. envoie une coracine courte sur une coracine
longue et une coracine longue sur 3 fois une coracine courte.

Appelons triplet quasi-élémentaire un triplet qui se déduit par restriction des scalaires
d’un triplet élémentaire défini sur une extension finie de F'. Alors tout triplet endosco-
pique non standard (G4, G, jx) est produit de triplets dont chacun est équivalent a
un triplet quasi-élémentaire. Evidemment, si un triplet est produit de deux triplets, le
theoreme pour chacun de ces deux triplets implique celui pour le produit. On verra au
paragraphe suivant que le théoreme est insensible a une équivalence. Il suffit donc de le
démontrer pour un triplet quasi-élémentaire. Remarquons que le cas (6) est insensible a
une restriction des scalaires et que le théoreme est tautologique dans ce cas. 1l suffit donc
de traiter le cas des triplets déduits par restriction des scalaires de triplets élémentaires

des cas (7), (8) ou (9).

5.7 Réduction du théoréeme 5.6

On considere un triplet endoscopique non standard (G, Ga, j«) et un rationnel b # 0.
Soit V' un ensemble fini de places de F' vérifiant les conditions du paragraphe précédent
pour (G1,Gs, j.). On suppose que b est une unité hors de V. Alors V' vérifie aussi ces
conditions pour le triplet (G, G, bj.).

Lemme. Sous ces hypothéses, si le théoréme 5.5 est vérifié pour le triplet (G, Ga, j),
il 'est pour le triplet (G, Ga, bjs).

Preuve. Il y a deux correspondances entre classes de conjugaison stable semi-simples
dans g, (Fy) et go(Fy), qui sont déduites de j,. et de bj,. Il est clair que la seconde est
la composée de la premiere et de la correspondance entre classes de conjugaison stable
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semi-simples dans ga(Fy) déduite de ’homothétie X +— bX. Il y a deux isomorphismes
SI(g1(Fv)) @ Mes(G1(Fv)) ~ S1(g2(Fv)) @ Mes(Ga(Fv)),

qui sont déduits de j, et de bj,. Il résulte de ce qui précede que le second est le com-
posé du premier et de 'automorphisme de SI(ga2(Fy)) @ Mes(Go(Fy)) déduit de I'ho-
mothétie X +— bX. Puisque b est une unité hors de V, on a [] ., |b|p, = 1, d'ou
D% (bX) = D% (X) pour tout X € g(Fy). De méme, si X est fortement régulier, la mul-
tiplication par b préserve les mesures sur s(Fy/), out S est le commutant de X. On voit alors
que I'automorphisme ci-dessus de SI(g2(Fy)) @ Mes(Ga(Fy)) est déduit de I'automor-
phisme f — " de C>(gy(Fy)), ot f2 (X) = f(b~'X). On note encore f — ¥ cet
automorphisme de ST(ga(Fy)) ® Mes(Ga(Fy)). Soient f; € SI1(g1(Fy)) @ Mes(G1(Fy))
et fy € SI(g2(Fv)) ® Mes(Go(Fy)) se correspondant par l'isomorphisme déduit de j,.
Le théoreme pour (G1, Gy, j.) affirme que SGl(SAfﬁip(V),fl) = SGQ(SAfjip(V),fz). Le
théoreme pour (G, Go, bj.) affirme que SGl(SAfﬁip(V), f;) = 5% (SAgﬁip(V), 2. Pour
démontrer que ces assertions ont équivalentes, il suffit de prouver que S (S Affnp(V), f) =
SGQ(SASnQip(V), £27"). Seul le groupe G intervient ici. On peut simplifier la notation en
posant G = (5 et en supprimant les indices 2. Toujours pour simplifier, on peut remplacer
b par b~! et fixer des mesures de Haar sur les groupes intervenant, ce qui nous débarrasse
des espaces de mesures. Puisque I’automorphisme f — f? se releve évidemment en un
automorphisme de I(g(Fy)) ® Mes(G(Fy)), on peut démontrer la relation

(1) [G<SA1?mp(V)7 f) = [G(SAQCL;mp(V)’ fb) pour tout f € [<9<FV))

En utilisant la définition de 5.2, on est ramené a prouver

(2) I9(AC,,,(V), ) = I€(AC,, (V), %)
et, pour tout G’ € £(G,V) avec G' # G,

(3) 19 (SAG,,(V), f&) = IF(SAG,(V), (f)F).

Commencons par (3). Soit G’ € £(G, V) avec G’ # G. Puisqu’on travaille ici avec des
algebres de Lie, les données auxiliaires ne jouent gueére de role et on peut identifier f& &
une fonction f& sur g'(Fy). D’apres [F] lemme 3.2.1, il existe un caractére automorphe x
de A%/EF* tel que (fN)¢ = x(\)(f%)* pour tout A € F¥. Le fait que G’ soit non ramifié
hors de V' et la définition de ce caractere x entrainent que y est non ramifié hors de V.
Dong, en notant by et b” les projections de b dans Fyf et Ap* on a x(by) = x(b") ! =
1. D'ont (f%)¢ = (f¢)°. Puisque G’ # G, on peut appliquer (1) par récurrence en y
remplacant G par G'. On obtient alors la relation (3).

Pour prouver (2), introduisons sur D,.,(g(Fy)) laction duale de I'homothétie de
rapport b. Cest-a-dire que, pour v € D,.,(g(Fy)), on note 4° la distribution telle que
I9(y, %) = I9(~, f) pour tout f. Si « est lintégrale orbitale associée & un élément
X € g(Fy) et & une mesure sur Gy (Fy), 4° est intégrale orbitale associée & I’élément
bX et ala méme mesure sur Gpx (Fy) = Gx (Fy). Introduisons le systeme de fonctions B
sur (G ainsi défini : pour tout élément semi-simple n € G et toute élément a du systeme
de racines de G, B,(a) = b~'. Soient M un Levi standard de G et v € D,(m(Fy)).
Montrons que 'on a 1’égalité

(4) JG (v, B, f*) = JG(¥", f) pour tout f.

Les formules de descente habituelles nous ramenent au cas local. C’est alors 'as-
sertion [III] 6.8(5). Le corps local était non-archimédien dans cette référence, mais cela
n’importait pas pour cette assertion.

Revenons & la définition de AS,; (V). Dans 'égalité (2) & prouver, f est une fonction
sur g(Fy). Notons-la plutot fy et notons comme ci-dessus by la projection de b dans Fy .
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La fonction notée précédemment f° s’écrit maintenant (fi)?. Par I’exponentielle, on
releve ces deux fonctions en des fonctions définies sur un voisinage de 1 dans G(Fy) in-
variant par conjugaison. On continue de noter ces fonctions fy et (fy/)?. On les complete
globalement en des fonctions f =1xv ® fv, fbV = 1xv ® (f1)®. Montrons que I'on a
I’égalité ' ‘

(5) Jz%ip(fbv) = Jgn‘p(f)-

D’apres les définitions de 2.1, il suffit de fixer un sous-groupe parabolique standard
P = MUp de G et de prouver 1'égalité

KP,unip(fbvag) = KP,unip(fvg)

pour tout g € G(Ar). Rappelons que

Kpunip(f*, 9) = /

Up(FNNUP(AF) yep,in (F)

Y (g™ yug) du = / > (g yug) du,

Up(AF) YEMunip(F)

ou Pypip €t My, sont les ensembles d’éléments unipotents dans P et M. En introduisant
I’ensemble m,,; des éléments nilpotents de m, on a

Kpunip(f* . g) = / > (g eap(X)ug) du.
Up(Ar) Xemy (F)
On descend aisément l'intégrale a I'algebre de Lie et on obtient

Koo F709)= [ 37 flgean(X + N)g)aN.

up(Ar) Xemy (F)

Puisque b € Q*, on peut remplacer X par b='X et N par b-'N. En décomposant les
intégrales selon les places dans v et celles hors de V', on obtient

Kpunip(fV:9) = Y Cv((f)™, 07 X)CY (1gv, b7 X),
Xemnil(F)
ou

o (fir) b1 X) = / o) (g7 (71X + b7 N)g) AN

up(Fy)
CV(1gv,b ' X) :/ 1xv(g texp(b™' X + b7 'N)g) dN.
up(AY)

Il résulte de la définition de (f1)" que I'on a I'égalité

CV((fV)bV7 bilX) = CV(fV7 X)

Si v est une place hors de V', on a v € V,,, et la caractéristique résiduelle est ”grande”.
Cela assure la propriété suivante. Notons o, I'anneau des entiers de F,. Au groupe hy-
perspécial K, de G(F,) est associé une o,-algebre de Lie €,. Alors, pour tout élément
nilpotent N € g(F,), on a exp(N) € K, si et seulement si N € ¢,. Puisque b est une
unité en v, on a alors I'égalité

L, (9 eap(b™ X + 07 N)g) = L, (g cap(X + N)g)
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pour tous X, N, g intervenant ci-dessus. D’ou 1’égalité
CV(]_KV, b_lX) - CV(]_KV,X),

puis
Kpunip(fV,9) = > Cv(fr, X)C"(1gv, X).

Xemnil(F)

A partir de la, le méme calcul que ci-dessus, en sens inverse, conduit a 1’égalité

KP,unip(fbvag) = KP,unip(fvg)

cherchée. Dot (5).
Par définition, on a

(6)  I9AGL(V) ()™ = Jam(F) = > IWMIWE T I ALLL (V) (f)™):
MeL(Mo),M#G

En appliquant (5), le premier terme devient J&; ( ). Soit M un Levi tel que M # G. On

est dans la situation ou le lemme 1.14 s’applique. Ce lemme est énoncé pour les intégrales

orbitales pondérées invariantes, mais sa preuve s’applique aussi bien a leurs versions non

invariantes. D’ou

JM(Az]l/fnp(V) (fV)bV) - JM(AQ%sz(V% B’ (fV)bV)'

En appliquant (4), on obtient

Tt (Aumin (V) (F0)™) = T3 (A (V)™ fr).

En raisonnant comme toujours par récurrence, on peut supposer ’analogue de (2) connu
si 'on remplace G par M. Cette relation équivaut & 'égalité AM . (V)ov = AM. (V).

unip unip
D’ou encore

JM(A{L\{LZP( )7(fV)bV) JM( unzp( )fV)

Mais alors le membre de droite de (6) est égal & la méme expression ol (fy )" est
remplacée par fy,. D’ou 'égalité

I (Agnzp< )(fV)bV)_IG( unzp( )fV)

c’est-a-dire (2). Cela acheve la démonstration. [J

OJ

5.8 Insertion du théoreme 5.6 dans les hypotheses de récurrence

En [III] 6.1, on a associé un entier N(Gy,Ga,j.) a tout triplet endoscopique non
standard (Gy, Ga, 7). On a aussi défini des triplets particuliers (G, G, a) en [I11] 6.3. Les
constructions de cette référence valent sur notre corps de nombres F'.

Les hypotheses de récurrence posées en 1.1 doivent étre complétées de la facon sui-
vante. Pour démontrer une assertion concernant un triplet (G, G, a) quasi-déployé et
a torsion intérieure, on ne se soucie pas du théoreme 5.6 qu’on n’utilisera pas dans
ce cas. Pour démontrer une assertion concernant 1'un des triplets particuliers (G, é’, a)
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de [III] 6.3, on suppose connu le théoreme 5.6 pour tout triplet (G, Go,j.) tel que
N(G1, Gy, i) < dim(Gge). Pour démontrer une assertion concernant un triplet (G, G, a)
qui n’est pas I'un de ces triplets particuliers et qui n’est pas quasi-déployé et a tor-
sion intérieure, on suppose connu le théoréeme 5.6 pour tout triplet (Gi,Go, j.) tel
que N(Gi,Ge,j.) < dim(Ggc). Pour démontrer une assertion concernant un triplet
(G1, G4, i), on suppose connu le théoreme 5.6 pour tout triplet (G, G5, j.) tel que
N(GY,GY, 70) < N(Gy,Ga, ji). On suppose connus tous les résultats concernant les tri-
plets (G, G, a) quelconques tels que dim(Gse) < N(G1, G, j.). On suppose connus tous
les résultats concernant les triplets (G, G, a) qui vérifient les deux conditions suivantes :

- ils sont quasi-déployés et a torsion intérieure ou ils font partie des triplets particuliers
de [IIT] 6.3 ;

-on a dim(Gsc) = N(Gy, G, j.).

5.9 La formule stable

Supposons (G, G, a) quasi-déployé et a torsion intérieure. Soit V' un ensemble fini de
places contenant V... On~note Gss(Fy)/st — conj I’ensemble des classes de conjugaison
stable semi-simples dans G(Fy). Pour f € SI(G(Fy)) ® Mes(G(Fy)), on pose

SGom(®) = > WM W S S (SAM(O, V), ).

géom
MeL(Moy) OeMgs(Fy)/st—conj

Lemme. Cette somme est finie.

Preuve. On peut évidemment fixer M. En utilisant 5.3(1) et le lemme 4.3, on voit
qu'il existe un sous-ensemble compact Cy de M (Fy) tel que, si S¢ (SAM(O V), f') #0,

alors O coupe Cly . Il reste & prouver i

(1) il n’y a qu'un nombre fini de O € M,,(Fy)/st — conj tels que SAM(O, V) # 0 et
O coupe Cy. i

On peut aussi bien supposer M = G. On utilise la définition de 5.2. Si SAY(0O,V) #0,
alors AC(O,V) # 0 ou il existe G’ € £(G,V), avec G # G, tel que SAG/(OG/, V) # 0.
Dans le premier cas, il existe v € G4 (F) dont la projection dans G(Fy) appartient &
O et tel que, pour tout v € V, v soit conjugué a un élément de K, par un élément de
G(F,). En imposant la condition que O coupe Cy, I'ensemble de ces ~ forme un nombre
fini de classes de conjugaison par G(F') (lemme 2.1). A fortiori 'ensemble des classes de
conjugaison stable O contenant un tel élément est fini. Dans le deuxieme cas, le compact
C détermine un compact C v.er de G’ (Fv) tel que la condition que O coupe C\ entraine

que Og coupe CV,G" Puisque G’ # G, on peut appliquer (1) par récurrence : ’ensemble
des Os € G (Fy)/st — conj tels que SA% (Og, V) # 0 et Og coupe év,é’ est fini.
L’ensemble des classes O qui leur correspondent 1'est aussi. [

5.10 Le théoreme principal

Levons I'hypothese que (G, G, 51) est quasi-déployé et a torsion intérieure et travaillons
plutot avec un K-triplet (K G, KG,a). Soit V un ensemble fini de places de F' contenant
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Viam- Par un procédé formel familier, de la définition du paragraphe précédent se déduit

G (gG : % 4 i
celle des termes S, (f%) apparaissant dans I’énoncé suivant.

Théoréme (& prouver). Pour tout f € C°(KG(Fy),w)® Mes(G(Fy)), on a I'égalité

XS (Fw)= Y i(G,G)SS,, (£9).

géom géom
G’e&(G,a,V)

On montrera dans la section 6 que ce théoreme résulte assez facilement des autres
théoremes précédemment énoncés.

6 Preuve conditionnelle du théoréme 5.10

6.1 Rappel

On considere un triplet (G,é,a) et une donnée endoscopique G’. On rappelle le
lemme suivant qui se trouve déja dans [A11].

Lemme. Les fleches naturelles, ker'(F, Z(G)) — ker'(F,T) et
ker'(F, Z(G')) — ker(F,T%9)

sont des isomorphismes.

La preuve suit [K2] preuve du lemme 4.3.2 et [A11] lemme 2 : ces deux fleches sont
évidemment analogues puisque 790 est un tore maximal de /. On démontre donc la
premiere.

On a la suite exacte : 1 — Z(G) = T — T/Z(G) — 1 dont se déduit une suite exacte
de groupes de cohomologie. Le tore T/Z (@) est induit c’est-a-dire que son groupe des
caractéres a une base sur laquelle 'y agit ; ainsi (7'/Z(G))TF est connexe et la fleche de
P’énoncé est injective. Pour la surjectivité, il suffit de remarquer que ker!' (F, (T/Z(G))) =
0 : en effet on se ramene au cas ou I'p agit transitivement sur une base des caracteres
de T/Z(@G). Dans ce cas H'(Wg, (T/Z(G))) sidentifie & H'(Wg,C*) ot F' est une
extension galoisienne de F' déterminé par le sous-groupe de I'r stabilisant un élément de
la base des caracteres avec 'action triviale de I sur C*; ainsi ce groupe de cohomologie
n’est autre que le groupe des caracteres de Wy (continus a valeurs complexes). Un tel
caractére correspond & un élément du sous-groupe ker'(F, (T/Z(G))) si le localisé du
caractere en toute place v est trivial; le caractere est alors nécessairement trivial.

6.2 Au sujet des constantes

Pour G un espace tordu, on note j(G) := |det agya,(1 — 0)] et, pour une donnée
endoscopique elliptique G/, on a posé en 5.1, i(G,G') =

J(G) Hmo(Aut (G /G| ker! (F, Z(G))|[ker! (F, Z(G))|716(G, G),
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ot 6(G,G") = |mo(Z(G)'F)||mo(Z(G)F) | mo(Z(G)'F0 N Z(GY))]. On a précisé ici la
notation Aut(G’) de 5.1 en Auts(G'). Avec la description de 5.1, la composante neutre
de Aut;(G')/G" est exactement I'image de Z(G)"'#° dans ce groupe d’automorphismes.

Ainsi

[mo(Aut6(G)| = |Auto(G') /Z(G) 70C|.
On pose Auts(G') = Atﬁté(G:)/G’Z(G)Ff qui est donc un groupe fini. On fixe aussi
des espaces de Levi de G et G', notés M et M’'. On suppose que M’ est un espace
endoscopique de M. On a alors défini en 4.4, la constante

L (G, GY) = | Z(G)T /Z(G)F 0 Z(G)TF 71 Z (M) ) Z(M)T 0 Z(M)r ).

Ici on modlﬁe cette constante car au lieu de sommerAé l’inté}"ieur c}une classe sous
Z(M)'F0 ) 7(C )FFgonvasommer sur une classe sous Z(M)Fr Z(G) ) Z(G)(1—0)(Z(M)''r)
(cf. [I] 3.3 (2)) et on pose 7' (GG =

J(G) ()| Z(G) Z2(G)'r 0 Z(G | Z (M) ) Z (M) 0 Z (M) .
et le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :
Proposition. Soient G, G', M, M’ ; on a

i(G, Gl (GG TY(M, M) = |Auts (G| 7HAut (M),

Il est clair que les j(?) se compensent. On récrit différemment § (G, G") : par ellipticité,
Z(G)'r0 = Z(G)'r00 o Vinclusion Z(G')'70 ¢ Z(G)'F0. Ainsi

[mo(Z(G' ) Hmo(Z(G)T 0 N Z(G))| = |2(G) ) 2(G) 0 n Z (&)

Et 6(G,G') = |Z(G)F /Z(G)'r0)| Z(G'r ) Z(G)'r 0N Z(G)TF|~1. On considere la suite

exacte :
1= Z(G)F N Z(G) 2O N (G — Z(G)F [ Z(G)

Z(G)'F [ Z(G)(Z(G)'F N Z(G)F).

Et la suite exacte :
1= Z(G)'" N Z(G)'rZ(G)' 0 Z(G)' — Z(G)'r ) Z(G) 0 Z(G)'

= Z(GFZ(G) T N2 (G
Et on obtient §(G, G') =

|Z(G)r)Z(GY (2 (G 0 Z(G)' )| Z(G)'r ) Z(G)Fr n Z (G|
On remarque que Z(G)'70(Z(G)'r N Z(G'r) = Z(G)'r N Z(G)F'r0G!. Ainsi
|[Aut6(G')/Z(GYOC| Z(G)'F /Z(G)'r0(2(G)F N 2(G)'r)| 7 =

Aute (@]
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Et
i(G,G) = [Aute (G 7N Z(G) Z(G) N Z(G)T |

x |ker! (F,Z(G’))Hk:er (F,Z(G))\f
= [Aut (G| i (G, &) Z(M ) Z(M)r 0 Z (M) r|
x|ker' (F, Z(M")||ker* (F, Z(M))|* =
| Aut (G| i (G, &) M Aut (M) [i(M, M),

ce qui est I'assertion cherchée.

6.3 Combinatoire des sommes

On donnera en 6.5 un analogue du lemme 10.2 de [A1l]. Auparavant, il faut rappeler
que, si G’ est une donnée endoscopique elliptique de (G, G, a) et si M’ est un espace de
Levi de G’ (en un sens compréhensible), il ne correspond pas forcément a M’ un espace
de Levi M de G. Mais il lui correspond un groupe de Levi M de G tel qu’il existe un
sous-groupe parabolique Pe P(M) qui soit stable par I’action galoisienne et par 9, cf. Il
3.4. Dans la suite, M est supposé vérifier cette propriété. On dira que M’ est une donnée
endoscopique elliptique de M. Les constantes définies dans le paragraphe précédent sont
encore définies dans cette situation : M 1’y intervenait que via M. On les utilise en
remplacant M par M dans les notations.

On fixe une fonction sur 'ensemble des triplets G', M, M formé d’un espace endosco-
pique elliptique de G et d'un espace de Levi de cet espace endoscopique, notée S(G’, M')
et d’'un espace de Levi de G (vérifiant la condition ci-dessus) tel que M’ en soit un es-
pace endoscopique elliptique et on suppose que cette fonction est invariante sous I'action
par conjugaison de G. On va sommer de deux facons différentes cette fonction (avec des
coefficients) sur 'ensemble des triplets G', M/, M modulo conjugaison sous G il faut
préciser quelques notations.

Les triplets considérés sont formés d’'un espace de Levi M de G et d'un couple G/,
M’, ou M’ est un espace de Levi de la donnée endoscopique G’ et ou G’ est une
donnée endoscopique elliptique de G tandis que M’ est une donnée endoscopique el-
liptique de M : donc en particulier, dans la donnée endoscopique G’; on a un élément
Sa € GO/Z(G) et dans la donnée endoscopique M/, on a un élément Syy € M6O/Z(M).
Et on a nécessairement 3g/ = sypZ(M). En tenant compte de [I] 3.2 (1), on impose (ce
qui est loisible) & Sy d’étre dans la classe canonique sous Z (M)F7Z(G) définie en loc.
cite, & l'intérieur de sa classe sous Z(M). Ainsi $g € sm Z(M)'7 Z(G)/Z(G).

On a besoin de remarquer que Auty,(M’) agit par conjugaison sur Sy en laissant
stable sa classe modulo Z(M)T'7Z(G). En fait cela résulte d'un résultat _général prouvé
dans le paragraphe suivant, que I'on applique avec G, G’ remplacé par M, M.

6.4 Remarque sur P’action des groupes d’automorphismes de
données endoscopiques

Remarque. Soit G’ une donnée endoscopique (non nécessairement elliptique) de G
d’oti en particulier un élément Sg € GoO. Alors pour tout x € Auts(G'), z5qia™! €

SaZ(Q)r
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On note z I'élément de Z(G) tel que x3graz™! = 25 ; pour faire agir I'r sur z, on
utilise les éléments de G’ : pour tout w € I'p, on fixe h, € G’ dont I'image dans la
projection de G’ sur I'r est w. On a hy,zh,' = wzw™t. On conjugue cette égalité par z :

vhyr 'zoh ™! = z(wzw™ )™t = waw ™!,
car wzw™ ! € Z(G) et x € G. On utilise le fait que h,, commute & g/ a un cocycle
pres d’apres les définitions de 3.1, cocycle noté a comme en loc.cite. En agissant par
conjugaison, z laisse stable G’ et donc xh,z~! commute aussi & 5g/ au méme cocycle

N

pres et pour tout w € I'p, a(w) € Z(G). D’ou :

28 = wigr = x(a(w)  hydarhy)a

= a(w) 'zhyr t 2dgr ah e

1 1

= a(w) *whyzr tzzh e ahyr T g why e = waw g

Cela donne ’égalité cherchée z = wzw ™.

6.5 La combinatoire

On a précisé les notations G’, M ,M'. Dans I’énoncé ci-dessous, on écrit ~ H pour
indiquer que l'on prend 1’élément considéré a conjugaison pres sous le groupe H. On
définit aussi W (M) = N orméM /M, qui est muni d'une action galoisienne et d’une
action de §. On définit de facon identique W(M =N ormé,l\;[ '/ M, qui est muni d’une
action galoisienne provenant de M’.

Proposition. Dans les deux sommes suivantes, les G', M', M sont des triplets comme
ci-dessus. Et on a :

D AGG) Y WM TS(G, MY, M), (1)
G'/~G M/ /~GY

ST wnteot N i(a, A
M /~G M/~
> i',(G,G")S(G', M, M) (2)

G'=G/ (3):3€iny Z(V)TF /2(C)'F (1-0)(Z(N1)TF)

STW DT N (A, M)
M/~G M/ /~M
> i (G, G)S(G, M, M). (3)

G'=G'(3);5€s\y Z (M) F0 ) 2(C)TF 0

L’égalité de (2) et (3) résulte de [I] 3.3(2). On prouve I'égalité de (1) et (2). Chaque
somme est une somme sur les triplets G M , M comme expliqué précédemment. Pour
i =1,2 et pour G', M’, M on note n;(G’, M’, M) le nombre de représentants de la classe
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de conjugaison sous G de ce triplet qui apparaissent dans la somme (i) (on vérifiera que
ces nombres sont finis). Et on doit montrer pour tout tel triplet que :

WD) 1i(G, Gy (G, MY, M) < ([W ()2 i, (G, GYi(M, M na (G, MY, M) !
vaut 1. En tenant compte de la proposition 6.2, cela revient au méme que de démontrer :
W (V) g (G, MY, M)W (M) |~ (G, MY, M) (4)
= [Aut(G)|[Aut g (M)~
Dans (1), le groupe Autg(G’ )/ G’ opére sur les classes de ('-conjugaison formées d’éléments
M. Ainsi ni (G, M/, M) = |Auts(G')/G' Aut(G',M')|. Le sous-groupe Z(G)'* de

Aut(G') opere trivialement sur tout M’ espace de Levi de G’ et on peut donc voir
Autn(G') /G Aut o (G', M) comme un espace quotient de Aute(G’) et on a :

n, (G, M/, M) = |Aut(G')||Aut 5(G', M)/ Aut (G, M) N G Z(G)Tr |72
Or Auts(G', M) N G'Z(G)'F = Normg, (M) Z(G)'F 5 d’ot
| Aut o (G/, M)/ Aut o (G, M) N G' Z(G)'F | =
| Aut (G, M)/ M Z(G)"* || Norme, (M) Z(G)' /M' Z(G) | !
= IAut@(G’,M’)/M’ (G (W (M) r |71 Z(G) 0 &M N Z(G)' ).
Or Z(G)'r NG c Z(G') € Z(M'"), et on trouve donc que ni (G, M/, M) =
| Aute(G)[|W (M) || Aut (G, M)/ M'Z(G)F |

Dans (2), il y a d’abord 'image réciproque Normg(M)* de W (M) dans Normg, (M)
qui opere sur les M’ alors que dans la somme on n’a pris en compte que l'action de M en-
suite, sur les classes de conjugaison de G’ modulo Z(M)'F opere Aut (M) /M’ Z (M ) .,
Ainsi

no(G',M', M) = |Normg(M)* /M Aut 5 (G, M, M)

x| Aut (M) Aut g, (G', M, M) Z(M)'7|.
Ce nombre est évidemment fini et on peut le récrire sous la forme :
(W) | Aut (G, M, M) [ Aut (G, MY, M)| !
x [ Aut i (M) Aut (G, M, M) /M (Z(M)" 0 Aut g (G, M, M))| ™
= W (NP [Aut (M| Aut o (G, M, M) /M (Z(M)FF 0 Aut (G, M, M))|
Ainsi démontrer (4) est équivalent & montrer que
|Aut 5 (G/, M)/ M'Z(G)'F | =
|Aut 5 (G/, M, M) /M (Z(M)'F 0 Aut (G, M, M))].

Comme M est uniquement déterminé par G’ et son espace de Levi M, Auto (G, M) =
Auts (G, M/, M) et il suffit de montrer I'inclusion

Z(M)'F 0 Aut 5 (G') — M'Z(G)'r
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Pour montrer cette inclusion, on considere l’image de Z(M)'F N Auts(G') dans T/Z(G) ;
Pimage est incluse dans (T/Z(G)'7?: or T/Z(G) est un tore induit au sens suivant :
le groupe de ces caracteres admet une base sur laquelle 0 et Ty opere par permutatlons
Ainsi (T/Z(G))'7 est un tore connexe et est nécessairement l'image de T7F90: or
TTr00 est un sous-groupe de (M')7* et ainsi Z(M)TF N Auts(G') est un sous-groupe de
(M")'r Z(G) et donc de (M) Z(G)'r

6.6 Un résultat d’annulation

On travaille ici avec des K-espaces. On fixe un ensemble fini V' de places contenant
Viam. On fixe comme toujours une paire de Borel épinglée & = (B T, (Ea)aeA) de G,
conservée par l'action galoisienne. Si KM est un K- -espace de Levi de K G, on sait
définir la notion de donnée endoscopique de (KM, KM, ay;). En fait, KM n’intervient
dans cette définition que via le Levi M de G qui lui est associé. On sait que 'on peut
supposer ce Levi standard et invariant par 0 et par 'action galoisienne. Pour se donner
un peu plus de liberté, on peut imposer la condition plus faible

(1) T C M et il existe P € P(M) de sorte que (P, M) soit conservé par 6 et par
I’action galoisienne.

Considérons non plus un K-espace de Levi KM de KG mais un Levi M de G qui
vérifie la condition (1). Le cocycle a se pousse en un cocycle ay, a valeurs dans Z(M).
On définit comme en 3.1 la notion de donnée endoscopique disons de (M ,ayy). Si M
correspond & un K-espace de Levi K M, cette notion coincide avec celle de donnée endo-
scopique de (KM, K M, ays). Mais la présente notion est un peu plus générale puisque
M ne corresponde pas toujours a un tel K-espace de Levi. Considérons donc un Levi
M comme ci-dessus et une donnée endoscopique M’ = (M’, M’ () de (M,ay,). Un tore
maximal de M’ est isomorphe & 7%°. Si on introduit des sous-tores maximaux T de G et
T’ de M’, on a par dualité un homomorphisme & : T — T"”. Il n’est défini qu’a conjugaison
pres mais sa restriction a Z(G) est bien définie et envoie Z(G) dans Z(M"). On peut donc
définir 'espace tordu M’ = M’ X 2(G) Z(G) comme en [I] 1.7. Pour une place v hors de V/,
la situation est non ramifiée. Il existe donc un espace de Levi M, de G défini sur F, qui
correspond & M. La donnée localisée M est une donnée endoscopique de (M,, M,, ay,)-
Le sous-espace hyperspécial K, N M, détermine alors un sous-espace hyperspécial KM’
de M'(F,), bien défini modulo conjugaison par M’ (F,). On fixe de tels sous-espaces,
soumis a la condition de compatibilité globale de 1.1. La notion de données auxiliaires
M7, ]\;[{, Ch, 51 définies sur F' et non ramifiées hors de V' se définit comme en 3.3 et la
preuve du lemme de ce paragraphe montre que de telles données existent. On adjoint a
ces données une familles d’espaces hyperspéciaux (f( f‘{;)vgv relevant les f( M’ soumise &
la méme condition de compatibilité globale. Considérons maintenant une autre série de
données auxilaires M,... (K%,)vgzv La meéme construction qu’en 1.15 définit une fonc-

tion Ajoy qui permet de recoller c)\l(M’(FV)) a Cgs, (M} (Fy)), du moins si M'(F) # (.
On définit alors l’espace C*(M,) comme la limite inductive de ces espaces. On a de
méme des espaces I(My,), SI(Mj,) etc... Toutes les constructions formelles que 'on a
faites dans le cas ot M correspondait a un K-espace de Levi de K G s'étendent dans
notre situation.

Cela étant, supposons M'(F) # @ et M’ elliptique, c’est-a-dire que Z (M’ el =
Z(M)Fr90 Soient § € DH(M},) @ Mes(M'(Fy))* et £ € I(KG(Fy),w)® Mes(G(Fy)).
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On peut poser

(2)  IKOE(M6f) = > i5(G,G(3)SS ) (8, BG £6'9)),

5eZ(M)T R0 ) Z(C) 0

Par convention, &) = 0 si G/(3) n’est pas relevante. S'il existe un espace de Levi KM
correspondant a M et si M’ est relevante pour cet espace de Levi, ce n’est autre que le

terme IK(?’S(M’, d,f) du paragraphe 4.4.

Proposition. Supposons soit qu’il n’existe aucun espace de Levi KM de KG correspon-
dant a M, soit qu'un tel espace K M existe mais que M soit une donnée non relevante
de (KM, KM, ay). Alors IKG4(M, 8, f) = 0 pour tout & € D (M},) @ Mes(M'(Fy))*
et tout f € I(KG(Fy),w)® Mes(G(Fy)).

Les places archimédiennes compliquent grandement la démonstration, cf. la remarque
(30) de 6.10. On va énoncer deux propositions auxiliaires. On montrera en 6.9 que la
seconde entrailne la premiere et que celle-ci entraine la proposition ci-dessus. On prou-
vera la seconde proposition auxiliaire en 6.10. Dans les quatre paragraphes suivants, on
conserve la présente situation et on impose les hypotheses de la proposition. Pour simpli-
fier, on fixe des mesures de Haar sur tous les groupes intervenant, ce qui nous débarrasse
des espaces de mesures.

6.7 Une premiere proposition auxiliaire

Soient v € V et flv un Levi de G. Considérons la condition

(1) T C £, et il existe P, € P(L,) de sorte que (P, £,) soit conservé par 0 et par
I'action de ['p,,
qui est "analogue locale de 6.6(1). Notons M, le commutant de Z(M')'70 dans G. Clest
un Levi de G inclus dans M. L’inclusion peut étre stricte. Ce Levi vérifie (1). Posons
My = (Sﬁv)vev Notons £(9y) I'ensemble des familles £y = (£,)ver telles que, pour
tout v € V, £, soit un Levi de G vérifiant (1) et contenant M, Considérons une telle
famille. On pose

2(8v) = Z(0)"™ 0 ey Z(22) = 20070 0 ey Z(2,)77 ),

Pour une place v € V, les mémes considérations que dans le paragraphe précédent
s’appliquent : on définit la notion de donnée endoscopique (locale) de (Qv,agv). En
particulier, puisque M! est une donnée endoscopique elliptique de (Sij,agm) et que
M, est un Levi de QU, on peut définir la donnée endoscopique £/(3) de (£,, ag ) pour
s5elz(m )PFU’(’/Z( )PFU’G Considérons un élément s € (Z(M )FF’G/Z(SV) Alors £/ (3)
est deﬁm pour tout v € Vet on pose £,(5) = (£,,(3))vev. Relevons 3 en un élément de
CZ(M)'79)7(G)?. Alors la donnée globale G/(3) est bien définie. Pour tout v € V,
£ (5) est une "donnée de Levi” de la donnée locale G/ (3). Fixons des données auxi-
liaires globales G (3),... , (Kiv)vgv pour G/(3). Il s’en déduit par restriction des données
auxilaires locales pour les £ (5), ainsi que des données auxiliaires globales pour M'.
Conformément & notre habitude, on note par exemple £ (8 ) ou M (5) 'image réciproque

de £ (3) ou M’ dans G'(3). En posant 217\/(5, Fy)= HUEV (8, F,), on a un espace de
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fonctions S[;f(f}’ly(é, Fy)). Faisons varier le relevement de § et les données auxiliaires.
On remplace 'indice 1 par 2 pour ces nouvelles données. On a une fonction de recolle-
ment définie sur le produit fibré f}’my(é; Fy) de f}’ly(é; Fy) et 53’27‘/(5; Fy) au-dessus de
3"/(5, Fy). Elle n’est définie qu’a multiplication pres par un scalaire. Mais on a remarqué
au paragraphe précédent que 'on pouvait normaliser canoniquement les restrictions de
ces fonctions au produit fibré similaire M/, (F}) qui est inclus dans f}’lzy(é; Fy). Cette

normalisation fixe la fonction de recollement sur tout é,u,v(g; Fy). On peut alors définir
par limite inductive un espace que l'on note SI(£,(5)). Dualement, on a un espace
Ditom (L1 (3))-

Soient v € V et § € & '(5; F,). Sur la cloture algébrique F,, il existe un espace de
Levi £, de G qui correspond & £,. La classe de conjugaison de la partie semi-simple de ¢
correspond a une classe de conjugaison d'un élément semi-simple v de £,. On dit que §
est G-régulier, resp. G—eqmsmguher si v est fortement G- régulier, resp. G-équisingulier.
Un élément § = (0, )pey € £V(s Fy) est dit G-régulier, resp. G-équisingulier, aux places
archimédiennes si 8, est G- régulier, resp. G- équisingulier, pour tout v archimédienne.

Soit Ry € E(anv) On note E(ﬁ%y) Pensemble des £y € L(My) telles que R, C £,
pour tout v € V. Soient s € CZ(M)Fr0/Z(&y), £ € SI(L,(5)) et & € D;’éom(m@(f’)) =
D3t (M(3)). Supposons

géom B
(2) le support de é soit formé d’éléments G-équisinguliers aux places archimédiennes.
Fixons des données auxiliaires comme ci-dessus. Pour simplifier, on peut supposer
que 0 et f s’identifient respectivement a ®,cy 91, et Qyevfi,. Les termes du produit

HSEIU 51vaBG flv)

veV

sont bien définis. Notons que 1'hypothese (2) nous permet si 'on veut de supprimer la
mention du systéme de fonctions B¢ aux places archimediennes Quand on fait varier

les données auxiliaires, le produit ne change pas. On le note SmY (‘Z) (9, BG f).

Soient fRV € E(va) et 5 € CZ(Ry)/Z(G )FF’(’ Supposons G'(3) et 2Ry, ({) elliptiques.
Notons £ @ (R, ({)) I'ensemble des familles &, = (£ ),y telles que, pour tout v € V,
£/ soit un espace de Levi de G/ (8) défini sur F, et contenant 9 (¢). Pour une telle
famille et pour v € V, notons £, le commutant de Z(&)'70 dans G. Alors la famille
&y = (Ev)vev appartient a E(Sﬁv) La famille E’ apparalt comme la famille d’espaces de

Levi associée a la donnée endoscopique elhpthue £,(3) de (SV, ag ). Pour simplifier les

notations, nous noterons directement £/, (3) les éléments de £&'¢ (9%&,(5 )). Remarquons
que 'application ”terme constant”

SI(G/'(3)) — SI(£'(3))
f — fgl(g)

est bien définie.

Soient Ry € L(My), § € Dgiom(iﬁ@(é)) et f € I(KG(Fy),w). On suppose (2)
vérifiée. On suppose aussi

(3) R'(C) est elliptique.

On définit ) o
J(Ry, 8, f) = > i(G, G(3))

5elZ(%ty)/Z(G)TF
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~ £1,(8 (3
3 e (', £,(8) S50 2 (8, B9, (/9D) gy 9)-
Q’V(E)eﬁé’@(ﬂ?’v(ﬁ)

Proposition. Soient Ry € L(My), § € D (R, (()) et f € I(KG(Fy),w). On

géom
suppose que (2) et (3) sont vérifiées et que § est I'image par induction d’un élément de

DL (M), Alors J(Ry, 8, f) = 0.

géom

6.8 Une deuxieme proposition auxiliaire

Proposition. Soient Ry € L(My), § € D (R (()) et f € I(KG(Fy),w). On
suppose que 9‘{'(5) est elliptique et que § est I'image par induction d’un élément de
Dst, (MY,) dont le support est formé d’éléments G-réguliers aux places archimédiennes.

Alors J(Ry, 8, f) = 0.

6.9 Réduction de la proposition 6.6

Evidemment, la proposition 6.8 est un cas particulier de la proposition 6.7. Mais nous
allons prouver qu’inversement, elle implique cette proposition. Considérons la situation
de cette proposition 6.7. On peut supposer f = Qv f,. On fait jouer aux données G’ (C )
et 9‘{‘/(( ) un role de reference Pour simplifier, on supprime le terme ¢ des notations, en
posant G’ = G/((), — 9, (). Fixons des données supplémentaires G .. a(Kl,v)v§ZV

pour G’. On peut supposer que d s’identifie & ®,ey 01, avec d1, € Dgeom M (9%’17U(Fv)).
On peut fixer pour tout v € V' une classe de ConJugalson stable semi- simple O. dans
M'(F,) de sorte que 1, soit induite d’un élément de D% (M{(Fv)) dont le support

est formé d’éléments de partie semi-simple dans @/. Notons Ov » la classe de conjugaison

géom, A1y

stable dans R/ (F,) contenant (. L’hypothese sur & est que O est G-équisinguliere
pour toute place v archimédienne. Nous considérons comme fixés f et les composantes
01, pour v non archimédienne. On va étudier comment J (ij%v, 0, f) dépend des 6; , pour
v archimédienne. Pour cela, considérons pour toute place archimédienne un élément

Tiw € Do, /\M(%’M( »)). On suppose soit que 71, = 014, S0it que T, appartlent a
Dy v(fi%l,U(Fv)) et que son support est formé d’éléments G-réguliers proches de o

Pour unifier les notations, on pose 11, = 01, pour toute v € V non-archimédienne. On

note 7 I’élément de D;’éom(gﬂ,) auquel s’identifie ®@,cy T4 4.

Pour tout § € (Z(Ry)/Z(G) 79, fixons des données supplémentaires G/, (3),.. (f({ﬂ,@))vgv
pour G(5). On a deux séries de données auxiliaires pour la donnée R}, = MR}, (5). Comme
on 'a dit, les espaces SIy, s (5%’“/(5, Fy)) et S[,\l(i)zi’lvv(Fv)) se recollent canoniquement.
On peut décomposer cet isomorphisme canonique en produit d’isomorphismes sur toutes
les places v € V. On a alors des isomorphismes duaux entre espaces de distributions.
Pour tout v € V, 71, s'identifie ainsi a un élément 7,,(3) € Dy, (@) ~’17v(§; F,)).
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D’autre part, f&'() s'identifie & un élément @,y f1.,(5). On a I'égalité

£ (5 /S 11)(3
(1) Sl B (F9)ey ) = 1] 5" (109 B o)y o)

veV

Si v est archimédienne, on a dit que I’on pouvait oublier le systeme de fonctions B en
vertu de I'hypothese sur le support de 71,. On a vu en [V] 1.4 (2) et (3) qu'il existait
P10 € STy, ,3) (25‘{'1U(§, F,)) de sorte que

(2) pour tout 71, comme ci-dessus, on a

2,3 ~ AN
Si)k%}l:v(g)y)‘l,v(g) <T17v7 f17v<8>§:/1,v('§)) - SAII,U( ) <T1 U< >’ Sol,v)-

A P'aide des recollements fixés, on peut identifier ¢y, a un élément de STy, , (i)zi’lv(Fv))
Comme cet élément dépend de § et de £1,(8), notons-le ¢1,[3, £;,(8)]. Le membre de

droite de (2) devient
R,

S)\l’; (Tl,v7 ¢1,U[§> 2/‘/(5)])

Notons V., I'ensemble des places archimédiennes de F' et indiquons par un indice oo les
produits ou produits tensoriels sur les places v € V. Par exemple 710 = Qpev, T1,0-
L’égalité (1) devient

o s = s R e
St o (1 BY, (FF D) gy, ) = 3, &4 (991, (71,00, D1.00[5 €1, (3)),
olt ¢[3, £1,(3)] est indépendant des 71, pour v € Val,(F). Posons

b= Y ipl(G.EG)

5elZ(Ry)/Z(G)TF O

> Mf (M, £(3))cl3, £ (3)]01,[5, £ (3)].

&, (3)eLd G (R, (0))
Alors

A 9?{/
(3) J(%Va T, f) = S)\ll’:,o (Tl,ooa ¢1,oo)-
Soit p, ., € D%

ComA (M!(F)), & support dans les éléments de M’(Fy) de partie semi-
simple dans O , tel que 01,0 soit l'induite de p; .. En appliquant (3) a 7 = 4, on
obtient

. N
J(%Va 67 f) = )\171;0 (l’l’l,oo7 (bl"x’vM{,oo).
On veut prouver que le membre de gauche est nul. Il suffit de prouver que ¢, i est nul

au voisinage de O_. Précisément, il suffit de Prouver que, pour ¥ o € Do (M!(Fx)),

A support G-régulier et proche de O, ona S,\llf (V1,00, ¢1,oo,1\"4; ) = 0. Fixons un tel

Vl.00, DOtONS T o l'induite de v o a 9%1 o (Fx). Complétons T o en un élément 7 de
composantes &1, aux places de V' non-archimédiennes. Le méme calcul que ci-dessus

montre que
Ml

S)\l (V1W’¢1wM’ ) J(ﬁ{VaTaf)'
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Mais T vérifie les hypotheses de 6.8. Donc le membre de droite ci-dessus est nul. Dot
I’assertion cherchée, ce qui prouve la proposition 6.7.

Nous allons maintenant prouver que cette proposition 6.7 entraine la proposition 6.6.
Considérons la définition 6.6(2). On utilise la proposition 4.2(i) pour développer chaque
terme Sﬁ/,(g)((s, B, fG/(g)). Avec les notations que l'on a introduites, on obtient

S (@, BOE D) = S OO 2353 (8, BY (FF D)y 5).

2, (3)ect G (M)

Fixons des données auxiliaires comme plus haut. Les intégrales du membre de droite se
décomposent alors en produit sur v € V d’intégrales locales. Considérons une place v
archimédienne. Le terme local est

ARG o RG (G106
(4) Sﬂf{,v(g),xl,v(s:)<51’”<S>’ BE (g 0)-

On peut supposer comme plus haut que les éléments du support de d;, ont leur partie
semi-simple dans une classe de conjugaison stable O). Fixons H, € A;; en position

générale. Relevons-le en un élément H;, € A w1 (5)- Considérons un Levi de £ (5) conte-

nant M. Conformément aux notations introduites en 6.7, notons-le 9/ (3). Les définitions
de [V] 6.3 s’étendent au cas des distributions se transformant selon le caractere A; ,(3)
de C1(8; F,). On a défini dans cette référence un élément

g‘jﬂ,v(é),st<617v<§)7 BG‘7 Hf;’v(g)).

C’est une distribution induite a 5%/171}(5; F,) d’'un élément de D;’éom(M{m(i F,)) dont le
support est formé d’éléments de partie semi-simple dans ). La proposition [V] 6.3

entraine que le (3) est faiblement équivalent a la fonction qui, a H; , associe

(@) R, (5),s .. FONENE)
Z Sﬂ?}l,v(é),xl,v(g)(exp<H1,v,§%,v(§))f e O(8,,(3), B ) (o )Eﬁ,v(é))'

R (5)eLE0 () (M)
Cela implique que, si l'on remplace dans l'expression ci-dessus H,, par Hy,/n, pour

un entier n > 1, la limite de cette expression quand n tend vers l'infini est égale a (4).

Posons
5, (3) R (3),s o RGP
7'1,11)’ (n) = exp(HLv’gR,l’v(g)/n)fml,v( & "(01,(3), B¢, Hl,; /n).

Pour unifier les notations, pour une place v € V non archimédienne, posons

M, (3)

T () = 014(8).

Enfin, on a défini en 6.7 'ensemble Eél(g)(]\;[{/). Notons Eg(g)(M{/) le sous-ensemble des
R, (3) € LYO(M]) tels que R (5) = M’ pour toute place archimédienne. Avec ces
définitions, on obtient que Sﬁ,(s)(é , B¢ fG'()) est égale a la limite quand n tend vers
I'infini de .
GG v (s
o) > S S0 )
R, (5)eLs D () £, ()L O (R, (3))
AN E) My, (3) G, (3)

R T BG~ -
v S”l’v(g),)\l,v(g)( 1w (n)a ) (fv )ﬂi,v(é))'
ve
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Les distributions Tlﬂlj’”(s) (n) dépendent des données auxiliaires mais on vérifie sans peine
qu’elles se recollent convenablement quand on change de données auxiliaires. On doit tou-
tefois prendre garde au fait que la translation par exp(H, , 5 (5)) pour v archimédienne

n’est compatible au recollement qu’a un caractere pres. Plus précisément, pour une telle
place, on a introduit en [IV] 2.1 un caractere Ay, & de A ()~ Alors les distributions
1,v S

", (3)
( H )\91@,1 U(g)(HLv,é'M(g)/”) Quev qul) (n)
vEValoo (F) ’

se recollent en une distribution que 1'on note va(g)(n). Cette multiplication par le
produit des )\méll,v(‘;) (levé’l,v(g)/n) ne nous geéne pas : on peut multiplier (5) par ce terme

sans changer les propriétés de cette expression. Alors (5) se récrit

G'B&) v a ~ £ (5 ' (5 A (5
> S T B (3) S (O (), BE (£ D)y 1)

st (5)ecS @ (1) £, (9L O (R, (5)

En revenant & 6.6(2), on voit que IX%€(M’, 8, f) est égale a la limite quand n tend vers

I'infini de o
(6) > i (G, G'(3)) >
5€CZ(NN)FF0 ) 7(G)FF 0 S, (3)eL @ (1))
GGy ar =\ ol (3 ' (3 5 "3
Do e L (3)S (O ), B, (fF D) g 5).

&, (5)eLd O (%, (9))

A tout PR/, (3) intervenant est associé un élément Ry € L(My ). Plus précisément, celui-
ci appartient au sous-ensemble £, (smv) défini par les conditions R, = M, pour v € V/
non-archimédienne. On peut remplacer la somme en 2R}, (5) par une somme en Ry, que
P'on permute avec la somme en s. On peut ensuite décomposer cette derniere somme
en une somme sur i € (Z(M )FF’G/Z(ERV) et une somme en § € 1Z(Ry)/Z(G)'r.
Lexpression (6) devient la somme sur Ry € Loo(My) de

3 J(SFy £, 7O (), f),

TeCZ(NDTF9 ) Z(Ry )R, () elliptique

ou
JG, L 0m), = 3 ip(GL.EE)
SeiZ(%y)/Z(G)TF
G'G) v ar 1=\ oL (3 3 ¢ '(3
> e S E)SH GO ), B (59 g o)

&, (3)eLt ) (R, (3))

Dans le cas ot = (, cette expression est égale & Pexpression .J (ifiv, 2O (n), f) de 6.7.
Pour t quelconque, elle est égale a I'analogue de cette expression quand on remplace la
donnée de départ M’ = (M’, M',¢) par la donnée équivalente (M’, M', 7). On peut donc
lui appliquer cette proposition 6.7. Les distributions 72v® (n) vérifient par construction
les hypotheses de cette proposition : en une place archimédienne v, la translation par
exp(H Lo (3) /n) assure que le support de la distribution est G-équisingulier puisque H,

est en position générale. La proposition 6.7 implique donc que J (f)A%V, i, 2O (n), f) =0.
Alors Pexpression (6) est nulle. Sa limite IX%€ (M, §, f) est nulle elle aussi, ce qui prouve
la proposition 6.6.

108



6.10 Preuve de la proposition 6.8

On fixe des données Ry, § et f comme dans 1’énoncé de la proposition 6.8. On
suppose [ = Quev fr- On a besoin de facteurs de transfert globaux. Pour cela, on fixe les

extensions . )
1-G—-H—-D—1 G—H

construites dans la preuve de 3.8. Pour tout § € CZ(M)'7?/Z(G) 7 on étend comme
dans ce paragraphe la donnée G/(3) en une donnée H'(£) et on fixe des données auxiliaires

H(®),...&(}). On en déduit comme en 3.9 des données auxiliaires G (3),.. é1(~) pour
G’(3), que I'on complete par le choix d’espaces hyperspéciaux (K »(8))vgy . Il s’en déduit
un facteur de transfert canonlque comme en 3.9, que 'on decompose en produit surv € V

de facteurs locaux. On note fv ) le transfert de fv calculé a I’aide de ce facteur. Comme
en 6.9, on considere les données auxiliaires relatives & ¢ comme des données de référence
et, pour celles-ci, on supprime ¢ de la notation : G’ = G/(¢), G = G (C) ete... On peut
supposer que d s’identifie & ®,ey 01,4, avec 81, € D2 (R, U(F )) pour tout v € V.
Tp,

géom,\1 v
Comme on I'a vu en 6.7, on dispose pour tout § € CZ(Ry)/Z(G) % de recollements
canoniques entre Sy, (M!(Fy)) et STy s (M (5; Fv)) et aussi entre Sb\l(mlv(F\/)) et

STy, s) (9‘{17\/(3, Fy)). On décompose ceux-ci en produit tensoriel d’isomorphismes locaux.
On fait de méme pour les espaces de distributions. Alors chaque 8, s’identifie a §;,(3) €
Dst 10(3; F)). La définition de J(Rv, d, f) se récrit

e
1) IS = Y i(G.G()

5eCZ(Ry)/Z(G) F 0

> e o, &6) [T lev oo 010(3), BE R g ).
&, (5)eLE D, (3)) vev |

On peut supposer que, pour tout v € V, il y a une classe de conjugaison stable
semi-simple @', C M'(F,) de sorte que

- 01, est induite d'un élément de D3/, (M{U(FU)) dont le support est formé d’éléments
de partie semi-simple dans O/ ;

- si v est archimédienne, @, est formé d’éléments G-réguliers.

Fixons €, € O, tel que M! soit quasi-déployé sur F,. On note R! le commutant de
Ay, dans M'. On a Ap, = Anmz,. On peut fixer une distribution d, € Dy, 5, (R’lv(Fv))
de sorte que

- 01, soit I'induite de d,, a 25%’17U(FU);

- si v est non-archimédienne, les projections dans R;J(Fv) des éléments du support
de d, ont leur partie semi-simple dans la classe de conjugaison stable Oég de €, dans
R (Fy);

- si v est archimédienne, d, est une intégrale orbitale stable associée a un relevement
de €, dans }tZ'M(Fv)

On a

(2) €, appartient a un sous-tore tordu maximal elliptique de }é;

En effet, soit 7’ un sous-tore maximal elliptique de M et T, son commutant dans
R!. Alors I’ensemble T,¢, répond a la question. Pour que cette construction sois-correcte,
il faut évidemment que M possede un sous-tore maximal elliptique. C’est toujours vrai
si v est non-archimédienne. Si v est archimédienne, ¢, est G-régulier par hypothése donc
M est lui-méme un tore et ’assertion s’ensuit.
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On note R, le commutant de Z(R,)'™° dans G. C'est un Levi de 9N,. Quitte &
remplacer la donnée locale M! par une donnée équivalente, on peut supposer que tous
ces Levi sont standard et que la donnée locale M/ provient d’une donnée R/ pour R,,
cf. [I] 3.4. Cest-a-dire qu'en posant R, = M’ NLR,, le triplet R, = (R, R, () est
une donnée endoscopique de R, et que M! = M "R!. Notons que R/ est une donnée
elliptique par construction.

Remarque. On pourrait poser des définitions plus sophistiquées évitant de remplacer
M/ par une donnée équivalente. En tout cas, ce remplacement ne perturbera pas la suite
de la démonstration.

Le Levi R, vérifie la condition 6. 7(1). On pose Ry = (Ry)vev. On définit comme
en 6.7 I'ensemble E(RV) des familles Ly = (Lv)ve\/ telles que, pour tout v € V, L,
soit un Levi de G vérifiant 6. 7(1) et contenant R,. Considérons une telle famille. Pour
5elZ(M )FF’G/Z( )FF’ et pour une place v € V, on définit la donnée endoscopique
L/ (5) de L, associée & § et & la donnée endoscopique R/ du Levi R, de L,. En posant

Z(Ly) = Z(M)' 0 (Nyev Z(Ly)),

cette donnée ne dépend que de I'image de § modulo Z (ﬁv) Considérons deux éléments
51 et 3y de CZ(Ry)/Z(G)Fr? ayant méme image modulo ce groupe. On a choisi ci-dessus
des données auxiliaires pour les données G'(5;) et G’(82) qui se restreignent pour toute
place v € V en des données auxiliaires pour L (5;) = L;(52). On dispose donc d’es-
paces STy, () (le(sl,F ) et STy, () (LLU(SQ,F )). Ces espaces sont canoniquement
isomorphes. En effet, on sait que ces espaces sont isomorphes, I'isomorphisme n’étant
en général défini qu’a un scalaire pres. Il s’agit de normaliser celui-ci. On a déja fixé les
isomorphismes

S[>\1,u(§1)(%1v(317 )) SI)\lv( R, ( U))2S[AI,U(§2)(§{/L’U(§2;F’U))'

On normalise nos isomorphismes de sorte que le diagramme suivant soit commutatif
SI)\l,v(§1)<mll,v<§1; Fv)) — S[Al,v(§2)(mll,v<§2; Fv))

S‘[Al,v(gl)(Rll,v(gl;Fv)) — SI}\l,v(§2)(R/1,v(§1;Fv))

T )
SI)\l,v(§1)<L/1,v<§1;Fv)) — SI)\l (le(527F))

ou les applications verticales sont les applications ”termes constants”. De mémes considérations
valent pour les espaces de distributions.

Posons R}, = = [loev R Soit (Z(Rv)/Z(G 70 supposons G/(3) elliptique. Notons
LY G)(R])) Pensemble des familles L/, = (L' ),ev telles que, pour tout v € V, L, soit un
espace de Levi de G(5) défini sur F, et contenant R’ . Pour une telle famille et pour v € V/,
notons L, le commutant de Z(L,)"7° dans G. Alors la famille Ly = (L, )yev appartient
a E(Rv). La famille L' apparait comme la famille d’espaces de Levi associée a la donnée
endoscopique elliptique L'(3) de (Ly, a; ). Comme en 6.7, on notera directement L, (3)
les éléments de L&) (RY).

Considérons la formule (1). Fixons 3, £, (3) y apparaissant et une place v € V.

Par les isomorphismes canoniques, la distribution d, introduite ci-dessus s’identifie a
d,(5) € D%, ) (R, (8; Fy)). La distribution 81, (5) est I'induite de d, (5) a R, (8; F2).

géom,\1 (8
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On applique les propositions [II] 1.14(ii) ou [V] 1.6(ii). On obtient

E”l,v(g) G 1v(5) . & (B) (St T~
Sﬁ%g’v(g),h,v(g)(‘slvv( 8), B, (fo )2/ (g)) = Z Ca (R, L,(3))
L (3)ecsv@) (Ry)
Lllvv(g) G lv(s) N
SR&,U(§)7A1,U(5)(d (5), B, (fu ) i,v(g))'
Pour tout Ly € L(Ry), posons

3)  JRv, Ly, f)= 3 E(Ly,3)

5eCZ(Rv)/Z(Q)TF: 0 ,Li,(3) elliptique

U(s 7 0G0
HS : )\1v(s (du(5), BY, (£ )ia,v@))’

veV

ou

™~
S~—
&
t~>
=
N
|
-~
<)
oY
oY
3
W
S~—
S~—

€T, 8,(3))

B . B N B 1%
):'V(g)ez:G’(s?)(m’v(g))mLG%ﬁ)(L/‘,(g))

[T 5 v, Lis)).

veEV

Alors la formule (1) se récrit
J(ﬁiv,é,f) = Z J(%V,iv,é,f)-

LveL(Ry)

Pour prouver que le membre de gauche est nul, il nous suffit de fixer Ly et de prouver
que J(Ry, Ly, 8, f) = 0.

Fixons désormais Ly € E(Zi’v). Pour v € V| aux Levi anv, ff“tv, R, et L, sont associés
des espaces Ag, , Az , Ap, et Aj . Par exemple, Ag = X*(Z(9,)Fr00) @, R. On a

Posons par exemple Ag = @uevAg, - Rappelons que I'on a un plongement diagonal

A A% — Aﬁv. Par composition, on obtient des homomorphismes
G
A w7 AiﬁTV / Agz‘v

et

AL = Ay, — Ap, — Ap [ Az
On note i

D : A% — Afﬁ?v/‘Aﬁ’tv @Aév/Aiv

leur somme directe. On obtient dualement un homomorphisme
D2 Z(M)'0 ) 2(GY 0 = @uev (29,170 ) Z(R,) 70 @ Z(R,) 0 [ Z (L)),
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Supposons que D soit un isomorphisme. Alors D est surjectif et de noyau fini. On note
k(D) le nombre d’éléments de ce noyau. On note d(D) le nombre tel que D identifie la
mesure sur son ensemble de départ avec d(A) fois celle sur son ensemble d’arrivée. On
pose e(D) = d(D)k(D)~!. Pour v € V, 'homomorphisme

Z(00,) 5 2(3,) 7 2O, ()

est surjectif et de noyau fini (car les données M et M sont elliptiques par définition).
On note ig, (Ry, R]) l'inverse du nombre d’éléments de son noyau. De méme, soit § €

CZ(Ry)/Z(G)Fr 9 tel que L’ (§) soit elliptique. Alors ’'homomorphisme
Z(R,)'r0 ) Z(Ly) 0 — Z(R,) | Z(Li(3)

est surjectif et de noyau fini. On note iz, (Ly, L’,(3)) Vinverse du nombre d’éléments de
son noyau. Soit § comme ci-dessus. On va montrer

(5) si D n'est pas un isomorphisme, E(Ly,3) = 0;

(6) supposons que D soit un isomorphisme ; alors

E(Ly,3) = e(D) ] ] g, (R0, R,)igy (Lo, L (3)).
veV
Supposons E(Ly, 3) # 0. Alors i,7,(G, G'(3)) # 0 donc G/(3) est elliptique. On peut
fixer £ € L(Rv) N L(Ly) de sorte que £,(5) soit elliptique et que les constantes
d%‘,(j)(]\;[’, £(5)) et dfi(g)(g%;, L(5)), p~our veV, sciient non nulles. Notons par exemple
A’}{; l'orthogonal de Ag dans Ap et A%“// = @UGVA%. Toutes les données endoscopiques

intervenant étant elliptiques (M étant considérée comme une donnée de EJAﬁv), ces non-
nullités signifient que 'on a les égalités

(7) Agi;;V = A(AS) @ Agv

et
Ly _ 48 Iy
(8) ARZ = AE%VV &) Aiz,

L’application D est la composée des deux applications
G A 4G
At = A, = Ay s,

et
O Am, /s, = Agy [ Az, © Ag, /AL -
La premiére est un isomorphisme d’apres (7). On peut décomposer 'espace de départ

de (9) en A?gt‘; ® Ag, /Ag, - Alors (9) devient une application triangulaire. Les termes
diagonaux sont les applications

Ag‘; — Ai)ﬁtv / AQ}V
et
Ase, [ Az, = Ag, [ AL, -
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La premiere est évidemment un isomorphisme et la seconde 'est d’apres (8). Donc (9)
est un isomorphisme et D aussi. Cela démontre (5). Remarquons qu’en précisant ces
calculs, on obtient 1’égalité

(100 d(D) = dSO (T, £,(3) Hd YR L (F)).

veV

Inversement, supposons que D soit un isomorphisme. Il y a au plus un espace £y qui
peut contribuer & la somme E(Ly,3). En effet, I'égalité (8) doit étre vérifiée par cet
espace, ce qui détermine

Définissons ainsi cet espace. Pour qu’il intervienne vraiment, la donnée £1,(3) doit étre
elliptique. Par hypothese, les données R}, et L/(3) sont elliptiques. Le membre de droite
de (11) est donc égal a

Asy, 0 AL )

L’espace A% (5) est inclus dans cette intersection. Il est donc inclus dans le membre de
gauche de (11), ce qui implique que £1,(3) est elliptique. En inversant le calcul fait ci-
dessus, on voit que I’égalité (8) et I'hypothese que D est un isomorphisme impliquent

(7). Puisque £1,(3) est elliptique, le dernier terme de cette égalité est égal a AE & @) Cet
Vv

espace contient A(Ag/ (5)). Puisque les deux termes du membre de droite de (7) sont en

somme directe, ’espace AC est nul. Donc la donnée G’ (8) est elliptique. Considérons

G/(s) 2

la définition (4), ou n’intervient plus que notre Levi £i,(5). Une constante telle que

eg,(g)(]\;[’,f}’v@)) est le produit de dG ®) (M', £,(5)) et de Vinverse de kG ®) (M, £,(5)),
\4 V

ce terme étant le nombre d’ elements ‘dun certain noyau. L’égalité (10) montre que le

produit des constantes d est égal a d(D). Pour prouver (6), il suffit de prouver I’égalité

(12) k(D)™ T oy (P R iy (L L1(3)) = i (G G (G)EGD (1, Ly (3))

veV
[T kO, L)
veV

On a un diagramme commutatif

242G B @uer(Z(,)) 2R, i@ 2R 2 )

ﬁ/

Z(M)'PJZ(GE)F = @uev(Z(M) 7 [Z(R) 7 © Z(R) ) Z(L,(3) )

Tous les homomorphismes sont surjectifs et de noyaux finis. Calculons I'inverse du nombre
d’éléments de I'homomorphisme composé. Si on utilise le chemin nord-est, on trouve le
membre de gauche de (12). Si on utilise le chemin sud-ouest, on trouve i, (G, G'(3))|ker(D’)| 1.
L’homomorphisme D’ se décompose en

Z(M)'* ) Z(G (3T = Boev Z(M) e JZ(L,(3)

@UE‘/LU @ng(Z(MzI)>FFU /Z(g}{;)rﬂ; D Z(R;)FFU /Z(i;@))rm)
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De nouveau, les homomophismes sont surjectifs et de noyaux finis. Le nombre d’éléments
du noyau du premier homomorphisme est égal a kG S, g, /(5)). Pour obtenir (12), il

reste a prouver que, pour tout v € V', on a
(13)  [ker(i,)| = k¥ (R, L ()

On a un diagramme commutatif

1 1
\ ) i
Z(M)'r [ Z(S,(5)Tr = (Z(M)'r/Z(R) & Z(R)'/Z(L,(5))) — 1
\ 3
Z(R)'r [ Z(L,(3))" ™ = (Z(R)' [Z(R) ™ @ Z(R,)'Z(L(3)) = 1
\ 1
Z(R)r [ Z(M)'r = (Z(R)'r [Z(M) @ 1)
\ 3
1 1
Les lignes et colonnes sont exactes. Il en resulte que |ker(i,)| = |ker(k,)|. Mais ce dernier

nombre est égal au membre de droite de (13). Cela prouve (13), (12) et acheve la preuve
de (6).

Si D n'est pas un isomorphisme, (5) entraine que J(Ry, Ly, d, f) = 0 et on a fini.
On suppose maintenant que D est un isomorphisme. On peut supposer qu’il existe s

Gy (3
intervenant dans la définition (3) tel que (f, 1’”(8)) i (5 Soit non nul pour tout v € V.

Cela entraine que le Levi E;(§) est relevant. A fortiori, L, correspond a un K-espace de
Levi KL, de KG,. On peut fixer une collection KLy = (K L,),cy de tels K-espaces de
Levi et identifier L,(5) & une donnée endoscopique elliptique de (KLy, KLy,ar). On a
pour tout v I'égalité (fUGl’“(S))E,1 & = (foxin, wv)illvv(g). On se sert ici de la restriction du

facteur de transfert fixé sur G (5, F,) x G(F,) pour définir le transfert. Rappelons que le
terme ip (Ly,, L) (5)) est nul si Lj,(5) n’est pas elliptique. Compte tenu de I'égalité (6),
la définition (3) se récrit

(14)  JRv, Ly, 6, f)=c Y ONEn (@) B, e ) ),

seZ(Hy)/2(G) F? vev

ou
¢ =e(D) [] ig, (R, R,)

veV

- H if% (zva z;(@)

veV

et

Pour toute place v € V, introduisons le groupe Z (}tZ )« image réciproque dans Z (}%) de
(Z(R,)/Z(R,) N Z(R, ))FFv Le sous-groupe des éléments invariants par 6 dans

Noev Z(Ly) ™ (1= 0)(Z(R,).)
contient Nyey 2 (i )FFv comme sous-groupe d’indice fini. Le groupe

(Z() 0 Ney Z(L) ™)/ (G
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est le noyau de D donc est fini. Il en résulte que le groupe
(2() NN Z(L)" (1 = 0)(Z(R).)) /Z(G)"

est fini. II nous suffit d’en trouver un sous-groupe Z vérifiant la propriét¢ suivante.
Fixons 3y € CZ(Ry)/Z(G)'r9. Alors, dans I'expression (14), la sous-somme sur § € Z3,
est nulle. Considérons donc un sous-groupe Z que 'on précisera plus tard. La propriété
requise dépend d’'un élément §y. Pour la simplicité de ’écriture, on peut supposer 59 = 5 .
On a

(15) pour 5 € Z¢, les données endoscopiques L, (5) et L, = Lt ({) sont équivalentes ;
si ces données sont elliptiques, on a X (3) = X(().

Soit z un représentant dans Z (M ) d’'un élément de Z. Pour toute place v € V, on
éerit 2 = 71,(1 — 0)(p,), avec 7, € Z(L, )'reet p, € Z(R,),. Puisque p, € R, C L,
ad,, est un automorphisme intérieur de L,. On a l’egahte 2 = vavf py ', donc ad,,
envoie L (1,¢) sur L' (2¢). Puisque 7, € Z(L,), on a L' (r,() = L. Les groupes L
et £/ (zC) sont engendrés par R, = M/, NLR, et L, respectivement L (2C). Puisque
po € Z(Ry)., ad,, conserve R.. Donc ad,, envoie £ sur L!(zC). Autrement dit, p,
définit une équivalence entre les données L/ et L/ (zC) Légalité X (3) = X () résulte
évidemment de la définition de ces termes. Cela prouve (15).

On peut supposer L}, elliptique, sinon X (5 ) = 0. La somme que l'on considere est
proportionnelle a

11)(Z< ~ ~ - Z~
2 1155 a0 o(20), B, (f7, )FaG0),

1,v
zeZveV

Fixons z € Z(M)'79 relevant un élément de Z. Puisque Z(M)'r0 = Z(N)Tr007(G) e
on peut supposer z € Z(M)'%0 Comme dans la preuve de (15), on éerit 2z = 7,(1 —
0)(p,) pour toute place v € V, ol 7, € Z(L )'re et p, € Z(R,),. Les deux séries de
données auxiliaires M| = M] (C),... et M, (zC) fournissent une fonction de recollement
A2)M sur le produit fibré M{V(F ) x M V(zC Fy). Par restriction puis dualité, on en

déduit un isomorphisme

L(Z)M7* : H D;ZOM,ALU(Z’E)( ~,1,U(Z§; FU)) = H Dgeom A1 U( ll,v(Fv))'

veV veV

En posant d = ®,cyd,, on a par définition, d = «(z)**(d (zg:))

Pour tout v € V, on complete la paire de Borel (B N L’ T(’O) de L’ en une paire
de Borel épinglée invariante par I'p,. De méme pour L (zC ). On peut supposer que
les restrictions a R; de ces deux épinglages coincident. Quitte a multiplier p, par un
élément de Z (R )N Téo’ ce qui ne change pas (1 — é)(pv) on peut supposer que ad,,
échange ces deux épinglages. Alors ad,, devient équivariant pour les actions ga10151ennes
On peut identifier les groupes L;, et L' (zg) ainsi que les espaces L' et L (zg) Les
données auxiliaires L’Lv(zg“) etc... se transportent en des données auxiliaires pour L.

Le plongement de £! dans LL/LU(zf ) est le composé de ad,, et du plongement él(zf )
L (2¢) = “Ly,(20). Le facteur de transfert n’est bien défini que sur le produit de ces

données auxiliaires sur toutes les places v € V. C’est alors la restriction du facteur
canonique A;(z(¢) issu de la donnée G’(z(). On se retrouve avec deux séries de données
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auxiliaires pour Lj,, d’olt une fonction de recollement A(z)”. Il s’en déduit encore un
isomorphisme

() T Doy (Brn oG ) = T Difomnss (i (F).

veV veV

T
Ll,v

Le transfert commute au recollement donc celui-ci envoie ®,ev (f;, w)ffl,v(zf) sur @pev (f7, )
1 envoie d(z¢) sur ¢(2)**(d(2()) = ¢(2)"* o (1(2)M*)~1(d). En décomposant nos isomor-
phismes de recollement en produits tensoriels sur les v € V', on obtient 1’égalité

£4,(:0) N BE (f YEALEY —
vSR;,v(zém,v(zé)(d”@@’B () =
S

HS

veV

o ()7 0 )7, BY, (f, ) )

11)7

Il nous suffit de prouver que

YUz o ()M Hd) = 0.

z2€EZ

L’automorphisme (:(2)™)~! o 1(2)* de HUEV o ( ’lv(Fv)) est de la forme ¢ — Ao,
ot A, est une fonction lisse sur [Lev R o(Fy). Il nous suffit encore de prouver que

(16) >,z X.(7) = 0 pour tout y € HUEV ,(F,) dans un voisinage invariant par
conjugaison stable de I'élément € = [, . €, fixé plus haut.

On fixe de nouveau z que 'on écrit comme ci- dessus On va calculer \,. On simplifie
les notations en posant A = ., AM = \(z)M . On pose ¢ = C et & = 2(. On
supprime autant que c’est possible ces termes de la notatlon. Les données relatives a Cl
seront affectées d’un indice 1 et celles relatives a 52 d’'un indice 2 (par exemple, on note
Rlz,v I'espace noté précédemment R;U(zé)) Soit 1" € [[ ey R, (F) et, pour i = 1,2, soit

i € [Loev Ii’;v(Fv) un élément au-dessus de r’. Par définition,

ott AM et A” sont les fonctions de recollement introduites ci-dessus. Fixons m’ € M'(F)
et, pour ¢ = 1,2, un élément m, € M/(F) au-dessus de m'. Soit (b1, by) I'élément du
produit fibré M{(Fv) X arr) M3(Fy) tel que (r7,75) = (bym], bam5). On a I'égalité

MM ) = XM (by, bo) MM (ml), mb).

On se rappelle la définition de MM Parce que les éléments m/ et m), sont définis sur F,
on a .
AM (my, ms) H)‘M my,my) ",
vV

ou les )\M pour v € V sont les fonctions de recollement associées aux espaces hy-
perspéciaux K“, N M (F,) pour i = 1,2. Puisqu’on a supposé que L! = L;(fl) ~ L;(QN”Q)
était relevant pour tout v € V, on peut fixer [ € ] o, K L,(F,) assez régulier et
Ueller L (F,) dont les classes de conjugaison stable se correspondent. On note L, la

composante de K L, telle que [ appartienne & [Lev Lo(F,). On note G la composante de
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K G telle que L, c G, pour tout v € V' et on note Hla composante de K H qui contient
G. Pour i = 1,2 on fixe [; € [] .y L; ,(F,) au-dessus de I'. Notons (ay,az) 1'élément du
produit fibré [\ L], (Fy) X1i(r,) Ly, (Fy) tel que (r1,75) = (aql], asly). On a I'égalité

AE(rh, ) = Mo an, as) AE (1, 1) = Mo (ar, a2) Ao (T, DAL (17, )7

Pour calculer les facteurs de transfert, on utilise la définition de 3.9. Pour i = 1,2, on a
releve la donnée endoscopique G’ (Q:Z) en une donnée de (KH, KH,b), que 'on note pour
simplifier H’ (52), munie de données auxiliaires. On choisit un couple comme en 3.6, qui
est noté (&;,~) dans ce paragraphe, et que nous noterons ici (A}, h(¢;)). On dispose du
facteur global que 'on note A; y0p(R, h(é)) pour ¢ = 1, 2. Par définition

Az<l;7 l) = Ai,glob<h’;7 h’(é:z)) (H Az,v<h;7 h(é@)>1> (H Az,v<l;7 lv hiv h(é@))) :

v@V veV

A ce point, on obtient 1'égalité

(A7) A(r) = AM(br, b2) PN (ag, a2) Ag grop (R, h(C2)) A gion(hY, B(C1) ™

(H 5‘1])\/[<m/17m/2>A1,v< ,17h'<51>>A2,v< ,27h<52>>_1>

vgV

(H A2,v(l;7 l; h/27 h’(<2>>A1,v<l/17 l/; h'llv h(CI))1> :
veV

Pour tout v € V, on fixe un diagramme (', BY, TY, BE TF 1) et des a-data et
des y-data relatives a ce diagramme. On suppose les y-data triviales sur les orbites
asymétriques. On a la complication que l'on doit plonger G et G’ (EZ) pour ¢ = 1,2 dans
les groupes plus gros H et H' (Q:Z) Il est clair que notre diagramme se prolonge en des dia-
grammes relatifs & ces groupes plus gros, que Uon note (I, BY (;), TF (), B, TEH 1),
On utilise les diagrammes prolongés et les mémes a-data et y-data pour calculer les
facteurs de transfert intervenant ci-dessus. On doit aussi fixer des diagrammes

pouri = 1,2 ou h’(@) est I'image de h} dans ﬁ’(@). On peut supposer et on suppose que
le tore T” (@) est défini sur F et que le groupe de Borel B’ (@) est défini sur F'. Dans chaque
facteur de transfert interviennent des facteurs Aj;. Ceux relatifs aux couples (A, h(¢;))
disparaissent car leur intervention dans le facteur global compense leurs interventions
dans les facteurs locaux. Ceux relatifs aux couples (I},[) disparaissent aussi. En effet,
pour chaque v € V, la contribution aux facteurs A,, des orbites galoisiennes dans L,
est la méme pour les deux facteurs. Les orbites hors de L, sont asymétriques et leur
contribution est triviale d’apres le choix de nos x-data. On peut donc remplacer chaque
facteur de transfert par le facteur A;,, correspondant.

Fixons provisoirement v € V' et abandonnons les indices v pour simplifier. Soit ¢ =
1,2. On introduit les tores

Ui = (T x Toe(G) [ diag—(Z(Gsc));

TE(C) le produit fibré de TF () et de T au-dessus de T (), ot TF () est
I'image réciproque de T ((;) dans la donnée auxiliaire H/((;);
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T(¢) le produit fibré de T/((;) et de T'(¢;) au-dessus de T'(G;), ot T/(¢;) est 'image
réciproque de 7"(¢;) dans la donnée auxiliaire H/(¢;);

S; = (THEG) < T(G))/diag_(ZH), ot ZF est le produit fibré de Z(H!((;)) et de Z(H)
au dessus de Z(H’(é)) ;

le tore dual U; = (TL x Tio(C))/diag(Z (GSC))

le tore dual T%((;) qui est le quotlent de TF () et de T=H par TV (C;) plongé par

— (EH()! ,t') (on note EH - HW(G) — LH, (CZ) le plongement fixé);

le tore dual T(CZ) qui se décrit de la méme fagon;

le tore dual S; qui se décrit comme le sous-groupe des (£, ¢, t,.) € T=(C) X T(G) x The
tels que j(ts) = tFt!; on a ici identifié tous les tores & un tore commun, en oubliant
leurs actions galoisiennes; j est l'application naturelle j : Tsc — ’YA‘L(Q) ~ 72(5,), on
renvoie & [I] 2.2 pour la description de I'action galoisienne sur ;.

Remarque. Dans la description de U; et Ui apparaissent a priori les groupes H et H.
Mais ils n’apparaissent que via leurs revetements simplement connexes, qui s’identifient
a GSC’ et Gsc.

On construit comme en [II] 2.2, 2.3 :

- une cochaine (VL V! ) g, — TE x Tsc(é);

- un élément (V5(G),vt) € TL(CZ) x T(G) (la dissymétrie de cette notation et de la
suivante s’expliquera plus lom) ;

“n cocycle (VE(G), Vi Vioe) : Wi, — i

- un élément (¢ e, Gise) € TSLC X ch - pour cela, on note ¢ I'élément de 7" tel que ¢ = ¢
et on choisit des relevements (. et z,. dans T sc des images de ( et z dans T ud ; On pose
Cl,sc = Csc et CZ,sc = Zscgso B

On note encore (V;X, V1), resp. (v*(G),v; ), (Q se» Gise), les images de ces termes
dans U;, resp. S;, U;. Pour définir les éléments (V;2, V,71) et (v2(G), vy ) on doit compléter
(BEH, TEH) en une paire de Borel épinglée £ et choisir un élément e’ € Z(H,EM) ainsi
qu'une cochaine ugr : I'p, — Ggc(F,) comme en [I] 1.2. Pour cela, on fixe une fois pour
toutes une paire de Borel épinglée £* de G définie sur F, un élément e* € Z (é’, EY)
et une cochaine ug- : I'r — Ggo(F). On fixe un élément g.., € Gsc(F,) tel que
adg,, ,(B*,T*) = (BPH, T). Lapplication ad,,,, envoie I'épinglage de £* sur un
épinglage qui complete la paire (BXH TEH) On suppose que 7 est cette paire de Borel
complétée par cet épinglage. On pose e = ad,,,  (€*) et ugn (o) = gseotie=(0)0(gsen) "
pour tout o € I'r;,. On notera simplement e = e dans la suite.

Par définition, on a 1'égalité

Ai,imp,v(l;a llv h;a h(é:z)) - ((VL - ) ( (Q)) @ )) ) ((VL(Q)’ ‘A/ia ‘A/i,sc)a (gi,sca gi,sc)) >_1
ou il s’agit du produit sur
HYO Ty Uy = 85) x HYO (Wi 8, =0 0,) — C7.

On a des inclusions G’(Q) C H’(Q) On note G%((;) l'image réciproque de G'(G)
dans la donnée auxiliaire H/ (C,) et TV T'image réciproque de T dans G (Q) Notons
T.X le produit fibré de T et de TL au-dessus de TV, La différence avec T%((;) est

7
qu’ici, les tores restent dans des groupes issus de G et non pas de H. Posons S, =

(T x T(G))/diag—(Z;), ou Z; est le produit fibré de Z(G4(()) et de Z(G) au dessus
de Z(G'(¢;)). On a une application naturelle S, — S;. Parce que les éléments I et [ sont
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dans G/(¢;) et G (et pas seulement dans H!((;) et H) et parce que l'on a choisi e € G,
on vérifie que le couple (v (CZ), v; ') appartient & 7,2 x T* et définit donc un élément de
S;, que 'on note plutot (vX, v; 1). Toujours d’apres le choix de e, on vérifie que le couple

(VE, V), (v v ")) est un cocycle appartenant a Z"(T'g, ; U; = S.). Le tore dual T;-
est le quotient de TL x T par T plongé par ¢’ — (él(t') L #). Le tore dual S est le
groupe des (&)t tsc) € TL X T(CZ) x T, tels que th est 'image naturelle dans TL de
'élément j(t sc)t On note VL Pimage naturelle de VZ(;) dans 7;%. Par compatibilité des

produits, on obtient ’égalité

~ /\ /\

Ai,impw(l;vll;h;vh<5i>> =< ((V;va;fl)v (ViLvyz )) ((V ) (C@ scy Cz sc)) )

ou il s’agit du produit sur
HY (T U 5 8,) x HY (Wi, 8,5 05).

Notons Uy le produit TZ x TL x T2, quotienté par Z(Ggsc) plongé par z + (2,271, 271).
Parce que l'on a choisi les mémes diagrammes et les mémes objets auxiliaires pour
construire V¥ et V,F, ces deux cochaines sont égales. Notons-les simplement VL. Alors
(VE V7 Vo h) est une cochaine & valeurs dans TX x TL x T2, qui se descend en un
cocycle a valeurs dans Ujp. Rappelons la construction des éléments vE. On note €
Pimage de e dans Z(G'((;)). On écrit I} = pe) et | = ve. Alors v” est le couple (s, )
Notons T/5 le produit ﬁbré de TV, TF et T* au-dessus de T%. On définit ’élément
vh = (1, po,v) € Tk Notons Zi5 le groupe des triplets (21, 29,2) € Z(G4((1)) x
Z(G4(G)) x Z(G) tels que, pour i = 1,2, z a méme image que z dans Z(G'(¢;)). No-
tons S, le quotient de T;5 x T(¢1) x T({y) par le groupe Zy5 plongé par (z1, 22, 2) —
((21, 29, 2), (21, 2) 71, (20, 2) 7). Le triplet (vh, vt vy t) définit un élément de ce quotient
et on voit que la paire ((VE Vi, V), (v, v 15!)) est un cocycle appartenant a

ZYW(Tp,; Ups s 12)- Il y a des homomorphismes d’oubli d’une série de variables

U = S,
' D1 N\ P2
1-0 1-6
U1 — §1 U2 — §2

En notant encore p; : H'(T'p,; Uy = 512) — HM(Tp, ;U' = S;) 'homomorphisme
déduit par fonctorialité, on a p;(VE, Vi V), (1/12, vituyh)) = ((VE VY, (vh, v ).

On note p; : H-O(Wp,: S, = U;) — 1’-]1’0(1/VFU;S12 = Upp) I homomorphisme dual de p;.
Par compatibilité des produits, on en déduit que A; jpp.o(l;, s b}, h((;)) est égal a

< (VB VR V), o0 )) s (VT Vi) (G Gise) ) >
ou il s’agit du produit sur
HY(T g Uy = 81) x HY (W1 8y, 'S Oh).
Le tore dual S, est le groupe des (t%,t1,ts, ts) € T5 x T(Q) x T (&) X TSc tels que

t! soit le produit des images naturelles de t,., t; et t, dans ’T Le tore dual U12 est le
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quotient de T% x Ti (Cy) % The(Co) par le groupe des triplets (2, 21, 22) € Z(Gse)? tels
que z = z129. L’élément

i (O 72, V), (G Gse)) 2 (72, Va), (G o))

est de la forme o )
((‘/137 ‘/17 ‘/2717 ‘/12,30)7< sc Y SC”Zsc Csc )) N

On obtient . .
AQ,imp,U(léa l,a hl27 h(§2))A1,imp,U(l,17 l,’ hll? h(Cl))_l =

< ((VL>V1 Vo ) (V12>V1 177/2 )) ) ((‘71%,‘71,‘72_1,‘712,50),(Z;cl,csc,z‘;lg;l)) >

Le calcul de f/lg et 1712756 est long mais on I’a fait dans la preuve de la proposition 1.14(iii)
de [II] et on va décrire le résultat. On a implicitement fixé des paires de Borel épinglées
de G/(;) et G'(Cy), les paires de Borel sous-jacentes étant évidemment les intersections
de (B,T) avec chacun des groupes. Puisque ces deux groupes ont en commun le Levi
M, on peut supposer que ces paires prolongent en un sens plus ou moins clair une paire
de Borel épinglée de de Levi. Pour ¢ = 1,2, le groupe H (Q,) est en réalité déterminé par
le choix d’un relevement ¢; de Q dans H. Notons M# 1’1mage réciproque de M dans H.
Pulsque z € Z(M)FFﬁ 9, on peut le relever en un élément 2" € Z(MH)FFﬂO et supposer
ty = 21, Alors H' (Cl) et H' (Cg) ont en commun un Levi M qui releve M’. Les paires
de Borel épinglées de G'(1), G'((a) et M’ se relevent en de telles paires de H'(Cy), H'((y)
et MH. Ces paires de Borel épinglées déterminent précisément les actions galoisiennes sur
chaque groupe. Ainsi, les actions galoisiennes sur H’ (&) et H (3) se restreignent en une
méme action sur M. Pour w € Wy et i = 1,2, on fixe des éléments (h;(w), w) € H'({;)
tels que ady, (w)own = Wy (¢, La propriété précédente assure que ha(w) = m (w)hy (w),
avec m"' (w) € Z(M™"). Puisque ce groupe est produit de Z(MH7)0 et de Z(H'(,)), on
peut supposer m’ (w) € Z(M")°. On note gi(w), go(w) et m'(w) les projections de
hi(w), ho(w) et m™ (w) dans G. Ces éléments vérifient des propriétés analogues aux
précédents. Pour ¢ = 1,2, on note & : Q’(@-) — LG:(@) le plongement fixé et, pour
w € Wp, on pose &(g;(w), w) = (¢;(w), w). L’élément o;(w) appartient a Z(G4((;)). On
pose @h(w) = E(m'(w)) " gy(w), autrement dit & (g1 (w), w) = (¢y(w),w). On fixe un
relevement p, 5. € G sc de I'image de p, dans G Ap et, pour tout w € Wg, un relevement
m/,.(w) dans GSC de I'image de m/(w) dans G 4p. On suppose ainsi qu'il est loisible que
m. (w) € Z(M!,)°. Pour w € Wi, , on a alors

Vis(w) = (p1(w), ph(w) ™ wapo)wre (p,) ™),
Vig,se(w) = (tse(G) (W) e (Co) ()Mo (0)we(puse)wre (po,se) ),

oL, pour i = 1,2, t,.((;) est une cochaine ne dépendant que des objets issus de (h}, h(()).

Remarque. Il y a un changement de signe par rapport a la référence [II] car on y
calculait un rapport A;/A, alors que l'on calcule ici un rapport inverse. Par ailleurs,
le résultat n’est pas tout-a-fait exact. Il faudrait multiplier les formules ci-dessus par un
cobord qui disparait immédiatement dans la suite du calcul.

On a fixé plus haut des éléments m', m/, m,. On peut les supposer assez réguliers.
Notons T, TM' TM leurs Commutants et notons T le produit ﬁbré de TM et TM au-
dessus de TM'. On écrit m; = pM'e} pour i = 1 2. Alors le couple M = (M ) appar-
tient & T2Y". Notons ¥ le quotient de TLxTY ><T(§1) x T () par le groupe Z15 plongé par
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(Zlv 22, Z) = ((Zlv 22, Z), (Zlv Z2)717 (zlv 2)71, <Z27 2)71)' Le quadI'Uplet (VlLQv (N%»ilv Vl_lv V2_1)

définit un élément de . On a un homomorphisme d’oubli
Up &%
+

U = S
Il est clair que
((Vvavl ‘/2 ) (V127V1 171/2_1))
est I'image de

(V2 Vv ), vl () s )

par ’homorphisme
HY(Tp,; U = %) = HY(Tp,; U = S12)

déduit par fonctorialité du précédent. Le tore dual S est le groupe des (5, tM' t1,ty, t,.) €
TEx TH x T(C1) x T(G) x Ty tels que & soit le produit des images naturelles de M’
t1, ty et tg.. Par ’homomorphisme dual du précédent, 1’élément

((‘71%7 ‘717 ‘72717 ‘712,36)7 ( sc ? DSCH Zsc Csc ))

s’envoie sur

(18) (51,70, 757 Vin), (25 G221

Par compatibilité des produits, on obtient
A2,imp,v<ll27 l/; h'l27 h<§2))A1,imp,v(l/17 l/; h'llv h(Q:l))il =

< ((VLa‘/l ‘/2 ) (V127 (MM/)_17V1_17V2_1)> ) ((‘A/lg’ 17‘717‘72_17‘712,50)7( v Scazsc gsc )) 7

ou il s’agit du produit sur
HI’O(FFU; U12 1_—>6 2) X Hl’(](WFv; XA: 1—>_0 012).

Notons ¥, le quotient de 775 xTM par Z, plongé par (21, 2, z) = ((21, 29, 2), (21, 22)71).
Son dual ¥y, est le groupe des (t£, 67 t,.) tels que t£(tM) ™1 = j(t,.). Pour w € Wp,,
posons A A A
Xyn(w) = Vis(w) € Tz, Xpjp(w) = (pr(w), ph(w) ™) € Tiy
XML,sc(w) - (wG(pv,sc)wTL (pv,sc)_l) S Tsc-

Posons Xy (w) = (X5, (w), XM, (w), Xarp.se(w)). Ce terme appartient & 3,7. On a
fixé arbitrairement I'élément z,.. Mais on se rappelle que, par définition, z appartient
a z (M )FF Y. L’'image de ce groupe dans G Ap €tant connexe, on peut supposer et on

suppose que zy, € Z(M,)'F 00 On vérifie alors que le couple (Xarr, 23}) est un cocycle

qui définit un élément de H“O(Wy ; Sy = TL). On a un homomorphisme plus ou
moins évident )
Sz = TE
1

i = Ulg
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Par I'homomorphisme qui s’en déduit par fonctorialité, (X, zs’cl) s’envoie sur le cocycle
((‘71%7 XJ]‘MdL7 17 17 XML,sc); (Z;cl, 1, 1)) .

Le cocycle (18) est le produit de celui-ci avec le cocycle

(19> ((17 (XZ\]%L>717 ‘717 ‘72717 K12,sc)7 (17 Cscv zL:clc;l)> )

ou

Vi) = (tse(G) () " el Go) (w)mi ().
Il est clair que ce dernier cocycle vit dans des groupes plus petits, ou I'on supprime la
premiere composante. C’est-a-dire, notons ¥, le quotient de T x T(¢;) x T((y) par

le groupe Zi plongé par (z1, 2, 2) = ((21, 22), (21, 2), (22, 2)). Notons U, = (Ti(¢1) X
Ts(C2))/diag(Z(Gsc)). On a un homomorphisme

A 1—f -

2* U*
y
ZA] 1—>_0 012

Par I'homomorphisme qui s’en déduit par fonctorialité, le cocycle (19) est I'image du
cocycle

(O™ V0 V5 Vg ), (G 2 G ) € HEO (Wi 2. 0),
On a des homomorphismes duaux aux précédents

HLO(FFU;TaLd 1—>_0 EML)

Hl’O(FFU; U12 17—)0 Z)

HY(T U, 5 5)

Par ces homomorphismes, le cocycle
(Vv V), (v (™) o))

s’envoie respectivement sur (Vg aqg, (15, (1)) et Vinverse de ((V1, Va), (W™, v1, 10)).
La décomposition ci-dessus et la compatibilité des produits conduit a 1’égalité

(20) AZ,imp,v(léa llv hlza h(&Z))Al,imp,U(llla l/a hlla h(é:l))_l = AUBv_la

ou
AU =< (VL,ada (VlLQ’ (MMI)_l))v (XMLa Zs_cl) >,
By =< (i, Va), (™ v, w2)), (X075 VA Vi Vg o) (G 222161 ) >

On va d’abord se préoccuper du terme B,. Evidemment, ce qui nous intéresse est le
produit de ces termes sur toutes les places v € V. Compte tenu du choix des éléments
m;, h et h((), le terme B, peut aussi bien étre défini pour une place v € V. De plus,
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bien que les éléments h; et h(@) soient seulement adéliques, les tores qui interviennent
dans les définitions sont les localisés de tores définis sur F'. Les cochaines intervenant sont
aussi "adéliques”. Par exemple, le terme noté V] est la localisée d'une cochaine encore
notée Vi : I'pr — Tsc(fl). On peut donc définir un terme

B =< (i, Va), (1 v,0)), ()7 V2, Ve Vg ) (G 222160 ) >

ou il s’agit cette fois du produit dans
HY(Ap/FU, 5 5,) x HO(We: S, 5 0,).
D’apres les propriétés générales de ce produit, on a

B= ] B.

veVal(F)

les termes du produit étant presque tous égaux a 1. On a un homomorphisme naturel

Tsc(é:l) X TSC(EQ) j/;f T(é:l) X T(é:?)

1-6

U, — 3,.

Le quadruplet ((V1,V3), (v1, 1)) définit naturellement un élément de
HI’O(AF/F§ TSC(51> x TSC<52) 1;;) T(él) x T(é))

Le cocycle ((Vi,Va), (1™, 11, 1)) en est I'image dans HYO(Ap/F;U, = %,) par I'ho-
momorphisme déduit par fonctorialité du précédent. En effet, parce que pf et uf, sont
définis sur F et parce que les éléments €] et ¢, sont définis sur F, le terme p™ appar-
tient & TM'(F). Il disparait par définition des groupes de cohomologie ”globaux”. Par
compatibilité des produits, on obtient

B =< ((‘/17‘/2)7 (V17V2))7 ((‘717‘7271)7 (Cadv'z;dl (;11)) >,

ou il s’agit du produit sur

HY(Ap/F; Too($1) % Tee(G) = T(C)XT (C))x HY (W T(G)xT (Ca) =g Tua(C) % Tha(G2))-

Ce produit se décompose selon les composantes indexées par 1 et 2. On n’a pas de mal a
reconnaitre ces composantes comme les facteurs A; gqp(h, h(é)) privés de leurs facteurs
Ay Notons ces facteurs A; jnp giob (R, h(@)) Il y a toutefois une inversion de signe sur
le facteur d’indice 1 et on obtient

(21) B = A2,@'77110,glob(h,27 h(§2))A1,imp,glob(h,17 h(&l))_l-

Pour v € V, larelation (20) et le fait que le terme A, ne dépend pas des couples (h;, h(¢;))
entraine que, si 'on remplace dans les constructions ces couples par d’autres (h;, h((;)),
et si l'on note B, le terme obtenu, on a 1'égalité

Bv = BvAl,imp,v<_/17 E(él)v ,17 h(él))AZimp,v(_/Qa h<52)7 ,27 h(Q:Q))_l-
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On a

(22) cette propriété perdure pour tout v € Val(F').

Dans le calcul conduisant a ’égalité (20), on est parti d'un produit dépendant de trois
données (11, 15,1), (h,,h(C1)) et (B, h(C5)). On a inséré une quatritme donnée (m/;, m}),
puis on a décomposé le produit obtenu en deux produits, I'un relatif aux données (17, {5, ()
et (m},mb), Pautre aux données (m), mb), (R}, h(C1)) et (hh, h(()). Le méme procédé
permet d’insérer dans B, de nouvelles données, disons (b}, k(1)) puis de decomposer
le produit obtenu en deux produits, I'un relatif aux données (mj,mj), (hj, h(é)) e
(hy, h(Cy)), Vautre relatif aux données (k) (Cl)) et (R}, h(C1)). On reconnait ces prodults
comme 6tant B, et Ajimpo(Br, (C); By, h(C1)). On laisse les détails au lecteur. Cela
prouve (22).

Fixons une place v ¢ V. La situation étant non ramifiée, M/ est relevant. On peut
fixer un élément y € M,(F,) assez régulier et y € M'(F,) de sorte que leurs classes
de conjugaison stable se correspondent. On fixe des relevements y; et y, de y' dans

G (&), resp. G4(Cy). On construit B, comme ci-dessus, relatif aux couples (A, h((;)) =
(yi,y) pour i = 1,2. La situation étant non ramifiée, on dispose de facteurs de transfert
canoniques et la relation précédant (22) devient

(23) BU = EvAl,imp,U (yiv y)AQ,imp,U(yéa y)_lAl,imp,v(hlla h(fl))_lAQ,imp,v(héa h(§2))

On va calculer B,. Par rapport & la situation antérieure, les tores T(C;) et T((y) se
confondent en un unique tore TyH . Les cocycles Vi et V5 sont égaux a un unique cocycle
V,. Les éléments vy et 15 ne sont pas égaux, mais sont de la forme (p,1,7,), (fby.2, V),
ou les p,; appartiennent aux sous-tores Ty/ff de H! (@) associés a TyH . En fait, on peut
simplifier puisqu’on a choisi y € M,(F,) et non pas seulement y € ]\;[f(FU) On note
T,=GnN TH et T, , =T, i G’(Q) pour ¢ = 1,2. On introduit le tore 7, produit fibré

de T ,, T, , et T, au—dessus du tore T, de M’ (qui est un Levi commun de G’ (1) et

G’(CQ)). On note v, 1o V'élément (ju, 1, j1,2,v,) de T,. On note 3, le quotient de TM x 7,

par Zjp plongé par (21,2, 2) — ((21,2), (21,22, 2)). Le couple (V,, (1™’ v,12)) définit

1-0

un élément de H'Y(Tg,; T, s — ¥,). On a un homomorphisme évident

Par 'homomorphisme fonctoriellement associé, le cocycle précédent s’envoie sur celui
intervenant dans la définition de B,. Pour utiliser la compatibilité des produits, on doit
calculer 'image de (((X37,)7", V1, Va, Vg o) (Goer 25.°C5.")) par Phomomorphisme dual

SCy» ¥sc Ssc
1,0 R 1-0 ~ 1,0 R 1-0
HY(Wg: 2 = Uy) = HP(Wg, 2y = Ty ad)-

Le premier terme X2/, se conserve tel quel. On peut remplacer 1% par son image dans
I’analogue de 7‘(@) ol le groupe G remplace H. Une fois fait ce remplacement, reportons-
nous aux définitions de [I] 2.2. On a une égalité Vi(w) = (pi(w),t((;)(w)) pour tout
w € Wp,. Parce que y appartient a l’espace de Levi commun M,, on voit que t(@) est
de la forme t(G)(w) = N(w)g;(w )_1N’( ), ot N(w) € M, et N'(w) € M., sont les
mémes pour i = 1,2. L'image de (V3, V3) dans 7T, est le trlplet (o1, 055 HCD(E) ™), que
I'on calcule grace aux formules ci-dessus. C'est (o1, o5, m’). Ce terme vit en fait dans
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un quotient par le groupe (Ty')2 plongé par (t1,ty) — (&1(t1), Ea(ty), 1715 Y). Cela permet
de remplacer le triplet précédent par (o1, (¢5) ", 1). Le terme V, .. se simplifie. Avec les
mémes notations que ci-dessus et en fixant un relevement gy o(w) de I'image de hy(w)
dans G AD, ONl &

Vi se(w) = tee(C) () ™ e (Go) (w)ml (w)
= N'(w) ™ g1,se(w) N (w) " N(w) gu se(w) ™l (w) " N (w)m (w) = 1

sc

(on se rappelle que m/,_(w) appartient & Z(M’,)°). Enfin, le couple ((., 25.1¢2}) s’envoie
évidemment sur z, . On obtient

Ev =< (V;/v ((MMlv Vy712))7 ((901_17 30/2)’ (9017 (90/2)_1’ 1)7 1)7 Z;dl) >

. ) ~ S
D’apres nos choix, on a z,y € Z(Myq)'# 0. Ce groupe est contenu dans Ty;g puisque

Ty C M.Orle groupe TyF 53’0 est le noyau de ’accouplement sur

HY(T Ty = 5,) x HOWg; 3y 5 Ty aa).

On peut donc aussi bien supprimer le terme z,q de la formule ci-dessus. Le couple
(¢1, (¢5) "), modulo le tore T plongé par t — (§1(t), &(t) "), ne dépend pas du choix de
g1(w). On peut modifier cette cochaine g;. La situation étant non ramifiée, on peut sup-
poser que c’est un cocycle non ramifié. Il en est alors de méme de ¢; et ¢5. Pour i = 1,2,
notons Z(G(¢;); G) la projection dans Z(G7((;)) du produit fibré de ce groupe avec Z(G),
au-dessus de Z(G'((;)). Introduisons le tore Y; quotient de TM x T, par Z(Gi(G); G)
agissant diagonalement. Son dual Y; est ensemble des (t"',t,,t,.) € TM' x Téz x 19
tels que tM't,t,. = 1. On a un homomorphisme

dont on déduit un homomorphisme
HY W, Y;) = HO (W 2y = Tyaa)-

Le triplet (], @1, 1) définit un élément de H' (W, Y1) tandis que le triplet (@, (¢4) "1, 1)
définit un élément de H'(Wg,; Y3). Le cocycle ((¢7t, ©h), (1, (¢5) 71, 1),1), 1) est le pro-
duit des images de ces deux cocycles. Par compatibilité des produits ([KS2] 4.3), on
obtient

Ev =< (//1’ My,1)7 (901_17 1, 1) >< (#,27 :uy72)’ (90,27 (90/2)_1’ 1) >
ot il s’agit des produits sur H(T'p,; Y;) x HY(Wg,;Y;). Posons
M = (M](G) x M{(())/diag(Z(G(G); G)).-
Le tore Y; est un sous-tore maximal de ce groupe. On a un homomorphisme

HY(Wp,; Z(M{(¢1))) — HY(Wg,; Z(2M))
©1 — (p1,01,1)
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et un homomorphisme analogue concernant . Notons A, le caractere de M;((;) déterminé
par ;. On définit de méme A,y. On calcule alors

B, = X, ((15) ™ 1) Ay (11t 3)-

On note aussi 5‘@1 Punique fonction sur M!(¢;) qui se transforme selon le caractere At
et qui vaut 1 sur I'espace hyperspécial fixé par les données auxiliaires. On peut aussi bien
récrire
3 —13 3 3 ~1
B, = A, (mll) )‘<p1<yi>)‘<p’2 (m/2>>‘<p’2 (yé) .

Il résulte des définitions que

Aor (D) Ae, (55) = Ao (U1 9) ™ D impn (45, 9)-
Cela assure en méme temps que
5\1])\/[<m/1’m/2> = 5‘4{91 (mll)j‘w’g (ml2)71-
D’ou I’égalité 3
EU = )‘1],}4<m/17 mé)ilALimp,v<yi7 y>71A2,imp,v (yé7 y)
Grace a (23), on obtient

By = A (miy, m) " A gmp (R, (1) ™ Ao (B, 1(G2))-

Rassemblons cette égalité avec les égalités (20) et (21). On obtient

H AQ,imP,U(léa l,; h/27 h(52))A17imI7,v(llla ll? hlla h(&l))_l

=([[4»B [ B.

veV vV

- (H Av)Al,imp,glob(hlla h(él))AZ,imp,glob(héa h(éz))_l

veV
LT A (i m) ™ Ao (R 1(G)) ™ A (R, B(C2))-
vgV

Revenons maintenant a la formule (18), en se rappelant que 1'on a déja éliminé les facteurs
Agr de cette formule. On obtient

(24)  A(r}) = A (b, be) N (ar, a0) [T A

veV

ou on a rétabli I'indice z pour plus de précision.

Il faut revenir au calcul du terme A,. Il s’avere que c’est exactement le méme que
celui qui intervenait dans la preuve de la proposition 1.14(iii) de [IT]. On peut utiliser les
calculs de cette preuve. On décompose le probleme en deux. Supposons d’abord

(25~) il existe une place v € V telle que R, ne corresponde a aucun K-espace de Levi
de KG.

Dans ce cas, on choisit pour Z le groupe

(26) (zoﬁv) N () Z(L,) (1 - b) o7r<z<z%sc>“v>> JZ(G)r

veV
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(on note comme toujours 7 : G sc — G I'homomorphisme naturel). Dans les construc-
tions précédentes, on peut supposer que, pour v € V, p, est 'image d'un élément
pose € Z(Rs) 7. On rappelle que l'on a choisi un relevement z,. € Z(M,.)'*%°. On
pose Ty se = Zse(1 — é)(pwc)_l. On voit qu’il s’agit d'un élément de Z([:U,SC)FFv. L’homo-
morphisme

Z(GSC)FFU /Z(GSC)FFwO — Z(IA/MSC)FFU /Z(IA/MSC)FFU .

est surjectif. Fixons z, € Z(G’SC)FFv /Z(GSC)FFv 0 qui s’envoie sur I'image de 7, 4 dans le
groupe de droite. Rappelons qu’au groupe G est associé un élément de H'(F;G4p) : la
classe du cocycle o — ug(0).q pour une paire de Borel épinglée £ quelconque. On la note
ug. Pour tout v € V, le groupe H'(F; G4p) s’envoie dans son analogue H'(F,; Gap).
On note ug, I'image de ug. Pour tout v € V, on a un produit naturel sur

HY(F,; Gap) x Z(Ggc) ™ | Z(Gge) Fo.

A partir de 1'égalité (24), les calculs de [II] prouvent que, pour z dans le groupe Z défini
par (26), la fonction A, est constante, de valeur

H < UG,w; Ty > -

veV

La famille (ug)sey définit un caractere de J], ., Z(GSC)FFv /Z(GSC)FFv 0 notons-le y¢.
La formule ci-dessus est 1’évaluation de ce caractére xg au point (z,),cy. On a effectué
divers choix pour définir les x,. La formule montre que ces choix n’affectent la famille
(2y)vev qu’en la multipliant par un élément du noyau de xg. On a donc une application

2z = (H Z(GSC)FF”/Z(GSC)FF”’()) /Ker(xa),

veV

qui est clairement un homomorphisme. Pour obtenir (17), il suffit de prouver que cet
homomorphisme est non trivial. L’hypothese (25) et le lemme [I] 3.5 (qui reprend le
lemme 2.1 de [A8]) entrainent que le sous-groupe

[1(Z(Gsc)' ™ N Z(Ry o) ™)/ 2(Gse) 7 € T Z2(Gse) ™ ) Z(Goe)

veV veV

n’est pas contenu dans Ker(yg).
Il suffit de prouver que tout élément de ce sous-groupe peut étre choisi comme
famille (z,)yev associée a un élément de Z. Soit donc pour tout v € V un élément

A

zy € Z(Gsc)™™ N Z(Ryse) 7. Grace a I'égalité

Z(Ruse) "™ = Z(Ropse) (1 = 0)(Z(Rse) "™,
on peut écrire z, = yv(l - é)(pv,SC)ila avec Yy, € Z(Rmsc)FF”’é’O et pysc € Z(Rv,sc)rFWO-
Notons Z(Ry ). l'image réciproque de Z(Ry) dans Gso et Z(Ry )%, sa composante

neutre. Puisque Z(Ry) € Z(M)FF9 on a Z(Ry)°, € Z(M,.)'7%0. On définit un homo-
morphisme

(27) Z(ﬁiv)gc X H Z([A,us(:)I‘FU,@,O - H Z(Rv,sc)FF”’é’O-

veV veV
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)FF’U 7970

Sur Z(Ry)?
naturel Z(LU,SC)FFU 00— Z (R, 40) %0, La surjectivité de D entraine que ’homomor-
phisme ainsi défini est surjectif On peut donc choisir z,. € Z(Ry)% C Z(My) 700 et,

€ Z(I:U,SC)FFv’é’O de sorte que y, = z.(7] )" Pour

c’est le plongement diagonal. Sur chaque Z (ﬁwc , ¢’est le plongement

sc?

pour tout v € V, un élément 7, .

tout v € V, on pose T, = TuT, .. On a alors z, = 7 5(1 — é)(pwc). On voit que
I'élément z = m(zs.) appartient & Z et que, pour cet élément, on peut choisir la famille
(2 )vev comme famille associée. Cela acheve la preuve sous I'hypothese (25).

Supposons maintenant que pour tout v € V, le Levi R, est associé A un K-espace
de Levi de G (sur F,). On fixe un tel espace K R,. On introduit le groupe R, quasi-
déployé sur F), et dual de 1%?;0. Il 1ui est associé un espace Zi’v,o. D’apres [I] 1.12, on a des
homomorphismes

KRv,ab(Fv)
NEe N,
RU,O,ab(FU)
NRQHRU /1
Z),ab<Fv>
et des applications compatibles
KRv,ab(Fv) ~
NEe N,
Rv,O,ab<Fv>
NRL,R'U /‘
~2},ab(FU)

Tout élément p, € Z(Rv)* définit un caractere x,, de Ryou(Ey)/ N (K Ryaw(F,)) :
c’est le caractere associé au cocycle w — wg(p,)p, ' de Wg, dans Z(R, ). L’application
Pv > Xp, S€ quotiente en une surjection

Z(Rv)*/(Z(Rv> N Té’())Z(Rv)FFU — (Rv,O,ab(Fv)/NRv (KRv,ab(Fv)))va

I'exposant ¥ désignant le groupe des caracteres. On note x,, la fonction sur }?U707ab(FU)

qui se transforme selon le caractere x,, et qui vaut 1 sur I'image de IV Ry,
On choisit pour Z le groupe

(Z(‘ﬁv) N ) Z(L)" (1= 0)(Z(1,). )) /2(G)"’

veV

tout entier. Comme précédemment, pour z € Z et v € V, on écrit 2 = 7,(1 — 0)(py),
avec 7, € Z(L,)'™ et p, € Z(R,),. A partir de (24), le calcul de [II] conduit cette fois
au résultat suivant : on a ’égalité

A(r) = T oo (N5 (1)),
veV

olt on a écrit ' = (r}),ey I'image de 7 dans [[,., R,(F,). Ici encore, le résultat montre
que le membre de droite ne dépend que de z et pas des choix des p,. On peut donc écrire

(28) Do n0)= > JIw.0™0e)),

z2€2 (pv)vev e vEV
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ou J est le sous-groupe de

(200 [z R,) N TP Z(R,)
veV

formé des images naturelles des familles (p,),ev que 'on peut associer comme ci-dessus
a un élément z € Z. On se rappelle la propriété (2) : pour tout v € V, I'élément e,
appartient a un sous-tore tordu elliptique de R’ Il y a donc pour tout v € V des
éléments elliptiques réguliers dans R’( ») qui sont aussi voisins qu’on le veut de e,.
Mais, puisque M’ n’est pas relevante, il y a a fortiori au moins une place v € V ou R;
n’est pas relevant. La proposition [I] 1.14 implique alors que, pour cette place v, on a
NEBo(e)) ¢ NR”(KRU@I)(F )). Pour prouver (16), il suffit de prouver que le membre
de droite de (28) est nul pour " assez voisin de e. D’apres la propriété que 'on vient
de voir de cet élément, il suffit que J soit égal au groupe (29) tout entier. Soit donc
(po)vev € [pev Z(Ry).. Pour tout v € V, on a

(1—0)(p,) € Z(R,)'F = Z(G)F Z(R,)TF0 = Z(G)'F Z(R,) 001 — B)(Z(R,)T#°).

Quitte a multiplier p, par un élément de Z(R ( ,)E 70 ce qui ne change pas 'image dans
(29) de la famille (p,)yey, on peut supposer (1 — )(pv) = &1y, avec &, € Z(G)'F et
Ty € Z(RU)FFv 40 On aun homomorphisme

2 y)° x [] 2(L,)"00 - [ Z(R,)"=00

veV veV

similaire & (27), qui est surjectif car D Dest. On peut donc trouver z € Z(Ry)° et, pour
tout v € V, un élément 7, € Z(L, )va,eo de sorte que 27/ = z,. Posons 7, = (&,7)7!
C’est un élément de Z (L, )FFU et ona z = 7,(1—60)(p,). On voit alors que z appartient &
Z et que (p,)vey est une famille associée a z comme plus haut. Cela acheve cette breve
démonstration. []

Remarques. (30) Les complications du début de la preuve, a savoir le passage par les
propositions auxiliaires 6.7 et 6.8, sont dues aux places archimédiennes. Cela parce que,
sur un corps de base F), archimédien, on n’a pas défini les intégrales orbitales pondérées
stables S¢ (4, f) pour tout § € Dgeom(M(F )) ® Mes(M(F,))*. Cela nous oblige a des
contorsions pour assurer que les distributions d, de la démonstration ci-dessus sont
dans le domaine de définition de ces intégrales orbitales pondérées stables. Si on rem-
place ces intégrales par leurs avatars spectraux, cette difficulté disparait et une méme
démonstration s’applique tout en se simplifiant.

(31) Si on oublie cette difficulté aux places archimédiennes, on voit que I'on démontre
en fait un résultat plus fin que la proposition 6.6, qui est le suivant. Ecrivons § = (8, )vev
et supposons que, pour tout v € V', §, soit induite a partir d’'un espace de Levi R’ de
M '. Supposons qu'il existe v tel que R’ ne corresponde a aucun K-espace de Levi de
KG, ou qu'il existe un tel K-espace de Levi mais que R' ne soit pas relevant. Alors

[KGE(\M, 8, F) = 0.

6.11 Le théoréeme 5.10

Dans ce paragraphe, on suppose démontrés les théoremes [IT] 1.16, [V] 1.10 et 5.2 et
5.4 ci-dessus. On va alors prouver le théoreme 5.10. Notons

X= > iGG)SS,.(f%)

geom
G'eE(Ga,V)
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le membre de droite de l'égalité de ce théoreme. Développons X en appliquant les
définitions. On obtient

X= > iG.a6) Y wMwe! > SE(SAM (O, V), £9).

G'eE(Ga,V) NI'eL(NI}) O, (Fy)/st—conj

Le terme M est le triplet (M’, M’,() associé naturellement aux données G’ et & l'es-
pace de Levi M’ € L£(M}). Notons que M'(F) # 0 pour tous les M’ intervenant. Le
lemme 5.3 nous autorise a remplacer les termes SS, (SAM (O, V), %) par leurs va-
riantes S&, (SAM (O, V), BY,£¢). 1l n'est pas difficile d’adapter la proposition 6.5 &
nos présentes notations. Elle entraine que I'on peut récrire cette somme sous la forme

X =S Wi wert N i, ) > iy (G, G'(3))

M M’ e&.(M,ap,V) 5eCZ(MTF0 ) Z(G) F0

S SO (9AM (0, B, V), BE £¢'@),
O’'eM! (Fy)/st—conj

Ici, M parcourt les Levi de G contenant M, qui sont des composantes de Levi de sous-
groupes paraboliques invariants par 6 et par ['z. Un tel Levi ne correspond pas toujours
4 un K-espace de Levi KM de KG mais on peut lui associer divers objets que, par
anticipation, nous notons comme si un tel K-espace existait. Par exemple WM est le
sous-groupe des éléments invariants par 6 et I'y dans N ormeg(M)/ M. Si KM existe,
I’ensemble &, (M ay, V) est celui des classes d’équivalence de données endoscopiques
elliptiques (M', M’ ,Q:) de (KM, KM, ay) qui sont non ramifiées hors de V et telles
que M’ (F) # (). La définition de ces notions ne faisant intervenir que le groupe M, la
définition s’étend au cas ot KM n’existe pas. L’indice * signifie que Pon n’impose pas
que la donnée soit relevante, contrairement a nos ensembles habituels £ (]\Zf ,an, V). Avec
la définition de 6.6, on obtient

X=) wrwert T ianary Yy IEOSLSAM(O V). ).
M M'e&. (M7a1¥fvv) O’EMéS(FV)/St—COnj
La proposition 6.6 nous dit que, pour que le terme que l'on somme soit non nul, il faut

que M corresponde a un K-espace de Levi KM de G et que M’ soit relevant pour
(KM, KM ,ay). Cela permet de récrire

X= S wMwert >y i, M)
K MEeL(Mp) M'e€(M,ap,V)
~ > IS (M, SAM(O, V), f).
O'EN. (Fy)/st—conj
Les hypotheses de la proposition 4.6 sont vérifiées. Cela nous permet de remplacer les
termes IKGg(M’ SAM (O, V), f) par IKG (transfert(SAM/(O/ V)),f). On peut main-
tenant se hrmter aux classes de conjugalson stable O qui correspondent a une telle classe

dans le K-espace de Levi correspondant K M (Fy) : pour les autres, trans f ert(SAM (O, V) =
0. On peut regrouper ces classes selon la classe qui leur correspond dans KM (Fy ). On

obtient
x= > wrwe ) > AT

KMeL(K M) OeK Mo (Fy)/st—conj M/€E(M,ap;,V)
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Z 156 (trans fert(SAM (O, V), f),

KM
O'eM! (Fy)/st—cong;O'—O

ott O" — O désigne la correspondance entre classes de conjugaison stable. Pour tous K M
et O intervenant ci-dessus, on a l'égalité

Z i(M, M) Z transfert(SAM (O, V))
M’ c€(M,an,V) O'eM! (Fy)/st—conj;O'—O
= AKME(O,V, a)

d’apres la définition de 5.4. C’est encore égal a AKM((’), V,w) d’apres le théoreme 5.4.
Les hypotheses de la proposition 4.6 sont vérifiées et on obtient

X= > wMwe > IXG (AKM(0,V,w), £).

KMeL(K M) OEMs(Fy)/st—conj

Ceci n’est autre que Iglgfm(f, w), cf. 2.9. Cela prouve le théoreme 5.10.
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