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EQUATION DE DIRAC-WEYL-FOCK LE LONG D’UN CHAMP
CHRONOLOGIQUE

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. We will quantify the (p, ¢)-tensors of the universe using the V7-
quantification process. This method can be generalised for all the states of the
physical system. We will give some results on the notion of space-time which
permits travel through parts of the universe where a chronological field exists.
This foliation leads to a generalisation of the Schrodinger equation and the
Dirac-Weyl-Fock equation.

1. LE PRINCIPE DE QUANTIFICATION

I)Le principe de superposition

A chaque systéme physique de 'univers ) est associé un fibré ( = (E,Q,p, H)
muni d’une connexion V et de fibre hilbertienne. L’état du systéme est défini par
une section locale du fibré T' (¢). Toute superposition linéaire d’états s =, ¢;s; ,
avec ¢; appartenant & C* (Q,C) et ). les)® < 1 est un état accessible si les {s; (w)}
forment une base hilbertienne de E,, en chaque événement w de l'univers 2.

IT)La mesure des grandeurs physiques

a) L’évolution d’un systéme physique sur un ouvert U C 2, est la donnée d’une
section hermitienne i® du fibré E* @ E sur U.

b) Soit s(w) l’état dans lequel se trouve le systéme en w € 2 ou on effectue la

mesure, les seuls résultats possibles sont les valeurs propres A\, (w) de l'observable
D (w).

A
¢) Notons Py, (w) : E, — E,, le projecteur sur le sous-espace propre associé & la
valeur propre A, (w). La probabilité de trouver la valeur A, (w) lors d’une mesure
, 2 A
D (w) est po, = %, 0l Sq (W) = Pa (W) (s (w)).
d) Aprés une mesure en w donnant A, (w), le nouvel état du systéme est sq (w).
IIT)L’équation d’évolution
Si s est l’état d’'un systéme, tant que le systéme n’est soumis a aucune observa-
tion, s vérifie l’équation d’évolution

(1.1) D (s) = —iAs,

A est une fonction propre de i® définie localement sur U, ® est l'opérateur d’évolution
du systéme.

2. LA V7-QUANTIFICATION

Dans ce qui suit (E, 7, 2, F') est un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension
finie, de fibre F', dont la base est I'univers 2 qui est une C'°°-variété de dimension

Key words and phrases. Champ chronologique, dérivée de Lie, section de Dirac, connexion.
Remerciements & Guy Cherbit.
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quatre. On note A"Q = A"T*Q, le fibré des n-formes différentielles sur 2. L’espace
des (p, q)-tenseurs, p fois covariant et ¢ fois contravariant, est noté

(2.1) ™10 = (RPT*Q) ® (RITQ),
et I'espace total E du fibré est I'espace des états, il est muni d’une connexion
(2.2) V:I'(E)>T(AMQ®E).

Definition 1. 1)Une section v du fibré L (Alﬁ ® E,E) est une section de Dirac
du fibré des états E.
2)On définit endomorphisme V7 de T (E) par

(2.3) Vis=~(Vs), sel'(E).

Les endomorphismes de Dirac sont définis par

(2.4) Y (s) =y (d®s),dc A'Qet s €T (E).
Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac {’ydﬂ} est
1 2 n s(1) 5(2) s(n—1) s(n)
(2.5) [vd,vd,--wvd]: > e(s)7? o oo™ oyt

s€Perm{1,2,.-- ,n}

et anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,

(26) {’Ydl?’ydza T 77dn} = Z ’de(l) o ’yds<2) 0---0 Pde(n_l) © 7ds<n) .
s€Perm{1,2,--- ,n}
Le commutateur définit une section de L (A"Q ® F, E). On définit 'extension
de rang n d’une section +, par la section 7, € I' (L (A" (Q?) ® E, E)) ou

(2.7) Yo (AP A A~ AdY) @ s) = [vdl,vdz,--- 7’de] (s),

et on prolonge 7, par C* (Q,R)-linéarité sur A" () ® E.

Toute connexion V a une extension dy : I'(A" () @ E) — I' (A" (Q) ® E)
avec, dy =V, \° () @E=Fetdy (y®s)=dp®@s+(—1)"pAVs, ¢ € A" ().
L’équation de Dirac-Einstein au rang n s’écrit

(2.8) Yo (Vn_18) =8, Vo1 =dY_,0---0dy.

Definition 2. Une équation d’évolution d’ordre m, des états du fibré E sur un
ouwvert U C §, est une équation de la forme 2.8. On note E(V,v,\,n) cette
équation.

Pour un " local frame" sur E (U), les matrices associées 7% sont les matrices
de Dirac. Si I'équation d’évolution d’un systéme quantique est ® = v, o V,,_4
si (B, 7,Q,F) est un fibré vectoriel réel et i® = ~,, o V,,_1 si (E,7,Q, F) est un
fibré vectoriel complexe, le principe de quantification devient le principe de V7-
quantification au rang n.

Example 1. L’équation E (V,~v, A, 1) est une équation d’évolution qui permet de
généraliser ’équation de Dirac dans les espaces courbes [1] lorsque l'on pose, A =
e, Le fibré E est l'un des deux fibrés E = () X C* ou E = TcS) et les endomor-
phismes de Dirac v* =~ (d") dans la base duale {d"} de {0, }, vérifient la relation
d’anticommutation

(29) {,-Yl»b’,.ylf} = QQILVLlf
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avec (guy) est la matrice de la métrique de Lorentz g sur Q0 dans la base {0, }.

Definition 3. Une équation relativiste quantique est une équation qui lie la con-
nexion V a la section de Dirac . Une relation de ce type sera notée R (V,7).

Dauns le cas des champs I’équation relativiste R (V, y) a été établie dans ’équation
4.7 et 4.11. L’équation d’évolution E (V,v,A,1) a été démontrée en 3.26. Pour
généraliser cette équation a tous les états de 'univers, il faut déterminer un tenseur
qui joue un role analogue au tenseur de Ricci pour la connexion V définie sur le
fibré des états E.

3. REPRESENTATION DANS DES CARTES DE TRIVIALISATION DES FIBRES

Dans ce qui suit, (ml,x2,x3,x4) est une carte U de l'univers €2, sur laquelle

les fibrés T2 et E sont trivialisables. Soit {8ﬂ = %, 1< < 4} les champs de
vecteurs sur U linéairement indépendants associés et {d” = dx¥,1 < v < 4} la base

duale. Sur E (U) il existe un "local frame", noté {e,,1 < @ < n=dimFE}.

3.0.1. Ecriture locale de l’équation de Dirac-Einstein E (V,v, )\, 1). Soit s = s%e,
alors Vs = V (s%,) = ds® ® e, + s*Ve, = ds® ® e, + SO‘F'gjdj ®eg. Sur U la
connexion s’écrit

(3.1) Vea =T8,d" @ eg,

avec des C* fonctions I'?, définies sur U & valeurs complexes ou réelles, I' sont
les symboles de Christoffel associés a la connexion V. On a, ds® = 0,s*d” et
Vs = 0,5°d" @ eq + s°T5,d" @ eg = (0,5 + s°T'2,) d” @ eg. La section de Dirac
~v de E a pour représentation

(3.2) 7 (d” ®ep) = 757 €q,
et siy” = (d”) alors (v")5 = 75"
Vs = (057 + $°T5,) & © ¢a) = (0,5 + 5°T8, ) 7 (& ;)
Vs =57 (8,,55 + safgu) €. L’équation de Dirac-Einstein E (V,~, A, 1) s’écrit
localement,
(3.3) V5 (9,8" +5°T%,) = —iXs” pour tout 0, 1 < o < n.

Les matrices de Dirac v, 1 < p < 4, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C* sur U, a valeurs réelles ou complexes. On
note

(3.4) (D,s)” = 8,s° + s°T”

D, est la section locale de End (E) définie par, D, = L, +I',, ou I',, est la section
locale de End (F) dont la matrice, dans le "local frame", est (F,j)g =I5, et L,

est ’endomorphisme de Lie le long du champ 0, = 8% deéfini par, L, s = (9,5%) eq.

(3.5) V5 (Dl,s)ﬁ = —iAs? pour tout 0,1 <o < n.
L’équation précédente s’écrit

(3.6) YD, (s) = —iAs,

et 'opérateur de I’équation d’évolution est,

(3.7) d=1"D,.
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On a une équation d’évolution au sens de la V7-quantification si ® est une section
localement hermitienne.

Definition 4. ® est l'opérateur de l’équation d’évolution du premier ordre des états.

L’application aux champs est immédiate si on pose ' = T2, I’équation d’évolution
des champs a pour représentation dans le "local frame"”

(3.8) vD, X = —i)X,

A € Specy (1®) et D, = L, +I',. Les valeurs propres sont proportionnelles aux
masses des particules 6.2.

Le principe de quantification des champs s’énonce ainsi:

"Si aucune mesure n'est faite dans la carte U, le champ X évolue suivant
Déquation ®X = —idX, ot A € Specy (i1®). Le champ X est un champ pro-
pre de opérateur d’évolution ®. Si une mesure en w € U C Q est a = a(w),
alors a est une valeur propre de ®(w). Le champ prend la valeur X, (w) ot

A A
Xy (W) = Po(w) (X (w)), Pa(w) est le projecteur sur le sous-espace propre as-
socté a la valeur propre a. La probabilité de trouver la valeur a lors de la mesure
est

(3.9) g — IXa @I
. . = 5
[ X (@)l
et l’équation d’évolution du champ est X = —iAX pour un A € Specy (19),

vérifiant A (w) = a et un champ X (w) = X, (w)."
On a donc fixé en I’événement w, de nouvelles conditions a I’évolution du systéme.
On a perturbé I’évolution du champ X en faisant une mesure sur ce champ.

3.0.2. Quantification des métriques. A partir d'une connexion V sur les champs,
on peut étendre I’endomorphisme Vyx aux tenseurs de fagon unique avec deux
conditions sur Vx, Vx commute avec les contractions, c’est-a-dire, Vx (c(95)) =
c(Vx(9) et Vx (S®T)=Vx (ST +S®Vx (T).

La connexion sur les (2,0)-tenseurs est définie a partir de la connexion initiale
V sur les champs en posant, V (d1 ®d2) =V (dl) Rd*+d' @V (dz) et si on
se restreint aux sections définies sur une carte U de 1'univers, dans la base {0},

I'isomorphisme de dualisation, © (d*) = 0, permet de définir la connexion duale,
notée encore Vx (d), par
(3.10) Vx(d)=0"'Vx0(d).

On peut étendre cette connexion sur l’ensemble de I'univers 2, en prenant un
recouvrement localement fini par des cartes {U} et une partition de l'unité {LPU}
subordonnée & ce recouvrement, ¢V V; est la connexion cherchée, c’est la connexion
duale sur U. En particulier,

(3.11) Vo, (d7) =Tgrd" = 07'V,,0 (d7)
(312) Vo, (d°) =07'Vy, (9,) =07 (Fgﬁau) =TV ,d" et TG, =T,

(3.13) Vo, (d°®d7) =V (d° @d") (95) = (I775d” @ d” @ d°) (0p)

(3.14) Vo, (&7 @d7) = T975d? (95) d” @ d° = T sd" @ d°.
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(3.15) Vo, (d°®d") =T%d @d" +Tjd” @ d’ =T%,d° @ d” +T1%.d° @ d’,

(3.16) Vo, (d° @ d7) = (%5; + rgfag) I ed,
et,
(3.17) o, =T73,67 + 15,67,

o, et 67 sont les symboles de Kronecker.

Il y a une fagon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2,0)-
tenseurs, si v est une section de Dirac du fibré des champs, c’est également une
section du fibré dual

(3.18) YT (TART QARTY) =T (TARTQRT*N)

et,

(3.19) v €D (L(A'Q,End(TQ))) ~ T (L (A'Q,End (A'Q))).
On a

(3.20) (v (¢) = Con?, C et d € AMQ.

Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2, 0)-tenseurs,on pose
(3.21) [ =(6N) e ()"

(Y] (d” @ dT) = ypyTdP @ d7 = ()" (d) ® (v*)" (d7),
(v")" (d) (9,) = d” 0" (9y) = d” (7705) =" et (v#)" () = 7" d”,
(Y] (d" @ d") = yhyh7d? @ d7, il suit

(3.22) Voo =V6" V-

On remplace les résultats précédents dans 1’équation,

(3.23) VT (Opanr + aaplSh,) = Aapo,

on obtient

(3.24) VY AET (Opanr + aap (007 +175,568)) = Aago,
(3.25) gatetl (auaw +aarl], + aVEF;B) = Xapo
L’écriture matricielle de ’équation est

(3.26) Tyt (Ly A+ Ty A+ AYD,) 4 = A,

7# = ((7#)];) avec, (,Y,u); = ’75])) (LH A): = auauﬂ (A)g = Qaf, (Fu)i = Fgu et
kYT, sont les transposées des matrices v et T'),.

Theorem 1. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’évolution
de Dirac-Einstein alors dans toute carte U sa matrice G = (g;;) vérifie ’équation

(3.27) Uk (L, G+ TG+ (T,G)) " = AG,

ot Iy, avec (Fu)g =T% , sont les matrices de Christoffel de la connewion et y* =
v (d*) sont les matrices de Dirac associées a l'équation d’évolution. L’opérateur

d’évolution est noté A,

(3.28) Ag) (X,Y) =" (v*X) (L, G +T,G+" (I',G)) Y,
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ot X etY sont les matrices unicolonnes associées aux champs X etY dans la base

{0}

4. EQUATION RELATIVISTE QUANTIQUE

On rappelle que I’équation relativiste quantique est I’équation qui lie la connexion
V a la section de Dirac v définie sur les états. On part du principe physique que
tout systéme physique peut étre quantifié par le procédé de quantification énoncé
plus haut. L’équation relativiste d’Einstein est obtenue pour une connexion V qui
est la connexion de Levi-Civita d’une métrique g. La connexion V ne permet pas, en
général, de définir une métrique sur I'univers €2, il faut donc trouver un tenseur qui
joue le role du tenseur métrique. La section de Dirac vy nous permet de construire
ce tenseur si le fibré est £ = T¢().

Definition 5. Le tenseur de Poisson ¥*? est défini par,

(4.1) 8 = éTrace ({v,7"}) = i’ﬁace (v*97) .

Remark 1. Lorsque ¥*° est régulier, yap joue le réle d'un tenseur métrique. Le
tenseur de Poisson mesure [’anticommutativité des endomorphismes de Dirac.

Pour le tenseur de courbure les notations standards sont,

(4.2) RY(X,Y)(Z2)=VxVyZ - VyVxZ—-VxyZ,
(4.3) RY (8a,03) (05) = V,Va,05 — V,Va,0, = Rby 0,

et le tenseur de Ricci s’écrit

(4.4) Ricap = Ry, -
La courbure scalaire de V est,

(4.5) R =P Ricap.

Theorem 2. Sile tenseur de Poisson est régulier, [’équation relativiste d’Einstein
est

. 1 8nG
(46) RZCaﬁ — §R’Ya6 = CTTQB’
avec Top = YapT*?, TP est le tenseur énergie-impulsion. Si le tenseur de Poisson
n’est pas régulier
8rG

e

1
(4.7) Ric™® — 2Ry = =17, Ric"® = Ricyry" 7M.

L’équation d’évolution des champs est donnée par
(4.8) OX = —idX,
et Déquation d’évolution des métriques
(4.9) Ag = Ag.

Proof. On contracte deux fois I’équation relativiste d’Einstein et on utilise 1’égalité
fondamentale 2.9 car dans le cas de I'existence d’une métrique g on a, g*% = 5.
Les équations d’évolution ont été démontrées plus haut. ([
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Tout (p, g)-tenseur évolue suivant une équation E (V,7,\, 1) ou V est 'unique
extension a TP9() de la connexion initiale V sur les champs et v est 'unique exten-
sion a TP9Q) de la section v de Dirac des champs. L’équation relativiste quantique
associée est,

(4.10) Ric®f — ERW’ _ 87C s,
2 ct

La quantification d’ordre n > 1 est donnée par ’équation d’évolution E (V, 7, A\, n).
On peut généraliser ce procédé de quantification a tous les fibrés hermitiens et
établir les équations d’évolution F (V, v, A,n) dans une carte, la seule difficulté est
la généralisation de la notion de tenseur de Ricci dans un fibré quelconque. Si
cette construction est possible on pourra définir & chaque équation d’évolution d’un
état de 'univers une équation relativiste liant la connexion V a la section de Dirac
v du fibré. Le choix de la connexion V est imposé, naturellement, par la nature
hermitienne du fibré des états F.

On généralise 'équation quantique relativiste d’Einstein en introduisant la con-
stante cosmologique Ay dans cette équation,
(4.11) Ric™? — %Rwﬂ = SZTGTQB + Agy*P.
On retombe sur I'équation générale d’Einstein lorsque le tenseur de Poisson y®?
s'identifie a g®°.

Remark 2. L’équation d’évolution de Dirac-Finstein peut étre définie & partir
d’une connexion de Koszul sans 'apport d’une métrique de Lorentz et la section de
Dirac est une solution de I’équation quantique relativiste définie par cette connexion.

5. FEUILLETAGE EN ESPACE-TEMPS DES PARTIES DE L’UNIVERS

Dans tout ce qui suit, on se place sur une partie 2 de I'univers sur laquelle aucune
mesure n’est faite sur la métrique g. On suppose que € est une variété Lorentzienne,
connexe, orientée en temps, c¢’est-a-dire, qu’il existe au moins un champ 7' : Q — T
de genre temps Yw € Q, g (w) (T (w),T (w)) < 0. Pour 'espace-temps de Minkowski
(R*,n), ds? = da* + dy? + dz? — dt? et le champ T = £ donne l'orientation du
temps.

Soit T, = RT (w), le sous-espace vectoriel de dimension 1, engendré par le vecteur
T (w) € T, (). Ce sous-espace est non isotrope pour la forme bilinéaire g (w) sur
T, (Q) et scinde T, (2) en une somme orthogonale unique T, (Q) = T,, @ E,, , ou
E, = T+. Les restrictions g (w) |g, et —g(w) |7, sont définies positives. Tout
champ X : Q — T () se décompose en X = Xg —tT, ot t:  — R est une C*°-
application, X est un champ espace, c’est-a-dire, Xg (w) € E,, pour tout w € Q.
En particulier, | Xg (w)\z =g W) (Xg (W), XEg (W) >0si Xg (w) # o, (Q)-

Definition 6. Un champ X est orienté vers le T-futur si X = Xg—tT, avect > 0
et vers le T-passé si t < 0.

La partie espace de l'espace tangent est £Q = Uyeq {w} X E, et la partie
chronologique est 7Q = Uyeq {w} x To.
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EQ =Uyeq{w} x E, TQ =Upeq {w} x T,
Lemma 1. | me et | mr sont des fibrés. Le
Q Q
fibré chronologique est trivial et TQ est la somme de Whitney de ces deux fibrés,
TOQ=EQdT.

EQ
Proof. 11 suffit de montrer que | m¢ est un fibré. Soit U un ouvert connexe
Q
de Q sur lequel TU est trivialisable. Il existe des champs de vecteurs A, B, C
et D définis sur U, linéairement indépendants. On peut scinder chaque champ
en sa partie espace et sa partie chronologique A = Ap 4+ a1, B = Bg + b7,
C=Cg+cT'et D= Dg+dTIl oua,b, cetdsont des fonctions de classe C'*®
sur U. On cherche des champs orthogonaux a 7T pour la forme bilinéaire g qui
sont linéairement indépendants. On pose I' = oA + B + vC + 6D, la condition
g (I, T) = 0 est équivalente & aa+ fb+vyc+dd =0. Si X = —bA+aB —dC +cD,
Y =cA—-—dB —aC +bD, Z = —dA — ¢B + bC + aD alors pour tout w € U,
Vect (X (w),Y (), Z (w)) = B, = RT (w)" car

b ¢ —d a
det o —d —c b :(a2+b2+02+d2)2:0<:>a:b:c:d=0.
—-d —-a b c
c b a d
75t (U) =Upev By 5 UxR3
e L Pry  avec ¢ (v) = (w, 2,9, 2) et
U dy U
v=1aX (w)+yY (w) + 2Z (w) est isomorphisme de trivialité locale. O

Remarquons que sur le fibré espace,
EQ =Uyeq{w} X E,
| e , on a sur chaque fibre F, une forme bilinéaire définie
Q
positive, notée gft, définie par g% (X,Y) = ¢g(X,Y) et la métrique de Lorentz
g, permet de définir une métrique riemannienne locale gr de la fagon suivante,
si | X7 = |Xg[® — 2 alors | X[}, = |Xg|> + 2 avec, |X|* = g(X,X) et |X[5 =
9dRr (X7 X)

Theorem 3. Le systéme de Pfaff w — 7 (w) = E,, est complétement intégrable,
pour chaque w € Q, la composante conneze de l'intégrale associée a ce systéme est
une variété connexe dite feuille d’espace en w et est notée &, .

Proof. On utilise le principe de sommation d’Einstein. Soit ¢ : U — R*, une carte
de Q. On pose {9;} le "local frame" associé, si X € I'>° (T?) alors en coordonnées
locales X = a'0; € T, ot a* : U — R est une C>®-application. Si Y = b'9; alors
[X,Y] = c'9; avec, ¢ = a? (9;b") — b7 (9;a).

On note T = t%9;, le champ chronologique. 11 faut vérifier que si g (X,T) = 0 et
g(Y,T)=0sur U, alors g ([X,Y],T) =0sur U.

On a g (X,T) =a't'g;; = 0, de méme b't/g;; = 0 avec, g (9;,0;) = g;;. Ensuite,
on calcule g ([X,Y],T) = c'tig;; = (a* (Opb7) — b* (Opa?)) tgsj = a9 g (Okb?) —
Vet g (8kaj), les conditions a't/g;; = 0 et bt/ g;; = 0 impliquent O (aitjgij) =0et
Ok (bitjgl-j) =0. On en déduit g ([X,Y],T) = —a*b'0y (tjgij) +bFaloy, (tjgij) =0.
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Donc, 7 est complétement intégrable. Si &, est la composante connexe de
I'intégrale de 7 contenant w, &, est une sous-variété de dimension 3 de 2. De
plus, U,eaéw = Q. (]

Conclusion 1. Les parties espace-temps ) de l'univers sont des variétés de dimen-
sion 4 connexes, muni d’une métrique de Lorentz g et d’une chronologie définie par
un champ local T , tel que g (T, T) = —1. Chaque chronologie permet de feuilleter
en deux feuilletages orthogonaux pour la métrique g. L’un est le feuilletage espace,
noté £, dont les feuilles sont des sous-variétés connexes sans bord, de dimension 3
de Q, dites feuilles d’espace, lautre est le feuilletage chronologique noté T , dont
les feuilles sont des sous-variétés connexes sans bord, de dimension 1 de §2, dites
feuilles chronologiques. Ces feuilles chronologiques ne peuvent étre que S' ou R.
Chagque champ X se décompose de fagon unique, sous la forme X = Xg —tT, ou
Xg(w) €T, (E)=E,, t € C®(Q) et E est l'unique feuille du feuilletage de &
contenant w.

La notion de changement local de coordonnées entre deux espace-temps définis
par les champs chronologiques T et S est la donnée d’une section 6, définie sur un
ouvert connexe U C Q du fibré Hom (TQ) = A1 (Q) @ TQ telle que 0 @ T = S et
g0 X,00Y) =g(X,Y) sur U C  pour tout champ X, Y de Q. On rappelle
que pour un champ X de Q défini sur U, 6 @ X (w) = 6 (w) (X (w)) et application
w— 0(w): T,Q — T,0 avec, 0 (w) est une g (w)-isométrie. On peut remarquer
que ce changement d’espace-temps est un opérateur d’évolution.

Theorem 4. Pour tous les champs chronologiques T et S, il existe un changement
local de coordonnées.

Proof. On prend un ouvert U sur lequel T2 est trivialisable, on se donne qua-
tre champs A, B, C et D linéairement indépendants. On peut construire 3 champs
X1, Y1 et Z! tels que Vect (Xl, Yl Zl) = (]RT)L7 par le procédé d’orthogonalisation
de Graam-Schmit, on peut construire 3 champs X7, Y7, Z; formant une base ortho-
normale de (RT )L pour la métrique riemannienne gg qui est la restriction de g a
(RT)J‘. On note 61, 'application qui envoie Xy sur A, Y7 sur B, Z; sur C et T sur
D. De fagon identique, on construit o 'application qui envoie Xs sur A, Y5 sur B,
Zo sur C et S sur D, alors I'application § = 9;1 o 01 répond a la question car les
procédés de construction sont C'°. ([

6. EQUATION DE SCHRODINGER-DIRAC

En mécanique quantique relativiste, I’état d’un électron libre est représenté par
une fonction d’onde W (¢,z) avec U (¢,) € L? (R* C*) pour tout t. Cette fonction
est solution de ’équation de Dirac libre i0, ¥ = HyW, avec

3
(6.1) Hy=1iY apdi+f
k=1
, les unités choisies sont A = ¢ = 1 et la masse de I’électron est me = 1. Les
a1, ag, ag et B sont des matrices complexes carrées d’ordre 4 représentées par

blocs, 8 = ( é _OI )et oy = ( UOk (8€ ) , k=1,2,3 et les matrices o}, sont les

matrices de Pauli d’ordre 2, oy = < (1) (1) ), o9 = < (z) _OZ > et o3 = < (1) _01 )
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qui vérifient ooy + agay = 20514 et apf + Bagi = O4. Ces relations permettent
d’assurer que H2 = —A + Id est un opérateur symétrique [3].

L’équation de Dirac a une généralisation naturelle. On se fixe un fibré vectoriel
réel ( = (E, Q,, R4) sur l'univers 2, muni d’une connexion V.

Une fonction d’onde généralisée ¥ est une section du complexifié de ¢, notée
(c = (EC,Q,WC,C4). La connexion complexifiée associée & V est V (r +1is) =
V (r) + 4V (s) pour toutes sections r et s de ¢, V est une application de I' (E¢) a
valeurs dans T (AlQ ® E(c).

Si E = Q x C* U est un 4-scalaire, on est dans la représentation "QRD" et si
E =T, U est un 4-vecteur, on est dans la représentation "T'RD" de I’équation
de Dirac ([1],[2]).

Dans une carte (x17 x2, 23, x4) de l'ouvert U de I'espace-temps €2, sur laquelle le
fibré T2 est trivialisable, I’équation d’évolution de Dirac-Einstein,

(6.2) 7D, (W) = ~iT W,
ot m est la masse de la particule d’onde V.

Les valeurs propres de i® sont de la forme "¢, oi m parcourt I’ensemble des
masses des particules dans 'univers et en particulier, les masses des particules
qui vivent dans ’espace-temps associé au champ chronologique T'. Dans un "local
frame" fixé, il y a en chaque événement w € 2, au plus 4 valeurs de masse m (w)
qui correspond aux valeurs propres % de lopérateur @ (w). On ne parle plus
de masse d’une particule mais de densité de masse en I’événement w.

Dans I’hypothése de l'existence d’'un champ chronologique 7', on peut définir

une équation de Schrédinger-Dirac, les ondes deviennent des champs ¥ de I’espace-

temps € et 'équation de Schrodinger HV = —idr U se généralise par une équation
de la forme
(6.3) HY = —iLpV = —i [T, 9],

Lt est 'extension de la dérivée de Lie O aux champs de Q. Le Hamiltonien H
devient un opérateur sur les champs complexes, c’est-a-dire, une section sur 2 a
valeurs dans A%:Q ® T

Remark 3. L7V mesure le défaut de commutativité d’un champ ¥ par rapport au
champ chronologique T'.

Theorem 5. Le Hamiltonien H s’écrit,
h
(64) H = %ET o® +i0r (log (m)) IdTCQ 5

ou ® = ~¥D, est l'opérateur d’évolution de Dirac-FEinstein au rang 1. En partic-
ulier, si la masse ne varie pas le long du champ chronologique T, le hamiltonien
s’écrit,

(6.5) He"rro0.
mc

Proof. Lpo® (V) =[T,® (V)] = [T, —i%V] = —i%¢ [T, V] + dp (i) ¥
=2CHY —i£dp (m) V.
HY = - (Lpo® (V) +ifdr (m) V) = (=L o ® +idp (log (m)) ldr.q) (V).

mc mc
(]
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Remark 4. 97 (log(m)) = w représente la dérivée logarithmique le long du
champ chronologique T de la masse m de la particule.

Remark 5. Le Hamiltonien dépend du choix du champ chronologique T, donc du
” frame local” contrairement a lopérateur d’évolution ® = ~v”D,, qui ne dépend
que de la section de Dirac du fibré complexifié des champs et de la connexion V
choisie sur ce fibré, donc ne dépend que de la connexion V.

Soient X, Y et Z des sections locales pour lesquelles la famille { X, Y, Z} est une
base orthogonale de (]RT)l. On pose g =T,0; =X, 0o =Y et 93 = Z. Dans le
"local frame” {0y, 01, 02,05},

Theorem 6.
h
(6.6) H=— (voDy + 7" (Lo Ly +Ty0 + T, Lo)) 4 i0r (log (m))1d

avec L, ¥ = (9,97) 0, pour ¥ = W779,, 7o et I'yo sont les endomorphismes qui

ont pour matrices dans la base canonique (8075") et (BOI‘gl,),

Proof. [T,® ()] = 9 (747 (9,9” +T5,%°)) 0,

( (0,98 +18 \Im))

oy (6 ‘PB +F5 JU) + 757 (990, W8 + (8oT3,) We + T8, 8, 0°)
= (7! ) +< “)% ((LooLy +T,0 + Ty Lo) (qf))f*

((7 OD + 9" (Lo Ly 4T0 + I', Lg)) (¥))”. Donc,

H =1 ('y,OD + v (LoL, 4+ 0 +T, LO)) + 107 (log (m)) Id.
On a pos¢ L, ¥ = (9,V7)0,, 7% et T'yo sont les endomorphismes dont les

matrices, dans la base canonique, sont respectivement, (8075") et (00F§V). (]

7. CONCLUSION

On se situe sur une partie connexe §2 de 'univers oil on ne fait aucune mesure
sur la métrique g et sur laquelle vit au moins un champ chronologique T'. Toute
particule est décrite par une section ¥ de T¢€). Sur le fibré Te) cohabitent une
connexion V et une section de Dirac . La connexion V n’est pas nécessairement
la connexion de Levi-Civita si on est sur I'univers tout entier.

Le champ ¥ vérifie ’équation de Dirac-Einstein des champs donnée par 3.7, avec
A = ¢, ot m est la masse de la particule associée au champ W. L’équation générale
de Dirac-Weyl-Fock dite équation de Schriédinger-Dirac est donnée en 6.3, L1 est
la dérivée de Lie le long du champ chronologique étendue aux champs.

Le Hamiltonien de I’équation de Dirac-Weyl-Fock est donné dans 1’équation 6.3
ol @ est 'opérateur d’évolution de l’équation de Dirac-Einstein au rang 1. On
peut entiérement décrire I’évolution d’une particule avec une connexion de 'univers,
dite connexion fondamentale V. La section de Dirac « est solution de ’équation
relativiste quantique 4.11 ott A = A est la constante cosmologique et 77 est le
tenseur de Poisson défini en 4.1.

Les masses des particules sont quantifiées, elles sont proportionnelles aux valeurs
propres de 'opérateur ® de I’équation d’évolution d’Einstein-Dirac des champs. Si
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on veut étudier ’évolution le long d’un champ chronologique, il suffit de pren-
dre la dérivée de Lie de I’équation d’évolution des champs, le long de ce champ
chronologique.
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