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LSS/SUPELEC

RESUME

L’un des outils de statistique pour évaluer les per-
formance des estimateurs est le Seuil de Résolution
Limite (SRL). Ce dernier est défini comme étant la
distance minimale nécessaire pour pouvoir résoudre
deux parametres ou sources. Dans cet article, nous
abordons le probleme du seuil de résolution angu-
laire limite en développant ses expressions analytiques
pour un radar MIMO actif fonctionnant en mode de
retournement temporel.

1. INTRODUCTION

Le radar MIMO utilise plusieurs antennes pour
transmettre simultanément plusieurs formes d’onde
connues non cohérentes et exploite plusieurs antennes
pour recevoir les signaux réfléchis (échos). Cette di-
versité en terme de forme d’onde permet de trans-

mettre des signaux orthogonaux [I]. Cela permet d’avoir

une supériorité pour les radar MIMO dans plusieurs
aspects fondamentaux [?], notamment : () Pamélio-
ration de 'identifiabilité et de I’estimation des para-
metres et (i7) 'augmentation de flexibilité de concep-
tion du diagramme de rayonnement. Ce travail entre
dans le contexte des radars MIMO co-localisés (par
opposition & la configuration largement séparées) ou
les antennes de transmission et réception sont proches
dans 'espace.

Dans le Retournement Temporel (RT), plusieurs im-
pulsions, transmises a travers un milieu dispersif, sont
regues par une antenne, puis retournées temporelle-
ment, leurs énergies sont normalisées, et par la suite
retransmises par le méme canal. Si ce canal de dif-
fusion est réciproque®, le signal retransmis se foca-
lise sur la source originale. Récemment, la stratégie
RT a été successivement exploitée pour la localisa-
tion de source [3] ou les directions d’arrivée (DDA)
des sources sont estimées avec une plus grande pré-
cision que par les méthodes conventionnelles. Dans
le contexte du radar MIMO, le nouveau schéma est
désigné par 'acronyme radar MIMO-RT. Les avan-

1. En raison du principe de réciprocité, il est bien connu
que le canal de propagation radio est réciproque entre les deux
antennes. Idéalement, les voies aller et retour sont supposées
étre les mémes.
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tages de ce radar MIMO-RT sont : (i) un degré de li-
berté supplémentaire en raison de la stratégie MIMO
et (it) la propriété de focalisation et haute résolu-
tion de lapproche RT. Comme indiqué dans [4], les
performances de détection des cibles sont nettement

améliorées pour un tel radar.

En ce qui concerne les performances optimales
théoriques de tous systemes, il est intéressant de consi-
dérer la borne inférieure de 'EQM (Erreur Quadra-
tique Moyenne) donnée par la Borne de Cramer Rao
(BCR) et la capacité de résolution, a savoir le seuil
de résolution limite (SRL). La BCR et le SRL, no-
tée §, sont tres utiles pour dimensionner les systémes
et pour tester 'efficacité des estimateurs considérés.
Le SRL peut étre défini comme la distance minimale
dans l'espace des parametres afin de pouvoir sépa-
rer deux cibles rapprochées. L’évaluation de la ré-
solution limite est un probleme fondamental et une
étude de ce probleme peut étre consultée dans la ré-
férence [H]. Dans [f], il est postulé que le SRL est la
solution d’une équation, impliquant la BCR, donnée
par 62 = uBCR(J). En outre, dans [7], il est démon-
tré que cette équation apparait naturellement dans les
performances du test du rapport de vraisemblance gé-
néralisé (GLRT : Generalized Likelihood Ratio Test)
relatif au test d’hypothese binaire comportant la déci-
sion entre la présence d’une ou deux cibles. En effet, le
critére introduit heuristiquement dans [6] est optimal
au le sens du GLRT.

Pour le radar MIMO co-localisés (sans RT), la
BCR et le SRL sont développés et analysés dans [R].
Dans [[], la BCR et le SRL sont développés pour
le MIMO-RT et le gain associé a I’approche RT est
démontré. D’autre part, dans [(0], il est démontré
qu’une autre quantité intéressante pour évaluer les
performances d’un systeme MIMO est de calculer le
Signal to Noise Ratio (SNR) minimal pour séparer
deux cibles proches noyées dans des interférences. Ce
SNR est une fonction quadratique du SRL. Dans cet
article, nous étendons les travaux entrepris dans [110]
pour le radar MIMO au contexte du radar MIMO-RT.



2. CONFIGURATION DU MODELE POUR
LES OBSERVATIONS
CONVENTIONNELLES

Nous considérons deux antennes co-localisées A
et B (avec P et N capteurs respectivement). Tout
d’abord, I’antenne A envoie a antenne B des signaux
a large bande regroupés dans le vecteur f 4(¢) de taille
(P x 1), avec une fréquence porteuse w.. En deuxieme
lieu, 'antenne B envoie un autre ensemble de signaux
a large bande regroupés dans le vecteur Sfp(t) de
taille (N x 1) a lantenne A avec la méme fréquence

N E .
porteuse w,, ou = ,/% étant une constante de
B
normalisation. Ici, E; (resp. E,) représente 1’éner-
gie du signal transmis (resp. ’énergie du signal reu),

en imposant que tous les éléments de A et B trans-
mettent avec la méme puissance.

2.1. Cas d’une seule source

est connu (ou estimés précédemment), et sera ainsi
supprimé de notre modele.

La composante fréquentielle de (1) & la ¢®™¢ fré-
quence (notée wy) peut étre exprimée comme suit (les
signaux sont convertis en bande de base)

), = @3 = (2 ) 1 )
+ V() @

Le vecteur d’observation, sous la forme matricielle,
est donné par

r(wy) = ae ot T A(Q, wy)fa(wy) + viwg) (3)

ot le (n, p)¢™e élément de la matrice émission-réception
A(Q,wy) est donné, pour tout 1 <n < Netl<p<
P, par [A(Q,w,)], = eI @atwe)(m(D+71(2)

) ) np .

2.2. Cas de sources multiples

Maintenant, nous généralisons ’équation (B) au
e i contexte de sources multiples, auquel cas, nous avons
H_o< 0 H_a< ~ L
(P sensors)[ RN (Psensors)| @ RIINGS
f_< x f_< x r(wg) = ZAZ(lewq)fA(wq) + v(wg) (4)
=2 amand 2 =end =1
°:<< = —< -
- Ralt) 2 r— ) -, . - + ) 2rg,
Array B N_-<//r(t/) Array B N_o<//1 ou Al(Qth) = ale J(Wq e ¢ A(Ql7wq)7 1 g l S L
R R et L est le nombre sources.
= b Soit le vecteur de taille (IN@Q x 1) de toutes les com-
, T
@ i posantes de fréquences r = [r7 (wy), -+, 17 (wg)] . 11

Fig. 1. Modele de propagation : (a) modele conven-
tionnel. (b) Modele RT.

Pour formuler la modelisation de notre probleme,
nous supposons d’abord que les signaux émis éclairent
une seule source. Le signal observé au niveau du n®™e
capteur de I’antenne B est exprimé par :

P
[r(t)]n:Zanp [fA(t*TNpA *an)]er [V(t)]n+ [ra(t”n

p=1

(1)
ou [.],, représente le n™¢ élément, o, est I'atténua-
tion associée a la source considérée lorsque le capteur
p émet et le capteur n recoit, la cible est supposée étre
dans le champ lointain des deux antennes co-localisées
de telle sorte que l'atténuation a,, = « pour tout
n,p. Soit 7,4 = o +T];4(Q), 7B = 4+ 75(9), ol g
est la distance de la cible par rapport au capteur de ré-
férence, 724(Q) (resp. 7.2 () est synonyme du retard
du p capteur de l'antenne A (resp. n capteur
de Pantenne B) par rapport au capteur de référence.
Ces retards dépendent de Q = sin(f), ou 6 est la
DDA. Le bruit additif v(¢) est un processus Gaussien
circulaire blanc de moyenne nulle et de variance o2
et r,(t) représente la réponse des échos clutter. Dans

ce qui suit, nous supposons que le signal de clutter

éme

eme eme

peut étre exprimé comme

L
r= ZAl(Ql)fA +v (5)
1=1
ou A;(Q) = Bdiag [Ai(Q,w1),- -, Ai(Q,wq)], Bdiag
fait référence a 'opérateur ‘Bloc diagonal’ et

Ea=[tT ). £5wo)] et v=[vT 1), v we)] "

2.3. Signaux retransmis de ’antenne B a 1’an-
tenne A

De la méme maniere que la section précédente, le
deuxiéme ensemble d’observations dans la ¢¢™¢ fré-
quence w, est donné par

L

y(wq) = 5CZA?(Ql,Wq)fB(Wq) + w(wq) (6)
=1

ou B, = \/% est le facteur de normalisation (Ej,

et Ey, étant les énergie utilisées par les antennes A
et B respectivement), w est un bruit blanc circulaire
Gaussien de moyenne nulle et variance o2,. Le vecteur
d’observation y de taille (PQ x 1) peut étre exprimé
selon

L
y=8:Y Al(Q)fp+w (7)
=1



oit f5 = [fp(wo), - fu(wg)]” et

wp = [wp(wp), - 7WB(WQ)]T. Dans (@), nous avons
supposé un canal symétrique de sorte que si A;(€;)
modélise la transmission de A & B alors A] () repré-
sente la propagation de B vers A. Enfin, les données
dans r et y sont concaténées selon

.= [" y7]" (8)

3. CONFIGURATION DU MODELE POUR
LES OBSERVATIONS RT

Dans ce cas, nous avons deux antennes coopéra-
tives co-localisés A et B. Tout d’abord, ’antenne A
envoie des signaux a large bande f4, avec une fré-
quence porteuse w.. Les données observées au niveau
de Pantenne B (soit r dans 1’équation (H)) sont en-
registrées, leur énergie normalisée, retournées tempo-
rellement (RT) et par la suite retransmises (i.e., nous
transmettons Srrr* ou Srr = 4/ % et r* désigne
le complexe conjugué de r). Sur la base de ’équation
(B), le vecteur recu x par Pantenne A est donné par

L
x(wq)=BrT Z Al (S, wq)r™ (wq) + W(wg),
=1
L L
=Brr | D AT (Qswq) Y AG (2, w0)| i (wy)
=1 I'=1

’

+n' (wg). (9)

ot n'(wy) = Brr X1, AT () (wy) + W(w,). Le
vecteur d’observations x de taille (PQ x 1) peut étre
exprimé par

L L
x=Brr | D AT()> A () | fi+n" (10)
=1 I'=1
’ ’ ’ T
oun= {n T(w),-n T(wq)} . Maintenant, I’ensemble

des observations RT est formé en utilisant r et x
comme suit

URr = [rT XT]T (11)

4. MODELES LINEAIRES ET
DEVELOPPEMENT DU TAYLOR

Conformément a la méthodologie introduite dans
[T], le but de cette section est de linéariser les équa-
tions (B) et (@) (i.e., le modele classique) et (M) (i.e.,
modele RT) en utilisant le développement de Taylor.
Le résultat sera utilisé pour calculer le SNR minimal
nécessaire pour séparer deux sources proches. Sans
perte de généralité, nous considérons que ces deux
sources proches sont paramétrées par 21 et (25, pour
lesquels, nous noterons § = Q5 — ; la distance entre
les deux parametres et par . = % leur centre.

Par souci de simplicité, nous considérons dans la
suite de article deux antennes linéaires uniformes (A
et B), comme indiqué dans la Fig. 0, pour lesquelles
le SRL est développé. Dans ce cas, les expressions des
temps de retard sont données par

@) = Yo (12
dA
Q) = ?”Q (13)

éme

ot dB (resp. dﬁ) est la distance entre le n®™¢ capteur
de 'antenne B (resp. p®™¢ capteur de 'antenne A) et
le capteur de référence.

4.1. Modele classique

Le développement de Taylor au premier ordre de
(8) autour de § = 0 est donné par

L
1
r~ Acfa+0Dfs + ) Aj(Q)fa+ v (14)
=3

N . . .
ou = signifie 'approximation au premier ordre

yAc(we)],  (15)
D(wg)l.  (16)

Les (n,p)®™¢ éléments des matrices A.(w,) et D(w,)
sont donnés par

A, =
D =

Bdiag[Ac(w), -
Bdiag [D(w1),- -

_watwe) R +dp) o

[Acliog)] =t )™ =50 ag)
+we) (dB+d2

D]y =t () EHENITD)

(wgtwe) (@B +aft)
_jlratee)tdn #dp)

e =0 (18)

ou

(wg)=ane T @rted) ZE g omilonte) S22 (19)

2rq, i 2rg,
e —quge I (Watwe) — .(20)

Qg

o (wg) =Tt
De la méme facon, le développement de Taylor au
premier ordre autour de 6 = 0 de ([@) meéne a

L
vy~ BA 'ty +356.D f+ 8. > AT (s +w (21)
=3

Le développement de Taylor au premier ordre de
l’ensemble des données classiques u,. (cf. équation (B))
est donné par

L
e & Ak + 0D A + 3 Ad(U)E. + &, (22)
=3

ou A, = Bdiag [A., B.AT], D, = Bdiag [D, 3.D7],
A() = Bdiag [Ay(), BAT ()] £. = [£5,£5]" et
§c = [VT7WT]T-



4.2. Modele du retournement temporel

De maniere similaire au cas conventionnel, le déve-
loppement de Taylor au premier ordre de () autour
de § = 0 est donné par

1 ’
x = BrrH L} + BrrdHaf ) + BrroDTv* +w (23)

H. = Bdiag[H(w1), -, Helwg)], (24)
H; = Bdiag[Hg(w1), - ,Hg(wg)], (25)
L
ACC(wq) = AC(Wq) + Z Al(lewq)7
=3
He(wg) = AZ;(Wq)AZc(wq),
Hy(wy) = Ai(“q)D*(Wq) + DT(wq)A:c(wq)7
, , , T
woo= W), e wT)| L 26)
W (wg) = BrrAcc(we) v (wg) + w(wy).

On peut observer que le terme du bruit BrrdDT v*+

w’ n’est plus blanc®. Pour cela et afin de simplifier
le calcul du SNR minimal, nous rendons le vecteur
d’observation x blanc. Le vecteur des signaux blancs
est noté par x et donné par I’équation suivante

X = Bprd <W0Hd— BSTZ)VWO Hdw0 )f;g

+BRTWOHcf:x +v (27)

ol VVlo = BdZCLg [Wo(wl), s ,WO((JJQ)} et Wo(wq) =

oR,, ? (wy) est la matrice de blanchiment, Ro(w,) étant
la matrice de covariance de x(wg) pour 6 = 0, Rg(w,) =
BEr02H (wg) + 021, et v/ ~ CN(0,0°1).

Le développement de Taylor au premier ordre du
vecteur de I’ensemble données RT ugr est donné par

L

urr ~ Aprtrr + Drrfrr + > Ou()frr + Err
1=3
(28)

ot Apr = Bdiag[A., SWoH,), frr = [£7,£4]7
Dpr = Bdiag | D, 8rr (WoH, -
O1()

T

de la matrice 0 sont égaux & 0 et pp = [v ,v/T}

= Bdiag [A;(),00pxqp], tous les éléments

5. FORMULATION DU TEST
D’HYPOTHESE

Dans ce qui suit, nous supposons que les deux
sources sont proches. L’hypothese Hg représente le
cas ol les deux Sources D’'Intérét (SDI) existent mais
sont combinées en un seul signal, alors que I’hypo-
these H1 incarne la situation ou les deux SDI peuvent

2. (BrroD v (wg) + W' (wg))  ~ CN(0,Rs(wq)), on
Rs(wg) = BRp02 (He(wg) + 6Hg(wg)) + 021, le terme pro-
portionnel a §° est néglige ici.

,8202 3 3
Wi

étre résolues. Par conséquent, le test d’hypothese bi-
naire est donné par

0 =0,

Ho :
{ Hy: 640 (29)
Dans ce cas, le GLRT [[7] est donné par
p(u;d, H1) _y
Gu) = ———=3° 30
(u) = ) <1 (30)

ou p(u; Ho) et p(u; Hq) désignent les fonctions de den-
sité de probabilité (fdp) sous Ho et Hi, respective-
ment, et ot i et ) désignent le seuil de détection et
Pestimateur au sens du maximum de vraisemblance
(EMV) de § sous H;. Si la statistique G(u) est supé-
rieure & un seuil donné 7/, alors les signaux sont dits
résolus.

Dans ce qui suit, nous supposons que €. et A;(£2;),
I < L sont connus ou précédemment estimés.

On définit alors deux nouveaux vecteurs d’obser-
vation z. pour le modele conventionnel et zry pour
le modele du retournement temporel

zZ, = - Acfc - iAl(Ql)fc;
_ bdre, (31)
L
zrr = Upr — Aprfrr — Z O ()R,
=3
= Drrfrr + &R (32)

Sans perte de généralité, les deux vecteurs précé-
dents peuvent étre mis sous la forme suivante

z =0Df + ¢ (33)
oulD =D, f =1, et £ =&, pour le cas conventionnel
et D = Dgy, f = fgr et £ = Egr pour le cas RT.
5.1. Test d’hypothése binaire

Le test d’hypothese binaire pour le signal (B3) est

z=¢~CN(0,Rg),

HO :
{ Hi: z=0g+E¢~CN(ég, Re). (34)
g= ]D)cfc G |
. R¢ = Bdiag [021, 021] cas conventionne
ol
g = Drrfrr

R = Bdiag [021,0°1] T

5.2. Estimation au sens du maximum de vrai-
semblance

Le SRL, 6, est 'optimum de la fonction négative
log-vraisemblance L(z,d). Cette derniére est donnée
par

L(Zv 6):—ln(p(z))7 (35)
—Q(N + P)In(w )+QN In(o%)+QPIn(c3)
(36)

||ZN sgn | +t— ||ZP sgp|”.

o2
ON

3<



N T T
ou z = [ZN, ZP] y ZN = [2(1)7"' 7Z(QN)] Zp =
T
[Z(QNH),"' aZ(QNJrQP)} , g8 = [gn, gP}T y BN =
T T
[9(1) e 79(QN)] et gp = [ J(QN+1)s """ ag(QNJrQP)] )

0% et 0% sont des variances des bruits associées des

vecteurs d’observations zy et zp respectlvement Dans
2\ — (42

le cas conventionnel (0%,0%) = (02,02,) et dans le

cas du retournement temporel (0%, O’P) (02,0?).

Le SRL qui minimise 'EMV est donné par

2 2
oXN0P < 1 g 1 g )
= 2 2 D) 8NZNT 5 8pZp
o lgpl™od llgnll”  \o a

N P

(37)
En utilisant (34), on obtient
p(z;gO,Hl) H

G(z) = P& 20Tt 38
( ) p(Z;HO) SH, 77 ( )

:e{ﬁ(nzmﬁ—um—éogwuz)}

s (llzp I>—llzp —Sogpl®

><e{%P(u Pz —Sogr | )}. (39)

Exploitant (B7) dans (B9) et définissant une nouvelle
statistique T'(z), on obtient

T(z)=21n(G(z)) (40)
2 2
INTP of 1 I u
= s (gNZN-I-—ngp)
o% lgrl*to% llgn|*  \oy 0%

(41)

La loi de la nouvelle statistique est donnée par

X3 sous Ho,

T(z) ~ { X3(\) sous Hj. (42)

ol x? représente la distribution du chi-2 centrée avec
un seul degré de liberté et le parametre de décentrage
A est donné par

2 2
\— 95? <|Igz§|| 4 el ) (43)

oN op

6. EXPRESSION DU SRL

De l'équation (E3) et selon le modele considéré,
nous allons calculer les expressions du SNR minimal
nécessaire pour séparer deux sources proches.

6.1. Modéle conventionnel

Les parameétres de l’équation (23) sont donnés par

gy =Dfy, gp =Dfg, 0 N—a etoP—o2 condui-
sant a
Df4|> ||Dfg|?

2
En mettant 02 = ko2 et SNR = Hf:QH , on peut avoir

Df,4 |2 2 |\Dfg||?
IDf 4| +@|| B!) (45)

A= 25?SNR [ | >
[£all £ [|fall

et finalement

2SNR (|[Dfa|* + 2 |DE5 )
2 _ lfall?
ol B = gz

6.2. Modele du retournement temporel

Dans ce cas, les parametres de I’équation (E3) sont
2 2 3 3
donnés par gp = Brr (WOHd — BRI W H, W H) £,
o3 = 02, 0% = 02, gy = Df4. Dans la suite, nous
_1
avons Wy = oR 2, Ry = 02C¢ ot Cy = S%,H.+kI
g

et K = ¥

v

Sous ces définitions, I'équation (E3) de-

vient
SNR
A=262"" x Q|DfA||2+
[[£all
2 -3 Bhr 3 - J
B2, <CO YHy-—ELC, THLC, H) £l ) (47)

2
ot SNR = 4] o

2 2
PR A £
RT — N2 I 2 ’
Il ot A + oo
2
_ £ "
IAz£5 + 6DE5|* + QNo?’
[ N
| AL + QNo? % + S®
on 2 = “f“” —Al et SNR = . Afin de garder

Azt
le deuxieme ordre de I’équation (A7) par rapport a 4,
nous avons pris uniquement le terme constant de %

comme il est montré dans I’équation (E9).
Finalement, le SRL est donné par

1)

A|fal?
P lI£all
O T e N A
2SNR(||IDfa || 4+6%, ||( Co 2 Ha—"EL C, " H4Cy T He ) £
(50)
Remarque : Le SNR minimal nécessaire pour ré-

soudre deux SDI, pour un SRL donné, peut étre ob-
tenu directement des deux équation (EB) et (B0) selon
le cas considéré.

7. RESULTATS NUMERIQUES

Dans cette section, nous considérons deux antennes
linéaires uniformes co-localisées A et B avec P =
N = 15 capteurs. Les signaux émis sont choisis de
telle sorte qu’ils partagent la méme bande de fré-
quence et sont orthogonaux entre eux. Ici, ces signaux
sont donnés par (selon le schéma de codage de phase

de [8]) [fa(w,)l,, = [f3(w,)],, = ¢*7% f(w,), ot



wg = qgAf, Af = g, B = 50M H~z est la bande de
fréquence et ) = 25.

Dans cette simulation, nous nous intéressons au
seuil de résolution angulaire limite. Pour cela, les an-
tennes A et B éclairent L = 4 sources ou deux d’entre
elles sont dans le méme voisinage. Leurs différentes
distance respectives sont r; = 1000, ro = 1200, r3 =
1600 et r4, = 800. Les coefficients d’atténuation sont
supposés étre réels et donnés par av; = 0,9, ag =0, 8,
a3 =0,7 et ag = 0,6. La direction d’arrivée centrale
des deux sources proches est 6. = 15° et les autres
directions sont données par 03 = 60° et 64 = 80°.
Les probabilités de détection et de fausse alarme sont
Pp =0,99 et Pyo =0,01.

SRL(3) = f(SNR): 8, = 15°

=== Conventional model
=—©— Time reversal model

Fig. 2. Modele conventionnel VS modele RT : § = 15°

SRL(3) =f(SNR)): 6, = 45°

=== Conventional model
=@ Time reversal model

Fig. 3. Modele conventionnel VS modele RT : § = 45°

De la Fig. B, on peut observer que 'utilisation
de 'approche du retournement temporel améliore le
SRL. En particulier, pour un seuil de § = 0.01, nous
avons besoin d’un SNR = 27.5 dB pour le cas conven-
tionnel alors qu’on a besoin uniquement de SNR =
23.5 dB dans le cas du retournement temporel ce qui
montre qu’on a un gain de 4 dB. De la Fig. B, on peut
observer que ce gain peut dépasser les 10 dB pour le
méme SRL et ce lorsque la direction centrale des deux
SDI passe de 15° & 45°.

8. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons montré que le retour-
nement temporel peut améliorer le seuil de résolution
limite et le gain obtenu peut étre tres important. Il
est montré que celui-ci dépend de la direction d’arri-
vée (gain tres important dans les directions latérales).
Les développements théoriques et les expressions ana-
lytiques du SRL sont donnés dans les deux cas sans et
avec retournement temporel. L’efficacité de cette ap-
proche du retournement temporel est illustrée a tra-
vers des simulations numériques.
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