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FROBENIUS ET RAMIFICATION LOGARITHMIQUE

Stéphanie Reglade

Résumé : Etant donnée K, une extension finie de Q,, nous considérons le £-adifié du groupe multiplicatif
associ€ Ry, , muni de la valuation logarithmique introduite par Jaulent. Par rapport a l’article précédent
[4], nous remplagons la pro-£-extension abélienne mazimale non ramifiée de K, par sa Z¢-extension cyclo-
tomique, et la valuation usuelle par la valuation logarithmique. Nous montrons alors que la théorie abstraite
du corps des classes de Neukirch s’applique aussi dans ce contexte local permettant d’obtenir un symbole
local logarithmique, puis nous étudions le cas global. Cela conduit a la construction d’un Frobenius logarith-
mique, dans le contexte de la ramification logarithmique. Ce dernier coincide avec le Frobenius classique

lorsque les ramification classique et logarithmique sont les mémes.

Abstract : Given K, a finite extension of Qp, we study the £-adification of the multiplicative group of our
local field Rk, endowed with the logarithmic valuation introduced by Jaulent. Compared to the previous
article [4], we replace here the mazimal, abelian unramified pro-l-extension of K, by the Z¢-cyclotomic
one, and the usual valuation by the logarithmic one. We show that it is possible to use Neukich’s abstract
theory [1] in this context. Thus, it allows to define a logarithmic local symbol, a global one and a logarithmic
Frobenius. The interesting point is that usual and logarithmic Frobenius coincide when usual and logarithmic

ramification are the same.
Mots-clefs : théorie du corps des classes, théorie /-adique du corps des classes.
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Introduction :

Cet article repose sur 'observation suivante : L/K étant une extension de corps de nombres,
p une place de K logarithmiquement non ramifiée dans L selon la définition posée par
Jaulent dans [2] :

Ly C K§

ou Kg désigne la Z-extension cyclotomique de K. alors le sous-groupe de décomposition
est cyclique. Dot la question naturelle : pouvons nous dans ce contexte mettre en évidence
un générateur particulier de ce sous-groupe de décomposition, qui jouerait le réle dans le
cas logarithmique du Frobenius classique ?

La théorie ¢-adique du corps des classes de Jaulent [3| établit, dans le cas local, I'existence
d’un isomorphisme entre le groupe de Galois de toute f-extension abélienne finie d’un
corps local K, et un quotient du ¢-adifi¢ du groupe multiplicatif de ce corps local, Rk, ;
et dans le cas global 'existence d’un isomorphisme entre le groupe de Galois de toute ¢-
extension abélienne finie d’un corps de nombres K et un quotient du £-adifié du groupe des
ideles. D’apres [4], la théorie ¢-adique peut se déduire de la théorie abstraite, développée
par Neukirch dans [1]. Le contexte de Neukirch est celui d’une théorie de Galois abstraite
avec pour point de départ un groupe G abstrait profini. Cette théorie abstraite repose sur
I’existence de deux morphismes fondamentaux : le degré et la valuation et sur I’axiome du
corps des classes : condition cohomologique sur le G-module A que nous étudions.

Par rapport a [4], nous considérons le méme objet local, & savoir, le ¢-adifié du groupe
multiplicatif d’un corps local que précédemment. Cette fois-ci nous le munissons de la
valuation logarithmique introduite par Jaulent, dont nous rappelons la construction. Et
nous modifions également 1'application degré. De facon générale, pour un corps local K,
nous remplacons aussi sa Zg-extension non ramifiée par sa Zg-extension cyclotomique, et
la valuation usuelle de R, par la valuation logarithmique : les différences par rapport au
contexte local précédent vont donc apparaitre pour les places au dessus de £.

Le but est de de montrer que le contexte logarithmique peut aussi étre compris grace a la
théorie abstraite de Neukirch. Ainsi nous obtenons pour une f-extension locale un symbole
local logarithmique qui ne différe du symbole local ¢-adique que pour les places p au dessus
de £. L’intérét réside dans le fait que nous sommes alors en mesure de définir un Frobenius
logarithmique associé au contexte de la ramification logarithmique : ce dernier coincide
avec le Frobenius classique sauf pour les places au dessus de £ : cela permet donc d’étendre
la théorie & des places p au dessus de ¢ ramifiées au sens classique mais non ramifiées au
sens logarithmique. Nous obtenons l'expression suivante pour ce dernier sur Q,, :

Proposition : Soit ¢ une racine de l'unité d’ordre une puissance de £, et a € Rq,, alors
nous obtenons l’expression suivante pour le symbole local logarithmique :

(@, (@p(€)/Qp))(¢) = ¢

avec
pvr(@) forp # Ul et p# oo
ny =14 (14£0)7%@)  pourp=1
sgn(a) pour p = 00

ot (Q(€)/Q)¢ dénote la projection sur le £- sous-groupe de Sylow de Gal(Q(¢)/Q).

Puis nous étudions le cas global. Cela conduit & la construction explicite du Frobenius
logarithmique dans le contexte logarithmique :



Définition Soit L/K une (-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarithmi-
quement non ramifiée dans L. Soit DUy le groupe des dwviseurs logarithmiques de K. Soil

fL/K le conducteur logarithmique global de de L/K | et DE%/K les diviseurs logarithmiques
premiers & 0. Nous définissons l'application suivante pour une place p :

—~—

(HE) DAY Gal(L/K)
o= (M5
ot le Frobenius logarithmique est
L/K _
) = (. 1/5)

p
avec Ty luniformisante logarithmique, définie préalablement et [7,] limage de 7, dans Jk.

Nous étendons cette application, par multiplicativité a DE%/K. Cette application est alors
appelée application d’Artin logarithmique.

Nous étudions les propriétés de cette application, en explicitons le noyau. Nous détaillons
pour finir 'exemple du cas quadratique et le généralisons dans le cas d’une f-extension.

Notations
Dans tout ce qui suit £ désigne un nombre premier fixé. Introduisons les notations suivantes

Pour un corps local K, d’idéal mazimal p et d’uniformisante m,, nous notons

R, = lim, K,/ przk : le f-adifié du groupe multiplicatif du corps local
Uk, = @k Up/ng . le f-adifié du groupe des unités U, de K,

Up1 : le groupe des unités principales de K,

ug : le sous-groupe de Uy, d’ordre fini et premier & p

p : le £-sous-groupe de Sylow de ,ug
Pour un corps de nombre K, nous définissons

Ri = Zp Qz K* : le L-groupe des idéles principaux
Ik = [lyepi, Rk, : le l-groupe des idéles
Ui = Hpele Z/IKlD : le sous-groupe des unités

Cx = Jx /R : le L-groupe des classes d’idéles
Dans le contexte logarithmique, nous posons

(@g : la Z-extension cyclotomique de @,

Qj, : la Z-extension cyclotomique de Q,



Uy : la valuation logarithmique associée a p sur Ry,

Z;IJKp = Ker(vy) : le sous groupe des unités logarithmiques locales

Ui = Hpe Pl ﬁKp : le sous-groupe des unités logarithmiques

ép = [Kp - @g N K] : 'indice absolu de ramification logarithmique de p

fp [Qp N K,y : Q) : le degré absolu d’inertie logarithmique de p

€Ly/Ky = [Lep Kg N Lg] : 'indice relatif de ramification logarithmique de p

f L/ Ky = [I/(;? N Ly : Ky : le degré relatif d’inertie logarithmique de p
T = Ty R Ty

Ik = HPWRKv Hp\mqu

U = Ty Uiy Ty U™

R( m) _ — Ry N j(m)

W T — DO
o = (ag) — w(a) = [[ @

DR = (JF) « diviseurs logarithmiques premiers & m

Pﬁg?) = zp(Rﬁ?)) : diviseurs logarithmiques principaux attachés & m
?L /K © le conducteur logarithmique global de L/K

fp le conducteur logarithmique local en p

(L/TK) : le Frobenius logarithmique en p

Al i le groupe d’Artin logarithmique de L/K

1 Ramification logarithmique

Nous présentons dans cette partie la notion de ramification logarithmique développée par
Jaulent dans [2].

Soit K un corps de nombres, p un nombre premier, p un premier de K au dessus de p.
Notons @C la Z-extension cyclotomique de Q, c’est a dire le compositum de toutes les
Zq-extensions cyclotomique de @QQ, pour tous les nombres premiers g.

Definition 1. Indices absolus : [2, définition 1.5/
i) Uindice logarithmique de ramification absolu de p est défini par :

& = [K, : Qf N K]
i1) le degré d’inertie logarithmique de p est :
fo= 105N K, - Qy

iii) K /Q est dite logarithmiquement non ramifiée en p si €, =1, ce qui signifie K, C @%
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C
P

Qs N K, 2— K,

fo
Q,
Remarque fondamentale : [5, 1.1.3]
Supposons que K/Q soit une f-extension finie, ainsi il existe n tel que [K : Q] = ¢™.

Alors I’ extension @ /Qg contient uniquement des sous-extensions de degré premier a £.
En particulier le degré [@ N Ky : Qp N K] est premier a £ et comme il divise ", nous en
déduisons qie [@ N Ky : Q)N Ky = 1. L'égalité des corps @ N K, = QN K, implique les
caractérisations suivantes :
ép=1& K, CQ

et ~

=1 QNK,=0Q,.
Comme Qf/Q, est une extension Galoisienne, la condition précédente implique que les
extensions K et (O sont linéairement disjointes sur Q.
Comme nous travaillons uniquement avec des f-extensions, les définitions que nous donnons
dans la sous-section contexte logarithmique sont celles obtenues en remplagant @ par Q.

Ainsi nous avons le diagramme suivant : [5, 1.1.3]

[gzeZqg —~ =
Qy Q Ky
Fo e ‘ = €p ‘
Q K

Definition 2. Indices relatifs :
Soit L/K wune extension finie de corps de nombres, P un premier de L au dessus de p.
Notons K le compositum de K, et de Qf ,

i )l'indice relatif de ramification logarithmique de p est :
éL‘B/Kp = [pr . Kgﬂ Lsp]

i) le degré d’inertie relatif logarithmique de p est :
Froy i, = IK§ 0 Ly : K]

1)L/ K est dite logarithmiquement p if €Ly/Ky, = 1, ce qui implique Ly C I/(\g



Nous avons le schéma suivant : |5, 1.1.3]

Ly
fx

€Ly /Kyp

Lsn N @ & f/(\g N Lgp
i ‘ Frog sty

1 —~ ép

Q——K,NQ, — K,
et les relations :

éqg = éL‘B/Kp'ép et fqg = fNL(B/Kp-pr

Proposition 1.0.1. [2, theorem 1.4] Avec les notations précédentes, les indices classiques
et logarithmiques sont liés par la formule :

Ep-fo = €p-Jp

2 Le cas local

2.1 L’application degré

La Z-extension cyclotomique de Qp nous donne un isomorphisme du Gal((@g/(@p) sur
(]_[p?é2 UI})UQQ, que l'on transporte par le logarithme sur 7. Pour extension finie K, de
Qp, nous obtenons sa Z-extension cyclotomique comme le compositum de K, et de la
Z-extension de Qp. En considérant les pro-¢-parties, nous obtenons respectivement la Z,-
extension cyclotomique de Q) et la la Zs-extension cyclotomique de Ky, notée Ky.

Nous définissons ’application degré par :

deg : G =Gal(K'/K,) — Z
¢ = ¢|K§

ou Kgb désigne la pro-f-extension abélienne maximale de K. C’est un homomorphisme
continu et surjectif, dont le noyau est le groupe de Galois Gal(K{jb/K‘f). Nous suivons
alors la construction abstraite de Neukirch. Pour Ly une /-extension finie de K, l'in-
dice de ramification logarithmique et le degré d’inertie logarithmique apparaissent alors
naturellement, définis par :

Frgy, = Ly N K K] Epy i, = [Lyp - Lp N K]
Ces définitions coincident alors avec celles données par Jaulent [2] .

Remarque : Dans les définitions précédentes, nous avons pu remplacer K§ par Ky res-
pectivement car nous travaillons avec des f-extensions.



2.2 Le G-module

Nous introduisons le f-adifié du groupe multiplicatif du corps local considéré : Ry =
@k qug / qusgk tel qu’il a été défini par Jaulent |3, définition-proposition 1.2|. Le G-module
considéré est le méme que dans [4, §2.2] A = lim Ry, ot Ly parcourt les extensions finies

de K. Il s’identifie canoniquement a : A = U[Lm:Kp}<oo R Ly Si Ly est une extension finie

de Ky, Ar,, = Rr,, est le Gal(Ls/K,)-module que nous allons étudier.
b P oy B/ HBp

2.3 Valuation logarithmique et degrés /-adiques

Definition 3. Soit K une extension finie de Q, p un nombre premier. Notons (@c, la 7-
extension cyclotomique de Q,. Soit p une place de K au dessus de p,

Logr,(p) sip#L
i) le degré (-adique de p est donné par la formule : dege(p) = ¢ —Logry,(1+£€) sip=1~»etl#2
—Logry(3) sip="Letl=2

it)le degré (-adique de p est défini par la formule : deg(p) = fp - degy(p)
iii) Si vy désigne la valuation usuelle normalisée de Ky, la valeur absolue (-adique principale
est définie sur K, par la formule :

sip f alors |xy| =< Np—v @) >
si p|l alors |z,| =< NKp/Ql(x)prvp(:v) >

ou N désigne la norme absolue de p et ot u —>< u > désigne la surjection canonique de
Zy* sur le groupe des unités principales

w) la valuation logarithmique associée a p est : Uy(x) = —Logrw(Ng,q,(x))/deg(p) ,
définie sur Ry, et a valeurs dans Zy, [1][proposition 1.2]

Remarque : La définition de la valuation logarithmique différe de celle donnée par Jaulent
[2, définition 1.1] : en fait I'expression du degré f-adique deg,(¢) est ¢ dans la définition
initiale et —Logr, (1 4 ¢) dans notre cas. C’est dii au fait que nous voulons une expression
explicite pour les uniformisantes associées a la valuation logarithmique.

Proposition 2.3.1. /2, proposition 1.2/
Soit p un nombre premier, Qg la 7Z-extension cyclotomique de Q,, K, une extension finie
de degré dy, sur Qy, et |.|y la valeur absolue £-adique principale sur pr :

i) pour tout x € K* I” expression hy(x) = —Log(|x|,/dy.Log(p) ne dépend pas du choix
de lextension de Qp contenant x

i)la restriction hy, de hy, au groupe multiplicatif K,*, induit un Ze-morphisme de Ry
sur Qp, dont le noyau est Z;le, et dont l'image est le Zy-réseau 1/éy - Zy

iii)la valuation logarithmique satisfait : Ty = €, - hy.

Proposition 2.3.2. Valuations logarithmique et usuelle [2, proposition 1.2/
Dans le méme contexte, si p est une place qui n’est pas au dessus de £, les valuations
classiques et logarithmiques sont proportionnelles sur R, :

- €
Up:@fvp:_p

Io fo



Proposition 2.3.3. Uniformisantes pour la valuation logarithmique :

Dans le méme contexte, sip est une place au dessus de £, alors Tp|14+-£ est une uniformisante
pour la valuation logarithmique, et sip ne divise pas £, l'uniformisante classique T, est aussi
une uniformisante pour la valuation logarithmique.

Démonstration. Dans le premier, cas Nk, g, (Tp) = (1 + E)fp, deg(p) = fo - Logru(1 + £)
d’aprés les définitions, ainsi @ ((7y)) = 1. Dans le second cas, Nk, /g, (Tp) = (p)fr, deg(p) =

fp - Logry (p) par définitions, d’ou la proposition.
]

Proposition 2.3.4. La valuation logarithmique v, satisfait les deux propriétés :
(i) 9 (RK,) = Z tel que Z C Z et Z/n.Z ~ Z[n.Z pour tout n
(ii)@p(NLm/KpRLm) = fLy/K,-Z pour toute extension finie Ly of Ky .
Ainsi la valuation logarithmique est hensélienne par rapport deg selon la définition de Neu-

kirch.

Démonstration. Pour le premier critére (i) nous utilisons la définition de la valuation lo-
garithmique :
0p(RK,) = Zy ainsi Z = Zy et Z/n.Z ~ Z/n.Z pour tout n.

Pour le deuxiéme critére (ii) nous utilisons le diagramme commutatif suivant [2, proposition
1.1]

pr extension, L%; Norm, pr

l [

[Las:Kp]
Q¢ Q —— Qe
il suit hp(NLm/Kp) = [Lgp : Kp] : hfp. Comme, i}p(NLq}/KpRL&[}) = ép- hp(NLm/KPRL“ﬁ)
nous avons Uy (N /x, Riy) = [Ly + Kp] - € - hp(Riy,) et ainsi 0y(Npy ke, Riy) = [Lyp
Ky -ép/ép-Z dta [2, proposition 1.2], hyy(R L, ) = 1/€p - Ze. D’apres [proposition 5.1.1] :

[Log : K] = FLoy e, Er iy 00 (Lo + K-8/ = %—p*;; ainsi p(Np, /i, Riy) = ifipﬁ-zz

finalement o, (N Ly /KpRLap) = f Lop/xy Z
O

2.4 Le symbole local logarithmique

Théoréme 2.4.1. (deg, ¥y) est une paire de corps des classes et Ry, satisfait l'aziome du
corps des classes [{, théoreme 2.5.1]. Ainsi pour toute (-extension abélienne finie Ly de
K, extension finie de Qp, nous avons l'isomorphisme :

Gal(L‘B/KP) = RKP /NL‘Jﬁ/KPRL‘B

Definition 4. Cela permet de définir I’homomorphisme surjectif suivant appelé le symbole
local logarithmique :
( ,L‘B/Kp) : RKp — Gal(Lm/Kp)



Proposition 2.4.1. /2, i), p. 4]
Pour une place non archimédienne p de Q, nous avons

R 1Pt pour p # {
g (14 0)2¢ 4% pour p =14

- 3 s . =y
Ainsi nous avons une décomposition de la forme : Rq, ~ Ug, . Tp"".

Proposition 2.4.2. Nous avons une expression explicite pour le symbole local logarith-
mique dans le contexte suivant : soit ( une racine de l'unité d’ordre une puissance de £, et
a € Rq,, alors

(a, (Qp(¢)/Qp))e = ¢

avec

pvr(@) forp# 1 et p# oo
np =14 (14£)7%@)  pourp=1~
sgn(a) pour p = 00

ot (Q(€)/Q)y dénote la projection sur le £- sous-groupe de Sylow de Gal(Q(¢)/Q).

Remarque : Si p est réelle et £ = 2 alors Rg,, ~ %, il est trivial dans tous les autres cas,

[3, proposition 1.2] : sgn(a) vaut + — 1 dans le premier cas et 1 dans tous les autres.

Démonstration. Soit ¢ une racine £™-ieme de I'unité, avec £™ # 2. Nous prenons a € R,
et écrivons a = uy - p?(@ pour p # ¢, ou vp est la valuation usuelle normalisée de Q,
qui coincide dans ce cas particulier avec la logarithmique. Pour p = £, nous écrivons
a = 09 (14 £)%@ Pour p # £ et p # oo 'extension Q,(¢)/Q, est une extension non
ramifiée. Le principe fondamental [1, theorem 2.6, p. 25| établit que le symbole local
associe les uniformisantes aux Frobenius, nous avons que (p, (Q,(¢)/Qp))¢ correspond a
I’automorphisme de Frobenius ¢, : ( — ¢P. De plus le diagramme suivant est commutatif :

K5 (- Gal(Ly/Ky), Gal(Ly/Kp)

! !

Ry (- Gal(Ley/Kyp))e Gal(Lq;;/Kp)g

p

ou le symbole du haut désigne le symbole local classique et le symbole du bas le symbole
local ¢-adique. Par suite, nous en déduisons

(aa (Qp(g)/Qp)ﬁ)C = Cnp

avec

— p?( @ for p#£ Let p# oo
P sgn(a) for p = o0

Mais nous voulons avoir [a, (Q(¢)/Q)¢] =1 for a € Rq afin de définir la valuation dans le
cas logarithmique global, ou

[a, (Q(¢)/Q)el¢ = [ (@ (Qp(€)/Qp)e)¢ = ¢*

p



Et en utilisant la formule du produit, comme nous voulons « = 1 il s’ensuit que ny =

(14 £)=¢(9) : par conséquent, o = [1,np = sgn(a) - T1, 100 pvr(@) . pmve(a) (1 4 g)=0e(e) =
-1

a-a =1 U

3 Le cas global

3.1 (G et le G-module

Soit G le groupe de Galois de la pro-f-extension abélienne maximale de Q. Nous intro-
duisons le /-groupe des classes d’idéles pour un corps de nombres K donné tel qu’il a été
défini par Jaulent |[3, définition 1.4]. Comme dans [4, §3.4] le G-module est la réunion des
{-groupes des classes d’idéles Cx ou K parcourt les extensions finies de K : U[ K:Ql<oo Ck.
et Cr, un Gal(L/K)-module.

3.2 L’application degré
Nous fixons un isomorphisme tel que : Gal(Q/Q) ~ Z. Cela permet de définir :

deg : G =Gal(Q®/Q) — Z
¢ =9l

ot Q% est la pro-{-extension abélienne maximale de Q. Soit K /Q une extension finie, nous
deéfinissons : fx = [K N Q : Q] et nous obtenons par analogie avec le cas abstrait |[1,
chapitre 2| , un homomorphisme surjectif degy = fLK - deg tel que degy : Gg — Z

détermine la Z-extension K de K.

3.3 La valuation
Gréace a la propriété Va € Ry, [a, R/K] = 1. nous posons :
Definition 5. Nous définissons la valuation vy : Cx —> 7. comme suit

[ K/K]

Cx G(K/K) 29, 7

Lemme 3.3.1. vg est hensélienne par rapport au degré deg.

Démonstration. Les arguments sont les mémes que dans [4, Lemme 3.6.4] en remplacant
UKP par Ug,. |

Théoréme 3.3.1. (deg,vi) est une paire de corps des classes et Cx [4, Théoreme 3.3.1]
satisfait 'aziome du corps des classes. Ainsi pour toutes les £-extensions abéliennes finies
L de K, nous avons I’ isomorphisme :

Gal(L/K) ~ Jk /N1 )k JL - Rk

Definition 6. Cela permet de définir I’homomorphisme surjectif suivant, appelé symbole
logarithmique global :
(,L/K):Jx — Gal(L/K)

10



4 Le conducteur logarithmique

Grace a la valuation p-adique, nous disposons d'une partition de Z,, :

z\{0} = | ¢z

k>0

. Or sur Rg,, nous connaissons le groupe des unités logarithmiques : Uy, ~ ¢%¢. Ceci nous
ameéne donc & considérer les définitions suivantes :

Definition 7. Ly /K, étant une (-estension abélienne finie, nous posons :
siplt, Uxp ={z € RKk,/Nk, q,(z) € (0)" 2y
sip f, nous savons que U, ~ py et la filtration naturelle est 0 C .

Definition 8. i)Si Ly /K, est une (-extension abélienne finie ,et sin est le plus petit entier
tel que Ukp C Ny /K, (RLy) alors l'idéal :

fo ="
est appelé conducteur logarithmique local associé a l’extension.

i1)Si L/ K est une {-extension abélienne finie, le conducteur logarithmique global est défini
par :
fL/k = H fp
p

Remarque :
D’aprés  [2, Théoréme 4.1 iii)], la ¢-valuation logarithmique est, pour les places p /|¢,

. N . . . ~ —Yp
proportionnelle a la valuation ordinaire vy, de Rk, . En effet comme v, = _ Log(<Np~*>)

deg(p)
quand p /¢, nous avons v, = Lgegg(gs)vp. Dans ce cas le groupe des unités logarithmiques

correspond au groupe Uk, , & savoir au £-sous-groupe de Sylow du groupe des racines de
I'unité pu,. Par suite, le plus petit entier n recherché est soit 0 soit 1. Notons que dans le
cas ol p /¢, le groupe des unités principales Up1 de K, est {-divisible, ainsi le conducteur

local classique vaut 1 ou p.

Proposition 4.0.1. Le p-conducteur fp est trivial si et seulement si l'extension L/K est
logarithmiquement non ramifiée en p. fr /i contient donc tous les premiers de K qui sont
logarithmiquement ramifiés dans L et seuls cela. En outre, st M est intermédiaire entre K

et L alors fM/KhEL/K,

Démonstration. Si p est une place de K logarithmiquement non ramifiée dans L alors
€Ly /K, = 1, et par application du théoréme 1.0.2 ,

H(Gal(Lgy/Kp), Ur,) = 1

il suit, N B
Uk, = NLy/x, (Ury)
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ce qui signifie B
Uk, < NL‘B/Kp (RL‘Jﬁ)'

Réciproquement, supposons que f, soit trivial, on en déduit que L~{Kp CN Los/ Ky (R L‘n)' Soit
n =Rk, : Npy/k,(Riry)] alors 7 € Np ok, (Riy ), done (7)) - Uk, C Npg/k, (Riy). Par
conséquent Loy € M ott M est le corps des classes de (7y) -Z/NIKP t Nayk,(Rur) = (7)) -Z/N{Kp.
Mais alors Z/N{Kp C Nyyk, (Rar) c’est a dire que le p-conducteur est trivial, par application
de la premiére partie on en déduit que M /K, est logarithmiquement non ramifiée. Par la
théorie f-adique du corps des classes, nous avons : Gal(M/K,) ~ (7,) -Z/N{Kp/(frg) -Z/N{Kp. Par
conséquent, M est la f-extension logarithmiquement non ramifiée de degré n, mais comme
Ly € M, on en déduit que p est logarithmiquement non ramifi¢ dans L. O

5 Le Frobenius logarithmique

5.1 Définitions et premiéres propriétés

Definition 9. [2, definition 2.1]
Soit K un corps de nombres, le £-groupe des diviseurs logarithmiques de K est

Dl = Ji JUk ~ @ng
P

par la valuation logarithmique vy il s’identifie au Zy-module libre construit sur les places de

K.

Definition 10. Soit L/K une {-extension abélienne finie. Soit p une place de K logarith-
miquement non ramifiée dans L. Soit Dl le groupe des diviseurs logarithmiques de K. Soit

fL/K le conducteur logarithmique global de de L/K | et DE%/K les diviseurs logarithmiques
premiers a 0k .
Nous définissons application suivante pour une place p :

e~

(LEY . pdye S Gal(L/K)

L/K
o= (M5
ot le Frobenius logarithmique est

i

e

) = ([mp], L/ K)
avec Ty 'uniformisante logarithmique, définie dans la proposition 3.7.3 et [7,] l'image de 0,

dans Ji. Nous étendons cette application, par multiplicativité a DE%/K, Cette application
est alors appelée application d’Artin logarithmique.
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Quelques remarques :

1)L application précédente s’étend par multiplicativité a fo[?/ K. en effet par hypothése
L/K est une f-extension.

2) L’application ainsi définie est un Zg-morphisme surjectif de part la surjectivité du sym-
bole global.

3) Cette définition est motivée par la proposition suivante, vraie en théorie abstraite du
corps des classes

Proposition 5.1.1. [1, proposition3.4 | Dans le contexte abstrait, soit a € Ag, (,L/K)
le symbole de la norme résiduelle L/K, alors

% _ (a)
(a, K/K) = ¢
ot ¢ est le Frobenius générique de f(/K

4) Lorsque p ¢, les valuations classique et logarithmique sont proportionnelles : en effet
7p = mp la Zy-extension non ramifiée et la Z,-cyclotomique coincident alors. Ainsi symbole
d’Artin classique et symbole d’Artin logarithmique correspondent sur les idéaux.

Proposition 5.1.2. Propriétés de l’application d’Artin logarithmique
L’application d’Artin logarithmique satisfait les propriétés suivantes pour L/K wune (-
extension abélienne finie, f1,/k le conducteur global de I’extension L/K :

—~— e~

i)Si M est intermédiaire entre L et K, alors la restriction de (L/aK) a M est (MéK), pour

tout a € DK%/K

ii)Si L et L' sont des L-extensions abéliennes, et si nous considérons Gal(LL'/K) comme
sous-groupe de Gal(L/K) x Gal(L'/K), via Uapplication o € Gal(LL'/K) — (o|L,0|1) €

—

Gal(L/K) x Gal(L'/K), alors (%) est ((L/K), (LI/K)) pour tout a € foLLLL/,/K

a a

i1i)St K' est une sous-extension quelconque de K et si nous considérons Gal(LK’/K’)
comme isomorphe par restriction 4 K, a un sous-groupe du Gal(L/K), alors la restriction

de (LK;//K/

. fr K
) a K est (NK/L/KCU) pour tout o € DEy"

M) = (7

Now): pour tout

iw)En particulier si M est un sous-corps entre L et K, alors (

e DIE

Démonstration. 1) Il suffit de vérifier la propriété pour chaque premier p. Cela résulte dans
ce cas de la propriété de fonctorialité de I'application de réciprocité : resps o ¢, k(7)) =
bar/k (Ty).

ii) est une conséquence de 1)

(LKa/K )’

iii)Cette propriété correspond a l'égalité entre les deux termes suivants :

brrr ko (a) et (ﬁ) = ¢r/k(Ng(a')) for all o’ € folé,/K, . Par la propriété de foncto-
rialité de 'application de réciprocité, nous en déduisons le diagramme commutatif :

13



"L JK!

Gal(L'/K’) ——— jK’/NL’/K’jL’ RK’

| o

Gal(L/K) == Ik /N I - Rk

ou 7y /i est I'application de réciprocité de la théorie f-adique du corps des classes. Par
conséquent pour le symbole logarithmique global, nous avons le diagramme commutatif :

T 6Lk K7

lNK//K lres

T — 7w Gal(L/K)

et la propriété se déduit alors de reso (, LK'/K') = (,L/K) o Ng//k-

iv) est un cas particulier de iii) en prenant K' = L

Definition 11. Le noyau de ’application précédente (/—) est noté : Al i, et appelé le

sous-module d’Artin logarithmique. Pour tout module m divisible par le conducteur loga-
rithmique global de 'extension LK nous posons Al km = Ay N DER

Definition 12. Soit L/K une (-extension abélienne, m un multiple du conducteur loga-
rithmique global , nous définissons :

g — H R, [0z

plm

R =R n g

Théoréme 5.1.1. L/K étant une {-extension abélienne finie, nous avons :
Aly g = Gal(L)K) ~ PO Ny o (DOF/)

ot PE(TL/K) est le sous-module des diviseurs logarithmiques principauts associés aux €lé-

ments de R(fL/K)

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous notons le conducteur logarithmique
global rattaché a 'extension par f. Par le théoréme 3.3.1, nous avons :

D’aprés le théoréme de représentation, Jx = J. ;RK , ainsi nous obtenons :
Gal(L/K) ~ T} R /Np /g T) R
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Or les éléments de U I(p = Hpgl/{;(p Hp\f Z;{Kvp(;) sont par construction des normes : si p /ﬁ,
P

alors p est logarithmiquement non ramifiée et les unités sont normes, de plus si pﬁ, c’est la
définition du conducteur qui implique que ces éléments sont normes. D’aprés cette remarque
et le théoréme du double quotient, nous obtenons :

Gal(L/K) =~ Tk /Ny T} UPR).
)

Or le théoréme d’approximation simultanée donne : ﬁl(prK = ﬁKRg( Ainsi en utilisant

cette égalité et en quotientant par Z/NIK, nous obtenons :

Gal(L/K) ~ D/ PeD - Ny 5 (D))

O

Remarque : Il faut noter I’analogie de I’expression du sous-module d’Artin logarithmique
avec celle du groupe de Takagi classique.

Théoréme 5.1.2. Soit L/K une {-extension abélienne finie, m un module de K divisible

par le conducteur logarithmique global de ’extension L/K alors la restriction de (L/—K) a

DU, est surjective et induit un isomorphisme entre DUR /AL, et Gal(L/K).

5.2 Le cas quadratique

On considére 'extension quadratique suivante : Q(\/E) /Q. 1l s’agit d’une f-extension pour
¢ =2. Or dans le cas d'une f-extension, la ramification au sens classique et la ramification
au sens logarithmique ne différent que pour les places au dessus de ¢, voir [2].

1) Considérons d’abord une place p qui ne divise pas 2 :

- soit la place p est ramifiée au sens classique, et donc dans ce contexte, au sens logarith-
mique : alors le Frobenius classique et le Frobenius logarithmique ne sont pas définis.
-soit la place p est non ramifiée au sens classique et logarithmique : deux sous cas sont
alors & envisager

soit p est inerte et log-inerte : alors le sous-groupe de décomposition est isomorphe au
groupe de Galois de 'extension quadratique. Il est alors de cardinal 2 et contient I'identité,
et le Frobenius qui coincide ici avec le Frobenius logarithmique.

soit p est totalement décomposée et totalement log-décomposée : le sous-groupe de
décomposition est alors trivial, et il en est de méme pour le Frobenius classique et le
Frobenius logarithmique.

2) Etudions donc le cas de 2.
Dire que 2 est logarithmiquement non ramifiée équivaut par définition & :

[Qa(vd) N Q5 : Qo) =1

oll @ désigne la Z-extension cyclotomique de Q5. Or @\5 est le compositum de toutes le
Zq-extensions cyclotomiques pour tous les ¢ premiers. Celles-ci sont linéairement disjointes
de groupe de Galois Z, et seule Zy posséde un quotient isomorphe & Z/2.Z de sorte que la
non-ramification au sens logarithmique de 2 se traduit par :
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Q2(Vd) € Q5

ot Qf désigne la Zg-extension cyclotomique de Q, et comme cette extension est cyclique,
on peut se cantonner au premier étage, a savoir :

Q2(Vd) € Q2(V2).

Soit un corps K, a, b deux éléments de K, alors on a :

K(va) = K(Vb) < afb e K*°.

D’oil les deux cas envisageables :

Q2(Vd) = Qo
ou
Q2(Vd) = Qa(v2)
a savoir
de QQXZ
ou
/2 € Q5°

D’aprés |6, théoréme 3 et corollaire|, les carrés de Q2 sont de la forme 2™.u ou u est une
unité 2-adique congrue & 1 mod 8 et n est un entier rationnel pair . Ce qui nous ameéne
aux deux congruences suivantes :

d=1 mod 8

ou
d/2=1 mod 8

Sid=1 mod 8§, @2(\/8) = Qo, 'extension locale est triviale, il en est de méme du sous-
groupe de décomposition. 2 est & la fois décomposé et logarithmiquement décomposée.

Si d = 2 mod 16, 2 est ramifiée au sens classique mais logarithmiquement inerte. Son
sous-groupe de décomposition est de cardinal 2, il contient 1’élément neutre et un autre
qui correspond au Frobenius logarithmique Comme Qg(\/a) /Q2 est la sous-extension réelle
maximale de Q2((s)/Q2, & savoir fixée par <—1>, et puisque Gal(Q2((s)/Q2) ~ (Z/8.Z)*,
nous pouvons expliciter le Frobenius logarithmique de 2 .

K/Q

L)) =

(
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5.3 Généralisation : du cas quadratique a celui d’une /-extension

Théoréme 5.3.1. Cas général d’une £-extension

Considérons K/Q une £-extension abélienne finie et p une place de K.

-S1p nest pas au dessus de £, ramification classique et logarithmique coincident. Si p est
une place non ramifiée dans un sens ou dans 'autre, Frobenius classique et logarithmique
coincident également.

-S1p est au dessus de £, les seuls cas possibles sont les suivants :

-soit p est totalement décomposée au sens logarithmique et au sens classique. Le sous-
groupe de décomposition est trivial, et Frobenius classique et logarithmique sont tous deuz
égauzx et triviaux.

-soit p est logarithmiquement non ramifiée mais ramifiée au sens classique. Alors seul
le Frobenius logarithmique existe.

Démonstration. Dans le premier cas, les uniformisantes classique et logarithmique sont
égales, les symboles locaux correspondent : d’ou 1’égalité des Frobenius classique et loga-
rithmique.
Dans le deuxiéme cas, considérons p au dessus de £, telle que p soit logarithmiquement
non ramifiée. Comme nous travaillons avec une f-extension, cette condition se traduit de
la fagon suivante :

Ky € Qf

, ou Qf désigne la Z-extension cyclotomique de Q. Comme K/Q est une extension finie,
nous pouvons nous limiter aux premiers étages de la Zj-extension cyclotomique, & savoir
il existe un entier n tel que

Kp - Bn+1

, ou B, y1 désigne la sous-extension réelle maximale de Q({sm+1) avec (sm+1une racine
¢"Fliéme primitive de 'unité et [B,11 : Q] = €. Ceci nous améne a :

Ky, =Qou Ky, = By41.

Dans le premier sous-cas, I’extension locale est triviale : la place est complétement décom-
posée au sens classique et au sens logarithmique. Dans le deuxiéme, p est ramifiée au sens
classique mais logarithmiquement non ramifiée au sens logarithmique. O
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