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1 Introduction

Lorsqu’on veut donner un sens intrinséque & la notion de longueur, de centre ou
d’allongement d’un objet, 1'utilisation de la distance géodésique s’impose dés que
I’objet n’est pas convexe.

Nous reprenons (30 ans plus tard!) lexamen de ces questions initié sur les plans
théorique et pratique en particulier par Ch. Lantuéjoul ; examen ayant alors pour
cadre restreint le plan euclidien et pour application les images 2D digitalisées [1, 2, 4].
Nous nous plagons a présent pour cette étude théorique en dimension quelconque (R™
euclidien, m > 2), et nous dégageons une classe assez générale de sous-ensembles
pour lesquels les notions évoquées ci-dessus sont parfaitement définies et possédent
quelques propriétés remarquables.

2 Ecart géodésique

Soit (X, d) un espace métrique (par exemple X C R™ euclidien, ou m > 2).

On rappelle qu'un arc (ou un chemin) de X d’extrémités a et b (dans lordre) est
une application continue g : [0,1] — X telle que g(0) = a et g(1) = b. On note Im g
son image. Et deux arcs g et g sont dits équivalents s’il existe un homéomorphisme
croissant ¢ : [0,1] — [0,1] tel que g = go ¢. Alors Img = Im g, et g et g ont mémes
extrémités (dans 1'ordre).

On appelle courbe simple tout sous-ensemble I' de X qui est I'image d’un arc g
injectif. Alors g est un homéomorphisme de [0, 1] sur I' compact, et tout autre arc
injectif d'image T" est équivalent & g ou & son opposé g~ , défini par g~ (\) = g(1 — )
pour tout A € [0,1]. On pourra ainsi parler des extrémités (sans ordre) de T'.

Définition 2.1 Soit g un arc de X. Pour tout sous-intervalle [\, u] C [0,1] (A < p)
et toute subdivision finie 0 = {A = A\ < Xy < --- < A\, = p} de [\, p], on appelle
variation de g sur o le nombre

n—1

vo(g) = > d(g(N), g(Nis1)) € Ry
=1

Comme o C 0/ = v, < v par inégalité triangulaire sur d, il est naturel d’appeler
variation totale de g sur [\, p] le nombre

V[)\,u] (g) = Sup 'Uo(g) € E-‘r‘
ag
En particulier le nombre Vjg11(g) € R, est appelé longueur de 'arc g et noté L(g).
On a clairement L(g™) = L(g). Lorsque L(g) < +00, on dit que g est rectifiable.
On vérifie facilement les deux points suivants :
Proposition 2.2

e Soit g un arc de X. Pour tous A < p < v dans [0,1], on a

V[)\,zz} (g) = ‘/[)\,u} (g) + Vv[u,u} (g)



(vrai car, quitte a lui adjoindre p, toute subdivision de [\, v| se présente comme la
succession d’une subdivision de [\, p] et d’une subdivision de [u,v]).

e Soient g et § deux arcs de X équivalents par ¢, c’est-d-dire g = go ¢. On a

Viau (9) = Vign),e(u))(9), et en particulier L(g) = L(g) ;

de sorte qu’on peut parler de la longueur L(T") d’une courbe simple T (cf. ci-dessus)

(vrai car on a avec des notations évidentes, o subdivision de [\, u] <= ¢(o) subdi-

vision de [¢(A), p(p)]).

Définition 2.3 On appelle écart géodésique 'application dx défine sur X x X par :

Vo,y€ X, dx(z,y) = inf L(g) € Ry,
QERX(-T,ZJ)

ot Rx(x,y) désigne I’ensemble des arcs rectifiables de X d’extrémités x et y (par

convention usuelle, inf  L(g) = 400 si Rx(z,y) =0).
9ER X (x,y)

Et on appelle topologie géodésique de X la topologie définie par ’écart dx.

Proposition 2.4 L’application dx est un écart séparant sur X tel que dx > d (de
sorte que la topologie géodésique de X est bien définie et est au moins aussi fine que
la topologie définie par d).

Preuve On a bien pour tout z,y,z € X :

e dx(x,y) > d(z,y) >0, car Vg € Rx(z,y), on a L(g) > d(z,y) (considérer o = {0 < 1},
subdivision triviale de [0, 1]).

L4 dX(xay) = dX(yax)a car v.g S RX($7y), onag € RX(:U)x) avec L(.g_) = L(g)

o dx(z,2) < dx(z,y) + dx(y,z) : car c’est évident si Rx(z,y) = 0 ou Rx(y,z) = 0; et
sinon Vg € Rx(z,y) et Vh € Rx(y, ), Parc f de X définie pour tout A € [0, 1] par

g(2 ) pour 0 < A < 2

o) = =453

h(2X—1) pour 3 <A<1
vérifie d’aprés la proposition 2.2 L(f) = Vjo 11(f) + Vi1 17(f) = L(g) + L(h) < +oo. Ainsi
f € Rx(x,2) et dx(z,2) < L(g) + L(h) our tous g € Rx(z,y) et h € Rx(y, z), donc

Proposition 2.5 Soit g un arc rectifiable de X. Alors :
e L’application croissante A € [0, 1] — V|g 5)(g9) € R4 est continue.

e En tant qu’application de [0, 1] dans (X, dx), g est continu (c’est un dx-arc).

Preuve

e La preuve figure dans [5], corollaire 24-7.

e Soit A\g € [0,1]; on a pour tout A € [0,1]\ {Xo},



dx (9(X0); 9(N) < Vixgarnovn (@) = [Vion (9) — Vioxo) (9)]

d’aprés la proposition 2.2 ; donc on a bien lim dy (g(/\o),g(/\)) = 0 d’aprés le premier

A= Ao

point. O

Proposition 2.6 sur la connexité

e Pour tout x € X, la composante connexe par arcs de (X, dx) contenant x est
Co={y € X 1dx(z,y) <+oo} ={y € X : Rx(x,y) # 0};

et dx coincide sur C; x C, avec la distance d¢, .

En particulier X est dx-connexe par arcs si et seulement si dx est & valeurs finies
(autrement dit est une distance) ; il suffit donc que X soit dx-borné.

e Le sous-ensemble C, est aussi la composante connexe de (X, dx) contenant x ; de
sorte que X est dx-connexe si et seulement s’il est dx-connexe par arcs.

e (X,dx) est localement connexe (par arcs).

Preuve

e Pour tout y € C,, on a dx(z,y) < +oo, de sorte que Rx(z,y) # 0. C, est donc inclus
dans la composante dx-connexe par arcs de x d’apreés le second point de la proposition 2.5.
D’autre part Vz € X tel que dx(z,z) = 400, il n’existe pas de dx-arc g d’extrémités x
et z : car sinon on aurait Im g dx-compact, donc dx-borné, de sorte que dx(x,z) < +o0.
Ainsi C,, coincide avec la composante connexe par arcs de (X, dx) contenant x.

Comme C,, C X, on a d¢o, > dx sur Cy x C,. D’autre part Vy,z € Cy, on a Rx(y,z) =
Re, (y, z) d’aprés le second point de la proposition 2.5 et le fait que Cyp = Cy; ; de sorte que
de, = dx sur C, x C,. Et comme d¢, est a valeurs finies, c’est bien une distance.

e Pour tout z € X, C,, est dx-connexe par arcs d’aprés le point précédent, donc C; est dx-
connexe. De plus C, est un ouvert de (X, dx), puisqu’il coincide par inégalité triangulaire
sur dx avec la réunion des dx-boules ouvertes de centre y et de rayon 1 lorsque y décrit
Cy. Clest donc aussi un fermé de (X,dx), comme complémentaire dans X de la réunion
des autres composantes dx-connexes par arcs qui sont dx-ouvertes dans X comme C,. On
en déduit que C, coincide avec la composante connexe de (X,dx) contenant x, plus grand
sous-ensemble dx-connexe de X contenant x.

e Pour tout x € X et tout € > 0, la dx-boule ouverte DZ = {y € X : dx(z,y) < €} de centre
x et de rayon ¢ est dx-connexe par arcs : en effet, Vy € DZ, il existe un arc rectifiable g de
X d’extrémités x et y tel que L(g) < € par définition de dx (z,y). Alors

Vy' =g(A) € Img, on a dx(z,y') < Vio.n(9) < L(g) <e;
de sorte que Img C DZ. De méme V z € Dy, il existe un arc rectifiable h de X d’extrémités
x et z tel que L(h) < ¢, et donc tel que Imh C DS. Alors en définissant la fonction f

par concaténation de g~ et h comme & la proposition 2.4, f est un arc rectifiable de X
d’extrémités y et z tel que Im f C DS ; donc DS est bien dx connexe par arcs. O

Exemple 2.7 Considérons les arcs g et h de R? euclidien définis par

A 1 1 1
g(0) =h(0) =0 et YA €]0,1], g(N) = ()\,5 sin X) et h(\) = ()\ cos X’)\ sin X)



Ces arcs sont injectifs et de longueur infinie (h détermine une spirale hyperbolique,
déja proposée dans [1]). Les courbes simples Im g et Im h sont des sous-ensembles
X de R? connexes (par arcs) et compacts, mais elles ne sont pas dx-connexes (on a
les deux composantes dx-connexes {0} et X \ {0}), ni dx- compacts (X \ {0} n’est
méme pas dx-borné).

3 Geéodésiques et fermés de R™

On va voir dans cette section deux applications du théoréme d’Ascoli.

Proposition 3.1

e Soit g un arc rectifiable de X. Pour toute constante k > L(g), il existe un arc §
équivalent a g (et donc tel que L(g) = L(g)) qui est k-lipschitzien, et donc rectifiable.
e On note C([0, 1], X) le sous-ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans (X, d)
(autrement dit des arcs de X)), que 'on munit de la norme de la convergence uniforme.
L’application longueur

gec(0,1,X) % L(g) € R,

est semi-continue inférieurement.

Preuve

e Considérons lapplication A € [0,1] »i> P(A) = %V[O,)\] (9)+ (1 - %) A,

telle que Vig x1(g) = k() — (k: — L(g)) A

Elle est strictement croissante (car 1— M > 0) et continue (premier point de la proposition

2.5) ; donc c’est un homéomorphisme croissant de [0, 1] sur [(0),%(1)] = [0,1]. On note
g = go ¢ l'arc de X équivalent & g par ¢ s 1/171.
On a pour tous A < p dans [0, 1], d’aprés la proposition 2.2

d(g(N),3(1) < Vixu (@) = Vison).6(01(9) = Vo1 (9) = Vio,e(01(9)
[k = (k= L(9) ¢()] = [k A = (k= L(9)) 6(N)]
k(u—X)— (k—L(g) (o(n) — (V)
E(u—N).

VAN VAN VAR VA

e La fonction longueur L = V[ 1) est 'enveloppe supérieure des fonctions v, ou o décrit
Pensemble des subdivisions finies de [0, 1] ; fonctions v, qui sont trivialement continues sur
C([0,1], X). Donc L est bien semi-continue inférieurement. O



Définition 3.2 Soit (X, d) un espace métrique. On dira qu'un arc rectifiable f de
X est un arc X-géodésique entre ses extrémités a et b, a # b, §'il est de longueur
minimum dx(a,b) < +o0o, et §'il est paramétré au facteur dx(a,b) prés par son
abscisse curviligne, autrement dit

VA€ [07 ]-]7 ‘/[O,A](f) = dX(CL,b) A.

Son image I' est une courbe simple incluse dans X, dite aussi X -géodésique entre a
etb

(en effet un arc X-géodésique est injectif, puisque sinon on pourrait en extraire un
arc de mémes extrémités et d’image incluse qui serait strictement plus court!).

Théoréme 3.3 d’existence des géodésiques On suppose que (X, d) est un sous-
ensemble fermé de R euclidien.

Si deux points a # b sont dans une méme composante connexe (par arcs) de (X, dx),
alors il existe au moins un arc X-géodésique f d’extrémités a et b.

Preuve Soit h € Rx(a,b) (cf. la proposition 2.6) et soit une constante k > L(h) fixée. Le
sous-ensemble

£k (a,b) € {g : arc k-lipschitzien de X d’extrémités a et b}

est non vide d’aprés ’hypothése et la proposition 3.1, et on a £% (a,b) C Rx(a,b).

Pour tout g € £% (a,b), on a Vo = g(\) € Img, d(a,z) = d(g(0),9(N)) < kA < k; de sorte
que Im g est inclus dans la boule fermée By (a,k) de centre a et de rayon k. Ainsi £% (a,b)
est un sous-ensemble de C([0,1], X N By(a, k)) ; et X N By(a, k) est compact, comme fermé
borné de R™.

De plus £% (a,b) est fermé dans C([0,1], X N By(a, k)) : carsi g € C([0,1], X N By(a,k)) est

la limite (uniforme) d’une suite (gy),,cyy dans £% (a,b), on a pour tous A, u dans [0, 1]

d(g(A), g(p)) = lim d(gn(N), gn(p)) < kd(X, p),

n—oo
€
donc g € L% (a,b). Enfin £% (a, b) vérifie la condition d’équicontinuité uniforme, avec n = 7

€
Ve >0, |[u—A < - = Vg€ Lh(ab), dg(N), g(n) <&
On conclut que L% (a,b) est un sous-ensemble compact de C([O, 1], X N By (a, k)) d’aprés le
théoréme d’Ascoli.

Comme la fonction longueur est semi-continue inférieurement d’aprés la proposition 3.1 et
est finie (majorée par k) sur £% (a,b) compact, elle y atteint sa borne inférieure finie en (au
moins) un arc g, qui vaut L(g) = dx(a,b) (cf. le premier point de la proposition 3.1).

Or on a pour tout A # p dans [0, 1] d’aprés la proposition 2.2,

d(g(N); 9(1)) < Viaruavul (9) = |Vioa (9) = Vio,u (9)|-

On en déduit d’abord que Vi zj(9) = Vio,,)(9) = g(A) = g(u), ce qui montre que g ne
dépend de A que par l'intermédiaire de ﬁ Vio,A1(9), qui décrit en croissant tout le segment
[0,1] d’aprés la proposition 2.5 :

3£:00,1] — X tel que VN € [0,1], g(V) = f(ﬁ V[oM(g))

On a donc a = g(0) = f(0), b=g(1) = f(1); et VX # p dans [0, 1], on a d’aprés ci-dessus
1 1
en considérant X et p’ dans [0, 1] tels que —— Vig.a1(g) = A et —— Vig_u1(9) = u,
[ ] L(g) [0,x ]( ) L(g) [0, ]( )



d(f(N), F(w) = d(g(N), 9(1")) < |Vioa)(9) — Vo (9)] = L(g) A — ul 5

ce qui prouve que f est L(g)-lipschitzienne.

f est donc un arc de X d’extrémités a et b tel que, pour toute subdivision o de [\, ] ou
0<A<pu<1,onav,(f) < L(g)(p—A); de sorte que Viy ) (f) < L(g) (1 — A).

On en déduit d’abord L(f) = Vjo1)(f) < L(g) = dx(a,b), et donc L(f) = dx(a,b). Puis
VAe [07 1]7 Vv[O)\](f) =dx (a7 b) A et non Vv[O)\](f) <dx (a7 b) /\a car ‘/[A,l](f) < dX(a7 b) (1_)‘)
et dx(a,b) = Vio,1)(f) = Vjox)(f) + Va1 (f) d’aprés la proposition 2.2. Donc f est bien un
arc X-géodésique entre a et b. O

Remarque 3.4 Dans le cas général il n’y a pas unicité des X-géodésiques entre deux
points.

On note dorénavant F Pensemble des fermés non vides de R™ euclidien. Etant donné

une suite (Xy),cy dans F, on lui associe assez classiquement les deux ensembles :

liminf » X, « N U N Xnyp@eB) et limsupr X, © N U Xnip,
e>0neNpeN neNpeN

oul B désigne la boule unité fermée de R™.

Lemme 3.5 On a liminf » X,, C limsupr X,

avec liminf » X,, € F et limsupz X,, € F (si ces ensembles sont non vides).

Preuve OnaVneN, J Xy, = N K U Xn+p) EB&‘B} =N U Xntp®eB), donc
peN e>0" ‘peN e>0peN

NUXopy =N N UXngp®eB)D N U N (Xnyyp ®eB);

neNpeN e>0neNpeN e>0neNpeN
c’est-a-dire limsup  X,, D liminf » X,.

L’ensemble lim sup » X, est fermé comme intersection de fermés. On a d’autre part

Ve>0, U NXntp®eB)C U N Xntp®eB) C U N (Xnp ®2eB);
neNpeN neNpeN neNpeN

comme liminf > X, = | U N Xn+p®eB)= () U N (Xn4p®2eB), on en déduit que

e>0neNpeN e>0neNpeN
liminf X,, = (| U [ (Xnt+p @eB) ; de sorte que liminf y X,, est aussi fermé comme
e>0neNpeN
intersection de fermés. O

On suppose dans toute la suite que X € F.

Proposition 3.6 Soit X € F. On a I’équivalence :
X convexe <= dx = d sur X x X.

Preuve Si X est convexe, I' = [a, b] est pour tous a,b € X une X-géodésique entre a et b,
de sorte que dx(a,b) = d(a,b). On en déduit que dx = d.

Inversement si dx = d sur X x X il existe pour tous a,b € X une X-géodésique I entre a et
b d’aprés le théoreme 3.3, qui est telle que L(I') = dx (a,b) = d(a,b). Ceci impose I' = [a, b]
(métrique d euclidienne), de sorte que [a,b] C X. On en déduit que X est convexe. O



Théoréme 3.7 (convergence de dx,,) Soit X € F et soit (Xy), .y une suite dans
F telle que

limsupr X,, C X.

. / . . /
Pour tout n € N, soient x,,z;, € X,. Si les suites (zn),cy €t (2'n),cy convergent
au sens de d respectivement vers z et 2/, on a

z,x' € X et dx(z,2") <liminfdx, (zn,z),).

Preuve Comme tous les termes des suites (2r,),cy €t (2'n),,c & partir du rang n sont dans

U Xnip,onax, 2’ € |J Xpqp ; et comme ceci est vrai pour tout n € N, x et 2’ sont dans
peN peN

N U Xnip =limsupyr X, et donc dans X.
neNpeN

Soit I < lim inf dx, (zn, ) ; on suppose | < +oo, sinon le résultat est évident.

Quitte a extraire une sous-suite convenable d’entiers, on peut supposer que la suite numé-
rique (dx,, (zn, x;))neN converge vers [ et que pour tout n € N, dx, (zn,2}) <1+ 1.

11 existe donc pour tout n € N un arc X,-géodésique g, entre x,, et a},, qui est (I + 1)-

lipschitzien. L’ensemble {g,,n € N} est ainsi une partie uniformément équicontinue de

Pespace C([0,1],R™) des arcs de R™. De plus Vz € |J Img,, on a par inégalité triangulaire
neN

d(z,z) <supd(z,z,)+ (I +1) < 00,
neN

car une suite convergente est bornée ; de sorte que |J Im g, est borné dans R™ et donc son
neN
adhérence est compacte.

D’aprés le théoréme d’Ascoli, {g,,n € N} est donc relativement compact dans C([0, 1], R™) ;
de sorte que, quitte & extraire & nouveau une sous-suite, on peut supposer que (gn)neN
converge uniformément vers un arc g de R™ d’extrémités lim ¢,(0) = lim z, = x et
n—oo n—oo
lim g,(1) = lim 2/, = 2’. Et comme V\ €]0,1[, tous les termes de la suite (g, (\))
n—oo n— o0 neN
a partir du rang n sont dans |J X,4p, on a g(A) € limsuprX,, C X selon le méme
peN
raisonnement que ci-dessus ; de sorte que Img C X. Ainsi g est un arc de X d’extrémités x

et x'.

Comme ’application L est semi-continue inférieurement sur C([0, 1], R™) (proposition 3.1),
on a L(g) < liminf L(g,) avec L(gy) = dx, (zn,2)) ; ot dx (z,z’") < liminfdx (x,,z)).0

On déduit du théoréme 3.7 en posant X,, = X pour tout n € N :

Corollaire 3.8 Soit X € F. L’écart géodésique dx est semi-continu inférieurement
sur X x X (muni de la distance euclidienne).

Remarque 3.9 Soit X C R™. L’écart géodésique dx est évidemment continue sur
ngdx) X @X,dX).

Exemple 3.10 Voici un exemple dans R? de X € F qui est compact, tel que dy n’est
pas continu sur X x X et tel que (X, dx) est (connexe) borné mais non compact :

Vn € N, soient a, = (2%,0) et b, = (2%,1), et soit ax = (0,0) et b = (0,1); on
considére



X=( U lanbal) Ulao, acc]

0<n<oo

On a lim d(bn,bs) = 0 mais lim dx(bn,beo) =
n—oo n—0o0 L
2 > 0 = dx(bso,bso). La topologie définie sur X ‘
par dx est donc strictement plus fine que celle dé- {
finie par d ; de sorte que X compact n’est pas dx- l
compact. Et X est dx-borné (son dx-diamétre est ‘
égal a 3, cf. ci-dessous), donc est dx-connexe (cf. | ! |
la, proposition 2.6). ®a, A, a, Q,

4 Fonctions morphologiques

On considére dans ce paragraphe un ensemble X € F, couramment supposé dx-
connexe, et un ensemble Y € F inclus dans X. On va définir des indicateurs qui
prennent en compte la “taille” apparente de Y dans X. Ces notions ont déja été
présentées de maniére intuitive dans [2, 4].

Définition 4.1 (fonction de propagation) On note T)’(/ la fonction définie sur X
par :

Ve X, TY(z) =supdx(z,y) € Ry.
yey

On appelle X (ou dx)-diameétre de Y, notée Dx(Y), la borne supérieure de T}g sur
Y ; et X(ou dx)-rayon de Y, notée Rx(Y), la borne inférieure de Ty sur X :

Dx(Y)=supT¥(y) = sup dx(y,y') € Ry et Rx(Y) = inf T¥ (z) € R,.
yey yy' €Y zeX

Dans le cas particulier important ou X =Y, on utilisera les notations simplifiées
TY, D(Y) et R(Y),

D(Y) étant plus couramment appelé longueur de Y et R(Y') rayon géodésique.

Voici quelques applications du théoréme 3.7 :

Théoréme 4.2 (convergence de T)}(IZ) Soient d'une part X € F et (Xy), oy une
suite dans F telle que

limsupr X,, C X.
Soient d’autre part Y € F et (Yy,),cy une suite dans F telle que
VneN Y, CX,e Y CliminfY,,

de sorte que Y C X. Alors pour toute suite (z,),cy, o0t Vo € N, 2, € Xy, qui
converge au sens de d vers x, on a

z€X et TY(x) < liminfT;;Z(:cn).



Preuve Comme Vn € N, Y,, C X,,, on a bien d’aprés le lemme 3.5
Y C liminf » Y,, C limsup, Y, Climsupr X, C X.

Montrons d’abord que comme Y C liminf;Y,,, on peut construire pour tout y € Y une
suite (Yn), ey telle que

VneN, y, €Y, et y= lim y, (au sens de d).
n—oo

En effet commey € | U N Yasp®eB)= N U N Yaip ® £B), il existe pour tout
e>0neNpeN keN* neNpeN

ke N* un n, > n,_, (en ayant posé ng = 0) tel que y € QN(Ynkﬂ, @ 1+ B), c'est-a-dire tel
P
que d(y,Y,) < % pour tout n > n, : il suffit alors, pour n, <n <mn,_,, de choisir y, dans

Y, fermé tel que d(y,y,) < % (yn €Y, arbitraire pour 0 < n < n;) pour avoir y = lim y,.
n—oo

Ceci étant vu, on a d’aprés le théoréme 3.7, en notant (y,), oy la suite ci-dessus associée &
yey,

reXetVyeY,dx(z,y) <liminfdx, (n,yn)

ouVn €N, dx, (Tn,yn) < T;(/Z(xn) On a donc Vy € Y, dx(z,y) < liminfT;(/Z(a:n), de
sorte que T () < lim inf T;(/n (zn)- O

On déduit du théoréme 4.2 en posant X,, = X et Y;, =Y pour tout n € N :

Corollaire 4.3 Soit X,Y € F tels que Y C X. L’application T}(/ est semi-continue
inférieurement sur X (muni de la distance euclidienne d).

Remarque 4.4 Soit Y C X C R™. L’application T est continue sur (X,dx), car
on a par inégalité triangulaire et passage au sup :

Va,2' € X, TY (z) < dx(z,2") + TY(2') et T (2') < dx(2',z) + T¥ ().

Mais elle n’est pas en général continue sur (X, d) (cf. 'exemple 4.13).

En ce qui concerne les diamétres et les rayons, on obtient :

Proposition 4.5 Soit X, Y € F tels que Y C X.

e [’application T' }(/ atteint sa borne inférieure Rx (Y) € Ry en des points de X qu’on
appelle X -centres de Y.

e On a la double inégalité dans Ry : Rx(Y) < Dx(Y) <2Rx(Y).

Preuve

e Comme T est semi-continue inférieurement sur (X,d) (corollaire 4.3), le résultat est
immédiat si X est un compact de R™ ; si X est un fermé non borné de R™, il suffit de montrer
pour conclure que T¥ (z) tend vers +oc lorsque x € X vérifie d(0, ) — +o0o. Or pour yg € Y
arbitraire, on a pour tout z € X, T¥ (z) > dx (yo, ) > d(yo,z) > d(0,z) — d(0, yo).

e L’inégalité Rx(Y) < Dx(Y) est évidente par définition de Rx(Y) et Dx(Y) (onaY C X).

Sic € X est un X-centre de Y, on a pour tous 4,y € Y, dx(y,y") < dx(y,c) +dx(c,y');
donc dx(y,y') <2Rx(Y), ce qui établit la seconde inégalité. O
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Remarque 4.6 On a 'égalité D(Y) = 2 R(Y') < 400 avec un centre unique dans le
cas ou Y est une courbe simple rectifiable ; et on a I’égalité D(Y) = R(Y') < 400 avec
tout point comme centre dans le cas o Y est une courbe fermée simple rectifiable.

Proposition 4.7

e Soient Y C X et les suites (X,),cn et (Yn), ey comme dans le théoréme 4.2. On a
Dx(Y) <liminf Dy, (Y,) et Rx(Y) <liminf Ry, (Y,).

e En conséquence si on convient de dire que la suite (Y},), cy converge vers Y dans
FsiY =liminf Y, = limsupzY,, les applications Dx et Rx sont semi-continues
inférieurement sur {Y € F : Y C X} ; et les applications D et R sont semi-continues
inférieurement sur F.

Preuve

e En effet soit y € Y et pour tout n € N soit y, € Y,, tel que la suite (y,), oy converge vers
y (cf. le théoréme 4.2). On a T¥ (y) < lim inf T;?:L (yn) o Vn € N, T)}(/Z (yn) < Dx, (Y,). On
a donc Vy € Y, TY (y) <liminf Dx, (Y,), de sorte que Dx (V) < liminf Dx, (Y;,).

Soit r = liminf Rx, (Y,,) ; on suppose r < +o00, sinon la seconde inégalité est évidente.

Quitte & extraire une sous-suite convenable d’indices n € N, on peut supposer que la suite

numeérique (RXH (Y”))neN converge vers r et que pour tout n € N, Rx, (V) <r+ 1.

D’aprés la proposition 4.5, il existe pour tout n € N un X, -centre ¢, de Y,,. Pour y € Y et
les y, € Y,, comme ci-dessus, on a

d(cnay) < d(cm yn) + d(?fna y) < (7" +1) + sugd(yn,y),
ne

de sorte que la suite (c,),cy est bornée dans R™. Quitte a extraire une nouvelle sous-suite
convenable d’indices n € N, on peut donc supposer que (c,),, oy converge vers un point .

D’aprés le théoréme 4.2, onax € X et Ty (z) < lim inf T;{Z (cn) =7 car T;:(cn) = Rx, (Y,).
Dot Rx(Y) = ing( T}é(w’) <r=liminf Rx, (Yx).
z'€

o Il suffit de choisir X,, = X pour tout n € N pour obtenir le résultat sur Dx et Rx ; puis
X, =Y, pour tout n € N et X =Y pour obtenir le résultat sur D et R. d

Remarque 4.8 Les applications D et R ne sont pas continues sur F en général.
Considérons en effet B la boule unité fermée de R?, un point € B\ {0}, A la droite
passant par 0 et = et enfin (a,), .y une suite dense dans 0B ne contenant pas les
deux points de A N IB.

Posons pour tout n € N,

Xn =Y, = U ([$7ak] U [i’,a;])
0<k<n
ol aj est le symétrique de aj par rapport a A.
(Yy),en €st une suite croissante de F qui converge D
vers B (au sens de la proposition 4.7), car du fait
de la croissance de la suite, on a

liminf 7Y, = {J Y, =limsuprY,.
neN

Chaque Y,, a pour (unique) centre le point x, ce qui montre qu’une limite de centres
n’est pas nécessairement le centre de la limite, & savoir ici le point 0, centre de B.
Et on a
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2=D(B) < lim D(Y,))=2(1+|z||) et 1 =R(B) < ILm R(Y,) =1+ ||z,

n—oo

ou || || désigne la norme euclidienne.

Considérons a présent X, X' VY’ € FtelsqueY C X et Y/ C X'.

Lemme 4.9 Soient z,y € X et 2/, € X'. On a
dxex (z+ 2"y +¢) < dx(z,y) +dx ().
Preuve L’inégalité est évidente si dx (x,y) = +00 ou dx/(z',y") = +00. Sinon il existe une

X-géodésique T entre x et y et une X-géodésique I entre z’ et y' d’aprés le théoréme 3.3.

Comme z’ + T est une courbe simple de X & X’ d’extrémités '+ x et 2’ +y et comme y+ T
est une courbe simple de X @ X’ d’extrémités y + 2’ et y +v/, on a

dxex/(z+2',y+a') +dxex (y+2"y+9)
Lz’ ®T)+ LlyoT’) = L(T) + L(I") = dx (z,y) + dx: (z',¢).

dX@X/(x+a:’,y+y') <
<

Proposition 4.10
e En supposant de plus (pour simplifier) que X @ X' € Fet Y @Y’ € F, on a

V(z,2') € X x X', Ty ¥ (x +a') < T¥ (x) + T¥ (2') ;

de sorte que

Dxaex(Y ® Y/) < Dx(Y)+ DX/(Y,) et Rxex' (Y ® Y’) < Rx(Y)+ RX/(Y,).

Dxux/(YUY') < Dx(Y)+ Dx/(Y")

e En supposant de plus Y N Y’ # (), on a
Rxux(YUY') < Rx(Y) + Rx/(Y")

Preuve

e On déduit du lemme 4.9 que 'on a dxgx/(z + 2',y +y') < Ty () + T¥ (2') pour tous
(z,2') e X x X' et (y,9) €Y xY’; donc

T)}(/g}g(x—l—x') < T¥(z)+T¥(z') pour tout (z,2') € X x X'.

On en déduit que T)};g};; (y+v) < Dx(Y)+ Dx/(Y') pour tout (y,y) € Y xY’; dou

On en déduit aussi T};g}g (r+2") <Rx(Y)+ Rx:/(Y') si x est un X-centre de Y et 2’ est
un X'-centre de Y'; ot Rxgx/ (Y ®@Y’') < Rx(Y)+ Rx/(Y").

e Soita e YNY'. Pour tous y,z€ Y UY’, on a

siy,z €Y, dyux(y,2) <dx(y,2) < Dx(Y) < Dx(Y) + Dx/(Y')
si Y,z S Ylv dXUX’(yaZ) S dX/(yvz) S DX’(Y/) S DX(Y) + DX'(Y/)
sityeYetzeY' dxux (y,2) <dx(y,a) +dx(a,z) < Dx(Y)+ Dx/(Y')

On en déduit Dy x- (Y U Y’) < Dx(Y) + DX/(Y/).

L’inégalité Rxux/ (Y UY') < Rx(Y)+ Rx/(Y') est triviale si Rx (Y) = +o00 ou Rx/(Y') =
~+00. Sinon soient ¢ un X-centre de Y et ¢/ un X’-centre de Y’ ; on a
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dxuxi(c,c') < dx(c,a) +dx(a,¢') < Rx(Y) + Rx/(Y') < +oo0.
Soit f un arc X U X’-géodésique entre c et ¢’. Comme
VA€ 0,1], Vo (f) + Vi (f) = L(f) = dxux (e, ) < Rx(Y) + Rx/ (Y'),

on déduit de la proposition 2.5 qu’il existe un A € [0,1] tel que Vip 5 (f) < Rx/(Y') et
Vo (f) £ Rx(Y) (si L(f) < Rx/(Y’), A = 1 convient, et sinon A € [0, 1] tel que Vo 5(f) =
Rx:/(Y'), qui existe d’aprés le théoréme des valeurs intérmédiaires, convient) ; de sorte que
le point x = f()\) € X U X' vérifie dXUX/(C,zL’) < RX/(Y/) et dXUX/(I,C,) < Rx(Y)

On a donc pour tout y € Y UY”,

siyeyY, dXUX/(QS,y) < dXUX/(JE,C) + dx(c, y) < RX/(Y/) + Rx(Y)
siy €Y', dxuxi(v,y) < dxux(z,¢) +dx(c,y) < Rx(Y) + Rx/(Y')

d’out Rxyx/ (Y U Y/) < Rx(Y) + RX/(Y/). O

Remarque 4.11 Les inégalités ci-dessus peuvent étre des égalités :

esiY =Y est convexe, onaY @Y’ = 2Y et on vérifie aisément que pour toute

homothétie de rapport k >0, D(kY) =kD(Y) et R(kY) =kR(Y) (ici k = 2);

e si Y est un segment de droite dont une des extrémités est 0 et si Y’ = —Y, on voit

sans difficulté que DY UY')=D(Y)+ D(Y') et RYUY')=R(Y)+ R(Y’).

Intéressons-nous a présent aux points ou la fonction T}? atteint ses maxima.
Définition 4.12
e On appelle X-bout de Y tout point a € Y appartenant & un maximum régional de

la fonction T)’(/ restreinte a Y.

e On appelle X -bout extréme de Y tout point a € Y appartenant & un maximum
absolu de la fonction T restreinte & Y, autrement dit tel que T (a) = Dx (Y).

Exemples 4.13

e Tout point de Y en est un bout extréme si par exemple Y est une courbe fermée
simple rectifiable (cf. la remarque 4.6).

e On peut avoir Y compact de R, dy-borné ayant un seul point bout extréme :
. 1 .
pour tout n € N*  soit T',, = {(x,y) eR?:ye [O, 5} et r = St sm(2"7ry)} et

soit a, = (27171,0).

On pose Z:< U an+Fn>U[0,a1] et on D
4
2

neN*
considére Y = Z. On vérifie que Vn 6 N*,
L(Ty,) = L(T1) €]3,400[; donc D(Y) = I
2L(T1) +1 < 4oo et R(Y) = L(F1 + L
Le point ay est (le) centre de Y, et le point ’ J
a = (1, 3) en est I'unique bout extréme. -
0 a a
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Cet exemple montre que la fonction T)}g n’est pas continue sur (X, d) en général (cf.
le corollaire 4.3 et la remarque 4.4) : ici TY n’est continue en aucun point de Y\ Z.

e On peut avoir Y compact de R™, dy-borné et n’ayant aucun point bout extréme :
considérer la réunion du Y précédent et de son symétrique par rapport a la droite

(a,a1).

e On peut avoir Y compact et connexe par arcs de R™ tel que D(Y) = R(Y) = +o0 :
c’est le cas des deux courbes simples Im g et Im h définies & ’exemple 2.7, dont tous
les points sont bouts extrémes et centres (dégénérés).

5 La classe des compacts géodésiques

On voit que les exemples ci-dessus ol dy et d ne définissent pas la méme topologie
sont relativement marginaux. D’ou I'idée d’exclure dorénavant ces cas pathologiques,
en se restreignant au cas des compacts.

Définition 5.1 Soit K 'ensemble des d-compacts non vides de R™. On note K C K
I’ensemble des compacts géodésiques, c’est-a-dire des sous-ensembles Y non vides de
R™ qui sont dy-compacts .

Proposition 5.2 (caractérisation) Soit Y C R™. On a ’équivalence
Y € Kg <Y € K et dy définit la méme topologie sur Y que d.

De plus lorsque Y € Kg, la distance dx associée & tout sous-ensemble X tel que
Y C X C R™ définit la méme topologie compacte sur Y.

Preuve En effet l'application identique de (Y,dy) sur (Y,dx) (o0 Y € X C R™) est
1-lipschitzienne (car dy > dx ), donc continue; si (Y, dy) est compact, ¢’est donc un homéo-
morphisme, de sorte que dy et dx définissent la méme topologie sur Y qui est en conséquence
dx-compact, en particulier pour X = R™. Enfin la réciproque est évidente. (]

Proposition 5.3 Soit Y € Kg et soit un sous-ensemble X tel que Y C X C R™.

e Pour tout € X, I'ensemble E, = {y € Y : dx(z,y) = T (z)} est un d(y)-fermé
non vide de Y.

e Il existe au moins deux X-bouts extrémes a,b de Y tels que dx(a,b) = Dx(Y);
et 'ensemble des X-bouts extrémes de Y est un d(y)-fermé de Y.

Preuve

e En effet, comme noté a la remarque 3.9, Papplication dx (-, x) est continue sur (X,dx), a
fortiori sur (Y, dx). Comme Y est un dx-compact non vide (cf. la proposition 5.2), dx (-, x)
y atteint sa borne supérieure T (z) (éventuellement infinie) sur E, ; E, est donc un dx-
fermé non vide de Y, ou aussi bien un d-fermé ou un dy-fermé non vide de Y d’aprés la
proposition 5.2.

e De méme (cf. la remarque 3.9) Papplication dx est continue sur (X,dx) x (X,dx) et a
fortiori sur (Y,dx) x (Y,dx), qui est un compact non vide d’aprés la proposition 5.2. dx
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y atteint donc sa borne supérieure D (z) (éventuellement infinie), de sorte qu’il existe au
moins un couple (a,b) € Y x Y tel que dx(a,b) = Dx(Y).

Enfin comme noté a la remarque 4.4, application T}(/ est continue sur (X,dyx) et a fortiori
sur (Y,dx) ou elle admet Dx(Y) comme borne supérieure. Le méme raisonnement que
précédemment permet de conclure que 'ensemble (non vide) des X-bouts extrémes de Y est
un dx-fermé de Y, ou aussi bien un d-fermé ou un dy-fermé de Y. O

Corollaire 5.4 Soit Y € K¢ et soit un sous-ensemble X tel que Y € X C R™. On
a l’équivalence

Dx(Y) < 400 <= Y est inclus dans une dx-composante connexe de X.

Preuve Elle découle de la proposition 2.6, et du second point de la proposition 5.3 pour
I'implication <. 0

Notons que Dx (Y) < 400 équivaut par définition méme de Dx(Y) & Y dx-borné.

Proposition 5.5

e Soit Y€ Kg. On a D(Y) <+00 <=Y d(y)-connexe <=Y d(y)-connexe par arcs.

e On a I’équivalence

YeKg<— Y= |J Y onlesY] € K¢ sont connexes et 2 a 2 disjoints ;
1<i<n

autrement dit Y € g n’a qu'un nombre fini de composantes connexes, elles-mémes
dans Kg.

Preuve

e La premiére équivalence découle du corollaire 5.4 et de la proposition 2.6 pour X =Y.
Et on a vu a la proposition 5.2 que d et dy définissent la méme topologie sur Y, donc les
mémes notions de connexité.

La seconde équivalence découle de la proposition 2.6.

eSiY = |J Y:comme indiqué, les Y; sont aussi dy-compacts et dy-connexes d’aprés la
1<i<n

proposition 5.2, puisque Y; C Y C R™. On a donc Y € Kg et les Y; sont des fermés de

(Y,dy) ; mais ce sont aussi des ouverts de (Y,dy) comme complémentaires dans Y de la

réunion finie des autres Y; qui sont fermés comme Y; et en nombre fini. Il s’agit donc des

composantes dy-connexes (par arcs) de Y.

Inversement Y € K admet une partition en composantes dy -connexes Y; qui sont dy -fermés
et donc dy-compactes, et sur lesquelles dy coincide avec dy, (cf. la proposition 2.6) ; de
sorte que ces Y; sont dans Kg. Enfin ces Y; sont en nombre fini, car sinon il existerait une
suite (Yn), ey dans Y telle que y,, et y,, ne seraient pas dans le méme Y; dés que n # m;
on aurait alors dy (yn,¥m) = +00 et la suite (y,),y n'admettrait pas de suite extraite
dy-convergente : contradiction avec Y € Kg. O

Proposition 5.6 (enveloppe convexe) Soit Y € K un compact non vide de R™.

e Son enveloppe convexe Y DY est dans K.

e Pour tout X € F contenant Y, on a D(Y) < Dx(Y) et R(Y) < Rx(Y).

e Ona /22 R(Y) < D(Y).
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Preuve

e En effet Y est compact comme Y puisqu’on est dans R™, et étant convexe on a dy = d
(cf. la proposition 3.6) ; donc Y € K¢.

e D’apres le théoreme de Carathéodory, Y est Pensemble des combinaisons convexes de m+1

points de Y. Soient a,b € Y tels que d(a,b) = D(Y) (proposition 5.3 appliqué a Y qui est
m—+1 m+1

dans Kg d’aprés le point précédent, et & X = Y) ;onadonca= ) Na; et b= Y f;b;
i=1 j=1

avec
m—+1 m—+1
al,...,berlGY,)\l,...,Mm+1ZO et ZAZ:Z,U/J:].
i=1 j=1

On en déduit qu'il existe 4,5 € {1,...,m + 1} tels que d(a;, b;) > d(a,b) : en effet on a

m+1 m—+1
d(a,b) = | > Aias - =) <3 Z)\ la — bl| = Z)\d(al,b)
i=1 i
m—+1
ou || || désigne la norme euclidienne. Comme »_ A; = 1, on en déduit que 33 € {1,...,m+1}
i=1
tels que d(a;,b) > d(a,b); et on a
m+1 m+1 m+-1 m+1
daist) = flos = 35 | = | X o= 09| < 52 sl =yl = 52 g sy
J= J= =
m—+1
et comme . pu; =1, on en déduit que 35 € {1,...,m + 1} tels que d(a;,b;) > d(a;,b).
j=1
On conclut Dx(Y) > dx(ai,b;) > d(as,b;) > d(a,b) = D(Y).

Soit ¢ un X-centre de Y. L’application continue d(-,¢) sur Y compact atteint sa borne
m—+1

supérieure TY( ) € Ry en un point a = 3. Aja; € Y. Selon le méme raisonnement que
=1

précédemment, il existe ¢ € {1,...,m + 1} tel que d(a;,c) > d(a,c) = TV (¢). On en déduit
Rx(Y) > dx(a;,¢) > d(ai,c) > TV (¢) > R(Y).

o Il s’agit de l'inégalité de Jung [7] relative & la distance euclidienne d, applicable & Y puisque
df/ =dsurY. O

On sait que ’on peut munir ’ensemble K d’une structure d’espace métrique (complet)
en considérant la distance de Hausdorffsur K (B étant la boule unité fermée de R™) :

VY, Y ek, 5V, Y)Y min{r>0: Y CY' @rBetY CYarB).

Lemme 5.7
e Soit Y € K et soit (Y7,),,cy une suite dans K telle que TLILH;O 0(Y5,Y) =0 (ce qu’on
note lim; ¥, =Y). On a

Y =liminf Y,, = limsupr Y.
e Soit (Y7,),,cy une suite dans X décroissante (pour l'inclusion) et soit Y = (] Y,
supposé non vide. On a Y = lim; Y},. e
e Soit (Y;,),cy une suite dans K croissante (pour linclusion) telle que Y = (J Y,

neN
est dans . On a Y = lim; Y,
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Preuve

e On a par hypotheése

Ve>0,dn. e NtelqueVpeN,ona Y, ., CY @®ecBetY CY,_ 4, DeB.

On a donc d’une part Ve > 0, 3n. € Ntel que |J Y4, CY @ eB, car Y @ eB est ferme
peEN

(et méme compact) ; on en déduit que Ve > 0, limsuprY, = (| U Yotp C Y ®eB, de
neNpeN

sorte que limsupzY,, CY =Y.

On a d’autre part Ve > 0, 3n. € Ntelque Y C ) (Ynaﬂ,@gB) ; on en déduit que Ve > 0,
peEN
YC U N Yagp®eB), desorte que ¥ Climinf Y, = U ) Yatp ®eB).

neNpeN e>0neNpeN

Comme par ailleurs on a liminf »Y,, C limsuprY,, d’aprés le lemme 3.5, on conclut bien
que Y =liminf » Y,, =limsupr Y.

o
e Soite >0. OnaVne N, Y CY, CY,®eB. D’autre part soit B l'intérieur de B ; comme

Y@eB = |J y®eB est un ouvert, (Ynﬂ (Y@sB)C)
yey
dans R™) est une suite décroissante de fermés dans Yy compact, telle que

neN (ou ¢ désigne le complémentaire

N [Ynﬁ(Y@al%)c] =NYa ﬁ(Y@g]_%)C:Ym(Y@gé)c:(b.
neN neN

D’aprés la propriété de l'intersection finie, il existe donc n. € N tel que Vp € N, on a
Yo 4p N (Y &) SB)C =0=Y,.4p CY @®eB CY ®eB. On conclut ainsi que ¥ = lim; Y,,.
e Soite>0. OnaVneN, Y, CY CY @eB. D’autre part on a

y=17%Y, c(U Yn)@sB: U (Ya@eB),
neN neN neN

o
et comme Y est compact, on peut extraire de ce recouvrement ouvert {Yn ®eB }n !

[e]
sous-recouvrement fini. Il existe donc n. € N tel que Y C Y, @ B, de sorte que Vp € N,
onaY CY, 4, ®eB. On conclut ainsi que Y = lims Y,,. O

La seconde partie de la proposition 4.7 fournit alors la

Proposition 5.8 Soit X € F. Les applications Dy, Rx sont semi-continues infé-
rieurement sur le fermé {Y € K : Y C X} de (Kg,d) ; et les applications D et R
sont semi-continues inférieurement sur (Kg, 6).

Preuve Le seul point a vérifier est que 'ensemble {Y € K¢ : Y C X} est bien un fermeé
de (Kg,0) : or si une suite (Y},), oy dans cet ensemble J-converge vers ¥ € K¢, on a
Y =limsupz Y, Climsupr X = X d’aprés le premier point du lemme 5.7. O

En ce qui concerne la stabilité de la classe g, on a :

Proposition 5.9 Soient VY’ € Kg. On a

YooY eKget YUY € Kq.

Preuve D’aprés le lemme 4.9, 'application
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(v,9) € (Yydy) x (Yydy) —y+y € (Y OY' dyay)

est continue ; donc Y @ Y’, image du compact Y x Y’ par cette application, est dy gy -
compact.

D’autre part on déduit de la proposition 5.2 que Y C YUY’ et Y/ C Y UY” sont dy_y-
compacts, donc leur réunion Y UY” aussi. O

Remarques 5.10
e Soient Y)Y’ € K¢ tels que Y NY’ £ ().

On n’a pas nécessairement Y NY’ € K, méme si cet
ensemble est connexe : considérons en effet la courbe
simple

F:{@ﬁﬂu{@w)QQHxR;y:gsm%}

|
5
|

f

B

4.4

R S —

de longueur L(I') = 400 si Y (respectivement Y”) est le compact de [0,1] x [—3, 3]
constitué des points situés au-dessus (respectivement en-dessous) de I'; on a Y, Y’ €

KeetYNY' =T ¢ Ke.

e Soient Y, Y’ € Kg. On n’a pas non plus nécessairement Y © Y’ € Kg, méme si cet
ensemble est connexe non vide : en effet soient les points a = (0, %) et o' = (0, —%) ;
siY est le compact de [0, 1] x [—1, 1] constitué des points situés entre a T et o’ & T,

et si Y’ = [a,d], T définie au point précédent, on a Y)Y € Kget Y OY' =T ¢ K¢.

Terminons cette section par un résultat simple d’approximation des éléments de K
par ceux de Kq :

Proposition 5.11 Soient Y € K. Pour tout ¢ >0, Y ©eB € Kg.

Ainsi tout compact de R™ est la limite d’une suite décroissante d’éléments de g —
de sorte que K¢ est dense dans (KC,9)).

Preuve Soit (y,, + £by), ¢y une suite de Y @ eB. Comme Y et B sont compacts on peut
supposer, quitte & extraire des sous-suites, que la suite (y,), oy d-converge vers y € Y et
que la suite (by,),,cy d-converge vers b € B (de sorte que la suite (y, + € by) d-converge
vers y + b, ce qui prouve classiquement que Y @ £B est aussi compact).

neN

Il existe donc ng € N tel que Yj = {Yn,n > no} C y @ 5B ; et on vérifie qu’il existe
une constante k < 4oo telle que dy,g.p < kd sur Yy @ eB (k = % 7). Ainsi la suite
(yn + Ebn)n>n0 converge vers y + € b pour la distance dy,q.p et a fortiori pour la distance

dygep puisque Yo & eB C Y @ eB. On en déduit que Y @ eB € Kg.

OnadoncY =Y = (| (Y + £B) = limg(Y + £B) (cf. le point 2 du lemme 5.7). O
keN*

6 Mesures de 'allongement

Pour tout Y € K, notons V(Y') < +oo le volume ('aire si n = 2) de Y, autrement
dit sa mesure de Lebesgue.
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Définition 6.1 (indices de X-allongement) Soit K, ={Y € K¢ : V(Y) > 0}.

Etant donné Y € K¢ et X € F contenant Y, on appellera

e premier indice de X -allongement de Y le nombre (sans dimension)

pL(Y) = [(DX2(Y)>m VE?; } e ,noté pl(Y)si X =Y ;

e second indice de X -allongement de Y le nombre (sans dimension)

P (Y) = {RX(Y)’“ “;25;}"‘1 ,noté p2(YV)si X = Y.

Théoréme 6.2 (inégalités) Soient X, X' € F supposés dy-connexes et soient
Y)Y e K telsque Y C X et Y/ C X’. On apouri=1ou2:

e 1<pi(Y) < +o0et pi(Y)=1<=Y est une boule fermée;
e En supposant de plus que X & X' € F, pyo (Y @ Y’) < max(pi (Y), oy, (Y")) ;

1—-1 1—-L

©SIY MY #0, [y (Y UYD] T < [ (V)] 4 [l (Y1)

o p(Y) < pi (Y), avec égalité si et seulement si Y =V ;

m—+ 1

2(n2n—1)2A 1/
Y) < Y).
o) ) < M)

° 27T R (V) < p&(Y) < (V) et (

Preuve

e En effet on a p% (V) < +oo d’apres le corollaire 5.4 et V(Y) > 0. Et on a d’aprés I'inégalité
de Bieberbach [6] : V(Y) < (diamf(y))mV(B), ou diam (Y) est le diamétre euclidien de
Y, avec égalité si et seulement si Y est une boule fermée. Comme d < dx sur Y, on a
diam (Y) < Dx(Y); donc p (V) > 1, avec égalité si et seulement si Y est une boule fermée.

Soit ¢ un X-centre de Y. Comme d < dx sur X, onaY C ¢® Rx(Y)B. On a ainsi
V(Y) < Rx(Y)"V(B); donc p%(Y) > 1, avec égalité si et seulement si Y = c® Rx(Y) B.

e On a d’aprés le théoréme de Brunn [6] : V(Y & Y’)% > V(Y)# + V(Y’)%. On en déduit
d’aprés la proposition 4.10

Dxagx/ (Y ®Y') < Dx(Y)+ Dx/(Y")
VIYeY)®™  V(Y)" +V(Y)m

< max

(DX(Y) DX'(Y/)).
viy)= vy)w/’

et, toujours d’aprés la proposition 4.10, on obtient les mémes inégalités avec Rx au lieu de
Dx. Dot piy o/ (Y @ Y') < max(pl (Y), piy. (Y)).

eOnaVYUY)>V(Y)et V(YUY') >V (Y’'); on a donc d’aprés la proposition 4.10

DXUX/(YUY/) < Dx(Y) i DX/(Y/) < DX(Y) DX’(Y/)
V(Yuy)m V(Y uY)m VY UY)m  V(Y)m  V(Y)m

et les mémes inégalités avec Rx au lieu de Dx. D’ou

[P (YUY < [ohe (V)] + [piy, (¥1)] .
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e Comme Y C Y, on a l'inégalite V(Y) < V(Y); on en déduit (cf. la proposition 5.6),
Y e K et pi(Y) = p'(Y).
Siy = f/, cette derniére inégalité est évidemment une égalité. Inversement, celle-ci impose

V(YY) = V(}A/)7 donc Y Y. Comme V(Y) > 0, il existe m + 1 points de Y qui ne sont pas

o
dans un méme hyperplan de R™, donc Y # 0; et comme Y est convexe, on a alors Y =Y.

AinsiY =Y DY =Y, donc Y =Y.
e D’apres la proposition 4.5, on a Rx(Y) < Dx(Y) <2Rx(Y), donc
1

L (V)] < [ ()T < [0 (V)]

Remarques 6.3

e Dans le cas ot X =Y € K, est un objet nettement allongé dans une direction,

par exemple pour fixer les idées si Y est un parallélépipéde rectangle plus ou moins

tordu, de dimensions approximatives r,...,r et £ avec r < £, on a

1 )m V(B) ]mll 1
x =

PV =M~ |(5) oy ,

r

) ) L ¢ PR
ce résultat de dépendance linéaire en — est en accord avec la notion intuitive d’al-
r

longement. Notons au passage que de maniére générale p'(kY) = p'(Y') pour toute
homothétie de rapport k > 0, et p'(a +Y) = p*(Y) pour toute translation d’ampli-
tude a € R™ (pour 1 <14 < 2).

e Les inégalités concernant Y @Y’ et YUY’ (pour Y NY’ # 0) sont les meilleures
possibles sans hypothéses supplémentaires.

En effet si Y =Y’ € K, est convexe, ona Y @Y’ =2Y (cf. la remarque 4.11), donc
p(Y @Y')=p'(2Y) = p'(Y) = max(p'(Y), o' (Y")).

D’autre part soit a € R™ de norme 1 et pour
0 < e <1, soient YE 4=& a

Y. =[0,a]UeB et Y! =10,—a] UeB.

]
—a 4-¢ ’
Ona Y, Y/ € K, Yo N Y. = {0} # 0 \/i

et Y. UY! =[—a,a] UeB. De plus

1
D(Y) = D(Y}) = 1+2, D(Y:UY}) = 2; R(V.) = R(Y!) = — =, RV UY/) = 1.
. _1
[ (YuY)]' D(YUY)) _ R(.UuY) 1

Ainsi

<

[p"(Ya)]k% + W(ygl)]l*% DY) +D(Y!) RY)+RY! 1+¢

qui tend vers 1 lorsque € tend vers 0.
o Les inégalités 27 m1 % (V) < ph(Y) < p%(Y) sont également les meilleures pos-

sibles sans hypothéses supplémentaires (partir de la remarque 4.6 en remplagant la
courbe simple et la courbe fermée simple I' par I' ® e B avec ¢ < L(I)).
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On s’intéresse & présent & la régularité des indices p’. On rappelle le résultat clas-
sique :

Proposition 6.4 La fonction volume V' est semi-continue supérieurement sur (K, 9).

Preuve Soit Y € K et soit (Y},), oy une suite dans K telle que Y = limsY,,. On a pour
tout € > 0,Y, CY @eB et donc V(Y,,) < V(Y @ eB) pour n assez grand.

Ainsi limsup V(Y;,) < V(Y @ eB) pour tout € > 0; comme () (Y +4+B)=Y =Y, onen
keN-
déduit limsup V(Y,,) < V(Y) par continuité décroissante de la mesure de Lebesgue sur les

compacts. O

Remarque 6.5 L’application V' n’est pas continue, comme ['atteste I'exemple dé-
veloppé & la remarque 4.8 ot on construit une suite (Y,),y dans K telle que
lim; Y, = BavecVn e N, V(Y,) =0.

Proposition 6.6 (régularité des p%;) Soit X € F.

e Les indices p% sont semi-continues inférieurement sur le fermé {Y € K, : Y C X}
de (K, 8).

e Les indices p* sont semi-continues inférieurement sur (K, d).

Preuve

D’aprés la proposition 5.8, ensemble {Y € Ki, : Y C X} ={Y e Kg: Y C X} NK[
est un fermé de (K7, d), et les applications Dx, Ry sont J-semi-continues inférieurement
sur le fermé {Y € K¢ : Y C X}, donc aussi sur {Y € K, : Y C X} par restriction ; et
les applications D et R sont d-semi-continues inférieurement sur K¢, donc aussi sur Ky, par
restriction.

De plus d’aprés la proposition 6.4, la fonction V' est d-semi-continue supérieurement sur

&, donc — est d-semi-continue inférieurement sur Ky,. Et il est immédiat que le pro-

duit de fonctions strictement positives semi-continues inférieurement est aussi une fonction
strictement positive semi-continue inférieurement ; d’ott les résultats sur les p' et les p*. O

Remarque 6.7 Le résultat ci-dessus exprime en particulier qu'une légére déformation
d’un objet Y € Kf, n’entraine pas de croissance brusque des indices pH(Y) : plus
précisément, si (Y,),,cy 6-converge vers Y dans K, on a p*(Y) < liminf p(Y},).

Mais on peut avoir une décroissance brusque des p'(Y'), comme l'attestent les exemples
ci-dessous :

7/“ \/ 2 Lo
: a (Y) = lim p*(Yy)
p'(Y) = lim p! (Yy)

PA(Y) < limp*(Y,)

—_

AEls NS
2 | p'(Y) <limp'(Yy)
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En conclusion, chacun des deux indices d’allongement pr permet de définir une
“courbe granulométrique” relative aux composantes connexes Y d’un milieu donné.
Le choix du cadre de mesure X (X = R™, X coincidant avec la réunion des compo-
santes connexes Y, ou encore X intermédiaire) s’impose en général clairement par
la nature de la mesure souhaitée.

Vu l'identité des propriétés générales vérifiées par ces deux indices, il n’est pas évident
de choisir lequel utiliser préférentiellement. Il s’avére qu’on met en ceuvre plutot le
premier pour une raison purement pratique, liée & des questions de parité au niveau
de la discrétisation des images.
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