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Réflexions sur ’estimation robuste

1 Introduction

Soit X une variable aléatoire réelle de loi i. On dispose d’au moins deux définitions
courantes et en partie concurrentes d’un indicateur de position (on dira en abrégé
d’une “moyenne”) de (la loi de) X :

e Lespérance de X, E(X) = /xd,u(:c), qui a la propriété essentielle d’étre une
R
forme linéaire, a pour inconvénients :

- d’étre parfois non définie ; par exemple pour la variable de Cauchy, ou pour

ou U désigne la variable uniforme sur ]0,1[;

X =
2U -1
- d’étre parfois infinie et en conséquence imprécise ; par exemple pour la variable
1
positive X = i qui a méme espérance infinie que 2 X = i
- méme quand F(X) est bien définie et finie, de donner trop de poids aux queues

de distribution (aux valeurs lointaines ou aberrantes) ; par exemple pour X dis-
créte telle que P(X = 0) = 0.999 et P(X = 10000) = 0.001, on a E(X) = 10.

etc. ;

En résumé, F(X) est trop sensible aux valeurs extrémes de X.

e La médiane mx de X, milieu (par convention) du segment médian
Ix®{zeR:P(X <2)<} et P(X>z)<3},
dont les points intérieurs x (s’il y en a) vérifient P(X = x) = 0.

mx a comme avantages sur F(X) d’étre toujours définie dans R et de ne pas étre
sensible aux valeurs extrémes de X ; elle a pour inconvénients :

- de ne pas étre toujours stable vis & vis d’une petite variation de la loi de X ; par
exemple pour X variable de Bernoulli de paramétre P(X =1) =p (0 <p < 1),

mX:0pourp<%,IX:[0,1]:mX:%pourp:%etmlepourp>%

(alors que E(X) = p € [0,1], fonction continue de p au voisinage de %) ;

- de ne pas prendre en compte le “profil de la distribution” de X ; par exemple les
variables Y et —, ol Y est une variable de Bernoulli de paramétre % indépen-

dante de la variable uniforme U sur ]0,1[, ont méme segment médian [0, 1] et

1 Y 1
donc méme médiane (alors que E(Y) = 3 et E(ﬁ) = E(Y) E(ﬁ) = +00).

En résumé, myx n’est sensible qu’aux valeurs centrales de X.

La construction d’un indicateur “intermédiaire”, ne présentant pas (ou présentant
moins) les inconvénients précédents, peut ainsi étre fort utile. De multiples approches



ont été proposées ; on va s’intéresser ici au cas d’une variable X réelle ou vectorielle,
selon une démarche qui pourrait étre en partie originale.

L’idée principale consiste & déterminer dans un premier temps un ‘“centre” et un
“rayon” attachés a la loi de X qui méme grossiers sont robustes et résistants, et sur
lesquels on se base pour réévaluer la loi de X.

2 La médiane euclidienne comme ‘“centre”

La donnée est une variable aléatoire réelle ou vectorielle X = ¥(Xy,..., X4) de loi
p non concentrée eu un seul point (! pour transposé). Lorsque d > 2, on se place
dans le cas ou il est pertinent de considérer ensemble les composantes X, : c’est
le cas typiquement lorsqu’elles sont de méme nature, comme des variables d’espace,
de sorte qu’opérer une isométrie affine sur X a un sens. Plus généralement il est
envisageable de procéder préalablement & une transformation affine bijective sur X,
par exemple pour “normaliser” des échelles de mesure, et différentes méthodes sont
proposées dans la littérature. Sinon, on forme les éventuels regroupements partiels
qui s’imposent et on travaille séparément sur chacun d’eux.

On introduit pour commencer une notion de médiane de (la loi de) X : on va la
définir comme le point myx € R? tel que

E(lmx — X|,) = nrlréiﬂng(\m - X|,),

oil | |, désigne la norme euclidienne (ou norme 2) de R? pour assurer I'équivariance
par isométrie— comme c’est le cas pour espérance E(X) = (E(X1),..., E(Xq)).

o d

.. déf . . e

On ne choisit donc pas la norme I, |x|; = > |xy|, qui est aussi couramment utili-
/=1

sée pour définir la médiane vectorielle car elle raméne & la notion composante par

composante, autre propriété vérifiée par ’espérance.

En fait comme on ne suppose pas que E(X) est finie (c’est-a-dire définie dans R?),
on va considérer la fonction sur R :

plm) = B(jm = Xl = 1X1) = [ (1m—al, = ) du(o)

qui elle est toujours définie et vérifie Vm € R%, |p(m)| < |m|,, car on a

vV e RY,

|m — xb - mz} < ’mb

Si E(X) est finie, on a p(m) = E(|m — X|,) — E(|X|,) ot E(|X],) < 400 est une
constante.

Proposition 2.1 La fonction p est convexe sur R?. Elle est méme strictement
convexe, sauf dans le cas particulier “monodimensionnel & trou” o X prend p.s. ses
valeurs dans une droite de R? privée d’un intervalle ouvert non trivial.

. . d
Preuve Vérifions que Va € R? la fonction m € R —% |m — z|, — ||, est convexe :



Soient m; # mso dans R?; on se place dans un plan contenant m;,ms et = (plan déterminé
de maniére unique si le triangle mq,mo, x n’est pas dégénéré), et on choisit un repére or-
thonormé de ce plan tel que mq, mo et z aient pour coordonnées respectives (0,0), (a,0)
(a > 0) et (y,z). Il s’agit de montrer que pour tout point m € |Jmq, ms[ de coordonnées
(ta,0)oute]0,1[, on a

Vi alP 7 < (-0 R 4/l

il suffit donc de montrer que la fonction continue ¢ € [0, 1] L (y — at)? + 22 est convexe.
a?2?
Or pour z # 0, h est de classe C? sur )0, 1[ avec b (t) = > 0, donc h est
((y— at2+22)°
strictement convexe ; et pour z = 0 (cas de triangle mq, mo, x dégénéré), on a h(t) = |y—at|,
donc h est convexe, et elle est méme strictement convexe—car non affine sur [0,1]—si et
seulement si h s’annule sur ]0, 1[, c’est-a-dire si et seulement si 0 < y < a.

o

On conclut que la fonction d, est convexe sur R? pour tout z € R?, et que 'inégalité de
convexité dy((1 —¢)my 4+ tmg) < (1 —t)dy(my) + tdy(ms2) pour tout ¢ €]0, 1] est stricte
pour my # my si et seulement si @ ¢ (mq, ma)\]Jmy, ma[, ou (my, ms) désigne la droite
passant par mi et ms.

Comme p(m) = / d.(m)dp(z), on voit en intégrant selon p l'inégalité de convexité que

Vmy # mso dans R? et V¢ €]0, 1],

(1= yms +tma) < [ [(1= ) d(ms) +da(ma)] di(e) = (1= 8) plomn) + £ plma)

et I'inégalité est stricte si on n’a pas = € (my, ma) \ Jm1, ma| p-presque partout, autrement
dit si X ne prend pas p.s. ses valeurs dans (my,m2)\]m1, me[. La fonction p est donc
convexe, et elle est méme strictement convexe si X ne prend pas p.s. ses valeurs dans une
droite de R¢ privée d’un intervalle ouvert non trivial. O

Intéressons-nous a présent a la régularité de la fonction convexe p, puis a l'existence
et 'unicité du minimum. On a :

Proposition 2.2

e La fonction p est lipschitzienne de rapport 1 sur R

e Pour tout a > 0,0ona  Vm € R p(m) > Cy|m|, —2a,
ot Cg =2pu({z eR: |z|, <a}) — 1.

e La fonction p est de classe C' sur R?\ Sx, ou Sx désigne I'ensemble au plus
dénombrable des points chargés par X, avec Ym = *(my,...,mg) € R?\ Sx :

8p my — Xg m— X
Ve, 2 my = B(PE) o gpmy = (77X
8777,[( ) |m — X|, (m) |m — X,
e La fonction p admet un minimum absolu, qui est atteint soit en un point de S,
- X
soit en un point m de R?\ Sy caractérisé par E(L) = 0.
Im — X,

e Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction p atteigne son minimum
absolu au point m de R? est :

SR, < o



).

0 X
(avec la convention habituelle en intégration 0= 0-00 = 0 pour les valeurs de X —ml,
—ml,

e Ce point m, qu’on appelle médiane euclidienne ou médiane spatiale de X et qu’on
notera my, est unique sauf dans le “cas exceptionnel”, cas monodimensionnel & trou
ol p atteint son minimum sur tout un segment dit encore segment médian (dont
I'intervalle intérieur est de mesure p nulle) ; on convient alors comme d’habitude de
prendre pour my le milieu dudit segment.

e La médiane euclidienne mx est dans I’enveloppe convexe fermée du support supp p
de p.

Preuve

e OnaVm,m €R?,
o) = plan") = | [ (1 =l o’ = o1,) (o)

/‘|m—x\2—|m’—x\2’d,u(x)§/|m—m/\2d,u:\m—m'|2.

IN

I(a) / (Im — o], — |e,) du(z)

I(a) = (Im = =], —|al,) du(z)
{lol,>a}

e Pour tout a > 0, p(m) = I (a) + Iz(a) ou

Comme |m — z|, + ||y > |m|,, on a |m — x|, — ||y > |m|, — 2]|z|,, donc
Bz [ (mly 2lal) dulz) 2 ml, P(X], < o) - 205
{lz|,<a}
et comme |m — z|, — |z|, > —|m|,, on a
Ba) 2~ [l du(e) = ~fml, P(X], 2 o) = |ml, (P(X], < o) - 1).
{|x|2>a}

D’ou le résultat.

e On utilise le théoréme de convergence dominée sur R% \ {m} pour justifier les dérivations
partielles sous le signe intégral et la continuité des dérivées partielles en m € R?\ Sx, avec
comme fonction dominatrice p-intégrable la constante 1.

e Soit a > 0 strictement a droite du segment médian de la variable positive |X|, ; on a
Cy > 0 (cf. le point 2), de sorte que lim p( ) = 4+00. Comme p est continue sur R?

|mly—
(car lipschitzienne), elle admet donc bien un minimum absolu. Et comme p est convexe, si

ce minimum est atteint en un point m € R¢ \ Sx, ou p est différentiable, m est caractérisé
par I’équation Vp(m) = 0.

e Soit m € R? fixé ; on considére la sous-probabilité v = p— pu({m}) §,, portée par R%\ {m},
Om désignant la mesure de Dirac au point m.

) déf

On a v({m}) = 0, donc (cf. le point 3) la fonction p,(m’) = /(|m' — x|y — |z],) dv(x) est

différentiable en m’ = m, de gradient (avec toujours la convention % =0)

m— X
Votm) = [ B ) = [P ) = B(E )
|m—gc|2 |m—gc|2 (\m—X|2)



On a par ailleurs Vm' € R%, p,(m) = p(m/) — p({m}) (|m’ — m|, — |m|,), et en particulier

pu(m) = p(m) + p({m}) |ml,.

Comme p,, est convexe (proposition 2.1 en remplagant u par v) et différentiable en m, on a
vm' €R?, py(m') = py(m) + Vpy(m) - (m' —m),

m—X

d’ou p(m') — u({m}) (Im" —ml, — Imly) > p(m) + p({m}) Im|, + E(m

)~(m’—m)

m—X m' —m
et donc p(m’) > p(m) + |m' —m]| [E( )
2 |m — X,

m' € R\ {m}.

T =l + P(X = m)] pour tout
2

Or la condition (1) de I’énoncé équivaut au fait que le terme entre crochets ci-dessus est
!

positif ou nul pour tout m’ € R\ {m}, car est un vecteur unitaire arbitraire ; de

m' —m
Im’ —ml,
sorte que (1) équivaut bien au fait que p(m) est le minimum absolu de p.

e Comme vu & la proposition 2.1, p est strictement convexe sauf dans le cas monodimension-
nel & trou : dans ce cas on peut éventuellement avoir p affine constante égale au minimum

absolu sur tout un intervalle non trivial de la droite des valeurs de X, d’intérieur de mesure

p-nulle ; intervalle borné du fait que ‘ llim p(m) = +o0, et fermé du fait que p est continue
m 2*}00

sur R,

e Soit m dans le complémentaire de I’enveloppe convexe fermée de supp u, de sorte que
P(X =m) =0; et soit H un hyperplan séparant strictement m de cette enveloppe convexe
fermée (théoréme de Hahn — Banach, forme géométrique), et donc de supp . On note m’ #m
la projection orthogonale de m sur H.

On aVz € supppy, /m' —z|, — |z|y < |m — 2|, — |z|y, donc p(m’) < p(m) ; de sorte que
m# mx. O

m—X m—X
Remarque 2.3 Pour d = 1, on a m— X, = m— X = lixcmy — Lxsmy; de

m—X
‘m_Xb

sorte qu’on a E( ) = P(X <m)— P(X > m) et le critére (1) s’écrit :

|P(X <m)—P(X >m)| <P(X=m) <> |2P(X <m)—-1-P(X =m)| < P(X =m)

<:>0§2(P(X§m)—%>§2P(X:m)

1
<:>P(X§m)2§et P(X <m) <

N |

On retombe bien sur la formulation banale de la médiane.

3 L’espérance m-pondérée comme “rayon”

Soit X = ¥(X1,...,Xy4) de loi u non concentrée eu un seul point, et soit la variable
RY |X —mx|, > 0 distance “au centre” (c’est-a-dire a la médiane euclidienne). Par
hypothése, R n’est pas presque siirement nulle. R a une espérance finie si et seulement

si E(X) est finie ; auquel cas on a E(R) = p(mx)+ E(|X],) ot p(mx) = min p(m).
meR

On veut définir un indicateur d’échelle (ou d’étendue) de R, et comme R > 0, un
indicateur de position peut faire I'affaire ; on veut qu’il soit résistant, ce qui disqualifie



de toute fagon I'espérance F(R), et aussi que son éventuelle instabilité ne se surajoute
pas a celle de mx, ce qui tend a disqualifier la médiane mp, qui est I'estimateur MAD
bien connu (cf. 'introduction et le premier exemple du paragraphe 7).

De maniére générale, soit Y une variable aléatoire réelle de fonction de répartition
F(y) uf P(Y <) ; notons (abusivement) F~1:]0,1[— R “I'inverse régularisée” de
F' (demi-somme de son inverse continu & gauche et de son inverse continu & droite).

F71(t) A
F(y) A
1 —/ ;
tr-—--- : Y - :
i 5 5
off ¢+ 1 7

F~1 est comme F une fonction croissante au sens large et on a la relation d’inclusion :

Yy e R, ]0,F(y)[C {t€]o,1[: F7(t) <y} €0, F(y)] (2)

Soit U la variable uniforme sur ]0, 1[; on déduit de cette relation (2) le résultat usuel
L
F~YU) =Y (méthode d’inversion),

car Vy €R, F(y) =P(U €]0,F(y)[) < P(F'(U) <y) < P(U €]0,F(y)]) = F(y);

E(Y)=E(F Y (U)) = /F_l dAjp1; (si Y a une espérance)
de sorte que .
my = F~! (§> = /F_1 d5% (du fait que F~! est régularisée),

ou Ajg 1 désigne la mesure de Lebesgue sur 10,1] et 5% celle de Dirac au point %

Soit T' une variable a valeurs dans ]0,1[ de loi notée 7 ; je propose de considérer
comme indicateur alternatif de position de Y 1'espérance m-pondérée
déf

E.(Y)= / F~Ydr = E(Yy),

ou Yr ot F~YT) est la V.A.R. composée de T par F~!—sous réserve que l'espé-
rance de cette variable de simulation Yp soit bien définie. Yy a méme loi que Y si
T = U (auquel cas 7 = Ajg g et E-(Y) = E(Y)); et Yr coincide avec la constante
F=1(3) =my si T =1 (auquel cas 7 = (5% et E-(Y)=my).

Notons v = F~1(7) laloi de Y7 = F~Y(T), et F" sa fonction de répartition. On a

/wdu(m):/ dv(x) dy—/ dv(x) dy,
R [0,4-00] [0,x] ]—00,0[ ]z,0]

et donc d’aprés le théoréme de Fubini



/l‘dl/(ﬂ?) :/ dy/ dv(x) —/ dy/ dv(x),
R [07+OO[ [y"l'oo[ ]_0070[ ]_Oo7y[

00 0
soit E(YT)=/O+ (1—F”(y))dy—/ F¥(y) dy.

—00

On se restreint dans la suite a considérer des lois 7 de T diffuses, autrement dit
des fonctions de répartition F'™ de T' continues sur R. Alors d’aprés la relation (2),

Vy€eR, P(T < F(y)) < P(FY(T) <y) < P(T < F(y)) ; soit F* = F" o F.

+o0 0
Ainsi E.(Y)=E(Yr) = /0 [1—F(F(y))] dy — / FT(F(y)) dy.

—00
Revenons & la situation Y = R > 0; on a donc

+o0 +o0o
E;(R) = /0 [1—F7(F(r))] dr = /0 (1—FY(r))dr (3)

Je propose, pour assurer la pertinence et la résistance de I'indicateur d’échelle E,(R),
de choisir une loi diffuse 7 sur ]0,1[ portée par un sous-intervalle ]3,1 — [ (ou
0 <e< %) ; en effet de cette maniére on prend en compte les valeurs de R qui
informent sur I'étendue, pour lesquelles F' > 1. mais pas ses valeurs extrémes, pour
lesquelles F' > 1 — € ; cette derniére restriction assure aussi que l'espérance E;(R)

est finie.
Le plus simple dans cette optique est de prendre 7 de densité

2
=2z Uhiel’

rE

avec ce choix F7 est continue et affine par morceaux, telle que

. . 2 1 .
Fr(t)=0sit<i, F (t):1_2€ <t—§) sur [3,1—¢] et FT(t)=1sit>1—¢.

Comme F'7 o F' est croissante et continue a droite comme F', on note que d’apreés (3),

E.(R)=0<=F"oF=1sw Ry <= PX=mx)=PR=0)=F0)>1—c¢.

4 Construction d’une pondération robuste, phase 1

Soit X = {(X1y,...,Xy4) de loi p non concentrée eu un seul point. On considére le
changement de variables aléatoires de type hypersphérique obtenu en prenant comme
nouvelle origine le point mx :

o X —
R=|X—-mxl|, >0 et i 2 MY

ot S est hypersphére unité de R ; de sorte que X =my + RO avec

O=0+= X=mx < R=0 et [0, = g1y ; dot R= RO,



et (proposition 2.2) |[E(©)], < P(R=0)=P(©=0).
Bien siir, les variables R et © ne sont pas indépendantes en général.

On souhaite définir une “moyenne” de X qui soit équivariante par similitude affine,
comme l'est 'espérance F(X) € R? quand elle existe, et qui soit de plus résistante a
un certain niveau de contamination. On va procéder, avant d’en prendre ’espérance,
a une déformation graduelle de la loi u en fonction de la distance r au point mx de
la maniére suivante : étant donné une fonction g, définie & un facteur multiplicatif
prés, telle que

(x) g:R. — R, décroissante (large), g(1) > 0 et SLIlR{p zg(z) < 400
zeR4

(de sorte que g(+00) = 0), on consideére la variable de g-pondération de X :

1 R

g def
VX -

E,(R)

ou oo () L 5 g<‘$_mX|2) > 0.

La fonction ¢ étant définie a un facteur multiplicatif prés, on convient dans la suite
de prendre ¢g(0) = 1, de sorte que g prend ses valeurs dans [0, 1]. En accord avec la

. . .0
convention en intégration 0= 0-0c0=0,0na

d’on (g(0) =1 et g(+00) =0) :

R R
E.(R) =0-Ip—oy+ E.(R) Iy g0y

si B, (R) =0, g(Ej“R)) — Tl p_gy ot E(g(EfR))) — P(R=0) = P(X = my)
si B;(R) >0, Iz < g(l;(%R)) <let P(X =mx) < E(g(Efm)) <1.

On a donc en particulier (cf. la fin du paragraphe 3)

1

P(X:mX)21—5<:>ET(R):O:>V§(:P(R7:O)]1{R:0},

ce qui incite, pour éviter au maximum une variable V;’( aussi rudimentaire, & ne pas
.. 1 .. 1
choisir € €]0, 5[ trop voisin de 3.

On note que E(g( )) >0 : en effet sinon on aurait g(+2=) 20 et donc

R
E,(R) B (R)

RZ E.(R) puisque g décroissante et g(1) > 0; on aurait donc F'(r) = P(R<71) =0
pour 0 < r < E-(R). On en déduirait d’apres la relation (3) du paragraphe 3,

+o0

+oo
EAR) = [ =P Ee) = B+ [ ()

E-(R)
On devrait donc avoir F™ [F(E-(R))] = 1 du fait de la continuité a droite de F™o F';
d'ou P(R < E;(R)) = F(E-(R))>1— ¢, en contradiction avec F(E;(R))=0.

On en déduit 0 < V¥ < < oo et E(V%) =1 (dou le terme pondéra-

tion).



Une premiére idée en vue de définir 'indicateur robuste visé serait de remplacer
la variable X par la variable virtuelle V% X ; ou encore, vu de my, de remplacer
X —mx par Vg( (X —mx)—-ce qui revient & contracter les grandes distances & mx
sans considération angulaire (multiplication par g(%) < 1), et a dilater paralle-

lement d’un méme facteur toutes les distances & mx “pour compenser” (division par
R
E(9(z(m)) <1

En fait il semble plus intéressant de ne pas modifier X (“respect des données”) et de
voir en V¥ (w) = ¢% () Vintensité de la confiance qu’on accorde a la donnée z = X (w)
du fait de la valeur de R(w) = |z —mx/|, comparée a E-(R), dans le “stock” de
confiance a répartir E(V%) = 1. Ceci revient a considérer la probabilité P§ o Vi P
ayant Vg( comme dérivée de Radon—Nikodym par rapport a la probabilité initiale de
référence P ; de sorte que X a vis a vis de P¥ la nouvelle loi “robuste”

pd = X(P%) = X (6% (X) P) = ¢% X (P) = ¢% p,

sol xr) = 1 \a:—mX|2 €T
¢ ué (de) E<9<E,’?R)>)g( ) ) (dz).

On a alors pour toute variable Y (sous réserve d’existence des espérances), en notant
E9 Vespérance relative a PY,

EQ(Y)_/degg_/ng(dP_E(vg(Y).

En particulier la variable X admet une espérance EY finie car on a

91X —mxly) = —— e — el o(FT2Y g
BX sl = gy [ o= mo(Mg g ) e
< MEAR)
= R

)

ou M = sup zg(z) < oo (cf. les propriétés (x)) ; on définit alors la g-moyenne de
z€RL

E(g(ET(R

N

X par

B9(X) = /R vdpd(z) = BOVY X) | = my + E(VS (X — mx)),

qui par construction est équivariante par similitude affine. En effet posons X = P(X)
ot ® est une similitude affine de R? de rapport 8 > 0; on a mg = ®(mx), de sorte

que R et ‘)? —mgb = A R; on en déduit ﬁ('r) = F(%), donc ET(E) =B E;(R) :

on a ainsi % = %, d’out VL = V%. En conséquence £9 (®(X)) = ¢(EI(X)).

Proposition 4.1 Soit g : Ry — [0,1] vérifiant les propriétés (*) et nulle & partir
d’une valeur finie ¢ > 1. Alors

e La probabilité p? est portée par '’hyperboule euclidienne ouverte B (m x,cE; (R))
de R? de centre mx et de rayon ¢ E;(R) (de sorte qu’on rejette purement et sim-
plement les valeurs prises par X qui sont & distance de mx supérieure ou égale a

cE-(R)); la variable X est donc P%-ps bornée.

e Dans le cas ot on choisirait g = Tjg [ (ot 1 < ¢ < +00), on aurait simplement

10



P} =P(- | R<cE-(R)),

probabilité P conditionnelle & R < ¢ E-(R). Ceci revient pour X a tenir compte sans
changement des (seules) valeurs qui sont a distance de mx strictement inférieure a
cE-(R); de sorte que

EIY(X)=E(X|R<cE:(R)),

espérance de X par rapport a la probabilité conditionnelle P( - | R < ¢ E-(R)).

Preuve

e On a p? = ¢% p avec ¢% (z) = 0 pour z ¢ B(mX, cET(R)) d’aprés I’hypothése sur g.

Iipe.
oDanslecasoflg:]l[oyc[,onaP)g(:E(ER«—ET(R)})P:P(- | R< cE.(R));
{R<cE.-(R)}
1
déduit EF9(X) = ——— F(l;p., X)=FEX|R<cE;(R)). O
on en dédui (X) P(R<CE7—(R)) ({R< E.(R)} ) (X | cE-(R))
Remarques 4.2
M E.(R)

e L’inégalité [V (X —mx)|, < garantira la résistance de l'indicateur

b (g(ETI?R)))
empirique associ¢ & E9(X) = E(V% X), méme si g ne s’annule pas a partir d'une
valeur finie ¢ (cf. la fin du paragraphe 6).

S
e Si la fonction g vaut 1 sur un segment [0, ¢'[ avec ¢ > 1 et si R </ E.(R), on a
V§ 21 et B9(X) = E(X) : ceci assure une forme de robustesse de la g-moyenne.

1
e Dans le cas E-(R) =0, on a V§ = ———— Tz, donc pf =

1
P(R=0) a({g})
ot B9(X) = myx.

Nous allons nous restreindre dans la suite a des fonctions g trés simples, continues
et affines par morceaux, qui dépendent d’un paramétre libre ¢ > 1 :

ge(t) = 1 sur [0,5[, ge(t) =2 (1 - é) sur E ,c} et g.(t) = 0 sur ]c, +-00].

1.0
08!
06!
041
02!

graphe de la fonction g, pour ¢ =4

Avec de telles fonctions g = g., E9(X) apparait comme une médiane corrigée “pour
se rapprocher” de E(X) lorsque cette espérance est finie, en rejetant les valeurs de
R supérieures a ¢ E;(R). La continuité de g. évite des instabilités de comportement
de E9(X) quand R prend des valeurs voisines de § E;(R), et sa décroissance entre §
et ¢ exprime la diminution de la confiance sur les données & partir de R > § E-(R).
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5 Aspect statistique, centre et rayon empiriques

Soit (X ”)n cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans RY,
toutes de méme loi non concentrée en un point ; et pour tout n € N*, soit u, la
répartition (aléatoire) de probabilité empirique portée par I'échantillon (X1, ..., X") :

1 n

Fixons w. La médiane euclidienne empirique M,(w) € R? est définie comme étant
le M -estimateur

M, (w) = argmin / (Im — 2l — |al,) dpn(w)(z) = argmmz m — X (w)],,
meRd meR? T

Comme vu & la proposition 2.2 en remplagant p par la probabilité u,(w),

( .
- ou bien M, (w) coincide avec I'un des X"*(w)

- ou bien M, (w ) € R\ {XY(w),..., X™(w)} est la solution de I'équation en m :

m — X*( . o ; :
E | Xiw = 0 (ou le milieu du segment médian si les X*(w) sont alignés).
m —

On peut évaluer en pratique M, (w) en appliquant par exemple un algorithme d’op-

n .
timisation (non linéaire) a la fonction convexe m — > |m — X" (w)|,.
i=1

Pour 1 < i < n, soit R = | X* — M,|,. On définit V'indicateur d’échelle empirique

R, = RT comie étant le L-estimateur

w Sl (4 (5]

1=

ol {R7(11) <. < Rﬁl‘)} est le pseudo-échantillon {R}, ... R} réordonné par valeurs

. = .. i . .
croissantes. R, est une moyenne pondérée des Rg) puisque la somme des n poids

positifs F7 (L) — F7(=1) vaut F7(1) — F7(0) = 1.

La pertinence de cette définition de R,, apparaitra a la proposition 5.2.

Proposition 5.1 Sion n’est pas dans le “cas exceptionnel”, on a convergence forte
du M-estimateur médiane euclidienne empirique vers la médiane euclidienne de X :

presque strement M, (w) — mx.
n—0o0

Preuve D’apreés la loi forte des grands nombres appliqué a la suite des variables réelles

indépendantes et équidistribuées (d’espérances finies) (| X" — mx|, — |X"\2)n€N*, on a
presque slrement
aet 1 ;
) () E LS (1X00) — mxl,— X)) 3 BOX —mxly— |X]) =plmy)  (a)
i=1

On en déduit que presque siirement, Ing(w) € N* tel que Vn > ng, pn(w)(mx) < p(mx)+1.

Or d’apreés la proposition 2.2 en remplagant p par la probabilité p,(w), on a

12



Vw,Va>0etVmeR p,(w)(m) > Clw)|m|, — 2a,
- 2 5
ot C(w) =2 pp(w)({z € R?: |z, < a})—1= . Z]l{‘xi|2<a}(UJ) -1
i=1

D’aprés la loi forte des grands nombres appliqué & la suite des variables réelles indépendantes

et équidistribuées (d’espérances finies) (ﬂ{‘xn|2<a})n€N*

1 n
presque stirement ﬁ Z]l{‘xi|2<a}(u.)) — E(]l{\X|2<a}) = P(|X|2 < a),

, n—o00
=1

donc presque sirement C%(w) — C,,.
n—roo

1
Fixons a > 0 assez grand pour que C, =2 P(|X], <a) — 1> ziona donc
presque stirement 3n;(w) € N* tel que Vn > ny et Vm € R?, p,(w)(m) >

s 1
Or |m —mx|y > o Imxly+2 (p(mx)+1+2a) = 3 |m|y, > p(mx)+142a; on adonc
pour cette valeur de 7, en posant ns o max[ng, n] :
presque stirement Ing(w) € N* tel que tel que Vn > no,

[m —mixly > 7 = pu(w)(m) > plmx) + 1> po(w)(mx).

Comme p,,(w) est minimum en M, (w), ceci assure que
presque slirement Inq(w) € N* tel que Vn > ng, M, (w) € Bf(mx,7) (b)

By(mx,v) désignant I'hyperboule euclidienne fermée de R? de centre my et de rayon 7.

D’autre part, d’aprés le théoréme fondamental de la statistique,

presque stirement la suite (yu,(w)) converge étroitement vers (c)

neN*
Montrons que pour tous les w vérifiant les propriétés (a), (b) et (c) ci-dessus, et donc presque
strement, on a lim M, (w) = mx ; c’est-a-dire :

n—oo

Va €]0,v[, Ing(a,w) > na(w) tel que Vn > ns, on a |M,(w) —mx| < a.

Par 'absurde, si pour un tel w = wy ce n’est pas le cas, il existe d’apres (b) un o €10, [ et une
suite extraite (M, (wo)) ren de (Mn(wo))n ¢y qui converge dans le sous-ensemble compact
By(mx,v) N B(mx,a)¢, ot B(my,«a) est Phyperboule euclidienne ouverte de centre mx
et de rayon «. Notons mg sa limite, qui vérifie p(mg) > p(mx) puisqu’on n’est pas dans le
“cas exceptionnel”.

Posons § = p(mg) —p(mx) > 0. Comme go(z) uf |mo — x|, — |x|, est une fonction continue

et bornée sur R, on a p,(wo)(mp) = /go(x) dpin (wo)(z) njgo/go(x) du(z) = p(mg) par

convergence étroite (c) ; donc pour n assez grand, p,(wo)(mo) > p(mo) — 3

Or pour tout w les p,(w) sont 1-lipschitziens (remplacer p par u,(w) dans la proposition
2.2). On a donc pour k assez grand, du fait que M, (wp) 2 Mo,
—00

. 26
min p,x(wo) = Pk (wo) (Myr(wo)) = prr(wo)(mo) — | (M (wo)) — mol, > p(mo) — 5
. 26 0 e . .
et a fortiori p,x (wo)(mx) > p(mg) — 5= plmx)+ 3 par définition de § : ce qui contredit
(a). O
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Proposition 5.2 : Si on n’est pas dans le “cas exceptionnel”, on a la convergence
forte du L-estimateur d’échelle empirique vers I'indicateur d’échelle de X :

presque stirement R,(w) — E-(R).

n—oo

Preuve

e Notons 1 <i <n, R, =|X"— M,|, et Y =|X" —mx]|,; on a par inégalité triangulaire
Ry, = Y| < [ My —mx|y.

Or on sait (proposition 5.1) que presque sirement M, (w) — my ; donc
n—oo

p.s. Va > 0, Ing(a,w) € N* tel que Vn >ng et Vi€ {1,...,n}, |R:(w) — Yi(w)| < % (a)

Montrons que ceci implique que Vi € {1,...,n}, |[RP(w) = Y (w)| < = : simplifions les

o
, , , . 2
notations en posant ici 1 <4 <n, r* = R} (w) et y* = Y*(w).

. ) o . . .
Par Pabsurde, soit i € {1,...,n} tel que |y(’) — T(Z)\ > zsona r() = pi et 4y = y¥ pour

un certain couple (j, k) € {1,...,n}? avec j # k d’aprés (a).
Sird <y* onayl <yfcar|y —rl| < %;et siy® <1l onark <l car |yf —rF| < g;

quitte a intervertir la liste des r et celle des y et l'indice 5 avec l'indice k, on peut donc
supposer 77 < yF et y? < yF.

Soit rit = rM) < ... < pdi-t = £~ qui sont i — 1 points les plus petits de la liste des r,
tous inférieurs ou égaux a 7/ = (9. Comme les indices j',..., 5" sont 2 a 2 distincts et
distincts de j, les points ¢/, ..., y7"~1 ne peuvent pas étre ¢ — 1 points les plus petits de la

liste des y inférieurs ou égaux a y* = y(® car 3/ < y* est I'un d’entre eux. Il existe donc
Ce{l,...,i—1} tel que e >y, de sorte que |yfe —rie| > [y* —rI| > 3" contradiction

avec |ylt —rie| < @

Notons ¥, i[FT() (1)) Y9, Conme _ipr( ) ()] R0,

on a

ol < (3) - ()] v

=1

et comme Z [FT(L) — F7(=1)] = 1, on déduit de (a) que

i=1
presque strement Vo > 0, Ing(a,w) € N* tel que Vn > ng, |Ry(w) — Y, (w)] < % (b)
e La suite (Y1,...,Y™) constitue un échantillon réel positif dont on note F), la fonction
aléatoire de répartition empirique
n 1 n—1 .
Z n JYiw)tool = Z Ly @ ),y 6+ @) + Ly (@) 4roo -
=1 =1
Posons Fn(w) d:éf (F Z FT ( ) ﬂ]y(z)(w) Y G+D (w)] + ﬂ]y(n)(w) +oo[ On a
n—1
1= Fo(w) = T_eyww) + D {1 - FT( )} Ly o)),y ) 3
=1

14



donc par transformation d’Abel,

o 7 (1) « (L (i+1) (%)
|- A ar = Y0+ S [1-#r(3)] 00 - Y O)

P Sl () - (@) e

(car F7(0) = 0) :i[F(;) FT( — )}Y()( ) =Y (w).
i=1

(car F7(1) =1)

e On rappelle que

2 1
Fr(t)=0sit<i, F(t)= T 5% (t_i) sur [3,1—¢] et F7(t)=1sit>1—¢

Comme lir+n F(r) =1 (ou F est la fonction de répartition de R = |X — mx]|,), on a
rT—+00

JA > 0tel que FF > 1— 5 sur [A,+oo[, de sorte que F” = F7 o F = 1 sur [A, +00].

D’aprés le théoréeme de Glivenko — Cantelli, presque stirement la suite (Fn(w))n ey converge
uniformément vers F. On a donc

presque strement 3n;(w) € N* tel que Vn > ny, |Fp(w) — F’ <

donc presque strement F,(w) > 1 — & sur [A, 4+o0[, de sorte que F,(w) = F7 (Fp(w) =1
sur [A4, +oo[. En conséquence

+o00 R A N
p.s. 3ni(w) € N* tel que Vn > ny, /0 (Fo(w)(r)—=F"(r)) dr = /0 (Fo(w)(r)—F"(r)) dr

Comme F7 est (uniformément) continue sur [0, 1], presque stirement la suite de fonctions
(Fn(w))neN* converge uniformément vers F7 o F'= F”. On a donc

A ~
/0 (Fn(w)(r) - F”(r)) dr

comme (cf. la relation (3) du paragraphe 3 et le point 2)

p.s. Va >0, Ing(a,w) € N* tel que Vn > ng,

_ +OO A
EL(R) ~ Vp(w) = / (Fu(w)(r) — F*(r)) dr,

P . L déf
on déduit des deux relations précédentes, en posant ng = max[ng, ng) :

presque stirement Vo > 0, 3nz(a,w) € N* tel que Vn > ns, |V, (w) — ET(R)‘ < % (c)

En rapprochant les relations (b) et (c), on obtient finalement en posant ng4 e max[ng, ng) :

presque stirement Va > 0, Ing(a,w) € N* tel que Vn > ny,

Ru(w) ~ E.(R)| <

autrement dit la convergence presque stire de R, (w) vers E, (R). O

6 Aspect statistique, la g-moyenne empirique

Nous définissons la g-moyenne empirique X; comme étant la variable aléatoire

aer S 9(TF2)  dp () )
M%)du( )x)

Xi(w) =

15



. g_
soit =

Proposition 6.1 (convergence de l’estimateur) : Si on n’est pas dans le “cas ex-
ceptionnel”, on a convergence forte de I'indicateur g-moyenne empirique vers la g-
moyenne de X pour g = g, :

presque stirement Xi(w) — E9(X).
n—oo

Preuve
e On reprend les notations 1 < i < n, R, = | X" — M,|, et Y" = |X* — mx/|,. Montrons
d’abord que Z g( ) > 0, de sorte que XJ est bien défini et admet la double expression

donnée ci- debsus

En effet on a Zg(@"(w)) =0<«<=Vie{l,...,n}, R, (W) > c. Si R,(w) =0, on aurait
i=1

Ry (w) Ry (w)
Vi€ {l,...,n}, R (w) > 0; et si R,(w) >0, on aurait Vi € {1,...,n}, R\ (w) > ¢ R, (w).

B n . s 1 )
Or ceci est absurde dans les deux cas, puisque R, = Z {FT (i> —F7 (l—)} Rﬁf) est une
— n n
i)

moyenne pondérée des R% et puisque ¢ > 1.

e On fait dans un premier temps I'hypothése P(X =mx) < 1 —¢, c’est-a-dire (cf. la fin du

paragraphe 3) E.(R) > 0; de sorte que R,, > 0 pour n assez grand d’aprés la proposition
5.2, et on considére seulement de tels n. On pose

o 1
Comme |R!, — Y| < |M,, — mx/|,, on a

1

: e M, — o =
LR gy < Rov (B () ¢ Ml

Cc

,mx|2) d:éf ET(R)bn

1. M,
SYily g < B (R)V (Rn L
C n n

c

ol presque stirement a,(w) — 1 et b,(w) — 1 d’aprés les propositions 5.1 et 5.2.
n—oo n—oo
1 < /Ri(w) R
— Montrons d’abord que presque stirement — ( — ) — E( )
e @ 2\ @) = P Em)

2
On a d’une part, du fait que g est nulle a partir de c et est — -lipschitzienne,
c

3 o() -3 o)l < 5 k() —g(%)\nm
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21 |E%(R)4’Rn|

et cette derniére expression tend presque stirement vers 0 lorsque n tend vers l'infini d’aprés
les propositions 5.1 et 5.2.

D’autre part on a d’aprés la loi forte des grands nombres appliqué a la suite des variables

Y’I’L
réelles indépendantes et équidistribuées (d’espérances finies) (g(m)) N
T neN*

n

presque stirement % ; g(gj EZ))) n:; E [g (Wﬂ .

On en déduit finalement le résultat indiqué par addition.

— Montrons ensuite que

presque strement ;i (5 Z) X' (w) = Ma(w) = B(g( EfR)MX mx))
O e prt [ 37 52) (¥~ = £ ol gl ) 0 <)
(f. le caleul précedent) < - Z o(5) oo )| B b
<t (3 () ~o( ) aoms)
(cf. le calcul précedent) < c Ry a @R%'M" mx|y + 2by ‘ET(R]%H_ R"'),

et cette derniére expression tend presque siirement vers 0 lorsque n tend vers l'infini d’apreés
les propositions 5.1 et 5.2.

On a d’autre part, du fait que g est majorée par 1,

‘% Zz:;g(E}./(iR)) (Xi = M,) _% gg(Ez/(;%)> (x° _mX)L

I (Y
—n 4 gE

i=1

) | My, —mxly < [Mp —mxly
qui tend aussi presque siirement vers 0 lorsque n tend vers 'infini d’aprés la proposition 5.1.

De plus d’aprés la loi forte des grands nombres appliqué a la suite des variables réelles

L )(X”—mx)) ,on a

indépendantes et équidistribuées (d’espérances finies) (g(m
T neN*

presque stirement % ég(gjéc}%) (X'(w) —mx) — E{g(lXE_TZZ))(Q) (X — mx)].

On en déduit finalement le résultat indiqué par addition.

— Comme E(g( )) > 0, on déduit des convergences presque stires établies au deux

R
E-(R)
sous-points précédents et en prenant leur quotient que
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presque stirement X¢(w) — M,(w) — E(V% X) —mx;

n—oo

de sorte que (proposition 5.1) presque stirement X?(w) — E(V{ X) = E9(X).

n—oo

e Supposons pour terminer que P(X = mx) > 1 — ¢, de sorte que (cf. le paragraphe 4)

E;(R)=0et V = I{g—g}, donc E(V% X) = mx. Reprenant les considérations

1
P(R=0)

de début de preuve, notons

L. n 7 1 7
H"d:efZg(g >>0 et 1<i<n Ki%¥ (R )H{RKC&L}_O

i=1 n Hn R
) 3 o) (- ) no n
OnaXJ=M,+" - :Mn—i—ZKﬁL(Xl—Mn)avecZKflzl;donc
;g(g:) i=1 i=1

| X9 — M,|, < zn:K;R; < zn:K;cRn =cR,.

=1 i=1

On en déduit que presque stirement X¢(w) — myx = E9(X) d’aprés les propositions 5.1

n—oo
et 5.2 et puisque E.(R) = 0. O
En pratique, étant donné un échantillon {z',..., 2"} de taille n de R?, on calcule
1 n
e
ot m, est la médiane empirique de {z!,..., 2"} et ott pour tout i € {1,...,n},

n , . T
i def . _déf (J\N _ pred T 1 () i déf g(f’n)
n I n - b - . .
7t = |2t —myl,, dou T Z[F( )—F"( ﬂr et v
n n 1 - TZL
j=1 n Zg(ﬁ>

On peut voir dans I'expression de Z¥ une forme de L-estimation en dimension d. 7
1 n

v v
est le centre de gravité du nuage des points z!, ..., 2" affectés des poids -2, .. .,

_n

o
1 n

On notera qu’a la répartition de probabilité empirique u, = — Z(Sxi portée par
i

1 .
’échantillon {x!,... 2"} correspond la probabilité ug © - Zv; d,: absolument

i=1
continue par rapport & u,. On a bien

/Rd:ndun Zx pd ({z'}) = Zv gt =79,

Remarque 6.2 Dans une conception fréquentiste forcenée, on peut voir dans uj, la
répartition de probabilité empirique d’un pseudo-échantillon : en admettant que les
1

poids —* sont assimilables & des nombres rationnels, il existe un (plus petit) entier

n
N € N* vérifiant

7
Vie{l,...,n}, 3I1(i) € N tel que In
n

2\'\(
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le pseudo-échantillon en question est formé & partir de {z!,...,2"} en répétant

, 1
chaque !, exactement I (i) fois—d’ou la fréquence expérimentale (fictive!) N

Point d’effondrement de la g-moyenne empirique :

Il est assez facile de voir que le point d’effondrement de la médiane euclidienne empi-
rique M, est (asymptotiquement) égal & 0.5, car les variations de M,, restent bornées
si et seulement si moins de la moitié de I’échantillon est modifiée sans restriction.

On se convainc aussi facilement que le point d’effondrement de I'indicateur d’échelle

n . .
_ —1 .
empirique R, = Z[FT (l) —F7 (L)} Rﬁf) est au moins égal a ¢ (0 < e < %),

; n n

car les variations de R, restent bornées quand des points de I’échantillon s’éloignent
sans restriction tant qu’ils sont en proportion inférieure a e.

De la, du fait que sup zg(z) < 400, il en est de méme pour la g-moyenne empirique.
z€R4

Montrons plus précisément que le le point d’effondrement ¢* de X J est égal a
e, en prouvant qu'il est inférieur a tout & €]e, [.

. o . k k+1 1
Pour tout entier n > , il existe un entier k tel que ¢ < — < < =
1-2¢ n n A 2
n +1 1 2 €
ffet si t pair, £k = — — 2 vérifi < -etk> -2 =
en effet si n est pair, 5 vérifie — 5 € T 2e 2 1_125,
donc k > €(2k +4) = en; et si n est impair, k = B9 vérifie + 3 et
n
3
5 3 e
k 2 -—_"__d k 2k+3) =¢en.
> {T9: " 5= 1 g done >e(2k+3)=¢en
k k+1 1
Il existe donc un plus petit entier, encore noté k, tel que ¢ < — < i < 5 il
n n
k 1 kE+1 2
vérifie — —e < — et donc + < e+ —. Pour tout &’ €]e, %[ on peut donc trouver
n n n n
k+1
n > tel que de plus + <é.
1-2¢
On considére alors ’échantillon monodimensionnel suivant :
gl= . =a"F1l=0, 2" F=qget 2" F 1l =...=2"=b avec 0 < a < b.
On a évidemment m,, € [0, b], et comme pour tout m dans cet intervalle,
n .
D im—a'ly = (n—k—1)m+|m—a|+k(d—m)
i=1
=kb+(n—1-2k)m+|m—al
avec 2k+2<n=—=>n—-1—2k>1,onam,=0.
On a donc (r,(ll), e ,7“,(1”)) =(rk,...,r") = (2,...,2"), de sorte que
n . .
-1 - —k+1 —k s
=3[ (G) - (S 2 [ () - () [ e
— n n n n
—k —k+1
car gkt =b, avec C' <1 et aussi C' > 0 car n <l—-e< u On a
n n

donc 0 < 7, < b, et on a en choisissant a = C'b :
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E g(ifn)ﬂZQ(lﬂ, )mnkag( 1)Cb>0, etg < ><ncarg<1

; T T

- riN C )

g(f) x> g(1) . b, qui comme b est non borné.

o 290G
>o(5)

i=1

79 —
de sorte que zJ =

Ainsi le point d’effondrement est dépassé par la proportion

7 Exemples

e d = 1, X variable de Bernoulli de paramétre P(X = 1) =p (0 <p < 1) et 7 de

L. 1 N 2
densité 1_725]1]5,1—5[ (d’ou F7(t) = 1_25(15—5) sur [3,1—¢]) pour 0 < & < 3.

et R= ;,doncET(R):%,g< 1 )zg(1)>0
R ):
E-(R)

1
Ainsi V{ X = X, donc ¢ = p= 1080+ 101 et B9(X)=E(X) = 3 (ouf!).

[\D\’—‘

— Pourp—i onamy =

et VI ¥

DU
/—\

ET(R

1
— Pour0<p<i,onamX:OetR:X;F(r)zl—psur [0,1[ et F(r) =1
1
sur [1,+oo[, donc E;(R) = / [1— F7(1 — p)] dr d’aprés la relation (3) du
0
paragraphe 3. Comme p = (1 — p) dy + pd1, on conclut que :

1
x Pour 0 < p<e onaFE.(R)=0,p = ﬂ]l{o},uzéo et B9(X) =0 (cf.

remarque 4.2).

2(p—e¢)

0 et
1-2¢ ~°°

1
*Pours<p<§,0naET(R):

9(0) =1 pour z =0

|z — mx|y
(Crm )= 1 ;
E.(R) 1-2e _
g<2(p78)) pour x =1
|z —mx|, B 1—2¢
et pour raison de normalisation,
1 1-2¢
W= 1-2¢ [(1—p)5o+pg(2( —5))61];
1 —p+pg(2(p,5)> P

soit p9 loi de Bernoulli de paramétre

pg( 1( 25))

1
1—p+pg( 1( 25)) < [0’5['

B9(X) = [wdpt(a) =
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On voit que E9(X) tend vers 0 quand p tend vers ¢ (car g(4+00) = 0). On voit
aussi que si g est continue sur |1,4+o00[, E9(X) est comme E(X) une fonction
continue de p € e, 1[; et que si g(11) = 1 (de sorte que g décroissante vaut 1
sur [0,1]), E9(X) est aussi continue a gauche en p = 3 comme E(X) = p.

On peut trouver naturel d’imposer 'égalité E9(X) = E(X) = p par exemple
sur un sous-intervalle de longueur % fois celle de l'intervalle e, %[ ouc > 2;
autrement dit a partir de p = %% + %6 =c+ 1;025 Ceci est obtenu si et
seulement si de surcroit g vaut 1 sur [0, §].

Pour g = g. (cf. le paragraphe 4), on a g(t) = 2 (1 — %) Iy <y lorsque t > 3,

1-2¢ .
et les calculs donnent pour p < e+ === :
1-2¢ 1-2¢
e N R T
9(2(19—8)) ( cp—e)) {p>erizz}
2_ 1(—28)
d’out FI(X)=1 e T
{p>erizze} S +2- 555
Ainsi E9(X) =0 pour p < e+ 1528 (et E9(X) =p pour e+ =2 < p < ).
05
04f
03}
02}
01f

01 02 03 04 05
E9(X) en fonction de p €]0, 5[ pour € = 0.25 et ¢ =4

— Pour % <p<l,onamy=1et R=1-—X. Les calculs et les résultats (non
détaillés ici) sont analogues aux précédents.

En conclusion l'instabilité de la médiane euclidienne au voisinage de p = % est
ici “absorbée” par la fonction élémentaire proposée g = g., la longueur 1 étant la
longueur minimum du plateau initial de g pour que V¥ ne dépendent pas de la
convention que my soit le milieu du segment médian dans le “cas exceptionnel” ; une

longueur égale ou supérieure a 2 pour ce plateau paraissant raisonnable en pratique.

e d = 2, échantillon de n = 3 points :

La médiane euclidienne ms n’est autre que le point de Fermat (dit aussi point de
Torricelli) du triangle x', 22, 23, lorsque les angles de ce triangle sont tous inférieurs
T
a 3 ; ¢’est-a-dire le point duquel on voit les 3 cotés sous le méme diamétre (angulaire)
27 m3—x'  mz—2> mz—a’ .
apparent — (de sorte que 3 — + 3 5 + 3 3 = 0). Sinon mg est le
3 T3 T3 T3
. 7 . ~ 71-
sommet du triangle dont l'angle est supérieur a 3

e d=2,¢=0.25, ¢c =4, échantillon de n = 4 points :

{zt = (-1,0), 2* = (0,1), 2® = (0,—1), z* = (4,0)}.

21



Les 4 points de I’échantillon sont les ronds bleus, la médiane euclidienne empirique est
le carré rouge, la moyenne empirique est le triangle vert et la g.-moyenne empirique
est le losange jaune : ce dernier point est la moyenne empirique de {z!,z% 23} par
rejet du point lointain x*. De sorte que, bien que les 3 indicateurs de position
soient alignés, la g.-moyenne n’est pas entre la médiane et la moyenne (et il en
serait exactement de méme avec la configuration véritablement monodimensionnelle

ott 22 = 23 = (0,0)).
109

05h

L T A e

-05)

%

o d=2 ¢=0.25 ¢ =4, échantillon de n = 4 points :
{z! = (-1,0), 2* = (1,0), 2® = (1,7), 2* = (29, -5) }.

Dans le méme esprit et avec le méme code couleur, pour une configuration “vraiment

bidimensionnelle”. La médiane euclidienne empirique est en z2.

e d=2 ¢=0.25 c =4, échantillons de n = 5 points :
On considére la suite d’échantillons de 5 points de R? dépendant de k € {0,100} :

{a' = (-1,0), 22 = (1,0), 2® = (0, -1), 2* = (0,1), 2° = (&,0.5)}.
Sur la premiére figure apparaissent les médianes euclidiennes empiriques (points
rouges approximativement alignés en biais) ; les moyennes empiriques (points verts
alignés horizontalement) ; et les g.-moyennes empiriques (points jaunes). On voit
que pour les petites valeurs de k, moyennes et g.-moyennes empiriques coincident
parfaitement.

Sur la seconde figure en repére orthonormé, on a omis les moyennes empiriques, pour
voir plus en détail le processus de retour des g-moyennes empiriques vers (0,0) —qui
est la moyenne des 4 premiers points de ’échantillon—au fur et & mesure que le
cinquiéme point devient plus clairement un outlier.
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La troisiéme figure — toujours en repére orthonormé — illustre I’équivariance de ’es-
timateur par rotation (de %).

0-5‘V [ ]
: °
04l .
: °
03| °
r L]
i °
| L]
0.2 .
| L]
L °
L]
o .
L %
0.1 kY
i . 4
L oo‘....
[ o0 | | | |
0.5 1.0 1.5 2.0
0.5¢ .
[ .
04]- .
03} ¢
7 L]
[ L]
021 .
i .,
Oulf. L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] ] L] L] ] .... L] L] ] L] :.:J
T R S L Ll Ll
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
e °
° [ M .
041 e, o3
: . ....‘.. . ..o
0.3; . . :\
02 oo .
P ° L]
O .
L n n n n n n L n n n L
-0.2 0.2 0.4
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o d=2 ¢=0.25 ¢ =4, échantillons de n = 9 points :
On considére la suite d’échantillons de 9 points de R? dépendant de k € {0,60} :
{zt=2?=(1,1), 2 =2* = (-1,1),2° =% = (-1,-1),

a’ =28 = (1,-1), 2 = (§_57%)}

—_

06 .o

L4 |-
S o2 .
3, .
o0 .
oof 01f
0% o
® P H °
d°.\ I .IAi_ . I . T I I
-0. -0.2 0.2 0.4 0.6

e d=2,¢=0.25, ¢c =4, échantillons de n = 10 points :
On considére la suite d’échantillons de 10 points de R? dépendant de k € {0, 60} :

{zt=2?=(1,1), 2 =a* = (-1,1),2° =% = (-1,-1),
2T =ab=(1,-1), 2 = (5 =545, 20 = (§,-E -}

Les codes couleurs sont les mémes que précédemment.

...... }
o..O.Z* .'
° °
[ ]
° ....ooo\
| .\ ‘\ I I h | I I I I | I I I I | I
-05 c ol No5 1.0 15
L]
oo.o..?’ :‘. :
”';EQZ;
& ,‘o..
o° L .'0.
° ®e,
L ...
—04} LTI
L 'o..
...
....
L ....
-06 oo,
L Ceo,
.‘.
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8 Construction d’une pondération robuste, phase 2

On reprend le fil du paragraphe 4. Le fait de ne pas considérer la distribution
angulaire des points aléatoires par rapport a la médiane mx est regrettable, méme
si ce n’est pas essentiel lorsqu’on se focalise sur ’estimation robuste de la moyenne.

On a vu au passage qu’une fagon profonde d’analyser le probléme consiste & affecter
a chaque valeur X (w) de X un coefficient de confiance Vx(w), qui dépend de la
variable X, tel que la variable aléatoire Vx ainsi définie vérifie E(Vx) = 1. La
variable Vg( construite au paragraphe 4 exprime la seule “confiance radiale”, mais
rien n’interdit de chercher & en tirer parti pour définir dans un second temps
une nouvelle variable Wx de “confiance radio-angulaire”, permettant de rejeter ou
d’atténuer plus finement le poids de certaines valeurs de X.

Voici une proposition en ce sens, en supposant que g vérifie les propriétés () du

paragraphe 4 ou la derniére est renforcée en sup 22 9(2) = My < 400 (propriété
z€RL

trivialement vraie si g est nulle a partir d’une valeur finie ¢ > 1) : en effet X de loi

19 est alors de carré intégrable car

BI(1X —mx|2) = E(g(;%)) [l o (5 T2 nta)
< MRER)
B E(g(ET](%R)))

On peut ainsi considérer légitimement non seulement Iespérance F9(X ), mais aussi
la matrice de covariance de X de taille d, qu’on notera K g( pour indiquer qu’on se
référe aussi a la loi u9 et non a u.

Pour tout vecteur unitaire v de R% déterminant une direction, I'indicateur de position
dans cette direction u est

EI(X -u) :/x'udug(x) :/md,ug(x)-u:Eg(X)'u;

et on peut prendre comme indicateur d’échelle dans la direction u, en introduisant
la variable g-centrée Y “x EI(X) :

var?(X -u) = E9((Y - u)2) = "W BI(Y 'Y)u="uK%u.
On suppose pour simplifier que la matrice Kf;]( est inversible, de sorte qu’on a

‘u K% u > 0 pour toute direction u. On va caractériser la confiance en la valeur
X (w) dans la direction u par le rapport

dé (Y(w)-u)2 - (tuY((,u))2
Sulw) = EI((Y -u)?) tuKfu =0

la confiance étant d’autant plus grande que le rapport est petit ; et la confiance

globale en X (w) sera fondée sur le nombre S(w) “

En fait il est clair que la condition |u|, = 1 n’intervient pas vraiment dans la définition
de S(w), du fait que le numérateur et le dénominateur de S,(w) sont des fonctions

25



homogénes de méme degré 2 en u : on peut donc remplacer cette condition |ul, =1
par u # 0 ou encore par Y (w)-u = ¢, ¢ étant une constante réelle arbitraire non nulle
(car le cas Sy(w) = 0 peut étre ignoré). On est alors ramené au probléme standard
de minimisation sous contrainte

1
minitqufu
Y (w) =c

Du fait de la convexité du probléme, on atteint bien un mimimum absolu sous ladite
contrainte en un point u € R?; et d’aprés la théorie des multiplicateurs de Lagrange,
u vérifie par dérivation la relation K gg u+ AY (w) = 0 pour une valeur réelle conve-
nable du multiplicateur X\. La matrice K g( étant supposée inversible, ceci équivaut
a

u= XKL Y (W), avec —AY (w) (K%) Y (w) = ¢

K97y
Ainsi —\ = 5 — ,doutu=c (Ky) 7 _fw) ; et pour cette va-
Y(w) (KX)  Y(w) B Y (w) (fflx) Y(w)
2 V(W) (K%) K% (KS) Y(w) c?

leur de u, ona ‘u K% u = c - — = — :
. (V) (K9 Y W) V@) (K Y (W)

On obtient finalement l’expression explicite de S(w), ou la constante ¢ n’intervient
pas :

S(w) =Y (w) (K%) 'Y (w).

Par ailleurs la matrice K gg étant symétrique réelle, il existe une matrice P orthogonale

réelle (‘P = P71) telle que 'P K% P = D, matrice diagonale. Posons Z af tPY ;
Z est comme Y = X — FE9(X) une variable vectorielle g-centrée, et sa matrice de
g-covariance est

K% =FE9(Z'Z)= EI('PY 'Y P)='PEY(Y 'Y)P='PK% P=D.

Ainsi les composantes 21, ..., 23 de Z sont non corrélées linéairement et les coef-
ficients diagonaux de D sont égaux respectivement a EY (Z12), ..., B9 (Zd2) ; tous
termes strictement positifs car D est inversible comme K gf.

Comme D = {PKY% P,ona D' = P~1(K%)"'(t{P)"! = tP(K%) ™" P; et comme
Y=("P)'Z=PZ ona

Y (W) (K9) 7 Y (@) = 12(w) 'P (K%) ™ PZ(w) = '2(w) D™ Z(w)

Remarque 8.1 Dans le cas ot la matrice K% n’est pas inversible, la matrice diagonale
K % = D définie ci-dessus a un nombre d’ < d de termes diagonaux non nuls, qu’on
peut supposer occuper les d premiéres rangées. Alors V¢ € {d'+1,...,d}, on a

PY.-
E9 (Zgg) =01ie Zy P 0. On peut alors déterminer S via la variable g-centrée

1 Y Zy ..., Zqg) avaleurs dans RY — dont la matrice K %/, sous-matrice de taille d’

26



de K, est diagonale inversible — pour revenir ensuite a la variable X = P Z+E9(X).
X est donc PY-ps a valeurs dans le sous-espace affine de dimension d’ de R translaté
par E9(X) de l'espace vectoriel engendré par les d’ premiers vecteurs colonnes de P,
qui sont les vecteurs propres de K% associés aux valeurs propres EY (Zgz) > 0.

Etant donné une fonction h vérifiant les mémes propriétés () que g (cf. le paragraphe
4), on prend assez naturellement comme variable de confiance (ou de pondération)
définitive

5 1 S
Wg(’h < %)] h(g) = géh(X)v

on  P§(x) € 13)] h(%t(:c — B9(X)) (K$) ! (2 — Eg(X))> > 0.

On a ainsi W)g(’h >0, et E(W)g(’h) = 1: en effet sinon on aurait E[h(%)] =0,

soit h(g)%s 0; on en déduirait S ;;s d puisque h décroissante et h(1) > 0, et donc
EWV$S) > dE(VY) = d : ce qui est incompatible avec E(V% S) = EI(S) = d (cf.
ci-dessus).

On considére donc la nouvelle probabilité de référence qui se substitue a P%
P =wWg" P

et la nouvelle loi de probabilité u9" = X (P%") de X associée a P%", soit
ot = 9§ .

poh(x) ¥ / z dpt"(z) = E(W%" X)
d
On a R

Ko /Rd (¢ = BY(X)) "z — BY(X)) du?"(x) = EOVE" Y 'Y)

Une premiére idée pour définir la fonction A consiste a repartir du premier exemple
du paragraphe 7, en cherchant un coefficient > 0 raisonnable tel que h(t) = g.(nt)

(ce qui impose 1 < g pour que h(l) = 1). On sait (cf. le paragraphe 7) que
pour 0 < p < %, 9 est une loi de Bernoulli de paramétre E9(X) € [0,1[, avec

EIX)=p<=c+ L-2e <p< % On a donc K% = {F9(X) (1 — E9(X))} et
E9(X) N\ _ _
’ ) o ) (1_E9(X))—1pour:c—0
h(G' - EXO) (K™ (o - (X)) =1 gy
h(W) pour x =1

On en déduit h(ét(:c - E9(X)) (K%)f1 (z — Eg(X))> w(dz)

— (1= ) an(de) +ph(* ) i)

et pour raison de normalisation,

W= 1—p+ph1(1;5§(g>(f))()) [(1_p)50+ph(11_5§§§))()) 1}’
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ph(—lgff%’)

1—p+ph(1;5’;37(g)(())()) © [075['

loi de Bernoulli de paramétre B9 (X) =

1-— 1-—
Or pour p < %, E9(X) vaut p et h(Tp> = gc<77 Tp) vaut 1 (de sorte que

19" = 1) si et seulement si

> ey 1-2¢ ‘ 1—-p < ¢ S 1
€ e - = .
b= c g p 2 P=17 37
On a donc F9(X) = p et E9"(X) = p pour les mémes valeurs de p si et seulement si
1-2¢ 1 C ¢c 14+ (c—2)e _
e+ = -, c’est-a-dire pour la valeur n = — ; soit lorsque
c 1+ 55 2¢—1—(c—2)¢

820.25etc:4,pourn:g:1.2.

05¢
04t
03}
02}

0.1}

0.1 0.2 0.3 0.4 05

E9"(X) en fonction de p €]0, %[ pour e =0.25, c=4etn=1.2

Remarques 8.2

e Cette seconde phase (X, V)g() L (X, W)g(’h) est équivariante par similitude affine,

et méme par toute transformation affine bijective = € R? & Az+be R (A matrice
inversible de taille d et b € R?Y) : en effet on a, en notant Y = X — E9(X),

Ky = K = K%y = BI(AY H(AY)) = AKY 4
donc pour tout u € R? non nul,

o AV @) 1) AV AV @) u_ )Y@ Ve du_
u fu K v u tu AKS tAu t(tAu) K% tAu “

def supSf’b(w) = sup Sigy(w) = supYy(w) = S(w). On en
w0 u£0 v#0

déduit que Wffl’)h( b= Wg(’h pour ® similitude affine (cf. remarque 4.2).

de sorte que S4°(w)

e On peut retrouver 'expression de S(w) et la valeur de EY(S) sans se référer a la
théorie des multiplicateurs de Lagrange, en utilisant la remarque précédente : en effet
la matrice K% étant symétrique définie positive, il existe des matrices A telles que
AA= (Kg()_1 : car si P est une matrice orthogonale réelle telle que *P K% P = D,
D matrice diagonale & coefficients positifs, et si P’ est une matrice orthogonale réelle
arbitraire, c’est le cas des matrices A = P’ AP o A est une matrice diagonale telle
que A? = D=1 (dans le cas particulier ot on prend P’ = P et ou les coefficients
de A sont choisis positifs, A est la matrice racine carrée de (K gf)_l, unique matrice
symétrique positive telle que A% = (K gf)_l).

Alors K% = AK$'A = A("AA)VA = AA7(PA)71A = I, ou I; désigne la

matrice unité de taille d ; de sorte qu’on a pour toute direction v de R,

28



dé (A Y(w) 'u)Q

2
st € Sl 4y ) e twu=ul? <1

On a donc d’apreés le point précédent en question et les propriétés du produit scalaire,

S(w) = 54w) € sup Si(w) =AY (w)]; =Y (W) AAY () =Y (w) (K$) ' Y ().

Jul,=1

Enfin E9(S) = EI('"(AY)(AY)) =tr B9(AY '(AY)) = tr K% = tr Iy = d.

e Cette derniére remarque fait apparaitre une expression particuliérement simple de
S au moyen de la variable Z © Ay deduite de X par centrage et déformation

(X =A1Z+E9(X)on'AA=(K%)"); asavoir § = |Z|2.

Dans le cas de référence idéal ou X est un vecteur gaussien (relativement & P)g(, ce
qui suppose en particulier que g ne s’annule pas sur Ry !), Z est un vecteur gaussien
centré tel que K = I;; de sorte que S est une variable du X% de degré d. Ceci
suggére une seconde idée de définition de la fonction h, dépendant de d :

hq continue et affine par morceaux telle que hq| =1et hq =0,

[O,S(li] - [sfl,Jroo[

oil s} < s2 sont fixés par exemple par P(X3 > s}) = 0.25 et P(X3 > s2) = 0.05.

Toutefois I’hypothése gaussienne sur X, qui assure la non corrélation linéaire des
) : . o1
carrés des composantes de Z, et donc une variance de ] proportionnelle & —, est

bien forte. Par exemple opposé, soit V une variable réelle telle que E9(V?) = 1 et soit
Z =YB1V,...,BqV), ot By,..., By sont des variables de Rademacher (valeur 1 ou

—1 avec la probabilité 5) indépendantes entre elles et de V. Comme V/ € {1,...,d},
E9(Bg) = 0 et B2 =1, on a encore E9(Z) = 0 et KJ = Iy; de sorte que pour

toute matrice de taille d inversible A, Z est la variable déduite de X e q-17

d
par A-déformation. On a donc § = |Z|22 = Y V2?2 = dV? pour de telles X et
(=1

S . . .
var?y 5= var?d V2 > 0 (si V2 n’est pas P{-ps constant), variance indépendante de d.

9 Application et exemples

INlustration avec d = 2 : on considére un couple aléatoire X = (X;, X2) centré

) ] 1 sina s us
(E9(X) = (0,0)) et de matrice de covariance K, = ,oul—— < a< -
sinaw 1 2 2
- 1 1 —sina
Ona (K%)= 5 , donc
cos™a \ —sinaw 1

C X1(w)? + Xo(w)? — 2 sina X (w) Xa(w)
N cos? v ’

S(w) = "X (w) (K%) ™ X(w)

Pour X (w)?+ Xs(w)? = E(X1%24 X5?) = 2, on obtient les graphes suivants de

en fonction de o :

S(w)
d
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e Cas général ot | X (w)| # |X2(w)| (en 'occurrence | X3 (w)| = \/g et | Xo(w)| =

1
)

10, 10

N A~ OO
A O ©

-15 -10 -05 00 05 10 15 -15 -10 -05 00 05 10 15
X1(w) et Xo(w) de méme signe X1(w) et Xo(w) de signes opposés

e Cas particulier ot | X (w)| = | X2(w)|

&
15 10 -05 00 05 10 15 ~15 210 -05 00 05 10 15
Xl(w) = XQ(CL)) ==+l Xl(w) = —XQ(w) ==+l

Dans tous les cas 5 S(w) vaut 1 lorsque @ = 0 (c’est-a-dire lorsque les composantes

X1 et Xy de X sont non corrélées linéairement).

En pratique, étant donné un échantillon {z',...,2"} de taille n de R%, on a déja
introduit les probabilités portées par ’échantillon :

1 « 1
:u'n_nzl(sxz et /’Ln_nzlvfl(sxh
1= 1=

olt m,, est la médiane empirique de {z!,..., 2"} et ot pour tout i € {1,...,n},

n

rh
Cdef | o déf J Jg—1 ; ; def g<a>
iy S Q) (i 2B
o(%)
=1

j=1

S|

J
n

1 o
de sorte que zJ = /Rd xdud(z) = - Zvﬁl x*.
i=1

I BN N . . . P g _ g N
On considére a présent la matrice de covariance empirique ki, = (O'&m)l <tm<a OU

Ve, of,, = [wrondut@) ~ ([ @)( [ ondug()
= 3 Yottt (5 ukat) ( vk

(on ne se préoccupe pas du biais dans estimation de K% ). Autrement dit
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n n n
1 S 1 N t/1 o
k) = — E v 2t (') — (— E v%x’) <— g v%aﬁ)
i=1 =1 J=1
vl v
est la matrice d’inertie du nuage des points x!, ..., 2" affectés des poids 2, ..., 2.
n n

Sous réserve que kj, soit inversible, on calcule son inverse et on forme

s 1t =2 (k) (@ - 7).
e h(%2 1 3N i
On pose enfin wy, © n( 1) — et on obtient pd" = — Z wy, 04, ¢’est-a-dire n
j n 4 n
L)
j:

comme coefficient de pondération de chaque point z* de I’échantillon.

Les indicateurs associés, de point d’effondrement inchangé ¢ du fait de 'utilisation
de 77 et kJ dans la définition de s%, sont de maniére naturelle :

I~
e pour lespérance, l'estimation de E9"(X) : z9h = /d zdpdh(z) = - wam z';
R i=1

3 Yaqti 3 gvh . gvh — gvh
e pour la covariance, I'estimation de K5" : kp™ = (Uﬁ,m)lge,mgd

ve,m, O'Z’::L = /xg T dpd" (2) — </ Ty d,un’h(a:)> </ T d,un’h(ar))
1 <N 1N . N/l S
i=1 i=1 j=1

1
. . . . , . w

(k;‘i’h matrice d’inertie du nuage des points x!, ..., 2™ affectés des poids —2, ..., —2).
n

avec

Exemples ou d = 2, ¢ = 0.25, ¢ = 4 et (premiére définition, cf. le paragraphe 8),
h(t) = gc(nt) avecn = 1.2; zh apparait ci-dessous comme un triangle bleu pointant
vers le bas, les autre codes couleurs étant inchangés :

e Echantillon de n = 4 points :

{z! = (-1,0), 2?2 = (0,2), 2® = (0, -2), * = (6.5,0) }.

»

%
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e Echantillon de n = 6 points :

®
AL
[ 2t
o .:y o
) -9 4 6 8
[
2L
[
e Echantillon de n = 6 points :
3 [ ]
o
> 4 6 8 10
vV a
-1f ®
» ¢
® -3
e Echantillon de n = 6 points : . PY
4l
3l
2L
1L
0‘ I
L B L S T S

{vi},<,<, ~ {1.04553,1.04553,1.04553, 1.04553, 1.04553,0.772356} ;
{wit oo, =1{1.2,12,1.2,1.2,1.2,0};

6.21404 2.22068 h 4.64 0
kd ~ s kPN =

2.92068 2.27115) 0 0
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e Echantillons de n = 9 points :

On considére la suite d’échantillons de 9 points de R? dépendant de k € {0,60} déja
vus au paragraphe 7 :

{:Ul::1:2:(1,1),x3:$4:(—1,1),:1:5:x6:(—1,—1),

° o ° %
s .o 0.2j .
.
:.o‘. : .
o0 : - ..
% I 0.1t
°® 3 2 F .
AT I S .
® ‘.. H . °
..'.‘ \‘lj, . .\ W) Py L I P
-0. -0.2 0.2 0.4 0.6
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