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Résumé. Nous considérons, en dimension trois, une impureté de masse M en
interaction avec un gaz parfait spatialement homogéne de fermions de masse m, polarisé
de spin et de température nulle. L’interaction se produit exclusivement dans 1’onde s,
avec une longueur de diffusion a et une portée b négligeable devant le nombre d’onde
de Fermi 1/kp du gaz. Elle transforme I'impureté de vecteur d’onde initial K en une
quasi-particule de vecteur d’onde K appelée polaron de Fermi, plus précisément ici un
monoméron. A K # 0, la quasi-particule a une durée de vie finie dans son sous-espace
d’impulsion initial, puisqu’elle peut rayonner des paires particule-trou dans la mer de
Fermi, ce dont I'habituelle approche variationnelle (avec un nombre tronqué de telles
paires) ne rend pas compte au voisinage de K = 0. Aussi avons-nous recours a la théorie
des perturbations dans la limite kra — 07, ce qui exclut énergétiquement la branche
diméronique et permet d’obtenir des résultats systématiques. De fagcon remarquable,
nous obtenons une expression analytique totalement explicite pour 2(2)(K,w)7 la
fonction énergie propre ou autoénergie de 'impureté au second ordre en a. Ceci nous
permet de montrer que la différentielle troisieme de X2 (K,w) admet des lignes de
singularité dans le plan (K,w). Dans le cas de masses égales m = M, on peut méme
avoir des singularités dans la différentielle seconde, plus accessible expérimentalement ;
a I'aide d’'une approche heuristique auto-cohérente, tirant parti de notre connaissance
de X (K, w), nous parvenons alors & régulariser la dérivée seconde par rapport a K
de Iénergie complexe AE(K) de la quasi-particule, qui était divergente en K = kg
dans la référence [C. Trefzger, Y. Castin, Europhys. Lett. 104, 50005 (2013)], et nous
prédisons une intéressante loi d’échelle pour cette quantité au voisinage de K = kp.
Nous terminons par une retombée directe de notre théorie, le calcul par la regle d’or de
Fermi de tous les moments de 'impulsion de la paire particle-trou émise par 'impureté
en mouvement amorti dans la mer de Fermi.

PACS numbers: 03.75.Ss - Gaz de Fermi dégénérés

1. Introduction et motivations

Nous étudions ici, en dimension trois, le probleme d’une impureté mobile discernable
de masse M interagissant élastiquement avec un gaz parfait de fermions de masse m,
tous dans le méme état de spin, a température nulle et dans la limite thermodynamique.
La résolution de ce probleme est une étape fondamentale dans la compréhension
microscopique du concept de quasi-particule, a la base de la théorie dite des “liquides”
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de Fermi, développée par Landau [1]. Elle permet d’illustrer les effets attendus résultant
du couplage de 'impureté au réservoir que constitue la mer de Fermi : des effets réactifs
déplagant 'énergie réelle de 'impureté et changeant sa masse effective, et des effets
dissipatifs présents lorsque I'impureté est en mouvement, et qui lui conferent alors une
durée de vie finie dans le canal d’impulsion initial considéré AK, 'impureté pouvant
perdre de la quantité de mouvement par rayonnement de paires particule-trou dans la
mer de Fermi. Ces deux effets peuvent étre résumés par la notion d’énergie complexe
AE(K) comptée a partir de I'énergie de la mer de Fermi non perturbée.

Du point de vue du formalisme, ceci conduit naturellement a l'introduction de
la fonction énergie propre ou (de fagon néologique) de I'autoénergie (K, w), ici de
I'impureté, une fonction du vecteur d’onde K et d’une pulsation w, qui intervient dans
’équation de Dyson satisfaite par la transformée de Fourier spatiotemporelle G(K, w) de
la fonction de Green a deux points, et qui est donc une brique élémentaire des méthodes
diagrammatiques du probléme a N corps [2]. En effet, ’énergie complexe AFE(K) sus-
mentionnée, apres division par h, doit étre un pole du prolongement analytique de la
fonction w — G(K,w) au demi-plan complexe inférieur.

Notre probleme a une impureté jouit bien entendu d’une longue histoire. Il a émergé
dans un contexe de physique nucléaire, dans le cas d’une particule A en interaction avec
une mer de Fermi de nucléons [3, 4] via un potentiel de sphere dure de rayon a > 0. Les
résultats, obtenus par resommation de diagrammes dans le formalisme de la matrice T,
sont limités a K = 0 mais le développement en puissances de kra a été, de maniere
remarquable, poussé jusqu’a l'ordre quatre [5], kg étant ici le nombre d’onde de Fermi.

Récemment, le probleme connait un tres net regain d’intérét grace aux expériences
menées sur les atomes froids, 'impureté étant un atome de méme espece chimique que
les fermions, mais dans un état de spin différent [6, 7], ou carrément un atome d’une
autre espece chimique [9]. Les expériences de la référence [7] s’interpretent alors tres bien
par le fait que la fraction d’atomes dans I’état de spin minoritaire, lorsqu’elle est assez
petite, constitue un “liquide” de Fermi, c’est-a-dire finalement un gaz presque parfait
de quasi-particules fermioniques, mais dont 1’énergie interne et la masse effective ont été
modifiées par interaction avec la mer de Fermi dans I’état de spin majoritaire, comme le
propose la théorie [10, 11] et comme le confirment des mesures tres précises de I’équation
d’état des gaz polarisés de spin [12, 13].

D’un point de vue théorique, la modélisation des interactions appropriée aux atomes
froids differe fortement de celle a base de spheres dures des premieres références [3, 4, 5].
En effet, dans le cas des atomes et pour les expériences précitées, l'interaction entre une
impureté et un fermion est résonnante dans l'onde s, et négligeable dans les autres
ondes partielles. Ceci signifie que la longueur de diffusion a dans l'onde s est bien
plus grande, en valeur absolue, que la portée b de 'interaction, et peut avoir un signe
arbitraire, deux caractéristiques étrangeres aux spheres dures. On peut méme tendre
experimentalement vers la limite unitaire 1/a = 0 grace a I’étonnant outil des résonances
de Feshbach [14]. Dans ce régime résonnant |a| > b, on s’attend a ce que le potentiel
d’interaction soit caractérisé par la longueur de diffusion seulement, a I’exclusion de tout
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autre détail microscopique (sur sa dépendance en position par exemple), auquel cas on
parle d’universalité a un paramétre, et 'on est conduit théoriquement a faire tendre la
portée b du potentiel vers zéro a longueur de diffusion fixée, dans tout modele a notre
convenance. En réalité, cette universalité a un parametre n’a rien d’automatiquement
acquis. Elle est mise en défaut lorsque le rapport de masse m/M est trop grand, auquel
cas l'interaction attractive effective induite par I'impureté légere entre les fermions
conduit & l'effet Efimov a trois corps, de rapport critique m/M ~ 13,607 [15, 16, 17],
mais aussi a Ueffet Efimov a quatre corps, de rapport critique m/M ~ 13,384 [18]. En
présence d’'un tel effet Efimov, il faut introduire des parametres supplémentaires a trois
corps, a quatre corps, pour caractériser l'interaction, et le spectre d’énergie n’est pas
borné inférieurement dans la limite de portées réelles et effective nulles, ce qui constitue
'effet Thomas [19]. A ce jour, une condition nécessaire et suffisante sur le rapport de
masse interdisant tout effet Efimov, y compris a la limite thermodynamique, n’est pas
encore connue [20], mais nous la supposons vérifiée ici.

Dans ce contexte des atomes froids, une avancée conceptuelle importante a été de
réaliser que notre probleme a une impureté appartient a la classe générale des systemes
polaroniques [21]. Par analogie avec la physique du solide, dans laquelle le polaron est un
électron habillé par les phonons (bosoniques) décrivant quantiquement la déformation
du réseau cristallin induit par interaction électromagnétique avec la charge électronique,
I'impureté constitue un polaron de Fermi, puisqu’elle est habillée par les paires particule-
trou induites par son interaction, cette fois a courte portée, avec les fermions. La
situation est en fait tres riche, car plusieurs classes de polarons peuvent exister, suivant
que la quasi-particule se construise par habillage par des paires de particule-trou de
I'impureté nue elle-méme [10, 11}, ou d’un état lié & deux corps (dimere) entre I'impureté
et une particule fermionique préexistant dans 'espace libre [21, 22, 23, 24|, ou méme
d’un état lié a trois corps (trimere) entre 'impureté et deux particules fermioniques [25].
En systématisant la terminologie de la référence [26], on peut alors parler de monoméron,
diméron ou triméron, pour souligner le caractere de quasi-particule de 'objet considéré,
comme 1'a fait Lobo [27]; on peut parler aussi d’atome, de dimeére ou de trimere habillé
comme dans Particle de revue [27]. L’avantage de la premiere terminologie apparait dans
le cas plus surprenant ou la liaison entre I'impureté et un petit nombre de fermions ne
préexiste pas dans le vide mais est elle-méme induite par la présence de la mer de Fermi.
C’est le cas des trimérons de la référence [25], et des dimérons a a < 0 sur une résonance
de Feshbach étroite [26, 28, 29]; dans ce dernier cas, voir la conclusion de [26] pour une
interprétation physique.

Limitons-nous ici, et dans tout ce qui suit, a la branche monoméronique, en
considérant le cas d’une longueur de diffusion négative a < 0 sur une résonance de
Feshbach large (donc de portées réelle et effective négligeables) ; la branche diméronique
est alors une branche excitée [21] instable [30] 1. A ce jour, le probleme & une impureté
avec interaction résonnante a été traité analytiquement, essentiellement a vecteur d’onde

2. Rappelons que Iénergie du dimere tend vers —oo comme —h?/(2ua?) lorsque a — 0%, p étant
la masse réduite de I'impureté et d’un fermion, et qu’il n’y a pas de dimere a a < 0.
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nul K = 0, par une approche variationnelle non perturbative qui tronque l'espace de
Hilbert en gardant au plus n paires particule-trou, mais sans limitation sur leurs états
possibles. Cette approche a été lancée par la référence [10] (voir aussi [31]), avec n = 1;
a K = 0, I'énergie AE(0) est réelle, et la valeur approchée prédite AEM(0) donne
une borne supérieure sur AE(0), ce qui a suffi a établir 'existence d’une phase de type
“liquide” de Fermi dans un gaz fortement polarisé a la limite unitaire 1/a = 0 [10]. Dans
ce cas assez spectaculaire d’interactions fortes, il n’y a a priori pas de petit parametre
permettant de controler la précision de I’ansatz variationnel de [10]; le fait que le résultat
soit identique a celui d’une utilisation non perturbative (donc non systématique) du
formalisme de la matrice T (dans l'approximation des échelles) [31, 32] ne permet pas
plus de démontrer la fiabilité du résultat. Il a été compris cependant que I'étude semi-
analytique systématique pour des n croissants (limitée en pratique a n = 2) est une
stratégie gagnante, et qu’elle permet de vérifier explicitement, dans le cas considéré,
la rapide convergence de la suite AEM(0) [33, 32] vers les résultats numériques de
Monte-Carlo diagrammatique de la référence [21].

Cependant, nous nous concentrons dans ce travail sur le cas plus original d’une
impulsion totale non nulle, K # 0, encore peu défriché (voir cependant la référence [34]
pour de grandes valeurs de K). Le probleme change alors de nature et le monoméron
devient une résonance d’énergie complexe AE(K) [4] ; la quasi-particule en mouvement
est en effet instable par rayonnement de paires particule-trou [35] puisque 1'énergie
cinétique et I'impulsion emportées par ces dernieres peuvent étre, rappelons-le, aussi
proches de zéro que 'on veut. L’approche variationnelle change aussi de statut : non
seulement elle ne fournit plus de borne supérieure sur la partie réelle de 1’énergie
RAF(K), mais elle prédit un intervalle non physique de valeurs de K, commengant
en 0, sur lequel la partie imaginaire de I’énergie SAFE(K) vaut exactement zéro [36]
[le méme phénomene se produit pour le diméron en dimension deux, voir [37]]. Ceci
contredit explicitement le résultat perturbatif de la référence [4] obtenu pour M = m
au second ordre inclus en kra, qui donne une SAFE(K) s’annulant contintiment en K*
lorsque K — 0, et c’est plus généralement en désaccord avec la théorie des “liquides”
de Fermi [35].

Cette déconfiture de l'approche variationnelle a K # 0 peut étre facilement
comprise en resituant le probleme a une impureté dans le contexte général d'un état
discret couplé & un continuum [38], comme il est fait dans la référence [26]. L’état
discret correspond a I'impureté de vecteur d’onde K en présence de la mer de Fermi non
perturbée ; son énergie (comptée a partir de celle de la mer de Fermi) est donc 1’énergie
cinétique de 'impureté h2K?/(2M). Le continuum est constitué de paires particule-trou
d’impulsions quelconques dans I'espace de Fourier, en présence de I'impureté dans 1'état
de vecteur d’onde idoine (assurant la conservation de I'impulsion totale). (i) Dans un
traitement exact du probleme, on voit bien que le continuum contient en particulier
un monoméron d’impulsion totale arbitrairement faible, donc d’énergie ~ AF(0), que
I'on peut imaginer comme une perturbation du gaz de fermions relativement localisée
au voisinage d'un point dans l'espace réel [39], en présence de paires particule-trou
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rayonnées a l'infini et qui emportent l'impulsion manquante, sans que cela cotute
nécessairement une énergie significative. Une particule et un trou de vecteurs d’onde
respectivement k et q peuvent en effet emporter une impulsion de module jusqu’a 2kp
avec une énergie cinétique positive négligeable h?(k* — ¢?)/(2m) lorsque k — ki et
q — kg. Le bord inférieur du continuum correspond donc a l'énergie exacte AE(0),
d’ailleurs ici négative. Le couplage entre 'état discret et le continuum conduit bien en
général le premier a se diluer dans le second pour donner naissance a une résonance, et
SAE(K) < 0 a K > 0. (ii) Dans le traitement variationnel du probleme, limité a au
plus n paires particule-trou, on s’attend a ce que le continuum commence a 1’énergie
AEM1(0), puisqu’au moins une paire doit étre rayonnée a l'infini pour amener le
monoméron au repos. Or ceci est strictement supérieur & AEM(0), selon I'habituel
raisonnement variationnel ; a K = 0, le couplage de I’état discret au continuum semble
ainsi faire apparaitre un état discret d’énergie AE™(0) séparée du continuum par une
bande interdite artificielle de largeur AEM=1(0) — AEM(0). Si tel est le cas, AEM(K)
devrait rester exactement réel sur un voisinage de K = 0, heureusement d’autant plus
étroit que n est grand, mais sans que cela ait la moindre signification physique. Ce
scénario plausible est confirmé par le calcul explicite effectué pour n = 1 dans la référence
[26], si 'interaction est suffisamment faible : & M/m fini fixé, on trouve bien que le
continuum commence & I’énergie AE(0) = 0, pourvu que kpa, négatif, soit assez proche
de zéro pour ne pas satisfaire a I’équation (24) de cette référence. Ceci a été utilisé pour
estimer la valeur non physique du module de K sous laquelle SAEM(K) = 0 [36].
L’approche variationnelle étant hors jeu a K # 0, la boite a outils autres que
numériques du théoricien se trouve fort dégarnie. Nous nous rabattons donc sur la seule
méthode fiable et systématique, 'approche perturbative, ici jusqu’au second ordre inclus
en kra, dans Pesprit des articles fondateurs [3, 4, 5]. Cependant, au lieu de U'interaction
de sphere dure, nous utilisons un modele sur réseau cubique de pas b, de type modele
de Hubbard, avec une interaction (ici attractive) sur site de constante de couplage
nue go ajustée, en fonction de b, pour reproduire exactement la longueur de diffusion
souhaitée. Ce modele, initialement introduit dans le cas d’un gaz de bosons en interaction
faible sous une forme embryonnaire dans [40] puis définitive dans [41], a connu depuis
un certain succes dans le cas des fermions de spin 1/2, y compris dans le régime
d’interaction forte [42, 43, 44]. Nous développons alors I'autoénergie (K, w) jusqu’a
I'ordre deux en kra, a b fixé, puis nous passons a la limite d'un espace continu b — 0
dans les coefficients du développement. Le point central est que toutes les intégrales
correspondantes dans I'espace de Fourier peuvent étre calculées analytiquement, si bien
que des formules explicites peuvent étre obtenues pour ¥(?)(K,w). Nous donnons ces
formules a w quelconque et pour un rapport de masse M /m quelconque entre 'impureté
et les fermions. L 'ordre opposé des limites (b — 0 a longueur de diffusion fixée, puis
kra — 07) conduirait au méme résultat, en vertu de l'universalité a un parametre
mentionnée plus haut et de ’absence a a < 0 d’effets essentiellement non perturbatifs
(comme ’émergence d'un dimere a la limite de portée nulle & @ > 0), mais au prix
d’un dispendieux recours a la resommation non perturbative des diagrammes en échelle
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comme dans [5].

A TPordre deux en kpa considéré ici, nous retrouvons alors pour AE (0) ala limite de
portée nulle exactement les mémes résultats que ceux de Bishop [5] pour I'interaction de
sphere dure, apres leur transposition directe du cas a > 0 au cas a < 0. Ceci sans trop
de surprise, puisqu’il est bien connu que la portée non nulle (d’ordre a) de I'interaction
de sphere dure n’intervient qu’a 'ordre suivant : 'amplitude de diffusion a deux corps
fie = —1/[a ' +ik—k?*r./24+O(k3a?)] pour le potentiel de sphere dure, de portée effective
r. = 2a/3, differe de celle f = —1/(a™! + ik) de l'interaction de portée nulle par des
termes d’ordre au moins trois, en O(a®k?), lorsque a — 0 & nombre d’onde relatif & fixé
entre un fermion et I'impureté.

A K # 0, en revanche, nos expressions de AE®(K) sont originales [comme elles
sont limitées a 'ordre deux en kpa, on s’attend a ce qu’elles soient applicables aussi,
lorsque @ > 0, au monoméron répulsif [45, 46|, quasi-particule instable pouvant se
désexciter en un monoméron attractif ou un diméron [46].] Elles ont déja été présentées
brievement dans la référence [36], qui en démontre 1'observabilité par spectroscopie de
radio-fréquence des atomes froids [9] mais n’en donne aucun détail de dérivation, au
contraire du présent travail dont c’est une des motivations. Mais la connaissance de
Y@ (K, w) en fonction de w nous permet aussi d’aller au-dela et, grace a une équation
heuristique auto-cohérente sur ’énergie complexe AFE(K), de régulariser la divergence
logarithmique de la dérivée seconde par rapport a K de AE(K), prédite par la théorie
perturbative pour des masses égales (M = m) a la surface de Fermi (K = kr) [36].

Cet article fleuve est divisé comme suit. Aprés une écriture formelle et peut-
étre inhabituelle de la fonction énergie propre (K, w) en termes de la résolvante
du Hamiltonien, en section 2, nous la développons jusqu’au second ordre inclus en la
constante de couplage g et exprimons aisément le résultat sous forme d’une intégrale
simple, voir la section 3, que nous parvenons ensuite a calculer explicitement a l’issue
d’une section 4 assez technique. Nous en récoltons des fruits assez formels en section 5,
en identifiant les singularités des dérivées troisiemes dans le plan (K, w) de I'autoénergie
(limitée au second ordre en g), qui sont le pendant a w # 0 des singularités des dérivées
par rapport a K de I’énergie complexe (limitée au second ordre en g) de la référence
[36]. Nous avons gardé le meilleur, c’est-a-dire les applications physiques, pour la section
6 : apres avoir retrouvé les résultats perturbatifs de la référence [36], nous y mettons
explicitement en ceuvre 'approche auto-cohérence susmentionnée, et nous prédisons une
loi d’échelle non perturbative pour le comportement de dd%AE (K) au voisinage de la
surface de Fermi pour des masses égales et lorsque g — 07 ; en passant, nous vérifions
numériquement en section 6.4 que AE® (K) est une fonction lisse de K & température
non nulle. Dans un autre registre, nous montrons comment nos techniques de calcul
intégral permettent d’accéder a tous les moments de I'impulsion de paire particule-trou
rayonnée par l'impureté dans la mer de Fermi dans l'approximation de la regle d’or
de Fermi, ce qui nous fournit non seulement le taux d’amortissement de 'impulsion de
I'impureté, dans l'esprit de [35], mais aussi son coefficient de diffusion, dans 'esprit de
[47], certes au second ordre en g mais, contrairement aux références [35, 47], pour une
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impulsion quelconque. Nous concluons en section 7.

2. Définition de X (K,w) et lien avec la résolvante du Hamiltonien

Nous effectuons ici quelques rappels généraux sur ’approche bien connue des
fonctions de Green a N corps [2], pour un systeme spatialement homogene avec
des conditions aux limites périodiques mais indépendamment du modele d’interaction
considéré, puis nous établissons les liens, peut-étre moins bien connus, de ce formalisme
avec la résolvante et les notions de Hamiltonien effectif et d’opérateur déplacement, plus
habituelles en physique atomique [38]. Les variables et opérateurs de I'impureté seront
distingués de ceux des fermions par 1'usage de lettres majuscules pour ces premiers, et
de lettres minuscules pour ces derniers.

Le cas exploré ici est celui de la température nulle. La fonction de Green a une
impureté est alors définie dans le point de vue de Feynman [2] par

G(R,t; R, 1) = (ih) " (o TU (R, ) ¥ (R, #')]| o) (1)

ou le vecteur d’état |pg) est I'état fondamental des N fermions en I'absence d’impureté
(une simple mer de Fermi), \i/(R, t) est 'opérateur champ de l'impureté au point R a
Iinstant ¢ en représentation de Heisenberg, et 'opérateur T, dit du T-produit, ordonne
les facteurs dans l'ordre chronologique de droite a gauche, avec multiplication par la
signature de la permutation correspondante si le champ U est fermionique. Comme il
n’y a qu'une seule impureté, on voit bien que sa statistique quantique n’importe pas et
que la fonction de Green est nulle pour ¢ < ¢, si bien qu’elle est a la fois de Feynman et

retardée :
GR, ;R t) = (ih) Y (t = ') (o] U (R, ) U (R, 1) o) (2)

avec Y I’habituelle fonction de Heaviside. Comme le second membre ne dépend que de
R — R’ et que de t — t/, par homogénéité spatiale et stationarité de la mer de Fermi
sous évolution libre, nous en prenons la transformée de Fourier spatio-temporelle par
rapport & R — R’ et ¢t — t'§, avec I'habituel régularisateur exp[—e(t — t')/h], ¢ — 07,
pour obtenir le propagateur G(K,w). Par définition de 'autoénergie 3, dite propre dans
2], on a d’une part I’équation de Dyson

G(K,w) = [hw +ic — Bx — S(K,w)] ™! (3)
avec la fonction énergie cinétique de 'impureté,
hK?
by = 4
K™ oM 4)

Par un calcul explicite, et parce que l'opérateur d’évolution pendant ¢ du systeme
complet de Hamiltonien H vaut exp(—iHt/h), on obtient d’autre part

G(K,w) = (V|G (hw +ie + eo(N))[¢k) o |vg) = Cic|do) ()

3. Notre convention est que la transformée de Fourier spatio-temporelle de f(z,t) définie sur R?
est f(k,w) = [dt [daf(z,t)exp[—i(kx — wt)].
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avec eg(N) I'énergie de I’état fondamental des N fermions non perturbés, C’IT( I'opérateur
de création d’'une impureté de vecteur d’onde K et G(z) = (21 — H)™' T'opérateur
résolvante du Hamiltonien complet H.

Le lien établi par les équations (3,5) entre l'autoénergie et la résolvante est un
pont entre deux mondes, le probleme a N corps en physique de la matiere condensée
et celui de la physique atomique, ot 'on parle plus volontiers de Hamiltoniens effectifs
et de déplacements d’énergie complexes. Ce lien est rendu explicite par la méthode des
projecteurs [38]. Prenons pour P le projecteur orthogonal sur [¢%), ¢’est-a-dire sur 1'état
non perturbé de 'impureté de vecteur d’onde K et de la mer de Fermi. Dans le sous-
espace correspondant de dimension un, on définit le Hamiltonien effectif, non hermitien
et dépendant comme la résolvante paramétriquement d’une énergie complexe z, par les
relations exactes et générales

A ~

PGNP = — Lt g(x) = PHP + PHO—C 1P (6)
2P — Heg(2) 2Q — QHQ
ou Q = 1— P est le projecteur supplémentaire orthogonal de P. Dans notre cas,

H = Hy+ V, ou ﬁo, le Hamiltonien cinétique des particules, commute avec ]5, et V
est le Hamiltonien d’interaction impureté-fermion. Nous aboutissons a une expression
opératorielle explicite de la fonction énergie propre, en termes de l'opérateur déplacement
R de la référence [38] directement remplacé ici par sa définition :

~

Q s
o+ i +eov) — om0 1<) )

ce qui permet le développement de (K, w) en puissances de V' sans avoir recours a une

B(K,w) = (Uk|VIvk) + (WklVQ

représentation diagrammatique.

3. Expression de X (K,w) jusqu’au second ordre en g sous forme d’une
intégrale simple

3.1. Le modele sur réseau et résultat sous forme d’une intégrale multiple

Pour décrire une interaction de portée nulle et de longueur de diffusion fixée a entre
I'impureté et un fermion, il n’est pas possible en dimension trois de prendre directement
’habituel modele en delta de Dirac, V5 = gd(R — r), de constante de couplage effective

2rh2a
g 2 (8)
1
w = mM/(m + M) étant la masse réduite, sauf pour un traitement limité a

I’approximation de Born. D’habitude, on donne un sens a ce modele en introduisant une
coupure sur les vecteurs d’onde relatifs des deux particules (surtout pas sur les vecteurs
d’onde de chaque particule [48]), coupure que 'on fait ensuite tendre vers U'infini [32].
Mais nous adoptons ici une solution plus physique, consistant a remplacer le delta de
Dirac par le symbole de Kronecker également noté 9, c’est-a-dire a passer a un modele
sur réseau cubique, décrit en détail dans les comptes-rendus d’une école des Houches
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[49], dans lequel I'espace est discrétisé selon chaque direction cartésienne avec un pas b,
sous-multiple de la période L des conditions aux limites périodiques. Les vecteurs d’onde
des particules ont alors un sens modulo 27 /b selon chaque direction, ce qui permet de les
restreindre & la premiere zone de Brillouin du réseau, PZB = [~ /b, 7/b[?, et fournit une
coupure naturelle; ils décrivent donc I'ensemble D = PZB N (27/L)Z3. Le Hamiltonien
complet H est somme de I’énergie cinétique des particules Hy et de I’énergie d’interaction
sur site V. D’une part,

Hy =) eadltc+ Y ExCiCk (9)

keD KeD

ou I'énergie cinétique d’un fermion de vecteur d’onde k,

R2k?
€k =

(10)

2m
et 'opérateur d’annihilation ¢, d’un tel fermion, sujet aux relations d’anticommutation
canoniques du type {¢y, éL} = dk, sont les pendants fermioniques de I'énergie Fk et
de 'opérateur Cx introduits pour 'impureté a la section précédente. D’autre part,
V= 3 Pat i e E) = Y Bk e Cotl i (1)
rel0,L[3nbzZ3 kK K,K'eD
ol Popérateur champ (r), tel que {i(r), ¥ (1))} = dpp /b?, est le pendant fermionique
de celui \if(R) de I'impureté, 6™°¢ est un § de Kronecker modulo un vecteur du réseau
réciproque (27/b)Z3, et la constante de couplage nue gg est ajustée pour que la longueur
de diffusion de I'impureté sur un fermion, bien str définie pour le réseau infini (L = 00),
ait la valeur souhaitée a arbitraire dans R [49] :

Bk 2u
=gt - 12
9 g /PZB (2m)% h2k? 12)

Déterminons I'autoénergie (K, w) perturbativement jusqu’au second ordre inclus

en g, pour g < 0, comme il est abondamment expliqué dans I'introduction. A pas du
réseau b fixé, faisons tendre g vers zéro par valeurs négatives. Alors gy tend vers zéro,

= O 13
90 g + g /PZB (271')3 thQ + (g ) ( )

Dans la relation (7), nous pouvons a cet ordre négliger V' au dénominateur. L’action

de V sur I’état non perturbé |%) crée un trou de vecteur d’onde q dans la mer de
Fermi par excitation d'un fermion dans I'état de vecteur d’onde k; I'impureté encaisse
le changement d’impulsion et se retrouve avec le vecteur d’'onde K — k + q (modulo un
vecteur du réseau réciproque). Dans l'expression de ¥(K,w) obtenue, nous remplagons
go par son expression développée (13) puis nous passons a la limite continue b — 0
a g fixé. Il reste a prendre la limite thermodynamique pour obtenir le développement
perturbatif exact :

Y(K,w) = 2W(K,w) + SP(K,w) + 0(¢) (14)
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avec, jusqu’a l'ordre deux :

(K, w) = pg (15)

dq Bk 2u Y(k — kr)
Kw)=g g<kp(27)? Jrs(2m)3 [ R2R? Fiq(K,w) o

ot 'on a rendu l'écriture plus compacte comme dans [36] grace a la notation

Frq(K,w) = Bx_xiq+ €x — €q — hw — i€ (17)

Sans surprise, la contribution d’ordre un se réduit au déplacement d’énergie de champ
moyen, qui fait intervenir la densité moyenne p des fermions ou leur nombre d’onde de
Fermi kg :

dq ki
— = 18
p /q<kF (2m)3 672 (18)

De fagon remarquable, nous allons montrer dans la suite que 'intégrale sextuple dans
la contribution d’ordre deux peut étre évaluée analytiquement de maniere explicite.

Mais avant cela, notons que rien n’empéche a priori de poursuivre le développement
de go et de X(K,w) en puissances de g, au prix de l'obtention d’intégrales peut-étre
difficiles a calculer autrement que numériquement. Nous donnons ici a titre d’exemple
le résultat a 'ordre trois :

= g/gwq) Lol - e }

o [ ) S0

qui découle d’'une triple action de V sur I'état non perturbé |1%), avec retour obligé a

[1%). La premiere action de V' crée une paire particule-trou de vecteurs d’onde k et q.
La deuxitme action de V ne peut ni faire revenir a 1’état initial (a cause du projecteur
() dans I'équation (7)), ni créer une seconde paire particule-trou (car la troisieme action
de V ne peut détruire deux paires). Elle fait donc (i) diffuser le fermion excité de k
a k' avec une amplitude go ou (ii) diffuser le trou de q a q' avec une amplitude —gp,
par collision avec I'impureté, ou alors (iii) elle ne change rien du tout (terme k' = k
et K’ = K dans I"équation (11)); ceci donne naissance respectivement au premier, au
deuxieme et au troisieme terme de 'équation (19), les intégrales sur k et k’, ou sur q et
q’, dont l'intégrande est symétrique sous 1’échange des vecteurs d’onde, conduisant au
carré d'une intégrale sur k, ou sur q.

3.2. Passage d’une intégrale sextuple a une intégrale simple pour ¥ (K, w)

Nous détaillons ici, étape par étape, la réduction de I'intégrale multidimensionnelle
donnant ¥ (K,w) dans I'équation (16).

Tout d’abord, il est commode d’adimensionner les vecteurs d’onde par le nombre
d’onde de Fermi, I'écart de l'énergie hw a l'énergie cinétique Fx de l'impureté par
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I'énergie de Fermi ep = h%k2/(2m) des fermions,

— K _ q — k EK — hw
K=— =—, k=— = — 20
et la composante de Pautoénergie du second ordre en g par (pg)*/er :
2
SO(K,w) = P50k ) (21)

€F
Quant a la masse de 'impureté, on I'exprime en unités de la masse d'un fermion par le
nombre sans dimension

u (22)

r

Ensuite, l'invariance par rotation de K ~— Y®(K,w), déja prise en compte dans

Décriture (21), autorise & moyenne Iéquation (16) sur la direction K du vecteur d’onde

de I'impureté. A ket q fixés, le développement de Fy (K, w) en puissances de K nous
ordonne d’introduire les coordonnées sphériques d’axe polaire la direction de k — q;
I'intégrande dépend alors seulement du cosinus directeur polaire w de K, si bien que :
S, [ L 23

FoK,w)'™® )1 2 2 —yw—ic
Ho+ 1 1 [z + 9
|z —y|

o V() =Y (@ = 9)] = Fe)(20)
ou l'on a posé

A=lk—q|, 2= N+r(*-F+e)eR, y=2KAcR" (25)

et ot 'on a utilisé la primitive § In(v? + €%) + i arctan(v/e) de la fonction v — (v — i)™

sur R.

Dans l'intégration sur k a q fixé, on choisit de facon similaire ’axe polaire de
direction q, si bien que I'intégrande ne dépend que de ’angle polaire # entre k et q, pas
de I'angle azimutal. Dans l'intégrale polaire, on utilise astucieusement la variable \ de
I'équation (25) plutdt que 6 lui-méme, avec

sinf df = % (26)

q
Finalement, dans I'intégrale sur q, qui est la plus extérieure, I'intégrande ne dépend plus

de la direction de q, ce qui fait sortir 'habituel facteur 47 d’angle solide. Nous voila
réduit sans douleur a une intégrale triple :

SO(K /qdq/ kdk/k+q)\d>\ { R Y (k—1)f(x,y)|(27)

ou la fonction f est celle de I"équation (24). L’intégration sur A, bien que faisable, est
pénible car A intervient dans f(x,y) sous une forme trinomiale, et la complexité du
résultat compromet la suite; en revanche, k et ¢ n’y interviennent que par leur carré.
D’otu I'idée d’intervertir I'ordre d’intégration, comme dans la référence [39] : on effectue
a part 'intégration complete sur le domaine k < 1, et pour le reste on utilise

+oo k-l—q 1 A+q _
/ dg / dk / — / d\ / dg / di (28)
max(1—2X,0) max(A—q,1)
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Tout ceci conduit a

_ _ 3r or [+ @Z)”L()\) — = (N)
YK e) = - = d\ _ —x(\ 29
en termes des fonctions auxiliaires
1 A +G o - -
PE(N) = / qdq / kdkul\* £ 2K\ +r(k* — @ +¢)] (30)
max(1—2X,0) max(A—g,1)

o= [ [ e (31)

max(1—2X,0) max(A—g,1) (1 + T)IEQ
ot ¢~ (\) se déduit de 1)+ ()\) par simple changement de K en —K, et 1'utile fonction
u(X) =In|X|+irY (X), (32)

dont la présence s’explique par la propriété 2y f(z,y) = u(x+y) —u(z —y), interviendra
aussi via ses primitives ul"(X) d’ordre n, qui sont nulles en zéro ainsi que leurs n — 1
premieres dérivées :

arl(x) = X [u(X) -3 1] (33)

|
n. 1 S

u(X) est en fait la limite de la détermination habituelle de la fonction logarithme
complexe In z lorsque z tend vers —X € R depuis le demi-plan complexe supérieur.

Décrivons le calcul de 1*()\) dans ses grandes lignes. L’intégration sur k est
élémentaire lorsque I'on prend k? comme variable d’intégration. Elle fait directement
apparaitre la primitive ul!, évaluée en des points de la forme Ag?+ B ou AG+ B, ot les
coefficients A et B ne dépendent pas de ¢. L’intégration sur ¢ est donc confrontée soit a
la forme [ dgqulY!(Ag*+ B), auquel cas on prend g* comme variable d’intégration et I'on
fait apparaitre u/?, soit & la forme [dqq ull(Ag+ B), auquel cas on utilise l'intégration
par parties (en dérivant le facteur q) ce qui fait apparaitre u? puis ul®. En pratique,
on est conduit a distinguer les cas (i) 0 < A < 1, de bornes inférieures 1 — A et 1 dans
les intégrales sur ¢ et sur k, (ii) 1 < A < 2, de bornes inférieures 0 pour ¢ et A\ — g
(ou 1) pour k selon que g est inférieur (ou supérieur) a A — 1, et (iii) A > 2, de bornes
inférieures 0 et A — ¢. Mais on constate finalement que les deux premiers cas conduisent
aux meémes expressions ||, si bien qu'il suffit de retenir I'intervalle [0, 2], sur lequel

B ul? [PE(N)] Jru[z} [PE(N)]—ul? [Pﬁi()\)] - ulBl[PEN)]—ul [Pét()\)]

wi()\) 4r2 4r2 )\ 8r3\2 (34)
et l'intervalle [2, +ool, sur lequel
PE() = uPPF V)] + uP[PFN)]  uPIPE(N)] — uP [P (V)] (35)

4r2 )\ 8r3)\2

4. Lorsque A € [1,2], on obtient pour ¥ ()), aprés intégration sur k, une expression de la
forme fOAf1 dqlf(q) + f(-q)] + f;ﬂ dqlf(q) — g(q)], que Ton transforme en faisant le changement
de variable § — —g dans les parties contenant f(—q) et ¢g(g). Apreés regroupement des différents
morceaux et utilisation de 'imparité de g(g), qui implique que f:rll dg g(q@) = 0, on aboutit & Pexpression
fll_A dq[f(7) — g(q)] qui est exactement celle de )*(\) sur [0, 1].
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Nous avons introduit ici les trindmes apparaissant dans I'expression de ¢®(\) :

PEA) = (1 +m)A +2(r £ K)\ +7e (36)
Pr(N) =1 —r)X+2(r £ K)A4re (37)
Pr(\) =X £2KX+re (38)
PEN) = (14+m)A\ +2(£K —r)\ +re (39)

Les quatre trinomes correspondant a la fonction ¢~ (\) se déduisent bien entendu de
ceux associés & ¥ ()\) par changement de K en —K. Ils obéissent & des relations de
dualité dont nous tirerons profit :

Py (\) = Py (=A) et By (\) = Py (-)) (40)

(63
On notera que Pﬁi()\) est en fait de degré un dans le cas particulier (r = 1) ot I'impureté
et les fermions sont de méme masse, M = m.
Quant a l'intégrale (31), un calcul élémentaire conduit a9

x(A) = ﬁ {(1 — ) In(1+A) + A (g)\ — 1)] VA € [0,2] (41)
x(\) = ﬁ l(1 —\?) ln% + 2>\] VA€ 2,400 (42)

4. Calcul explicite de X?(K,w) dans le cas général

La section précédente nous avait conduit a exprimer la contribution a I’autoénergie
de limpureté d’ordre deux en linteraction sous la forme d’une intégrale simple, voir
Iintégrale de ¢T(\) — ¢~ (\) sur A de I'équation (30), dans laquelle il est commode
d’introduire provisoirement une borne supérieure finie A > 2. Le calcul de cette intégrale
peut étre effectué explicitement. Donnons-en ici les grandes étapes.

4.1. Expression en termes de deux fonctionnelles I[P] et J[P]

La premiere étape consiste a réduire le nombre de types de termes dans I'intégrande.
D’apres (34) et (35), il y a a priori trois types distincts, suivant la puissance 0, 1 ou 2 de
A au dénominateur. Mais il suffit d’intégrer les termes du troisieme type par parties (en
intégrant le facteur 1/A\?) pour les transformer en termes des deux premiers types, et
ceci sur chaque intervalle d'intégration [0, 2] et [2, A]. Les termes tout intégrés en A = 2
se compensent d’ailleurs exactement, car Pﬁi(Q) = P:(2), et le terme tout intégré en
A =0 est nul, car on a de plus -5 PF(0) = L P5(0). En éerivant les intégrales sur [2, A]
comme la différence des intégrales sur [0, A] et sur [0,2] avec le méme intégrande, on
met toutes les bornes inférieures d’intégration a zéro, ce qui permet de tout exprimer

en fonction des deux seules fonctionnelles
A
I[P](\) = / dtul?[P(1)] (43)
0

5. Ceci permet de vérifier que I'intégrande de (29) est O(1/\?) et que I'intégrale converge a grand
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JIPI(A) = /0 " g PO~ wBPO) (44)

t
olt le polynome P()) est en pratique I'un des huit trinomes PE(\), o € {«a, 3,7,6}.
Le terme soustrait au numérateur de l'intégrande dans J[P] assure la convergence de
I'intégrale en sa borne inférieure, sans introduire de reste dans le résultat final puisque
tous ces trindomes ont méme valeur en zéro. Nous obtenons finalement

/A Dt — ot - LEUER) = ) = R(E) = (W)

0 43
IX2) —I5(2) — IF(2)  I5(2)—I5(2) £ K{J5(2) - J5 (2)} i
492 * 493 (45)
ou ’on a utilisé les raccourcis de notation
I7(N) = I[BFI(N) et J7(\) = JIPS](N) (46)

pour la valeurs des fonctionnelles [ et J en les huit trindmes, et ou la contribution du
terme tout intégré en A résultant de l'intégration par parties vaut

WBITPEAY] — B[Pt
C:I:(A) — [Pa (A)E];T?’A [Pé (A)] (47)

4.2. Valeur explicite des fonctionnelles

La deuxieéme étape consiste en le calcul des fonctionnelles I[P] et J[P], ou P est
un polynome qu’il sera utile d’écrire sous sa forme factorisée,

PN =4p [ (=X (48)
Xo€Rac P
out Ap est le coefficient du terme dominant et Rac P est I’ensemble des racines de P(\)
comptées avec leur multiplicité. D’apres les équations (36,37,38,39), il suffit ici de se
limiter aux polynomes P(\) de degré au plus deux a coefficients réels, ce qui inclut le
cas particulier Pﬁi()\) (de degré un) pour un rapport de masse r = 1. On peut se réduire
alors & deux cas distincts, celui ou toutes les racines de P(\) sont réelles, et celui ou les
deux racines sont complexes conjuguées.
Attachons-nous d’abord a I’évaluation de la fonctionnelle I[P]. Pour rendre les
notations plus compactes et le résultat directement réutilisable dans le calcul de J[P],
introduisons le polynome auxiliaire @); de P pour la fonctionnelle ]P] :

1
Qi) = L [PV (49)
Alors, compte tenu de (33) et (43), nous obtenons l'utile récriture
A
1P = [ deQutt [mip(o) + iy (P - 5 (50)
0

Dans cette intégrale, la contribution du logarithme s’obtient en proposant simplement
une primitive F(t) de la fonction ¢ — Q;(¢)In|P(t)|, dont le lecteur pourra vérifier
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I'exactitude par calcul de la dérivée F'(t). Dans le cas de P a racines réelles, nous

choisissons
Ft) = Q) [1n|AP\—§]+ > { @ ® - Q00| mlr—
Ao€Rac P
¢ Q[l](T)_ [H()\O)
—/OdT L T_)\OI } (51)

ott le polynéme Q[IH (t) est la primitive du polynome @;(t) s’annulant en ¢t = 0, en accord
avec la notation précédemment introduite pour la fonction u. Les seules singularités
potentielles de la fonction F(t), situées en les valeurs des racines \g, proviennent de la
deuxieme contribution, qui reste cependant continue puisque le préfacteur polynomial
de In |t — Ag| s’annule en ¢ = \g; les autres contributions sont polynémiales en ¢. Dans
le cas de P a racines complexes, nous faisons le choix de primitive

F0) = Q0 [P0l - 3|+ 5 {@P0win(-20) - e o)

AoERac P

_ / dT@B”(ﬂ—@B”(Ao)} (52)

T—)\Q

ou la fonction logarithme Inz dans le plan complexe est définie avec ['habituelle
détermination lnz €] — 7w, 7| correspondant a une ligne de coupure sur le demi-axe
réel négatif. La fonction F(t) est indéfiniment dérivable sur la droite réelle. Comme elle
s'annule en ¢t = 0 et que sa dérivée est réelle, puisque @); est a coefficients réels, elle
est a valeurs réelles. On constate par ailleurs qu’elle se déduit de (51) a une constante
additive pres par changement de |t — A\g| en (¢t — Ag) sous la fonction logarithme.

Voyons maintenant la contribution de la fonction de Heaviside a I'intégrale (50). Si
P est a racines complexes, on peut remplacer Y[P(¢)] par Y[P(\)] dans I'intégrande,
puisque P(t) est alors de signe constant sur la droite réelle, ce qui fait apparaitre la
contribution irY' [P ()\)]Q[Iu (A) apres intégration. Si P est a racines réelles, nous intégrons
par parties au sens des distributions, en intégrant le facteur polynomial Q;(t) et en
dérivant le facteur contenant la fonction de Heaviside :

d : P(Mo)
LY PO = P(0)3[P(#)] = > mm ) (53)
Xo€Rac P

selon des propriétés bien connues de Y et de la distribution 0 de Dirac. Le terme
tout intégré fait apparaitre la contribution déja évoquée irY [P ()] [11}()\), et l'intégrale
restante est élémentaire, compte tenu de fOA dto(t — Ng) = Y (A= Xg) — Y(=Xg). On
notera que le préfacteur de § dans (53) est un pur signe, qui est celui du coefficient
dominant Ap en la plus grande des racines et son opposé en la plus petite ™.

Il nous reste & donner ’expression finale de I[P]()\) sur 'axe réel, valable,
soulignons-le, pour P de degré au plus deux a coefficients réels, mais pour une valeur

6. Dans le cas ou P est en fait a racine double, ce que 'on voit comme la convergence des deux
racines simples vers une valeur commune )y, les contributions des deux racines a l'intégrale restante se
compensent et seul le terme tout intégré survit.
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absolument quelconque du polynéome @y, en rien limitée a (49), comme le montrent les
calculs que nous venons de décrire. Si P est a racines réelles,

A Ay Aol
1P| = ?MM{MPQM—§}+ > {—()ﬁQI@) )

t—Xo
Ao€Rac P

—Q njA— —In v P(R) — - Y (-
Q1) 1A =l — o]+ i (20 = V(-0 (59)

Si P est a racines complexes,

A (1] Al
P = Qo {ulrol - 31+ 3 {_()ﬁ@fu> en

t— o
AoERac P

~Q00) In(A = 20) = In(=20)] } (55)

en gardant & l'esprit que, si Q;()) est a coefficients réels, la partie imaginaire de I[P](\)
provient seulement de celle de u[P())], donc du premier terme.

Attachons-nous maintenant a 1’évaluation de la fonctionnelle J[P], sous la
méme hypothese d'un polynéme P()\) a coefficients réels de degré au plus deux. Le
polynome auxiliaire doit alors étre défini comme suit :

Qi) ~ Qi) _ [PV - PO

Qs D) A (56)
pour conduire a la décomposition astucieuse en deux sous-fonctionnelles,
P(0))?
7Pl = APy + PO ey, 657)

2
avec

AP = [ arauo futp) - 3 58)

Comme les expressions (54) et (55) sont valables pour un polynéome ); quelconque, la

fonctionnelle J;[P](\) s’en déduit en remplagant partout Q; par @, et donc en fait Q[I”
par QB” Dans la fonctionnelle J[P](\), la partie imaginaire de u[P(t)] — u[P(0)] au
numérateur de I'intégrande est nulle si P est a racines complexes donc a signe constant,
sinon sa contribution s’évalue par intégration par parties comme pour I[P]; la partie
réelle de u[P(t)] — u[P(0)] fait apparaitre, apres usage de la décomposition (48) et
division par ¢, la fonction ¢ — In[|t — Ag|/|\o|]/t pour chaque racine réelle Ay de P()),
ou t — In[(Ag—1t)/No|/t pour chaque racine complexe, dont I'intégrale est exprimable en
termes du dilogarithme Lis, encore appelé polylogarithme d’ordre deux ou fonction de
Jonquiere de parametre égal & deux, et qui obéit & Liy(z) = —In(1— 2)/z et Liy(0) = 0.
Si P est a racines réelles, nous trouvons finalement
LIPIA) = im {Y[P(V] = Y[PO I Al + ) { — Lis(A/Ao)
Xo€Rac P

P(Ao)

=il ol s Y (A = o) = Y (=)} (60)
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ou la fonction Lis, a valeurs réelles sur la droite réelle,

Liy(A) = lim Lis(A + i€) 4 Lig (X — i€) _ _/ dt LSNP (61)
0

e—0t 2

coincide avec Liy pour A < 1 mais donne pour A > 1 la moyenne des valeurs prises par
Liy juste au-dessus et juste en dessous de sa ligne de coupure [1, +oo[. Si P est a racines
complexes, nous obtenons le résultat a valeurs réelles

BPJ(A) == > Lisy(A/A) (62)

AoERac P

4.3. Ou l'on fait tendre la coupure vers linfini

La troisieme étape consiste a faire tendre la coupure vers l'infini, A — -+oo.
Les différents termes dépendant de A dans (45) et lintégrale de x(A) sur [0, A]
dans (29) divergent s’ils sont pris individuellement. Cependant, leurs contributions
divergentes doivent se compenser exactement dans le résultat final pour ©®) (K, ¢),
puisque l'intégrale dans (29) est convergente, et il ne sert a rien de s’astreindre a les
évaluer. Pour les éliminer de facon simple mais systématique, tirons parti du fait que
chaque terme de (45) peut étre mis asymptotiquement sous la forme canonique :

Z(A)VET T aAInAY +o(1) (63)
(4,j)ENZ
avec un nombre fini de coefficients a;; non nuls. L'unicité d’écriture de cette forme
permet de définir de fagon univoque la partie finie de Z(A) en +o0 :

PtZ(+00) = app = lim [IA — ai,-Ai lnAj] 64

(ho0) =0 = lim [Z0) = 3 ouiind) (64

Un calcul explicite de l'intégrale de x(\) sur [0, 2] puis sur [2, A], & partir de (41,42) et

en utilisant I'intégration par parties pour éliminer la fonction logarithme, conduit a un
seul terme divergent, linéaire en A donc de la forme (63), puis a

+00 9
pPf dAX(N) = ———— 65
| =5 (65)
ce qui, soit dit en passant, se compense exactement avec le terme constant dans

T
’équation (29). De méme, on voit bien sur les équations (54) et (55) que la fonctionnelle

I[P](A) respecte la forme (63), u[P(A)] et In|A — Xg| ou In(A — Xg) y donnant
des contributions en InA + O(1), et les autres facteurs ou termes des contributions
divergentes purement polynomiales. Le calcul de sa partie finie est alors élémentaire si
I'on réalise que, pour tout polynéme R(\) = ) ., b, A" nul en zéro donc de partie finie

nulle en +00, comme le polynome @Q;(\) ou la contribution en foA dans (54) et (55), on a

Pf[R(A) In(A — Ao)]Ass 400 = — Zb N / Y (66)

A
n>1
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compte tenu du développement asymptotique de In(A —Xg) =InA =37 - (Ao/A)"/n en
+00. On obtient ainsi pour P(\) a racines réelles :

/ ol
PEIIP](+00) =) { B”()\O)[1n|)\0|—i7rY()\o)‘];82;|}—/d)\QI)\O\)}(W)
Ao€Rac P 0

et pour P(\) a racines complexes :

Ao (1]
PEI[P)(+o0) = Y {[,”(Ao)ln(—Ao)— /0 dA%} (68)

Xo€Rac P
Ces considérations et ces expressions s’étendent directement a la fonctionnelle J;[P](A),
puisqu’il suffit de remplacer le polynome Q[ll]()\) par le polynome QB”()\). Quant a la
fonctionnelle Jo[P]()), les propriétés de la fonction dilogarithme, ou simplement un
raisonnement direct sur les intégrales qui la font apparaitre®, donnent pour P()) a
racines réelles le résultat peut-etre complexe

In|\|)? n2 2
prafPliroc) = Y [N Ty 4 Ty
Ao€Rac P
: P(Ao)
—imIn [o]Y (A |
et pour P(\) a racines complexes le résultat certainement réel
w2 1
Pfo[P)(+00) = — + > 5[m(—AO)]Z (70)

AoERac P
Il reste & traiter le cas de la quantité C*(A) dans 1’équation (45). Pour notre habituel
polynome générique P(A) de degré au plus deux a coefficients réels, nous trouvons,
indépendamment du fait que ses racines soient réelles ou complexes, ’expression

of [um[P(A)]

11
A = Qc(0)In|Ap| — == +imY (Ap)]

N Z AAO d}\QC()\) X QC(O) (71)

AoERac P

:| A—+oco

en termes du coefficient Ap de son terme dominant et du polynome auxiliaire Qc(\) =
{[P(N)]? — [P(0)]*}/(3!\) a priori non nul en zéro, apres utilisation de (66) avec
ROV = [Qc(N) — Qe (0)]/A
Fort heureusement, les résultats obtenus pour la partie finie lorsque la coupure
A — 400 peuvent étre grandement simplifiés grace aux relations de dualité (40). En
effet, seuls les polynomes P¥(\) et P;()\) interviennent dans les contributions dépendant
de A dans I'équation (45), et seule la différence ¢ (\) — ¢~ (\) importe dans le résultat
final (29). Au polynome générique P()\) de degré deux nous associons donc son dual
P(\) = P(=)) (72)
7. On obtient sur I'axe réel Lig(z) = ’{—; — 2(Inz])* + %Zé—l — 14+ 0(%) pour z — Fo0, et en
dehors de I'axe réel, Liz(2) = —3[In(—2)]? — %2 +0(2), avec la détermination habituelle du logarithme
complexe.
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Bien entendu, les racines de P()\) sont les opposés des racines de P()), alors que la
valeur en zéro et le coefficient du terme dominant sont communs aux deux polynomes.
Au polynéme P()) et a ses racines g, a ses polynomes auxiliaires Qr(\), Q7(\) définis
par (49) et (56), et a leurs primitives Q[Iu()\), QB](A), qui apparaissent dans I’expression
des parties finies des fonctionnelles I[P](A) et J[P](A) en A = +o0, il suffit simplement
de substituer le polynéme dual P(\) = P(—)) et ses racines Ay = —\, ses polynomes
auxiliaires Q;(\) = Q7(=\), @;(\) = —Q; (=) et leurs primitives Q[IH()\) =— [Il](—)\),
QB”()\) = 51](—)\), pour obtenir expression des parties finies de I[P](A) et J[P](A) en
A = +o00. De méme, dans 1'équation (71), le remplacement de P()\) par P()\) conduit
au remplacement de Q¢ () par Qe(A) = —Qc(—N).
Nous obtenons ainsi toute une série de relations simplifiées. D’abord,
Pf {[uP[P(A)] + uPI[P(A)]]/A} = 0 en A = 400 d’on
Pf[CT — C7|(4+00) =0 (73)
si bien que les termes C*(A) de I'équation (45) donnent une contribution nulle &
Y@K, e). Ensuite, pour la fonctionnelle I, dont il faut 1a aussi additionner les valeurs
en P et P : dans le cas réalisé en pratique d'un coefficient Ap > 0 dans P()), il vient
imA%
60

ot les racines Aj, Ay de P(\) doivent étre rangées par ordre croissant si elles sont réelles,

Pf {I[P]+I[P]}(+00) “Z° —ir[QM () QM (\)] = (Aa—A1)°(74)

et par ordre de partie imaginaire croissante si elles sont complexes, si bien que

AL/2 (A )L/2
Ao — A\ = \AP ‘ (racines réelles) ou % (racines complexes),(75)
P P

Ap étant le discriminant du polynéme P(\)f#. De méme pour la fonctionnelle J, dont
il faut soustraire les valeurs en P et P puisqu’elle est multipliée par K dans 1’équation
(45). Compte tenu de la décomposition (57), donnons d’abord, 1a aussi pour Ap > 0,

Pf {J1[P] — Ji[P]}+00) “Z° —ix[QW (X2) — QW (M)
_ _2»7;22}3 (A2 — M) (A1 + X)) [(A1 =+ A2)? — 10A1 Ao (76)

ou l'on rappelle que la somme A\ + Ay et le produit A; Ay des racines sont respectivement

les coefficients des termes d’ordre un en A et d’ordre zéro en A du polynome dual
normalisé P()\)/Ap. Puis, pour donner le terme restant, distinguons le cas de P())

a racines réelles :
§ A+ A A
PE{Jo[P] — Jo[P]} (+-00) 20—V (A Ag) 222 irin @, (77)
A1+ A | A1
ou l'on a utilisé Ap > 0, Y (z)—Y (—x) = signe x, signe z+signey = 2Y (zy) signe (z+vy)
pour des réels x et y quelconques, et le cas de P(\) a racines complexes, sans hypothese
sur le signe de Ap :
- . — A2 At Ay
PE{J5[P] — Jo[P]}(+00) = —imIn ()\—1) = —2m arcsmW (78)
Ceci acheve notre calcul de X3 (K ¢).

8. Dans le cas & racines complexes, on a utilisé la propriété In(Az) —In(—X2) = In(—=XA1)—In(\;) = iw.
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4.4. Une forme compacte du résultat final

Pour conclure cette section, donnons sous une forme compacte comme dans [36] la
contribution d’ordre g* & I'autoénergie de 'impureté, adimensionnée selon (21) :

SO(K,e) = ST — 87 (79)

32r2K
ol les quantities S* sont définies par

ST =(1+r)[ig+15 (2)] - (1—r)I5(2) —rI; (2) £ K[j; — J5 (2)+J; (2)](80)

et, faut-il le préciser, se déduisent I'une de l'autre par changement formel de K en
—K, ce qui ne pose pas de probleme puisque aucun des calculs des deux sous-sections
précédentes n’a besoin de la propriété K > 0. Dans 'équation (80), les quantités IF(\)
et JE()), reliées aux trinomes (36,37,38,39) par 'équation (46), peuvent étre évaluées
explicitement pour A\ = 2 grace aux expressions (54, 55) et (60,62), compte tenu de la
décomposition (57) et du lien entre les fonctionnelles J;[P] et I[P] indiqué juste apres
I'équation (59); les nouvelles quantités introduites dans (80),

it = Pf(IZ 4+ I])(+00) et jf=Pf(JE — JF)(+o0) (81)

se déduisent des résultats (74), (76) et (77,78) en y prenant P()\) = PZ()\) puisquon a
la dualité (40), et en gardant a U'esprit la aussi la décomposition (57).

5. Les singularités des dérivées de @ (K ¢)

La fonction énergie propre de I'impureté au second ordre en I'interaction, (K ,¢)
Y@ (K,e) apres adimensionnement, calculée explicitement dans la section 4, est
indéfiniment différentiable sur R* x R sauf sur certaines lignes de singularité que nous
allons étudier ici. Pour le voir, il suffit de remarquer que chacun des termes dans la
décomposition (79,80) est une fonction des coefficients Ap du terme dominant et des
racines g des polynomes P/ (), avec o € {«, 3,7,d} et n = £ selon que I'on considere
S*. Alors que les Ap sont des constantes, les racines Ay sont des fonctions non triviales de
(K, ¢). Notre discussion considere ici le cas générique r # 1, mais est aisément adaptable
au cas particulier r = 1.

5.1. Localisation des singularités dans le plan (K, ¢)

Une premiere source de singularité pour les dérivées de (K, ¢) est donc la non-
différentiabilité des racines par rapport a (K, ¢), qui se produit lorsque le discriminant
A7 d’un des polynémes P7()) s’annule, la quantité (A?7)'/2 dans l'expression des racines
n’étant alors plus dérivable :

K)? K)?
Agzoﬁe:w A} =06 (r + nK) (82)

r(1+r) r(1—r)

2 )2
Al=0&ec=— Ag:O@e:w (83)

7 r r(l1+r)
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Bien qu’il y ait huit polynomes distincts en jeu, le lieu des points correspondants dans
le demi-plan (K > 0,¢) est composé des portions de cinq paraboles seulement, voir la
figure 1, a cause des relations de dualité (40) et P, (A) = P;(—A). On notera (pour
r < 1si o = f) que le polynome P7()\) est a racines réelles lorsque (K, ¢) est sous
la parabole A7 = 0, & racine double lorsque (K, ¢) est sur la parabole, et & racines
complexes lorsque (K, ¢) est au-dessus.

Une seconde source de singularité pour les dérivées de L2 (K, e) est la non-
différentiabilité de () par rapport aux racines Ay des polynomes. Comme il apparait
sur les équations (54,60), prises pour A = 2, et sur I’équation (77), ceci peut étre le fait
de singularités logarithmiques dans la partie réelle, provenant de la fonction logarithme
elle-méme ou du comportement de la fonction Liy(7) au voisinage de z = 1 et & = o0,
et de discontinuités des fonctions de Heaviside dans la partie imaginaire, ce qui peut se
produire seulement si I'une des racines Ay du polynéme considéré tend vers 0 ou 2 {7.
On trouve que la condition d’existence d’une racine nulle est la méme pour les huit
polynomes P! ou o € {«,5,7,0} et n =+ :

Vo e {a,5,7,0},Vn==+ : P)(0)=0<¢c=0 (84)

ce qui correspond & une seule et méme droite dans le plan (K, ¢). Se demander si I'une
des racines est égale a deux n’est en fait utile que pour les six polynomes P, avec
o € {B,7,d} et n = £, puisque l'indice o dans (80) n’apparait que dans des parties
finies i et jT; or les expressions (74,76) sont des fonctions indéfiniment dérivables des
racines, et (77) l'est aussi sauf en A\; » = 0. On trouve alors que la condition d’existence
d’une racine \g = 2 ne dépend que du signe 7, elle est la méme pour les trois polynomes

P} (\) d’'une part, et pour les trois polynomes P, (\) d’autre part :
Vo €{8,7,0},Vn=+ : P)(2) =0 & re = —4(1 + nK) (85)

ce qui correspond donc & deux droites seulement dans le plan (K, ¢), images I'une de
I’autre par réflexion par rapport a I’axe vertical, sur lequel elles sont concourantes.

Il existe des points du plan (K, ¢) doublement singuliers, qui combinent les deux
sources de singularité pour un polynome P?()) donné : le polynome y admet une racine
double égale a zéro ou deux. Comme on le voit sur la figure 1, ce sont non seulement des
points d’intersection de la parabole A” = 0 et de la droite € = 0 ou 7e = —4(1 + nK),
mais également des points de tangence, puisque PZ(\), a coefficients réels, ne peut avoir
a la fois une racine réelle et une racine complexe. Dans cette sous-section, au contraire
de la sous-section 6.3 pour r = 1, nous ne discutons pas le cas de ces points doublement
singuliers, ni méme celui des points d’intersection de lignes de singularité associées a

9. A X quelconque fixé, les quantités Q[Il] (N) et QE}](A) sont des polyndmes en les coefficients de
P()), donc ici des fonctions C™ aussi bien en les racines A; » qu'en K et e. La quantité Q[I” (Ao) est un
polynéme en A 2, donc est C°° en A; 2, mais pas forcément C'° en K et e 14 olt les racines ne le sont
pas. De méme, le terme intégral dans (54) et son équivalent dans J1[P]()) sont des polynémes en Ay 2;
mais, apres sommation sur \g, ils deviennent des polynémes symétriques en \; 2, c’est-a-dire, suivant
un résultat classique, des polynémes en A1 + Ao et A1 A2, donc ici des fonctions C'*° de K et e.
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des polynomes différents, et ce qui va suivre vaudra seulement pour les autres points,
c’est-a-dire pour les points génériques, des lignes de singularité.
K=r
K=0 K=
30—
,erz—Yi

I ' I ! I P [
T C S 7 B0

20

10

(Ehw)/e.
(@)

® -10
-20
L l \\\ \\\/AB_O
- i i | | i | | [N |
% "1 2 3 4 5 6 7 8
R=K/k.

Figure 1. Les lignes de singularité des dérivées par rapport a (K,e) € Rt x R de
'autoénergie d’ordre deux adimensionnée $(?) (K, ¢). (i) Sur les paraboles A7 = 0,
ou A est le discriminant du polynome P?(\), o € {«,f,7,0} et n € {+,—1}, les
racines des polynomes ne sont pas des fonctions différentiables de (K, ¢); ceci conduit
effectivement & une singularité des dérivées de $(?) (K, ¢) sur les portions en trait plein,
pas sur celles en tireté. (ii) Sur la demi-droite horizontale, ot au moins un (mais aussi
chaque) polynéme PF(\), o € {a, 3,7, 6}, admet une racine \g = 0, et sur les demi-
droites obliques (vers le bas pour 7 = +, vers le haut pour n = —), olt au moins un
(mais aussi chaque) polynéme P?(\), o € {8, 7,8}, admet une racine \g = 2, X3 (K, ¢)
n’est pas une fonction indéfiniment différentiable des racines. Les lignes verticales en
pointillé fin marquent les abscisses des points de tangence des paraboles avec les droites
de singularité; les valeurs des abscisses sont par ailleurs données explicitement en
fonction du rapport de masse r = M /m entre 'impureté et les fermions, dans un code
de couleur et d’obliquité repérant respectivement la parabole et la droite concernées.
La ligne verticale en tireté fin marque I’abscisse K = 1 du point de croisement des
droites de singularité horizontale et oblique vers le haut. Sur la figure, r = 3/2.

5.2. Sur les paraboles : effet d’une racine double

Etudions d’abord les singularités sur les paraboles A7 = 0, ¢ € {«,,7,0} et

n = =, en un point du plan (K, ) donc ol le polynéme P7(\) admet une racine double

)\(()f’g ), que nous approcherons pour simplifier du coté A > 0 seulement, ot P7(\) est a

(no) < )\gnff)

racines réelles, A\ , arbitrairement proches de )\gjg ). Comme )\gjg ) est différent

de zéro et deux, et compte tenu de la derniere note en bas de page, seule la seconde ligne
dans 'équation (54) et son équivalent pour la fonctionnelle J peuvent conduire & des

. o . s . 1 o . .
singularités. Inspirés par la note, nous exprimons les [I]()\%)) comme combinaisons
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linéaires de leur somme Sy et de leur différence Dy,
1 o 1 o 1 o 1 o
S1=Qr W)+ Q) et D= QI () QW) (86)

La contribution de S; a la partie réelle de [2(2) contient en facteur le logarithme
d’expressions qui, comme S;, sont des fonctions symétriques des racines, a savoir leur
produit ou le produit de leurs écarts a deux; I’ensemble est une fonction indéfiniment
différentiable de (K, ¢). La contribution de D; & la partie réelle de I7(2), de maniere
remarquable, est elle aussi une fonction indéfiniment différentiable de (K,e) au point
de racine double, en vertu du la propriété suivante que I'on applique, compte tenu de la
valeur explicite (74) de Dy, ala fonction f(A;, Aa) = (Aa—X1)° In{A1(2—X2) /[ Xa(2—A\1)] } :
Propriété 1 : Si f(A\, \2) est une fonction symétrique de (A1, \y) € R? indéfiniment
différentiable (C*) sur un voisinage de (A\j5, (%), alors f (A7) A1) est une fonction
C> de (K,¢) au point ot P1()) est a racine double A7

Pour établir cette propriété, remarquons que A%’ ) — )\(%7 ) = F(A1)2/(2147)) A
une seule et méme fonction C* de (K, ¢) additive pres, avec A7 le coefficient du terme
dominant de P?(\). Comme f(A1, Ay) est une fonction symétrique, le développement de
Taylor de f(A", AU en puissances de (A7)Y/2 ne fait apparaitre que des puissances
paires, fonctions C™ de (K, ¢), d’ou le résultat. |

On trouve de méme que la partie réelle de J7(2) est une fonction C* de (K, ¢)
au point considéré. Pour étudier le bout J;, dans la décomposition (57), on introduit
Sy et Dy, en remplacant dans (86) le polynome auxiliaire () par @;. L’expression
de Dj; est donnée par (76). Dans le cas du bout J, dont on n’oublie pas qu’il
est multiplié par [P(0)]%2/2, fonction C* de (K,e), on utilise la propriété 1 avec
F(A, X9) = Lia(2/A1) + Lia(2/X2), ce qui est légitime puisque 2/A; o n'est ici ni au
voisinage de +00 ni au voisinage du bord de la ligne de coupure Rz > 1 de la fonction
Liy(z) dans le plan complexe.

Considérons maintenant le cas de la partie imaginaire de I7(2) et J2(2). Les
fonctions de Heaviside des racines au voisinage du point considéré ont la méme valeur
pour Ap o, c’est leur valeur en la racine double, qui fait apparaitre la fonction porte ou
indicatrice de I'intervalle [0, 2], nulle sauf sur cet intervalle ou elle vaut un :

H[(),z} (a:) = Y(2 — :L’) — Y(—LE) (87)

Comme P'(A12)/|P'(A12)| sont de signe opposé, seules les fonctions D; et D
contribuent. Apparaissent finalement des fonctions antisymétriques des racines, qui
ne jouissent pas de la propriété 1 et ne sont pas C* en (K,e) au point considéré.
En particulier, en ayant soin de regrouper les bouts J; et Jy pour éviter de faire
apparaitre des singularités intermédiaires plus fortes, ce qui conduit a considérer la
fonction (Ay — Ar) f(Ar, As) ot F( A1, Ag) = 2522 [(A) 4 A)2 — 10A Ag] + X225 (2, /)
est C'°, symétrique, homogene de degré trois et telle que f(1+6,1—9) = %54 +0(6%)
lorsque d — 0, nous obtenons a une fonction additive C*> de (K, ¢) pres :

) A0 _ im0, (A5 )

I"(2
( 60(Ag)3

(A7) + ¢ (88)
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oot g (MG )
GOATS (AZ)3

On en déduit que la dérivée troisieme de II7(2) et de IJ?(2) suivant la direction

J7(2) (A7) + O(AD)?) + € (89)

normale a la parabole A = 0 diverge comme l'inverse de la racine carrée de la distance
a la parabole, pourvu que la racine double du polynéme PJ(\) soit dans l'intervalle |0, 2],
ce qui se produit sur la portion de la parabole comprise entre ses points de tangence
avec les droites EI)\éW) =0et EI)\éW) = 2 des équations (84) et (85).

Dans le cas oll 0 = «, ce sont les parties finies symétrisées i et j= qu’il faut
considérer. En réalité, leurs singularités vont interférer avec celles de IJ(2) et J5(2),
comme on le voit sur I'expression (79) de X®) (K ¢), puisque les paraboles AT = 0 et
AF = 0 sont confondues. Il vaut donc mieux les regrouper pour obtenir

0 rn oy Moot im(A7)Y? (720 oo

=172 M2 S {1 Tea (M)} + (90)
(A2 + O(AY))

0y ooy Alzot GT[(AT)Y2 + O(AL B (o) o

i+ J72) SN AT {1 Moz (=A") } + C=(o1)

ott la dualité (40) implique —AJ%s” = A5 ™.

Il reste & additionner toutes les contributions &4 X3 (K, ¢) selon I'écriture compacte
(79), pour chacune des cing paraboles distinctes possibles, ne serait-ce que pour vérifier
'absence de compensation entre les contributions issues des fonctionnelles I[P] et J[P] :

_ _ AT—0t 3Z7TH 0,2] (nf(-i-r)

SO(K,e) = 0 o A2 1 O(ATY] + C® (92
(.0) M2 R DS AY O] 4 O (92)

= — T=A; =0T 3’i7T[H02 (—K) — H[O 2](K)]

2(2) K A’Y el [ , ] _ , A-f— 5/2 COO 93

o oAt —3im[1 — i g (AT

2(2)<K’ g) Ag Aé —0 ﬂ-[ [0,2]( 1+7r )] [(AZ)5/2+O<AZ)3]+COO<94)

6407 (1 +r)2K (K + nr)
avec, a chaque fois, un préfacteur qui diverge au point de tangence de la parabole A7 = 0
considérée (o € {f,~,a}) avec 'axe horizontal ¢ = 0, ainsi qu’au point d’intersection,
d’abscisse K = 0, des paraboles de méme classe o € {a, 3} mais d’indices 7 opposés. Les
portions de paraboles ol se produit réellement une divergence de la dérivée troisieme
de X (K, ¢) dans la direction normale sont représentées en trait plein sur la figure 1;
les autres portions sont en tireté.

5.8. Sur la droite horizontale : ’effet d’une racine nulle

Etudions maintenant les singularités sur la droite horizontale ¢ = 0, en un point du
plan (K, ¢) donc ot un (et en pratique chaque) polynome P7()\), avec o € {a, 3,7,0}
et n = 4, admet une racine nulle, 'autre racine étant différente de zéro et deux. Au
voisinage de ce point, P’(\) admet une racine réelle )\(()"U) qui s’annule linéairement en

g, donc en changeant de signe, comme
n
Ame) 20 e 7 (re)? 4+ O(e?), 95
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Pautre racine A\ = re/(ATA7)) ayant bien une limite finie.

Regardons d’abord la contribution des parties finies i et 5 a I’autoénergie d’ordre
deux, voir I'équation (80). Comme les racines des polynomes sont des fonctions C*
de (K, &) au voisinage du point considéré, la quantité i, ainsi que la contribution de
la fonctionnelle J; a j7, sont elles aussi C*°, en vertu des équations (74) et (76). En
revanche, aprés multiplication par [P7(0)]?/2 de la contribution de la fonctionnelle J,,
voir (77), on trouve que la dérivée seconde de j! par rapport a € a une partie imaginaire
logarithmiquement divergente en € = 0, et une partie réelle seulement discontinue.

Les contributions I7(2) et J7(2) peuvent-elles conduire a des singularités plus
fortes? Dans l'expression (54) prise pour A = 2, le seul bout a priori non C* est
en Q[ll]()\o)[ln [Ao| £ imY (=Xo)], en omettant les indices o et n pour alléger. Or Q[ll](ko)
s’annule ici cubiquement en \g, comme on le voit par simple changement de variable
t = x)\g dans l'intégrale définissant Q[ll] :

[P)]?

] Ao AQP 1
QW (xg) = /0 a0 =2, /0 do(z — 120z — X,)? (96)

A Taide de la relation sY(—se) = Y (s) — Y (e), vraie pour s = £1 quelconque mais
utilisée en pratique avec s = P’(0)/|P’'(0)], on obtient, en réintroduisant les indices :

m2) =" - <"’€)6[;;(£(5)] o |e| + inY ()] + C= (97)

Aussi faut-il dériver [7(2) trois fois par rapport a & pour avoir une divergence

logarithmique dans sa partie réelle, et une discontinuité dans sa partie imaginaire. Dans
le cas de J;1[P](2), on reprend le méme raisonnement en remplacant Q; par @ :

Ao 2 2 2 Ly
QU (A = / ar PO~ IPOF _ Ap ) / 0 1) (hga— )= N2 (98)

2t 2 T

Ceci s’annule quadratiquement en Ay, et il suffit de dériver J;[P](2) deux fois par
rapport a € pour faire apparaitre une divergence logarithmique sur la partie réelle et une
discontinuité sur la partie imaginaire. Cependant, la singularité issue de la fonctionnelle
Jo est encore plus sévere, méme apres multiplication par [P(0)]%/2, voir (60) et la note
en bas de page sur le comportement asymptotique de la fonction Liy(x) : au final, la
dérivée seconde de J(2) par rapport a e diverge comme le carré du logarithme de € pour
la partie réelle, et, du coté A\g > 0, comme le logarithme de € pour la partie imaginaire.

En regroupant toutes les contributions & ) (K, ¢), on trouve cependant que la
singularité attendue en € = 0 dans la dérivée seconde ne se produit pas, a cause
d'une compensation parfaite entre les contributions de j7, J;"(2) et J§(2). Comme
dans I’équation (91), il y a donc une combinaison astucieuse & considérer,

GO Jy2) = TH2) = T2 — TP+ C (99)
pour laquelle on trouve par des calculs un peu longs :
1 o o .
T3 = Q) A7+ imY (e)

(re)”

n ~Lin(2/A")) 1 irY (e) In AU |] (100)



L’autoénergie d’une impureté dans un gaz parfait de Fermi au second ordre en [interaction26

On a utilisé entre autres la relation de dualité (40), qui implique )\(()7"5) = —)\é"a),
P(0) = —P7(0) et Q‘[]lj_n(kéfné)) = Q%(Aéﬁa)), la relation déja vue sY(—sg) =

Y(s) — Y(e), cette fois avec s, = P7(0)/|P7(0)], la relation I AT /A =
sy In A 4+ €. Et aussi le fait que In[[]AT™ /A7) est une fonction € de ¢ en
e = 0, et que l'expression Liy(1/x) — Liy(—1/x) — (7%/2) signe(x), parce qu’elle vaut
Jy (dt/t)In[[t—1]/[t+1|] d’apres (61), est une fonction C* de a sur ] —1, 1[. Mais surtout
le fait que les polynomes PJ(A) et Pj()\) ont la méme dérivée premiere en A = 0, ce qui

implique que les racines )\(()"

) et )\((]"5 ) different seulement au second ordre en £, voir
(95), et ce qui explique pourquoi la combinaison astucieuse (99) est une fonction C? de
e en € = 0, alors que les termes 7, et J3 ne le sont pas.

Par un développement des termes (100), donc de la combinaison (99), jusqu’a ’ordre
trois en ¢, grace en particulier a (98), puis en incluant la contribution (97) des I7(2),
nous trouvons finalement que la dérivée troisiéme de ©(?) (K, ) a une partie réelle
logarithmiquement divergente et une partie imaginaire discontinue sur I’axe horizontal :

3ri(K? 4+ 1r?)
61K (K2 — )

avec un préfacteur qui diverge en les points de tangence des paraboles A = ( avec 'axe

SR, ) = S[£2 + O(eM][In fe| + inY ()] + C=,  (101)

horizontal, pour o € {«, 5,7,0} et n = £, ce qui était peut-étre prévisible.

5.4. Sur les droites obliques : ’effet d’une racine égale a deux

Etudions pour terminer les singularités sur la droite oblique correspondant a n = +
ou n = — dans I'’équation (85), en un point du plan (K, ¢) donc ol un (et en pratique
chaque) polynome PJ(\), avec o € {8,7,0} et n fixé, admet une racine égale a deux,
l’autre racine étant différente de zéro et deux. Au voisinage de ce point, les deux racines
de P7(A) sont bien entendu réelles; nous noterons )\(()"U) celle qui est arbitrairement
proche de deux,

() _ o dn220 __ dy 2
Ay —2 = _P(?'(Q) +0(d;) (102)
ou le numérateur, égal a P7(2), est une distance algébrique a la droite de singularité :
d, =re+4nK +4 = P!(2), Vo € {B,7,5} (103)

L’autre racine )\6("0) reste en dehors d'un voisinage de zéro et de deux.

Comme il a été vu a la sous-section 5.1, les singularités ne peuvent ici provenir que
des termes I7(2) et J7(2). Pour chacun d’eux, nous trouvons au point considéré que
la dérivée troisieme selon la direction normale a la droite oblique est de partie réelle
logarithmiquement divergente et de partie imaginaire discontinue.

Déterminons d’abord la partie a dérivées singulieres de la fonctionnelle I[P], en
omettant les indices o € {f3,7,0} et n pour alléger. Dans I’équation (54) écrite pour
A = 2, il faut garder le premier terme, ainsi que le troisieme pour la racine Ay proche de
deux. Pour isoler la contribution de cette racine dans u[P(2)], utilisons la factorisation
(48) et la relation Y(sz) = Y(—s) + sY(x), ot s = £1 et x est un réel quelconque, ici
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I'approximation linéaire (102) de A\g — 2. Comme P’()g), P'(2) et Ap(2 — ) ont méme
signe quand Aq est assez proche de deux, et comme In |)\g/d| est localement une fonction
C* de d, nous obtenons finalement sur un voisinage de d =0 :

11P)(2) = [QY(2) — QY (A\o)|[In |d| + ixY (d)] + C (104)

Le préfacteur s’annule bien cubiquement en d, comme on le voit grace a (48) et au
changement de variable x =t — \g dans l'intégrale sur ¢ définissant @)y :

Q) - Q) = 22 / -2 20— oy 105)
! ! 2 Jo 0 6P(2)

Effectuons la méme analyse pour la fonctionnelle J[P]| qui, rappelons-le, a été
partagée en deux contributions selon (57). Le cas de J;[P] se déduit directement de
(104) par substitution du polynéme @); au polynéme @);. Cette fois, le préfacteur

A% (2 dt
Q) - Q0w = 52 [ Gl =2t - 2 - N8
Ao

ALNE 16(1 — X dut
= 2270 [—4u+6u2+ <3X02 )5 2| (106)

o u =1— Xg/2, s"annule seulement linéairement en d, ce qui conduit a une singularité

dans la dérivée premiere. Cependant, il y a compensation partielle avec la contribution
de J5[P] : en transformant dans (60) le premier terme et le troisieme terme écrit pour
la racine Ag la plus proche de deux, a l'aide des techniques ayant conduit a (104), et
en utilisant le fait que Lis(2/)g) est un fonction indéfiniment dérivable de Ao sauf en
2/Xo =1, ou l'on a le développement

) ) s 1 1
Li(2/Ao) = Liap(1/(1=w)) "2° — |u + §u2 + §u3 + O(u*)| In |u+C>,(107)

nous trouvons par un calcul longuet, et en n’omettant plus les indices, que
3
J7(2)

dy—0 dn
Cet équivalent est précisément la moitié de celui obtenu pour 17(2), ce dont nous donnons

m[1+0(dn)][ln\dn\+z’7rY(dn)], Vo € {8,7,6} (108)

l'interprétation simple suivante : dans l'intégrale (44) définissant J[P](\), avec ici A = 2,
seule la contribution d’un voisinage de la borne supérieure t = 2 peut conduire a des
singularités, puisque c’est par la que la racine A\ la plus proche de deux entre (ou sort)
de l'intervalle d’intégration lorsque la distance a la droite de singularité varie. Aussi le
terme [P(0)]*u[P(0)]/t dans l'intégrande de (44) peut-il étre ignoré, et ¢ approximé par
deux au dénominateur de [P(¢)]?u[P(t)]/t, ce qui fait apparaitre en effet exactement la
moitié de l'intégrande de I[P](2).

En regroupant toutes les contributions grace a ’écriture compacte (79), nous ne
trouvons pas de compensation particuliere entre elles, si bien que la dérivée troisieme
de L) (K, ¢) selon la normale aux droites de singularité obliques est de partie réelle
logarithmiquement divergente et de partie imaginaire discontinue :

2(2)“*(7 ) dn =0 377T[d%_ + O(d%_)][ln |dn‘ ‘i: i7Y<dn)]
128K (2 4+ nK)[(2 4+ nK)? — r?]

+C> (109)
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ou d,, une distance algébrique a ces droites, est donnée par (103). Nous trouvons que
le dénominateur du préfacteur dans (109) s’annule bien aux points ou la droite oblique
considérée est tangente aux paraboles A7 = 0 de méme indice 1, pour o = 3,7 et 4.
L’annulation du dénominateur en K = 0 correspond, quant a elle, au point de croisement
des deux droites obliques, ou les distances d4 coincident et les contributions d’indice
1 = =+ interferent ; les additionner conduit bien a un préfacteur fini.

6. Quelques applications physiques

6.1. Des résultats sur l’énergie complexe retrouvés

Les propriétés analytiques de la résolvante G (z) du Hamiltonien H , plus précisément
de ses éléments de matrice, lui interdisent d’avoir un poéle dans le plan complexe, en
dehors de ceux sur ’axe réel associés au spectre discret de H. Cependant, a la limite
thermodynamique, G (z) admet une ligne de coupure a U'endroit du spectre continu de
H., si bien que le prolongement analytique de G(z) du demi-plan supérieur Sz > 0 au
demi-plan inférieur Sz < 0, repéré par 'exposant p.a. dans ce qui suit, peut y admettre
des poles complexes [38].

Cette discussion s’étend a la fonction de Green w — G(K,w), qui n’est autre qu'un
élément de matrice de la résolvante dans 1'état %) de 'impureté d’impulsion hK en
présence de la mer de Fermi non perturbée, voir 'équation (5). Si K = 0, on s’attend
a ce que la fonction de Green admette un (et un seul) pole sur I'axe réel, en wy(0), qui
correspond au seul état propre discret de H, son état fondamental, puisqu’on a supposé
ici que la branche monomérique est celle d’énergie minimale, voir 'introduction. Si
K # 0, w — G(K,w) ne devrait plus y avoir de pole réel, puisque aucun argument
énergétique n’empéche I'émission par 'impureté de paires particule-trou dans le gaz de
fermions, voir I'introduction ; en revanche, son prolongement analytique GP* (K, w) au
demi-plan complexe inférieur Sw < 0 devrait admettre un pole en w = wy(K) issu
contintiment du pole réel wy(0) et, en vertu de (3), solution de 'équation implicite

AB(K) = fwy(K) = Ex + 5P (K, wy(K)) (110)

ou AFE(K) est appelée énergie complexe de l'impureté [36] et XP* (K, w) est le
prolongement analytique de I'autoénergie. Que K soit nul ou pas, seule I'existence d’un
pole a la pulsation (réelle ou pas) wy(K) permet d’affirmer que I'impureté, par couplage
a la mer de Fermi, donne naissance a une quasi-particle bien définie, ici un monoméron,
ce qui semble d’ailleurs bien étre le cas méme dans le régime d’interaction forte [21] tant
que la masse de I'impureté reste finie [39]. La partie imaginaire du pole,

Swy(K) = —F°<2K) <0si K#0, (111)

donne alors le taux I'g avec lequel le systeme quitte exponentiellement en temps 1'état
|9 dans lequel il a été initialement préparé : c’est donc ici un taux d’émission de
paires particule-trou. Rappelons que amplitude de probabilité de présence dans [¢g)
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comporte aussi, en général, un terme décroissant en loi de puissance, en pratique de peu
d’importance dans le régime de couplage faible g — 0~ [38].

Les résultats des sections précédentes permettent un calcul explicite de 1'énergie
complexe de l'impureté au second ordre en la constante de couplage ¢. Il suffit de
remplacer dans (14) I'autoénergie par son approximation d’ordre au plus deux, évaluée

en la pulsation non perturbée w(()o)(K) = Fx puisque X ne dépend pas de la pulsation :

AE(K) = Ex + pg + (29)22@(;(, e=0)+0(¢") (112)

compte tenu des adimensionnements (20) et (21). On prend donc la limite ¢ — 0 dans
chaque terme de 1'expression (80). Une des racines de chaque polynoéme PE()) tend vers
zéro et apporte alors, voir la sous-section 5.3, une contribution nulle aux fonctionnelles
I[P] et J1[P], au contraire de I'autre racine. De plus, la contribution du bout Jo[P] est
nulle car totalement écrasée par le facteur [P(0)]* oc €2 dans (57). Grace aux relations
signe(y)[Y (2 + %) — Y(4)] = Y(y) — Y (22 +y) et |y| = y[Y (y) — Y(~y)], vraies pour
toute paire de nombres réels non nuls x et y mais utilisées ici avec les coefficients des
termes quadratique et linéaire du polynoéme P7(\), on obtient finalement
SO(K,0)=C(K)+ Y D(K)u(s — K)+ Dy(—K)u(s + K), (113
s=0,1,7
ce qui, a cause d'une simplification inattendue avec les contributions des parties finies
it et j*, ne fait pas intervenir comme points remarquables s 4+ K les (demi-)coefficients
—r 4 K des termes linéaires des polynomes P;-()\). La fonction u(X) est ici celle de
I'équation (32), et I'on a introduit les fonctions auxiliaires

—. 3r(11+ K?) —.  3K* DR C3(K —r)(K +4r)

CR) = o=y Do) =550 DB = =5 oy
et Di(K) = —%W —2)K(K +3) + 6r* — 2] (114)

Le tout reproduit, sous une forme synthétique, les résultats de la référence [36], et est
en accord avec ceux de [5] qui étaient limités (pour K # 0) a la partie imaginaire de
I’énergie et & r = 1. En particulier, RX?) (K, 0) s’annule bien aux grands K comme dans
[36], d’out la regle de somme implicitement utilisée dans la référence [36],

> DJ(K)+ Dy(-K)=0VK (115)

s=0,r,1

qui implique que, pour 0 < K < min(1,7), la partie imaginaire de la somme sur s dans
I'équation (113) se réduit a —mDy(K) et le taux d’émission de paires particule-trou a
(pg)? 3mK*
hep  10r
a l'ordre g?. D’apres la figure 1, et a juste titre, ¥ (K, 0) est une fonction C* de K
sur R* sauf en K =1, en K = r et, oubli regrettable de la référence [36], en K = 0.

I (K) = (116)
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6.2. Poids spectral de la quasi-particule et catastrophe d’orthogonalité d’Anderson

Le monoméron n’est une quasi-particule d’existence bien définie que si son poids
spectral Z est non nul. Ce poids spectral est simplement le résidu en wy du prolongement
analytique & S(w) < 0 du propagateur G(K,w) de 1'équation (3), hwy étant ’énergie
complexe de la quasi-particule. On peut ainsi écrire

A
P (K w) = (K 117
0" (K. w) = =5 + T (K.w) (117)
ou G"8(K,w) ne diverge pas en w = wy. Rappelons que le pole wy est solution de
I’équation implicite
hwo — Fx — yp-a (K, WQ) =0 (118)
ou 'autoénergie a elle aussi été prolongée analytiquement a &(w) < 0. Par définition du
résidu,
1
7 — lim Alw — pa (K — 119
g, M = @) G w) = 75 S R ) (119)

Dans la limite kra — 07, ceci conduit au développement limité
72 14 0,3 (K, Ex/h) + O(g?) (120)

ou encore, si I'on utilise la variable £ plutot que hw et si 'on tient compte de I'équation

(118) :

2
792 L+Gﬁ)a§®anm+0@% (121)
€F
Nous déterminons ici la dérivée 9.%? (K, ¢) dans la limite d’un rapport de masse
r = M/m entre 'impureté et les fermions tendant vers I'infini, auquel cas les trinomes
(36,37,38,39) ne dépendent plus de n = +1 a 'ordre dominant en r :

po(V) = lim L {W Vo € {a, 8,7, 6} (122)

r—+00
Il en va de méme pour les fonctionnelles I7(\) et J2(A\) et leurs parties finies dans
I'équation (80), ce qui réduit 1’équation (79) a

— > r——+o00 9 .
SR, ) Y i~ I5(@) + T ()] +0() (123)
Compte tenu de I’équation (122), nous tombons sur la divergence
A 2 2
r [e’¢) t) —
JIN) T rzhlr“/ﬁ dt 32&2—5522£92-+<9(r2) (124)
0

qui I'emporte sur celle de la partie finie correspondante, Pf [J7](+00) "= O(r2), d'on

2(2)(]—(’ E) ra;roo ln'r‘19—6 /0‘2 @ pg(t) - p¢2$<0) _Qt[p%?<t) - p%(o)] + O(l) (125)

ce qui donne, apres calcul de I'intégrale,

ZQMﬁyariﬁm—gemr+(X1) (126)
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Le poids spectral de la quasi-particule contient donc, a l'ordre deux en kpa, un terme
logarithmiquement divergent en le rapport de masse,

Z—1 ;5400 9
lim ——— "2 —ZInr 4+ 0(1) (127)

-0~ (pg/er) 4
en parfait accord avec la référence [36], qui interprete ce résultat comme une signature
de la catastrophe d’orthogonalité d’Anderson, en vertu de laquelle le monoméron n’est

plus une quasi-particule bien définie lorsque r — +o0.

6.3. Une régularisation non perturbative de la divergence de la dérivée seconde de
AE®(K) a la surface de Fermi dans le cas M =m (our =1)

Somme toute, le fait de pouvoir calculer analytiquement ’autoénergie au second
ordre en g a comme conséquence la plus marquante la prédiction de singularités dans
les dérivées troisiemes de ¥(?)(K,w). Afin d’en rendre plus accessible une signature
expérimentale, il convient de chercher a réduire 'ordre des dérivées dans lesquelles ces
singularités apparaissent, en identifiant le point le plus multiplement singulier dans le
plan (K,¢). La discussion de la section 5 a fait apparaitre dans ce plan des droites
de singularité (84) et (85), sur lesquelles les polynomes P7(A) ont des racines égales a
zéro ou deux, et des paraboles de singularité (82,83) sur lesquelles ces polynémes ont
des racines doubles. Dans le demi-plan K > 0, les droites de singularité se coupent en
(K,e) = (1,0). Ce point se trouve sur 'une des paraboles seulement quand I'impureté a
la méme masse qu’un fermion, d’ou le point magique considéré dans cette sous-section :

(K,e) — (1,0) pour r =1 (128)

En particulier, les singularités associées se trouvent exactement a la surface de Fermi
et, comme le suggere la référence [36] et comme nous allons le voir, apparaissent dans
les dérivées d’ordre deux seulement.

L’observable ici la plus accessible dans une expérience d’atomes froids semble étre
I'énergie complexe AFE(K) de la quasi-particule, par simple spectroscopie de radio-
fréquence entre un état interne de I'impureté non couplé aux fermions, et un état interne
couplé. Le déplacement et I’élargissement de la raie dus a la présence des fermions donne
acces aux parties réelle et imaginaire de AE(K), avec une incertitude qui a déja atteint
respectivement 5- 107 3ep et 10™%ep [9]. Nous admettrons que AE(K) a été mesuré avec
suffisamment bonne précision au voisinage de K = kg, pour que 1'on puisse en prendre
numériquement la dérivée seconde par rapport a K. La théorie perturbative, dont les
résultats, déja publiés dans [36], ont été retrouvés ici en sous-section 6.1, conduit, pour
une limite d’interaction faible prise & K fixé différent de un, &

) d> AE(K) — Fx g1
lim — =
g=0- dK?  (pg)*/er

9 _ 27
—-In|K—-1——=(2+1In2
K 1] - =2+ n2)

L [m‘c 1) g] to1)  (129)
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de partie réelle logarithmiquement divergente et de partie imaginaire discontinue. Elle
est cependant beaucoup plus floue lorsqu’on prend la limite & K =1,

[ @ AEK) - Ex
lim -
g=0- [ dK?  (pg)?/er |y

puisqu’elle ne précise pas comment la divergence se produit.

= +o0 (130)

6.3.1. Une approche heuristique auto-cohérente Comment aller au-dela du résultat
(130) en utilisant les ingrédients déja disponibles dans le présent travail 7 Il faut effectuer
un traitement non perturbatif, par exemple une approximation auto-cohérente. Le plus
simple consiste a remplacer 'autoénergie (K, w), qui apparait dans I’équation implicite
(110) sur I’énergie complexe, par son développement jusqu’a l'ordre deux inclus en g,
pg+X? (K, w). Une amélioration simple de cette prescription minimaliste est d’y inclure
la derniere contribution a ¥ (K,w) dans équation (19) par un décalage de champ
moyen sur w, compte tenu du fait qu’a vecteur d’onde et pulsation fixés,

SAK,w - pg/h) "L SOK,w) - oSO K W) +0(H)  (131)

Physiquement, ce décalage prend en compte le fait que le déplacement de champ moyen
pg subi par 'impureté est exactement le méme dans tous les sous-espaces a zéro, une,
deux, . .. paires particule-trou, une fois qu’a été prise la limite d’une interaction de portée
nulle. Nous gardons donc I'approximation heuristique auto-cohérente (non perturbative)
AE(K) — pg
- )

qui s’écrit, en termes d’une inconnue réduite ., valeur effective complexe de la variable

AE(K) "2 Ey + pg + S@P> (K, (132)
e (d’ou I'indice e), sous la forme adimensionnée et compacte
Ex + pg — AE(K)

€r

(133)

€r

e () e (%)22@»-&(;@ £ (K)) ot ()=

que nous dérivons deux fois par rapport & K pour identifier les dérivées utiles de 3 :

d Ee heurls @ 2
dK2 R

prises ici au point (K, = e.(K)). Rappelons que I'exposant p.a. signifie prolongement

dK dK?

2
62 _'_2 aKa I <d56> 62 d €e 851 S(2)pa<134>

analytique aux valeurs complexes de w du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur.

6.3.2. Singularité des dérivées secondes de $?) et prédiction d’une loi d’échelle Afin
de voir comment la dérivée seconde de ¢,(K) se comporte au voisinage de K = 1
dans la limite ¢ — 07, il suffit dans un premier temps de déterminer les singularités
des dérivées secondes de L2 (K, ) pour ¢ réel. En transposant au cas (K,¢) — (1,0)
les techniques développées dans la section 5, on constate que certaines compensations
magiques, comme la quasi-identité de certaines racines )\(()na) et )\(()"5 ) des polynomes P
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et Pg , qui rendaient les dérivées d’ordre deux régulieres, ne se produisent plus, et 1'on
aboutit laborieusement aux résultats suivants :

REO(K =1,6) 20 - gln le| + O(1) (135)
PEO(K —1,5) = 398(111 £))? + O(in [¢]) (136)
0.0xSA(K =1,¢) °=2° gln\e\ +0(1) (137)

Or l'inconnue .(K) est du second ordre en g, ainsi que sa dérivée premiere, donc les
dérivées (136) et (137), qui divergent seulement logarithmiquement en g, sont écrasées
dans 1'équation (134) par les facteurs de./dK = O(g?) et (de./dK)* = O(g*). Quant a
la dérivée premiere par rapport a € dans (134), qui ne diverge pas, elle est écrasée par le
facteur (pg/er)?, comme on le voit apres regroupement avec le terme du premier membre
dans cette méme équation. D’ou la simplification drastique dans la limite g — 07, méme
sur un voisinage de K =1 :

2
e () " (20) s (K, 8)) + O |2 (13s)
€F €F €F
Notre approche auto-cohérente heuristique prédit donc que le premier membre de
I’équation (130), évalué en K = 1, diverge logarithmiquement lorsque g — 0~ :

[CF AE(K)—EK] hewris. 91 <@)2
K=1 4

dK?  (pg)?/er €r +0(1) (139)

Il est en fait possible de retrouver ce résultat, de le rendre plus précis et de 1’étendre

a K # 1, en effectuant un calcul astucieux de la dérivée seconde de X2 (K, ) par rapport
a K. Repartons des identités (29) et (45), et obtenons les dérivées secondes des quantités
intégrales I7(\), avec A =2ou A, n =+ et o € {a, 3,7,}, en dérivant leurs expressions
définitoires (43) et (44) par rapport & K sous le signe somme [la méme astuce vaut pour
la dérivée par rapport a € et conduit fort directement a (136) et (137)]. Comme on peut
le vérifier sur les équations (36,37,38,39), 0z PI(t) = 2nt a € et t fixés donc

OZIN(N) = / Adzﬁ4t2u[P;7(zt)] et 0%J1(\) = / Adtzm[P;(zt)] (140)

ot la fonction u est celle de I'équation (32) et ul? dans (43,44) une de ses primitives
d’ordre deux. Pour voir lesquels de ces termes ont une limite finie lorsque (K, ¢) — (1,0),
et ne peuvent contribuer a 8?—(2_3(2) que sous la forme d’un fond lentement variable, il suffit
d’y remplacer les trindmes P par leur valeur pour K = 1 et € = 0, voir le tableau 1.

On voit donc que seul le polynome Py (t) conduit a une divergence. Comme r = 1,
il se manifeste seulement via la fonctionnelle J[P], ce qui est particulierement net sur
I'équation (80), si bien que

=(2), & g 9 9
28R (K g) =200 550k T (2)+ 1 (~17+ 141024 2im) +o(1)(141)
ou la constante additive a été obtenue en spécialisant a ¢ = 0 et en comparant a

(129). Pour calculer I'intégrale donnant 9%..J5 (2) dans (140), il reste a utiliser I'équation
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ol n=+ | n=-

a | 2t2 + 4t 212

B 4t 0

vl 22t | 2 -2t
) 212 2t% — 4t

Table 1. Les trinomes P/(t) pour le point multiplement critique (K, ) = (1,0).

(54) avec Qr(t) = 4t et a en simplifier la partie imaginaire a 'aide de la relation

—signe(z)[Y(2+ 2) =Y (¥)] = Y(y) — Y (2z + y) vraie pour tous nombres réels = et y :
%8@%}(2) = u(€)+[1—([(8/:11)2]{u[5—4(l_(—1)]—u(5) —%—;/_41

Pour poursuivre et en tirer pleinement les conséquences dans I’équation (138), il faut

(142)

étendre ce résultat au cas (—e) > 0 puis le prolonger analytiquement au cas $(—¢) < 0,
ce a quoi nous allons nous employer. Mais remarquons-en d’abord une propriété
remarquable : les termes du second membre de (142) sont des fonctions de (K — 1,¢)
positivement homogenes de degré zéro [c’est-a-dire invariantes par multiplication globale
de K — 1 et ¢ par tout nombre réel 7 > 0], & ’exception du premier terme. Ce
premier terme fixe donc la valeur globale de (142); comme ¢ doit étre pris ici d’ordre
leo(K = 1)| &~ (pg/er)?, il conduit immédiatement au comportement logarithmique
(139). Les autres termes de (142) donnent la dépendance en K — 1, non décrite par
(139), et qui se produit sur une échelle caractéristique |e| ~ (pg/er)?. Nous obtenons
donc, dans notre approche heuristique auto-cohérente (132), la loi d’échelle suivante
pour la dérivée seconde de I'énergie complexe de I'impureté au voisinage de la surface
de Fermi (K — 1) dans la limite d’interaction faible (g — 07) :

4> AB(K) — Ex heusis. 9, [<pg>2

_9 AR -1,
dK?  (pg)?/er 4 +F((pg/eF)Q)+ (L) (143)

ou la fonction d’échelle F'(z) reste a préciser. Une conséquence simple, mais remarquable,

€r

de cette loi d’échelle est que la dérivée troisieme de 1’énergie complexe de I'impureté
ne tend pas uniformément vers zéro dans la limite d’interaction faible :

4> AE(K) 9=0° _
il (K) —~ 0 sur un voisinage de K =1 (144)
€F

6.3.3. Prolongement analytique a une variable énergie complexe et émergence numérique
de la loi d’échelle Afin de voir émerger la loi d’échelle (143) lorsqu’on réduit la force
des interactions, nous avons mis en ceuvre numériquement le programme heuristique
auto-cohérent proposé par I’équation (133). Ceci nous a conduit & surmonter un obstacle
d’ordre pratique, & savoir la détermination du prolongement analytique de £ (K, ) aux
valeurs complexes de . Donnons les pistes que nous avons suivies pour sa réalisation. (i)
Les résultats de la section 4 doivent se généraliser directement au cas (—e) > 0 : puisque
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’équation (16) comporte au dénominateur 1’énergie fiw+i0", ils correspondent au demi-
plan complexe supérieur pour la variable énergie z de la résolvante du Hamiltonien G (2),
ce qui permet de passer a des fuw de partie imaginaire positive dans 1’équation (20), donc
a des € de partie imaginaire négative, sans rencontrer la ligne de coupure de la résolvante,
donc sans avoir encore a effectuer de prolongement analytique. (ii) Dans ce cas favorable
J(—e) > 0, les racines des polynomes PJ7(\) sont toutes complexes, si bien qu'il faut
utiliser la forme (62) de la fonctionnelle Jy[PY], et la forme (55) de la fonctionnelle
I[P7)()), dans laquelle on aura pris soin de remplacer u[P?(\)] par In[—P2?(\)], compte
tenu de la remarque qui suit I'équation (33) et du fait que —P2(\) tend vers l'axe
réel depuis le demi-plan complexe supérieur lorsque I(—e) — 01, ou compte tenu du
résultat de I'intégration de (23) pour € positif non infinitésimal, qui conduit formellement
au(x+y—ie) =In(—z Fy+ie) donc a u(z) = In(—z). Dans les expressions que nous
venons de citer, rappelons-le, In et Lis sont les déterminations habituelles des fonctions
logarithme et dilogarithme complexes, de lignes de coupure R~ et [1,+oo[. (iii) Pour
vérifier les deux assertions (i) et (ii) précédentes, on peut prendre la limite (—e) — 0"
dans ces généralisations de (55) et (62), dans le cas ot les racines A§ du polynome P2 ()
ont des limites réelles A\j. On doit alors retrouver exactement les expressions (54) et
(60). Nous avons vérifié scrupuleusement que c’est bien le cas, en utilisant la relation
Mo (y) — oy (x) = Y[(A = 2)(A — y)] — Yxy] satisfaite par la fonction porte IIjg y
pour tous les réels z < y, ainsi que la propriété
d . dN\g  s(-e)—0t 1
BTN =0=55 7 o

qui permet de savoir si les racines Aj, donc les arguments de In et de Li,, atteignent

(145)

I’axe réel depuis le demi-plan complexe inférieur ou supérieur, et conduit a :

J(—¢ P’ An
I — A5 T ma A — iw‘PIE)\Si‘Y()\O —)\) (146)

0

. A S0t A . P'(X) Ap
Lig( 2 Lig (2 In (22 [y (A= \0) = Y(=\)] (147
()" D) i | S YO - ) - Y (X)) (147

sachant que signe (\)Y(A/A; — 1) = Y(A — X)) — Y(=XA)) et Lip(x £ i07) =
+ir(In|z|)Y (z — 1) pour tout réel z. Dans ces expressions, A est un nombre réel
quelconque et le polynéme P est la limite du polynéme P2 pour ¢ réel. (iv) Pour enfin
prolonger analytiquement les fonctionnelles I[P] et J[P], donc I'autoénergie =2 (K, ¢)
du demi-plan ¥(—¢) > 0 au demi-plan I(—¢) < 0, il suffit de savoir si 'argument Z
de chaque fonction In et Li, passe du demi-plan supérieur au demi-plan inférieur ou
inversement. Dans le premier cas, on déplace la ligne de coupure de In du demi-axe
réel négatif au demi-axe imaginaire pur négatif, et celle de Liy de [1,400] & 1 + iR~
c’est-a-dire qu’on leur fait subir une rotation d’angle respectivement /2 et —7/2 :

P =1Ing, o Z et Liy*H(Z) = Liy(Z) +1n, Z[Ing (1—Z) —In, jo(1—Z)] (148)
ou la fleche | rappelle le mouvement de Z dans le plan complexe, et

IngZ=In|Z|+iarg, Z (149)
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avec la détermination 0 —27 < argy Z < 6 de I'argument du nombre complexe Z. Dans le
cas contraire ou Z passe du demi-plan inférieur au demi-plan supérieur, on fait tourner
la ligne de coupure de In d’'un angle —7 /2, pour la faire passer au demi-axe imaginaire
pur positif, et on fait tourner celle de Li, d'un angle 7/2, pour la faire passer a 1 +iR™ :

InP*1Z = In o Z et L5 (Z) = Lin( 2)+In, Z[in, (1- Z) ~Ingy o (1 2)](150)

Nous avons mis en ceuvre numériquement cette procédure de prolongement
analytique, en résolvant 1’équation auto-cohérente (133) par itération et en calculant la
dérivée seconde de e.(K) par la méthode du point milieu. Nous montrons le résultat sur
la figure 2, pour trois valeurs de pg/ep correspondant a des interactions de faibles a tres
faibles. Le choix des origines et des unités sur les axes présuppose une loi d’échelle de la
forme (143), vers laquelle les résultats numériques semblent bien converger. Remarquons
cependant que, méme dans cette approche auto-cohérente, la dérivée seconde de e.(K)
présente, en fonction de K, des discontinuités, qui affectent aussi bien la partie réelle
que la partie imaginaire, et qui ne disparaissent pas toutes lorsque pg/ep — 0. Nous
allons voir que la position et le nombre de ces discontinuités, malheureusement, n’ont
guere de signification physique puisqu’ils dépendent de la forme sous laquelle on écrit

les différentes fonctions avant de les prolonger analytiquement.

[4)]

[6)]

T T T T T

@

(b)

o
T
!

o

1
O
|

'
[¢)]

1A Im[AE(K)-E, J/1(pg) 7e,]

=
o
!

B N T
x = 4K-1)/(pgle))’ x = 4(K-1)/(pgle,)

d’1dK? D[AEK)-E, 1/[(pg) Te 1 +(9/)In] (pg/e )]

10

Figure 2. Dérivée seconde de énergie complexe de l'impureté [(a) : partie réelle
translatée de (9/4)In[(pg/er)?], (b) : partie imaginaire] obtenue par résolution
numérique de I’équation auto-cohérente (133), pour un rapport de masse r = M/m =1
et des valeurs de pg/ep égales & —0,15 (étoiles rouges), —0,1 (signes plus verts) et —0,01
(cercles bleus), la derniére valeur ayant en pratique atteint la limite g — 0~. Dans le
systeme d’unités choisi, on voit bien émerger une loi d’échelle de la forme (143). Trait
plein épais noir : prédiction analytique dans la limite ¢ — 07 ; les emplacements des
discontinuités correspondantes dans la dérivée seconde sont repérés par les pointillés
verticaux d’abscisses 2, et Zsaut de gauche a droite, voir I'équation (155). Tireté
fin noir : prédiction analytique correspondant & une autre écriture possible de la
fonction G%Jg (2) avant son prolongement analytique; elle differe de la précédente
seulement dans I'intervalle entre les deux pointillés verticaux. Tireté épais noir : théorie
perturbative (129) déduite de la référence [36], limitée & son domaine de validité, c’est-
a-dire aux ailes.
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Pour terminer, montrons comment obtenir analytiquement la limite des résultats
de la figure 2 lorsque g — 07, c¢’est-a-dire comment obtenir une expression explicite de
la fonction d’échelle correspondante F(z), ot x = 4(K —1)/(pg/er)?. On prend comme
point de départ les équations (141) et (142), qu'il est légitime d’étendre directement (sans
prolongement analytique) aux valeurs complexes de € avec ¥(—¢) > 0, en considérant
formellement que u(z) = In(—z) sur C, ou In est la branche principale du logarithme
complexe, pour obtenir

= - K e 0 9
05K oo™ 203 {2 4 £(-8) b+ Com ol1) 151)

€F
avec € = ¢/(pg/er)?, Crona = (9/20)(7In2 — 6 + i7) et

fal=)ls(-e0 = In(w = &) = S In(1 —2/2) — = (152)
ol nous avons utilisé le fait que la fonction z +— In(x — &) —In(—£&) —In(1 — x/£), qui est
C* sur R puisque les arguments du logarithme complexe ne peuvent y croiser sa ligne
de coupure R™, est nulle en x = 0 et de dérivée partout nulle, donc est identiquement
nulle. Ensuite, il faut prolonger analytiquement la fonction f,(—&) de J(—¢) > 0 a
S(—e) < 0, & K — 1 donc z fixé, en suivant la procédure exposée autour des équations
(148) et (150). L’argument x — & du premier logarithme franchit 'axe réel de haut en
bas; 'argument 1 —x/£ du second logarithme franchit ’axe réel de bas en haut si z > 0,
et de haut en bas si z < 0. On obtient finalement

g2 5

fﬁ-a-i(_g) = lngw/g(l‘ — 5) — ? lnﬂy(_x)+7r/2(1 — :L‘/é) — ; (153)
La fonction d’échelle Vaut alors
F(z) = fpai( ED(K =1)) 4 Crona (154)

ol —5&2)([() = (AEY(K) — Ex — pg)/[(pg)?/er] = 3 (K,0) est la valeur de —&,(K)
au second ordre de la théorie des perturbations, que 'on peut déduire de 1’équation
(113) ou de la référence [36].

On constate sur la figure 2 que les résultats numériques auto-cohérents convergent
bien vers cette fonction d’échelle F'(z) lorsque pg/ep — 0~. Les discontinuités observées
en fonction de = se produisent lorsque les arguments des logarithmes dans ’équation
(153) deviennent imaginaires purs donc franchissent leur ligne de coupure :

1
R[1 /2 (K = 1)

ce qui entraine dans F'(z) un saut imaginaire pur en & = g, (le premier logarithme

Toaut = RED(K =1)] et 2/

(155)

saut —

est de préfacteur réel) et un saut complexe en z = ., (le deuxieme logarithme est de
préfacteur complexe). Les valeurs des abscisses (155) sont en fait dans I'ordre décroissant,
et sont repérées par des pointillés verticaux sur la figure 2.

Les positions et le nombre de ces discontinuités prédites, ainsi donc que les valeurs
de la fonction d’échelle F'(x) entre elles, sont en fait arbitraires. Pour le voir, il suffit de
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choisir pour la fonction f,(—¢) une forme différente mais équivalente avant prolongement
analytique. La propriété énoncée apres ’équation (152) permet d’écrire
2
3

F-Dacoso = (1- 5 ) o -9 - (-] + (-9 - = (159

12

SR

dont le prolongement analytique aux valeurs négatives de J(—&) suivant les mémes
prescriptions (148) et (150) conduit a
=2

ff'a'i(_g) bis <1 _ %) [lngﬂ/2<x —2) — lngﬂ/2<_8_>] + lngw/g(—é) _

La fonction d’échelle correspondante Fis(z), représentée en tireté sur la figure 2, differe

de celle déduite de (153) entre les deux pointillés verticaux (xl,,, < T < ZTsau); €lle

£ (157)

Xz

résente une discontinuité complexe (au lieu d’imaginaire pure) en r = Zgui, €t ne
)

/

présente plus de discontinuité en x = ;.

Peut-on faire disparaitre la discontinuité restante, du moins sur la partie réelle de
F(z)? En venant de x = —o0, on démarre dans un feuillet gauche de la fonction (157),
que l'on peut suivre continiment jusqu’a x = +o0o en faisant passer 'angle de la ligne
de coupure de 37/2 a 27. De méme, en commengant en x = o0, on peut suivre un
feuillet droit de la méme fonction (157) jusqu'a x = —oo, en faisant pivoter la ligne
de coupure de 37/2 a m. Comme Ing,(z — &) = 2im + In,(z — &) pour tout z € R et
tout complexe —& de partie imaginaire négative, les déterminations de fP-*+(—£) dans
les deux feuillets different de la quantité 2im[1 — (¢/2)?] qui, ni nulle ni imaginaire pure,
rend une discontinuité inévitable.

En définitive, nous ne savons pas comment déterminer la vraie valeur physique de la
fonction d’échelle F'(x), méme dans le cadre apparemment innocent de ’approximation
auto-cohérente (132), du moins pour |z| < 1, c’est-a-dire 4|K — 1| < (pg/er)?.

6.4. Régularité de dﬁgAE(Q)(K) a température non nulle

Les singularités des dérivées de I’énergie complexe AE®) (K) de I'impureté & 1’ordre
deux en kpa résultent de I'existence d'une surface de Fermi et devraient donc disparaitre
a température non nulle, ce que nous vérifions ici numériquement. En commencant le
calcul perturbatif de ’énergie complexe avec une impureté de vecteur d’onde K et un
gaz parfait de fermions dans un état de Fock quelconque, puis en moyennant le résultat
sur ’ensemble grand canonique de température T' et potentiel chimique pr pour les
fermions, on obtient

2 , [ d%q Ak [ 2u 1 —n(k) _
ABr (K) =g /Rs(27r)3/Rs(27r)3[h2k2 " Fo(K, Ex/h) n(a) (158)

ou les fonctions de Heaviside du résultat a température nulle ont cédé la place aux

fonctions de distribution de Fermi,

N 1
n(k) = eBlex—pr) 4 1 (159)
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Dans le régime fortement dégénéré kgl < up, pp differe peu de 'énergie de Fermi

er = kgTr et la fonction de distribution de Fermi acquiert une largeur en nombre
d’onde
T
Oktyp = kr (160)
Tr

comme le montre la linéarisation en k de la relation de dispersion ¢, = h%k%/(2m)
autour de k = kp. Aussi la divergence de la dérivée seconde de AE®(K), dans le cas
d’égalité des masses m = M, devrait-elle s'interrompre & une distance |K — 1| ~ T'/Tr
de K = 1. Ce que nous confirmons, au moins dans un régime de basse température
encore réaliste expérimentalement, par intégration numérique de ’équation (158), voir
la figure 3 réalisée a densité fixée p = fRS %ﬁ(k) par ajustement du potentiel chimique.
On en déduit aussi que la loi d’échelle prédite en sous-section 6.3.2 sur la dérivée
seconde de AE®(K) a température nulle, et qui conduisait & une largeur en K de
l'ordre de (pg/er)?kp, devrait étre observable a température 7" non nulle pourvu que

I« <@)2 (161)

O = N w b 0o O N
o
s O
|

d’1dK” Re[AED(K)]/[(pg) e ]

o
[e)
o
©

11 12

AN |

Figure 3. Partie réelle de la dérivée seconde par rapport a K du terme d’ordre deux
en kpa de I’énergie complexe d’'une impureté de vecteur d’onde initial K dans un gaz
parfait de fermions de température 7' et d’énergie de Fermi ey = kpTr = h?kZ/(2m),
en fonction de K = K/kp, pour un rapport de masse r = M/m = 1. Les résultats
& température non nulle sont issus d’un calcul numérique de I'intégrale (158), pour
T/Tr = 0,1 (étoiles rouges), T/Tr = 0,05 (signes plus verts) et T/Tr = 0,025 (cercles
bleus). Le résultat & T = 0 a été obtenu analytiquement [36]. A 0 < T' < T, 'échelle
de nombre d’onde a laquelle la divergence du résultat a température nulle s’interrompt
est donnée par la différence des abscisses des points de croisement des courbes a T' > 0
(symboles discrets) avec la courbe & T'= 0 (tireté) ; elle varie linéairement en T'/Ty.
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6.5. Les moments de l'impulsion de la paire particule-trou émise par ['impureté,
d’apres la régle d’or de Fermi. Application au tauz d’amortissement et au coefficient
de diffusion de ["impulsion de ['impureté

Nous supposons dans cette partie que l'impureté est préparée a l'instant ¢t =
0 dans I'état de vecteur d’onde K bien défini, en présence de la mer de Fermi
non perturbée. Cet état initial du systeme est directement couplé, par le potentiel
d’interaction V entre impureté et fermions, aux états excités fermioniques a une paire
particule-trou, 'impureté encaissant alors le changement d’impulsion correspondant.
Nous souhaitons décrire I’évolution du systeme qui en résulte aux temps courts, dans le
régime d’interaction faible.

A la limite thermodynamique, état initial est un état discret i), et les états finals
[f) & une paire particule-trou font partie d’'un continuum. La regle d’or de Fermi donne
alors le taux d’émission d’une paire particule-trou par I'impureté, au second ordre inclus
en la constante de couplage g. Ici, le taux de transition élémentaire de |i) vers |f) s’écrit
simplement 6Ty = (2mg?®/h)0(Er— E;), ot E; ¢ est I'énergie cinétique totale de 'impureté
et des fermions, dans I’état initial ou final.

Avec les techniques de calcul développées dans cet article, on a alors facilement
acces a tous les moments du vecteur d’onde k — q de la paire particule-trou émise, tels
que les prédit la regle d’or de Fermi donc a 'ordre zéro en g :

" 27 g? d3qd3k "
™ 1 / a6 B s tex—eqFi)(162)
0 q

<kp<k (2m)°

ol la puissance entiere k™ d'un vecteur k est le vecteur k||k||["~*

pour n impair, et le
scalaire ||k||" pour n pair :

k" = k|[k||""! (n impair), k" = ||k||" (n pair) (163)

Le taux total de départ I'g(K), ici écrit a 'ordre deux en g, est simplement le taux total
d’émission d’'une paire a cet ordre, et est déja donné par (112)-(113). Par conservation de
I'impulsion totale, ceci donne également acces aux moments du changement d’impulsion
0K = Ky, — K subi par I'impureté, a l'ordre zéro en g, ce que nous exploiterons dans
la sous-section 6.5.3 :

(((K)"© = (=1)"((k — @) (164)

Avant de procéder au calcul de ces moments, effectuons une mise en garde dans
la limite d'une interaction de portée nulle. On a en effet pris une telle limite dans
I'équation (162), b — 0 dans le modele sur réseau. Mais la distribution en impulsion
de I'impureté en interaction avec les fermions présente alors une queue asymptotique
en C'/K* aux grands nombres d’onde K, si bien que son énergie cinétique moyenne
doit diverger [50, 51, 52, 53, 48], ainsi que les moments de dK et de k — q d’ordre
n > 1, physiquement ici a cause des processus de transition non résonnants négligés
par la regle d’or de Fermi mais qu’il est facile de prendre en compte par calcul de
l'opérateur d’évolution au premier ordre en g. Aussi l'expression (162), que 'on peut
prendre comme une donnée mathématiquement intéressante en soi et qui apparait dans
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les modeles d’équations cinétiques comme celui de la référence [47], n’a-t-elle, pour une
interaction de portée nulle, un sens physique clair que pour n =0 et n = 1.

Cependant, l'expression (162) est légitime dans le cadre de notre traitement
perturbatif de I'interaction sur réseau, qui fait tendre la constante de couplage g vers zéro
a portée de I'interaction (au pas du réseau) b fixée : au contraire du régime expérimental
habituel pour les atomes froids, la diffusion impureté-fermion a énergie nulle est supposée
étre fortement non résonnante, avec une longueur de diffusion a bien plus petite que b en
valeur absolue, voir les équations (8) et (13). Comme la constante C' est proportionnelle
a la dérivée de I'énergie totale par rapport a 1/a, non seulement pour une interaction
de portée nulle [50, 51] mais aussi dans le modele sur réseau [53, 48] ici des que kpb < 1
et Kb < 1, et comme la correction dominante a 1’énergie du gaz parfait est ici celle
de champ moyen pg, on trouve que C' = O(pa?) et que la contribution du terme en
C/K* aux moments d’ordre n > 2 du vecteur d’onde de I'impureté est O(pa®/0"™1),
compte tenu de la restriction des vecteurs d’onde a la premiere zone de Brillouin. Cette
contribution, effectivement divergente si b — 0 a a fixé, est en réalité du second ordre
en g, et bien négligeable dans les expressions (162) et (164) d’ordre zéro en g.

6.5.1. Cas des moments d’ordre n pair Nous pouvons réutiliser directement les calculs

de la sous-section 3.2, avec la simplification notable que hw = Fx dans I"équation (17),

donc que € = 0 dans I’équation (20). De plus, seule la partie imaginaire du résultat

importe, J[1/Fxq(K, Ex)] donnant bien 7 fois le delta de Dirac de conservation de
I’énergie cinétique de la regle d’or de Fermi. Ce qui nous conduit rapidement a

(e a0 2 SRl 5

ephl'y” (K) 4K

ot K est le nombre d’onde initial de 'impureté adimensionné par kg, et 1)+ (\) est donné

TONSTA) — v (] (165)

par (34) ou (35) suivant que A est inférieur ou supérieur a 2. Comme dans la sous-section
4.1, on écrit I'intégrale sur [2, +oo[ comme la différence des intégrales sur [0, +-o00[ et [0, 2]
du méme intégrande. Puisque tous les polynomes P7()) s’annulent maintenant en zéro,

il est avantageux d’introduire les polynémes réduits p(\) = P2(A\)/\ :
pIN) = (1 + 7))\ +2(r + k), pﬁ()\) = (1 —7)A+2(r +nK) (166)
PI(N) = A 2K, piN) = (1 +7r)A+2(=r+nK) (167)

tous de degré un, a racine réelle )\(()"U), pour o € {«,3,7,0} et n = £. Les expressions
(34) et (35) font apparaitre les fonctions Sul/(X) = 7Y (X)X*/s!, s = 2 ou s = 3,
évaluées en les valeurs des polynomes PJ(\). Puisque A > 0, on peut y remplacer
Y[P2(N)] par Y[p2(N)]; quant aux puissances des P7()), elles font sortir des facteurs
A%, qui nous amenent directement, sans intégrer par parties, a une fonctionnelle de type
fOA dtQ(t)Y [p(t)], ot Q(t) est un polynome quelconque et p(t) est un polynome de degré
un a coefficients réels. En écrivant p(t) = at + b, de racine \g = —b/a, on peut simplifier
la partie imaginaire de la relation (54) en

[ ey e = 107~ QU (-4 (a+1) + Q)Y 1) (168

0
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En pratique, p(f) vaut l'un des polynomes réduits p?()\), et Q(t) est le polynome
auxiliaire correspondant, donné par

QU = 2L — 6] Vo € fa 6,
0 = XTI Q) = -2 (169

La derniere identité résulte de la propriété de dualité p(\) = —p,7(—A); par simple
intégration sur A, elle conduit a la relation ng()\) = Q. 1}(—)\), qui permet, dans
la suite du calcul, d’éliminer les contributions en Y (—r 4 K) grace & la relation
Y(-r+ K) = 1-Y(r ¥ K) sans qu’il y ait de reste. La structure du résultat final
est donc celle de la partie imaginaire de ’équation (113), pure combinaison de fonctions
de Heaviside sans reste puisque la quantité C(K) dans (113) est réelle :

n pair k 97TT _
(k- @)@ "2 ,jr’i? T3 Y Vs HnK)DIR)  (170)
s=0,r,1 n==

ott les préfacteurs D7(K) des fonctions de Heaviside sont donnés par

DR(R) =n@iM ™). DIR) = 3 al@a(2) = Q™)
o=B,7,6
DIK) = Q™) = ™) an)

Les primitives nulles en zéro QZ“]()\) des polynomes Q7(\) sont bien sur calculables,
mais nous donnerons un résultat explicite seulement pour la contribution de s = 0, a
cause de son extréme simplicité, et parce qu’elle détermine a elle seule le résultat aux
faibles valeurs de K, voir plus bas. Pour terminer, signalons la relation

DI (K) = —Df (-K) VK, (172)

S
due au fait que ¢~ (\) se déduit de 1)+ ()\) dans ’équation (165) par changement de K en
— K, et notons 'existence, sur les préfacteurs, d’une regle de somme similaire & 1’équation
(115), conséquence directe d’'une régle de somme sur les polynomes auxiliaires :

> nQi(A) =0VA done Y > DIK)=0VK (173)

n==x o=p3,v,6 s=0,r,1 n==
Ceci fait que la somme sur 7 et s dans ’équation (170) vaut simplement —D; (K) lorsque
0 < K < min(1,7), auquel cas, compte tenu des équations (112), (113), (114) :
<(k o q)n>(0) n gﬁmir 60(2[()”
(n+3)(n+4)(n+5)

(174)

6.5.2. Cas des moments d’ordre n impair Les moments d’ordre impair sont des
vecteurs, invariants par rotation d’axe K = K/K la direction de K, ils sont donc
portés par cette méme direction. L’astuce de moyennage sur K doit maintenant étre
appliquée & la quantité scalaire K - ((k — q)™)©, ce qui revient a ajouter un facteur w
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dans 'intégrande de I’équation (23) et un facteur x/y dans la partie imaginaire de (24),
les variables x et y étant celles de (25), et ce qui conduit finalement a 'intégrale simple

n impair kn(/)g)Z 97r oo 11T _
k—q)")O " =g _F _ AANTHOT(N) =~ (M)(175
(0~ R, 5 — 8- (](175)

avec, pour 1 = =+,

1 A+q
PN = / qdq / : kdk xY (x4 2nK\) (176)

max(1-X,0) max(A—q,1)
Cette intégrale double est de la méme forme que (30) avec ¢ = 0, si ce n'est que la
fonction u(X) de (32) doit y étre remplacée par @} (X) = (X —2nK\)Y (X), qui dépend
paramétriquement de A et de 7. Or la procédure de calcul exposée apres (33) s’applique
4 une fonction u(X) générique. La valeur explicite de ¢)"(\) se déduit donc directement
des expressions (34) et (35) par remplacement de u par @, et les primitives d’ordre s qui
y apparaissent valent simplement

s

_ X
aT(X) = YEHI(X) — 2pKAYEN(X),  avee YII(X) = TY(X) ()

Le reste suit, comme dans le cas des moments d’ordre pair, avec les mémes polynomes
réduits (166,167), avec d’autres expressions pour leurs polynomes auxiliaires :

Q1N = XN (A — 420N + 48K} Ve € (o, 5).
Q) = SR - K] Q)= -Q(-y) ()

mais avec les mémes relations de dualité, en particulier QZM()\) = Q;"m(—)\), ce qui
conduit a un résultat de meme forme que (170) au facteur vectoriel K/(2K) pres :

__\m\(0) ™ impair k& (pg)? 97rr )

(k —q)") K D (K SXO;MZiY s +nK)DI(K) (179)
ot les préfacteurs D7(K) des fonctions de Heaviside sont toujours donnés par les
expressions (171), écrites cette fois pour les polynomes auxiliaires (178). Comme dans le
cas n pair, on a la relation (172), puisque 1)~ () se déduit de ¢+ (\) dans 'équation (175)
par changement de K en — K, et on a aussi la chaine de régles de somme (173), comme le
montre un calcul explicite sur les polynomes auxiliaires (178). Pour 0 < K < min(1,7),
on a donc I'équivalent du résultat (174), avec un facteur différent au dénominateur :

60(2K)"K
(n+3)(n+4)(n+06)

(k—q)m)© "= (180)

6.5.3. Taux d’amortissement et coefficient de diffusion de l'impulsion de l'impureté Par
conservation de I'impulsion totale, voir 1’équation (164), et par application de la regle
d’or de Fermi, on peut déduire des moments (162) de I'impulsion de la paire particule-
trou rayonné le taux initial de variation des moments de I'impulsion P de l'impureté
autour de sa valeur initiale AK :

CAP K =0) "2 (R E)(k- @) + 0% (8)
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ou la puissance entiere d’un vecteur est prise au sens de (163). Deux valeurs de n méritent
de plus amples développements. Le cas n = 1 correspond au taux d’amortissement initial
de I'impulsion moyenne de I'impureté,
d
i

qui a été étudié dans la référence [35] avec la théorie des liquides de Fermi, exacte

P)(t = 0) = —Tp(K)(P)(t = 0) (182)

pour une constante de couplage g quelconque mais a K arbitrairement faible. Ici,
nous obtenons une prédiction complémentaire, exacte a K quelconque mais pour une
constante de couplage arbitrairement faible : a 'ordre deux en g,

P (K) = I (KK - (k- )/ K (183)
ou l'on rappelle que K = K/K. Comme son expression explicite est d’une

longueur raisonnable, nous la donnons apres 1'habituel adimensionnement fg)(f( ) =
hfg)(K)eF /(pg)?* et avec la présentation adoptée dans la référence [36], c’est-a-dire en
distinguant (i) la région des petits nombres d’onde 0 < K < min(1,r), sur laquelle

—(2), 9T K*

'@y = 184

(i) la région des nombres d’onde intermédiaires pour une impureté plus légere qu’un

fermion, r < K < 1, out

—(9) = 3nr _ _
I'?(K) = m[(37«4 — 9% + 10)K* — 14(r + 3) K>

+35r(r* + 3)K — 35r%(r* + 3) + 14r3(r? + 3) K1 — 5 (r? + 3) K 3], (185)

(iii) la région intermédiaire pour une impureté plus lourde au contraire, 1 < K < r, ou

~(2) ) 3T —2\ 74 2\ 72 2\ o
+35r2(3 +7?) — 14r*(1 + 3r*) K~ + (3 — 972 + 10r*) K 7] (186)

et (iv) la région des grands nombres d’onde, max(1,7) < K, sur laquelle
I'Y(K) = ﬁ[%[ﬁt 14r2 K~ — (7t 4+ 37+ 9r2 4+ 9r + 3) K 5] (187)
La prédiction de la référence [35] pour I'p(K), issue de la théorie des liquides de Fermi,
est bien un équivalent de notre résultat & K — 0 lorsqu’on la spécialise a la limite
d’interaction faible, ce qui revient a y remplacer la masse effective m] de 'impureté par
sa masse nue M et la constante de couplage effective du monoméron par sa valeur a
Pordre un en g, vy = mkpa/(7p).
Le cas n = 2 correspond au coefficient de diffusion en impulsion initial de I'impureté,
c’est-a-dire a la dérivée de la variance de son impulsion :

CIP%) — (PY)(t = 0) = 2Dp(K) (188)

dont nous obtenons ici la valeur a ’ordre dominant, c’est-a-dire au second ordre en ¢ :

2D (K) = TP (K)((k — q)*)© (189)
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Pour abréger, nous en donnons la valeur explicite seulement pour 0 < K < min(1,7),
déduite des équations (116) et (174) :

2 [ 6
pg 12K
2D (K) = <h62 (hkp)? o

Ce coefficient de diffusion est en fait la trace du tenseur de diffusion en impulsion,

(190)

anisotrope & K # 0 et que I'on pourrait calculer a I'ordre ¢g? avec les techniques de cet
article. De I'p et Dp on peut déduire le taux d’amortissement de 1’énergie cinétique de
I'impureté. Il est bon de rappeler la mise en garde qui suit I’équation (162) : au contraire
de I'p(K), le sens du coefficient Dp(K) reste a préciser pour une interaction de portée
nulle, si I'on va au-dela des modeles d’équations cinétiques du type [47] pour décrire
I’évolution de l'impureté couplée aux fermions.

7. Conclusion

Le probleme considéré ici d’'une impureté interagissant avec un gaz parfait de
fermions polarisés (a température nulle) appartient a la classe générale des problemes
polaroniques. Il illustre avec beauté et simplicité le fait tres général qu'une particule, sous
effet d’'un couplage a un systeme de spectre continu (a la limite thermodynamique),
donne naissance a une quasi-particule, avec une énergie au repos, une masse, une relation
de dispersion, etc, différentes de celles de la particule nue. Il bénéficie d'un regain
d’intéret grace aux expériences sur les atomes froids, qui mettent en jeu un mélange
de deux especes ou deux états de spin d’une méme espece fermionique.

Ce probleme avait été étudié surtout a impulsion totale nulle, c¢’est-a-dire pour une
impureté immobile avant couplage a la mer de Fermi. La motivation physique principale
était en effet de déterminer I’énergie au repos et la masse effective de la quasi-particule, ce
qui permet d’estimer 1’équation d’état du “liquide” de Fermi constitué d’une densité non
nulle d’impuretés, et donc le rapport critique de potentiel chimique entre impuretés et
fermions en dessous duquel ce liquide de Fermi est plus favorable que la phase superfluide
appariée [10, 11]. Dans ce cas, 'approche variationnelle des références [10, 31, 33| reste
quantitativement correcte dans le régime d’interaction forte, ce qui permet d’aller au-
dela de I'étude perturbative de la référence [5].

Le cas d’une impureté en mouvement est plus subtil. La quasi-particule acquiert une
durée de vie finie dans son sous-espace d’impulsion considéré puisqu’elle peut se freiner
en rayonnant des paires particule-trou dans la mer de Fermi [4, 35], ce dont 'approche
variationnelle ne rend pas compte sur un voisinage de I'impulsion nulle [36]. Aussi nous
sommes-nous rabattus sur le régime d’interaction faible, en un calcul des perturbations
au second ordre inclus en la constante de couplage g. A contre-courant de certaines idées
regues, nous pensons d’ailleurs que ce régime est fort intéressant : des prédictions non
systématiques peuvent y conduire a des lois d’échelle fort différentes, voir par exemple
[53], alors que le régime d’interaction forte (la limite unitaire) est souvent l'objet de
débats plus arides sur les purs nombres que sont les valeurs des observables, et dont
I’arbitrage nécessite alors 'artillerie lourde des simulations de Monte-Carlo quantique.
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Passons maintenant en revue quelques résultats saillants de ce long article.

De maniere peut-étre inattendue, la fonction énergie propre % (K, w) de 'impureté,
lorsqu’on se limite au second ordre inclus en g, peut étre exprimée de maniere totalement
explicite, c’est-a-dire que l'intégrale sextuple sur les impulsions de la paire particule-trou
virtuellement créée définissant la contribution d’ordre deux X2 (K,w) est calculable
exactement, voir les équations (79) et (80). Ceci permet alors de démontrer que
Y@ (K,w) n'est pas une fonction indéfiniment différentiable de K et de w, ce qui
est un souvenir de la discontinuité de la distribution en vecteur d’onde des fermions
n(k) a la surface de Fermi & = kgp. Nous trouvons en général que les premieres
singularités apparaissent dans la différentielle troisieme de ) (K, w), et que le lieu de
ces singularités dans le plan (K, ¢ = (Ex—hw)/er) a une origine mathématiquement bien
identifiée, voir la figure 1 : soit les polynomes apparaissant dans I'expression explicite
(79,80) y ont une racine double, auquel cas les singularités sont portées par des paraboles
et sont données par les équations (92), (93), (94); soit ces polynémes y ont une racine
égale a zéro ou a deux, auquel cas les singularités sont portées par des droites et sont
données par I’équation (101) ou par I'équation (109). Il est possible cependant de faire
apparaitre des singularités déja dans la différentielle seconde de ¥?) (K, w), en particulier
en K = kp pour une impureté et des fermions de méme masse m, voir les équations
(135), (136), (137).

Nous nous sommes ensuite concentrés sur une quantité physique directement
accessible par spectroscopie de radio-fréquence dans une expérience d’atomes froids,
a savoir ’énergie complexe AF(K) de I'impureté de vecteur d’onde K, en principe
déductible de la fonction énergie propre (K, w) par prolongement analytique en w au
demi-plan complexe inférieur puis résolution de 1’équation implicite (110). A Tordre
deux en g, les singularités des dérivées de la fonction énergie propre se retrouvent
immédiatement dans celles de ’énergie complexe par rapport a K, qui apparaissent déja
dans la référence [36]; & cet ordre, on trouve pour des masses égales que 0% AE® (K)
tend logarithmiquement vers +oo en K = kg, ce qui révele une insuffisance de
'approche perturbative. Afin de déterminer le comportement réel de 02 AF(K) au
voisinage de K = kg, pour g proche de zéro mais non nul, en tirant parti de notre
expression analytique de 2(2)(K,w), nous avons effectué une approximation auto-
cohérente de l’équation implicite sur AE(K), en traitant le déplacement de champ
moyen a tous les ordres en ¢ mais en remplacant la fonction énergie propre par son
développement jusqu’a lordre g2 seulement, voir les équations (132) et (133), écrites
pour des masses égales. La loi d’échelle (143) qui en résulte dans la limite ¢ — 0~
conduit & 0% [AE(K) — h2K?/(2m)] o< —¢g?Ing? en K = kp, parce que la divergence en
—In |K — kp| constatée sur 9% AE® (K) dans la théorie perturbative, est interrompue
dans la théorie auto-cohérence a une distance de K = kp proportionnelle a g% Ceci
vaut a température nulle, ou du moins a une température suffisamment basse au sens
de I’équation (161). Une autre prédiction intéressante (144) de la loi d’échelle (143) est
que la dérivée troisitme 5 AF(K) autour de kp ne tend pas vers zéro uniformément
en K, lorsque g — 07. Enfin, bien que nous la représentions sur la figure 2, la fonction
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F(z) apparaissant dans la loi d’échelle (143) n’est pas déterminée de fagon totalement
prédictive par notre approximation auto-cohérente, car le prolongement analytique de
Y@ (K,w) aux valeurs de w de partie imaginaire négative est entaché dun certain
arbitraire, voir la fin de la sous-section 6.3.3; notre étude est donc pionniere mais pas
définitive.

Nous avons terminé par une application physiquement assez éloignée de la ligne
directrice précédente, mais directement issue des techniques de calcul d’intégrales ayant
conduit a (80) : le calcul de tous les moments (174) et (180) de I'impulsion de la paire
particule-trou émise par I'impureté en mouvement dans la mer de Fermi, d’apres la
regle d’or de Fermi donc a l'ordre zéro en g. Ceci donne acces au taux d’amortissement
de I'impulsion moyenne de 'impureté, pour une impulsion initiale quelconque mais au
second ordre en g, voir les équations (184,185,186,187), ce qui est complémentaire de
la théorie des liquides de Fermi, non perturbative en g mais limitée aux impulsions
infinitésimales [35]. Ceci donne également acces au coefficient de diffusion en impulsion
de 'impureté, au second ordre en g, que nous écrivons de maniere totalement explicite
seulement a basse impulsion pour abréger, voir 1’équation (190). Ces moments sont
bien entendu mesurables dans une expérience d’atomes froids, pour peu que 1'on sache
préparer 'impureté dans un paquet d’ondes quasi-monochromatique, par exemple par
accélération d’'un condensat de Bose-Einstein ; il reste alors a mettre ce paquet d’ondes
en contact avec un gaz de fermions polarisé puis a en mesurer la distribution en impulsion
par temps de vol [54, 55]. Notons pour terminer que parler de second moment, ou de ceux
d’ordre supérieur, souleve le paradoxe suivant, que nous résolvons au début de la sous-
section 6.5 dans le régime d’interaction faible mais pas dans le régime d’interaction
quelconque de la référence [47] : comme l'impureté interagit avec les fermions, sa
distribution en vecteur d’onde devrait comporter une queue asymptotique en 1/K*
[50, 51, 52, 53, 48], qui devrait faire diverger la variance de K et enlever tout sens a la
notion de diffusion en impulsion.
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