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Implantation numérique d’un modèle
d’endommagement anisotrope non-local

Fabrice Gatuingt − Frédéric Ragueneau− Rodrigue Desmorat

LMT-Cachan, ENS Cachan/CNRS/Paris 6, 61 av. du Pt Wilson, F-94235 Cachan

RÉSUMÉ.Simuler des structures en béton jusqu’à la rupture nécessite des modèles de comporte-
ment non linéaires fondés sur des hypothèses physiques réalistes et suffisamment robustes. Un
modèle d’endommagement anisotrope est décrit pour des matériaux quasi-fragiles tels que le
béton. Le modèle est écrit dans un cadre thermodynamique et n’introduit qu’une seule variable
d’endommagement (tensorielle d’ordre 2). Pour gérer son évolution, un critère de Mazars est
utilisé. Celui-ci introduit une déformation équivalente construite à partir de la partie positive
du tenseur de déformation. Pour le modèle non local, il suffitde remplacer la déformation équi-
valente locale par une formulation non locale déterminée par exemple par une forme intégrale
de celle-ci. Le schéma numérique utilisé est un schéma implicite, avec tous ses avantages de ro-
bustesse et de stabilité. Cependant, les équations constitutives de l’endommagement anisotrope
peuvent êtres résolues de manière exacte sur un pas de temps.Le calcul de l’endommagement
est alors explicite d’un point de vue programmation. Des simulations numériques de structures
en béton armé sont présentées afin de montrer les possibilités de la modélisation proposée.

ABSTRACT.Numerical simulations of concrete structures up to rupturerequire the use of non-
linear models based on realistic and sufficiently robust physical assumptions. A nonlocal
anisotropic damage model is described for quasi-brittle materials such as concrete. The model
is written within the thermodynamics framework and introduces only one damage variable (2nd
order tensor). To describe the damage evolution, a damage criterion of Mazars type is used.
It introduces an equivalent strain computed from the positive part of the strain tensor. To de-
fine a nonloncal model, one has to replace it by a nonlocal formulation based on an integral
form. The numerical scheme used for the implementation in a F.E. code is implicit, with all the
advantages of robustness and stability. However, the constitutive equations of the anisotropic
damage can be solved in an exact way on a time integration step. The calculation of the dam-
age is then completely explicit from a programming point of view. Numerical simulations of
reinforced concrete structures are presented in order to show the capabilities of the model.

MOTS-CLÉS :endommagement anisotrope, non local, éléments finis.

KEYWORDS:anisotropic damage, nonlocal, finite element.
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1. Introduction

Etendre les modèles d’endommagement isotropes à l’anisotropie induite n’est pas
toujours chose facile tant d’un point de vue théorique que dans sa mise en œuvre
numérique. Considérer un tenseur d’ordre 2 comme variable d’endommagement est
un choix pratique, mais qui soulève des difficultés théoriques liées à la définition
d’une contrainte effective symétrique, indépendante des paramètres d’élasticité, et
à la définition du potentiel thermodynamique associé (Cordebois et al., 1982; Le-
maitre et al., 2005). Des difficultés supplémentaires sont rencontrées lorsque l’on
souhaite modéliser la différence de comportement entre la traction et la compression
(Ladevèze, 1983; Lemaitre, 1992). D’un point de vue thermodynamique, une seule
variable d’endommagement doit rendre compte de l’état de micro-fissuration du ma-
tériau, que ce dernier soit soumis à de la traction, de la compression ou à tout autre
type de chargement. Cette propriété (un mécanisme de dégradation, une variable d’en-
dommagement) n’est en générale pas respectée (Mazars, 1984; Laborderie, 1991), ce
qui conduit à introduire un grand nombre de paramètres dans les modèles. Nous pro-
posons dans cet article de rappeler le cadre thermodynamique initialement proposé par
(Ladevèze, 1983) et particularisé à l’endommagement anisotrope induit des matériaux
quasi-fragiles (Desmoratet al., 2004). Nous présentons également l’implantation nu-
mérique de cette loi de comportement que nous illustrons de calculs de structures.

2. Couplage endommagement-élasticité utilisant un tenseur d’ordre 2

L’état d’endommagement est représenté par une variableDDD tensorielle d’ordre 2.
Il y a alors un potentiel thermodynamique connuρψ⋆ duquel dérive une contrainte
effective symétrique et indépendante des caractéristiques élastiques (Lemaitreet al.,
2000) :

ρψ⋆ =
1 + ν

2E
tr

(

(1 −D1 −D1 −D)−1/2σσσD(1 −D1 −D1 −D)−1/2σσσD
)

+
1 − 2ν

6E

[

tr σσσ2

1 − ηDH

] [1]

oùE est le module d’Young du matériau,ν son coefficient de Poisson,η le paramètre
de sensibilité hydrostatique (η = 3 pour la plupart des métaux), où(.)D désigne le
déviateur,(.)D = (.) − 1

3
tr(.)111, et où l’on définit l’endommagement hydrostatique

comme étant :

DH =
1

3
tr DDD [2]

Les matériaux quasi-fragiles comme le béton exhibent une grande différence de com-
portement entre la traction et la compression. Cela est principalement dû à la diffé-
rence de la micro-fissuration entre la traction et la compression. Rendre compte de
cet effet, conduit souvent à une modélisation complexe, notamment lorsque l’aniso-
tropie de l’endommagement est considérée (Ladevèze, 1983;Ladevèze, 1995; Cha-
boche, 1993; Dragon, 1996). Nous allons montrer que décrireun effet unilatéral sur la
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partie hydrostatique des contraintes s’avère suffisant, tout au moins pour des applica-
tions sous chargements monotones. Pour cela posons :

ρψ⋆ =
1 + ν

2E
tr

(

(((1 −D)−1/2σσσD(((1 −D)−1/2σσσD
)

+
1 − 2ν

6E

[ 〈tr σσσ〉2
1 − tr DDD

+ 〈−tr σσσ〉2
] [3]

de sorte que la loi d’élasticité s’écrive :

εεε = ρ
∂ψ⋆

∂σσσ
=

1 + ν

E
σ̃σσ − ν

E
tr σ̃σσ 111 [4]

Elle définit la contrainte effective indépendante du coefficient de Poisson :

σ̃σσ = ((((1 −D)−1/2σσσD(((1 −D)−1/2)D +
1

3

[ 〈tr σσσ〉
1 − tr DDD

− 〈−tr σσσ〉
]

111 [5]

La notation〈X〉 correspond à la partie positive de la variableX : 〈X〉 = X siX > 0,
〈X〉 = 0 sinon. Le potentiel thermodynamique [3] définit également la variableYYY ,
taux de restitution de densité d’énergie, associée àDDD :

YYY = ρ
∂ψ⋆

∂DDD
[6]

3. Fonction critère d’endommagement

Une fonction critèref définit le domaine d’élasticité du matériau par la condition
f < 0. Nous utilisons ici la fonction critère d’endommagement deMazars,

f = ε̂− κ ε̂ =

√

√

√

√

3
∑

I=1

〈εI〉2 =
√

tr 〈εεε〉2+ [7]

construite à partir de la partie positive du tenseur de déformation〈εεε〉+ (ou des défor-
mations principalesεI ) et oùκ = κ(trDDD) est une fonction croissante de la trace du
tenseur d’endommagement (κ0 = κ(0) est le seuil d’endommagement). Pour définir
le modèle d’endommagement non local, il suffira de considérer la fonction critère de
Mazars non locale :

f = ε̂nl − κ [8]

qui introduit la déformation équivalente non localeε̂nl au pointx calculée par exemple
sous forme intégrale (Pijaudier-Cabotet al., 1987),

ε̂nl(x) =
1

Vr

∫

Ω

W(x − s) ε̂(s) ds Vr =

∫

Ω

W(x − s)ds [9]
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avec la fonction poids GaussienneW ,

W(x − s) = exp

(

−‖x− s‖2

l2c

)

[10]

Dans ce cas, une longueur interne « caractéristique » du matériau est introduite,lc.

4. Loi d’évolution de l’endommagement anisotrope induit

Pour les matériaux quasi-fragiles tels que le béton, l’étatd’endommagement est
différent en traction et en compression (Mazarset al., 1990; Dragon, 1996) :

– pour une traction suivant la direction 1 :

DDD ≈





D1 0 0
0 0 0
0 0 0



 [11]

qui correspond à une micro-fissuration orthogonale à la direction de la traction ;

– pour une compression suivant la direction 1 :

DDD ≈





0 0 0
0 D2 0
0 0 D2



 [12]

qui correspond à une micro-fissuration parallèle à la direction de la compression.

Les formes [11] et [12] du tenseur d’endommagementsont classiquement obtenues
en considérant un endommagement proportionnel à la partie positive du tenseur de
déformation.

Afin de traiter correctement la propagation des fissures à l’aide d’un modèle d’en-
dommagement anisotrope, on supposera qu’une mésofissure sera initiée lorsque le
plus grand endommagement principalDI = supJ DJ atteint la valeur critiqueDc

considérée comme un paramètre matériau. La direction de la fissure sera alors per-
pendiculaire à la direction principale associée àDI (Lemaitreet al., 2005). Il est à
noté que l’endommagement critique est grand pour les matériaux cimentaires de sorte
que le phénomène de localisation des déformations se produit bien avant la condition
D = Dc. Reproduire un tel phénomène, notammentvia l’extension au non local du
modèle, permet de rendre compte de la rotation possible de lamésofissuration. Au
final, la fissure macroscopique conduisant à la ruine de la structure correspond à la
bande de localisation.
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4.1. Modèle non associé

Afin de proposer un modèle d’endommagement écrit dans le cadre thermodyna-
mique, considérons le potentiel d’endommagementF = YYY : 〈εεε〉α+ dont dérive par
normalité la loi d’évolution de l’endommagement,

ḊDD = λ̇
∂F

∂YYY
= λ̇〈εεε〉α+ [13]

Le multiplicateur d’endommagementλ̇ est déterminé par la condition de consis-
tancef = 0, ḟ = 0, de sorte que le choixα = 2, le plus cohérent avec l’utilisation de
la déformation équivalente de Mazars cartr〈εεε〉2+ = ε̂2, conduit à :

λ̇ =
dκ−1

dε̂

˙̂ε

ε̂2
[14]

La loi d’évolution de l’endommagement anisotrope induit s’écrit alors

ḊDD =
dκ−1

dε̂

〈εεε〉2+
ε̂2

˙̂ε [15]

4.2. Modèle non local

Pour le modèle non local,̂ε doit être remplacé par̂εnl dans la fonction critère, ce
qui donne pour le multiplicateur d’endommagement :

λ̇ =
dκ−1

dε̂nl

˙̂εnl

ε̂2
[16]

Cela conduit à la loi d’évolution de l’endommagement anisotrope induit et non local
suivante :

ḊDD =
dκ−1

dε̂nl

〈εεε〉2+
ε̂2

˙̂εnl [17]

En traction,ε̂ = ε1 > 0 et on retrouve alors la forme [11] du tenseur d’endommage-
ment. En compression,̂ε =

√
2ε2 > 0 et on retrouve alors la forme [12] du tenseur

d’endommagement.

4.3. Choix de la fonctionκ

Il reste à préciser l’expression de la fonctionκ. Par souci de simplicité,κ est choi-
sie fonction de la trace deDDD seulement. Le choix plus simple est de considérer une
fonction linéaire n’introduisant (en plus du seuilκ0) qu’un seul paramètre d’endom-
magementA (Mazarset al., 1990; Dragon, 1996),

κ(tr DDD) =
1

A
tr DDD + κ0 [18]
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conduisant à la loi d’évolution (loi 1) :

ḊDD = A
〈εεε〉2+
ε̂2

˙̂ε [19]

Grâce à la considération de l’anisotropie induite de l’endommagement, la loi d’évo-
lution [19] conduit bien à une dissymétrie traction-compression (figure 1, loi 1).
Mais cette dissymétrie n’est pas suffisante. L’existence d’un snapback en compression
montre en fait que considérer l’expression linéaire [18] pourκ conduit à un endomma-
gement trop important en compression. Une solution consiste à prendre en compte le
ralentissement apparent de la croissance de l’endommagement en compression (mais
pas en traction), en posant (loi 2) :

ḊDD =
dκ−1

dε̂

〈εεε〉2+
ε̂2

˙̂ε = A

[

1 +

(

ε̂

a

)2
]

−1

〈εεε〉2+
ε̂2

˙̂ε [20]

où le paramètrea est de l’ordre de grandeur des déformations atteintes en compres-
sion. La fonctionκ correspondante est obtenue par intégration,

κ(tr DDD) = a · tan

[

tr DDD

aA
+ arctan

(κ0

a

)

]

[21]

La loi d’évolution [20] et l’expression correspondante deκ [ 21] sont valables pour
tous les trajets de chargement. Elles permettent de modéliser avec le même jeu de
paramètres d’endommagementA, a aussi bien le comportement en traction que le
comportement en compression du béton (figure 1, loi 2).

5. Implantation numérique du modèle

Le modèle proposé est en fait assez simple à implanter dans uncode EF. Connais-
sant la valeur des déformationsεεεn+1 à l’instant tn+1, de l’endommagementDDDn à
l’instant tn, le schéma proposé pour calculer les contraintesσσσn+1 et l’endommage-
mentDDDn+1 à l’instanttn+1 est le suivant :

1) Calcul de la déformation équivalente

ε̂n+1 =
√

tr 〈εεεn+1〉2+ , ε̂nl
n+1 =

∑

p

wp ε̂
p
n+1 [22]

où les poids d’intégrationwi correspondent à la forme intégrale [9]. Ils sont classique-
ment déterminés une fois pour toute au début du calcul et où lasomme s’effectue sur
tous les points de Gauss (indicep).

2) Test sur la fonction critèref = ε̂n+1 − κ(tr DDDn)

Si f ≤ 0, DDDn+1 = DDDn (le matériau se comporte élastiquement), sinon l’en-
dommagement doit être corrigé en utilisant la loi d’évolution [15] discrétisée par un
schéma d’Euler implicite,

∆DDD =DDDn+1 −DDDn = ∆λ 〈εεεn+1〉2+ [23]
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Figure 1. Courbes contrainte-déformation (E = 42 GPa,ν = 0.2, κ0 = 5.10−5,
A = 5.103, a = 2.9310−4)

Le multiplicateur∆λ est déterminé par la condition de consistancefn+1 = ε̂n+1 −
κ(tr DDDn+1) = 0 qui conduit à :

∆λ =
tr DDDn+1 − tr DDDn

ε̂2n+1

[24]

L’endommagement est alors actualisé, sans recours à un schéma itératif quelconque et
en conservant le caractère implicite du schéma numérique :

DDDn+1 =DDDn + ∆λ 〈εεεn+1〉2+ [25]

3) Calcul des contraintes

La loi d’élasticité permet le calcul de la contrainte effective (EEE est le tenseur de
Hooke),

σ̃σσn+1 = EEE : εεεn+1 [26]

Le tenseur des contraintes est alors obtenu en inversant analytiquement la rela-
tion [5]. Le schéma numérique ainsi proposé est un schéma implicite, avec tous ses
avantages de robustesse et de stabilité, avec un calcul de l’endommagement exact sur
un pas de temps. Le modèle non local se programme de manière quasi-identique au
modèle local. La différence vient du fait qu’il est nécessaire de connaître la déforma-
tion équivalente non locale à l’entrée de la procédure, option déjà programmée dans
le code de calcul aux éléments finis CAST3M.
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6. Exemples numériques sur structures

6.1. Analyse des mécanismes d’interface acier-béton

Les classiques essais d’adhérence acier-béton ne permettent pas une identification
directe des propriétés mécaniques de l’interface du fait même du caractère structu-
rel de ces essais, comme les essais d’arrachement (pull-out), tirant, ou par flexion 3
points. Des analyses numériques de ces essais montrent une très forte inhomogénéité
des contraintes le long de l’interface. La volonté de vouloir accéder directement à des
quantités cinématiques entre les matériaux en présence rend impossible la configura-
tion de type axisymétrique. D’autre part, du fait de conditions aux limites inadaptées
et mal maîtrisées, un confinement latéral inhomogène apparaît le long de l’interface
engendrant un état de contrainte lui-même inhomogène et supportant une étreinte la-
térale parasite empêchant toute mesure objective de la résistance au cisaillement de
ces zones d’interface.

Partant de ces considérations, un nouvel essai d’adhérenceacier-béton a été ima-
giné (Ouglova, 2004; Ragueneauet al., 2005), permettant par une géométrie plane de
procéder à des mesures de champs de types déplacements et déformations le long de
l’interface et par des conditions aux limites et de chargement adaptés (triple rotule),
de prévenir toute occurrence de contrainte latérale parasite, voire par un dispositif de
chargement orthogonal de les imposer. La figure 2 montre la géométrie de l’éprou-
vette, Trois barres en acier sont fixées en rotation libre à lamachine de traction. Deux
barres assurent le maintien général de l’éprouvette et la troisième est celle sur laquelle
le test d’adhérence est effectivement réalisé. La surface adhérente est ainsi composée
de deux faces parallèles de 2 cm x 12 cm de surface. La géométrie de l’éprouvette
permet le positionnement aisé d’une caméra CCD permettant la prise d’images numé-
riques utilisées ultérieurement lors d’analyses par intercorrélation.

Une caméra numérique (1000 x 1000 pixels) a été utilisée pourpratiquer à des me-
sures de champs dans la zone d’intérêt de l’interface. Les images ont été analysées uti-
lisant le logicielCORRELILMT (Hild, 2002), basé sur une approche multi-échelle
des zones d’études, il permet de déterminer les déplacements et champs de déforma-
tions le long de l’interface. Pour les deux types extrêmes derugosité des barres, la
figure 4 montre un champ de déformation interpolé dans la direction (1) et (2). Par
analyse d’images, des discontinuités de déplacement sont mises en évidence aux in-
terfaces avant le pic dans le diagramme effort-déplacement. Deux types de fissuration
ont pu être observés : des decohésions interfaciales entre les nervures, et des ouver-
tures à 45˚ à partir de chacune de ces nervures.

Cet essai a été analysé de manière locale en isolant une cellule élémentaire d’acier
et de béton comprenant une nervure. Le maillage, les dimensions et les conditions
aux limites sont montrés en figure 3. Une comparaison qualitative permet de mettre
en évidence l’intéret d’une modélisation anisotrope des phénomènes de rupture. Sur
la figure 4, les déformations axiales et latérales à rupture le long de l’interface sont
représentées. Deux mécanismes distincts sont observés. Tout d’abord une fissuration
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Figure 2. Eprouvette en contrainte plane d’essais d’adhérence acier-béton
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Figure 3. Cellule élémentaire et maillage élément finis
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à 45˚ partant des nervures et une décohésion en mode I entre les nervures le long de
l’interface.

Cet essai a été simulé à l’aide du modèle d’endommagement anisotrope pour un
maillage 3D représentant l’éprouvette. La figure 5 présenteles résultats en termes de
carte d’endommagement dans la direction axiale (

−→
1 ) et latérale (

−→
2 ). À la différence

d’un modèle purement isotrope, l’approche anisotrope de l’endommagement permet
ici de bien discriminer les deux modes de rupture le long de l’interface.

(a) (b)

Acier

Béton

1

2

Figure 4. Mesure de champ le long de l’interface. (a) Déformation normale latérale
ε22, (b) déformation normale axialeε11

(a) (b)1

2

Figure 5. Cartes d’endommagement le long de l’interface. (a) EndommagementD22,
(b) endommagementD11

6.2. Structure en béton précontraint

Afin de traiter un exemple plus proche de l’ingénierie, intéressons-nous au pro-
blème de la tenue à court terme de la structure en béton précontraint dont le maillage
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est donné à la figure 6a. Celle-ci représente une tranche d’une enceinte de confine-
ment de centrale nucléaire, renforcée par des armatures passives et des câbles de pré-
contraintes. Le diamètre de l’anneau est de 46,8 m, l’épaisseur est de 0,9 m pour une
hauteur de 0,4 m. Une contrainte verticale de 8,5 MPa est appliquée, ce qui représente
la partie supérieur de l’enceinte non représentée dans la simulation numérique. Les
armatures passives sont constituées de 88 cadres d’effortstranchant (non modélisés
ici), de 4 armatures circulaires et de 2 câbles de précontrainte semi-circulaire (4,4 MN
de tension dans chaque câble). On peut remarquer qu’il existe deux excroissances de
béton sur cet anneau circulaire qui permettent d’ancrer lescâbles de précontraintes. La
simulation numérique est réalisée en 3D à l’aide du code aux éléments finis CAST3M.
Les armatures passives et actives sont modélisées à l’aide d’éléments barres à 2 nœuds,
tandis que le béton est modélisé par des éléments cubiques à 8nœuds. Les aciers (ac-
tifs et passifs) sont supposés avoir un comportement élastique parfaitement plastique
tandis que le béton est modélisé par la loi de comportement décrite précédemment. Les
paramètres « matériau » pour les aciers sont :E = 190 000 MPa,ν = 0.3, limite élas-
tique de 500 MPa pour les armatures passives de diamètre 25 mm; E = 190 000 MPa,
ν = 0.3, limite élastique de 1 814 MPa pour les câbles de précontrainte de section
5 143 mm2.

La déformée de la structure après la phase de mise en précontrainte est donnée sur
la figure 6a.

Une pression interneP , monotone et croissante linéairement, est ensuite appli-
quée. L’endommagement de la structure est calculé jusqu’à une pression dePMax =
2 MPa ce qui correspond à un endommagement tel que la structurepeut être consi-
dérée comme rompue. En raison de la présence des points rigides que forment les
ancrages en béton, la déformée obtenue sur la figure 6b n’est pas uniforme.

La carte d’endommagement (figure 7) montre une fissuration orientée, principale-
ment radiale (normalement représentée parDθθ, soitD22 dans la partieθ ≈ 0˚ et 180˚
etD11 dans la partieθ ≈ 90˚ et -90˚).

L’évolution des endommagements principaux au point A (point externe de l’an-
crage) et B (point interne de l’ancrage) sont tracés sur la figure 8. Le point A est le
point de la structure le plus endommagé après la mise en précontrainte. Lors de la mise
en pression de l’enceinte, les microfissures se répartissent sur la totalité de l’enceinte
jusqu’à un niveau constantDθθ ≈ 1 pourP = PMax = 2 MPa.

Ce test montre qu’il est possible d’utiliser un modèle d’endommagement aniso-
trope pour réaliser des simulations numériques de structures en béton précontraint
même jusqu’à un niveau élevé d’endommagement et de plastification des armatures.
Il illustre également le fait que des microfissures existentinitialement dans de tels
structures dues à la mise en précontrainte.

Dans la simulation numérique effectuée avec le modèle local, la présence d’acier
associée à un mode de fissuration principalement en tractionainsi que la taille impor-
tante du maillage éléments finis utilisé (0.3 m en zone courante) empêche le phéno-
mène de localisation des déformations de sorte que les calculs effectués en non local
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sur le présent maillage donne des résultats identiques. Si l’on souhaite représenter une
mésofissuration plus localisée, il ne faut réaliser que des calculs non locaux mais en
utilisant des éléments bien plus petits, choix qui n’a pas été possible pour la présente
étude et qui induirait un coût de calcul bien plus important.

7. Conclusions

Un modèle d’endommagement anisotrope induit pour les matériaux quasi-fragiles
est présenté. Une seule variable d’endommagement rend compte de l’état de micro-
fissuration du matériau, aussi bien en traction qu’en compression. L’anisotropie in-
duite par le chargement est responsable de la forte dissymétrie traction-compression
du béton. Les paramètres caractéristiques du matériau sontau nombre de 5 : 2 pour
l’élasticité, 1 pour le seuil d’endommagement, 2 pour l’endommagement. Un schéma
numérique implicite est décrit. Il se programme de manière totalement explicite et
permet de prendre en compte l’anisotropie induite lors du calcul de structures pour
quasiment le même coût qu’un calcul avec endommagement isotrope.

Si le calcul de la déformation équivalente non locale de Mazars est disponible dans
le code EF utilisé, implanter le modèle d’endommagement anisotrope non local est
immédiat. Nous avons également montré qu’il était possiblede calculer une structure
à l’aide d’un modèle d’endommagement anisotrope non local.

Enfin, l’implantation numérique du modèle permet d’avoir unschéma exact au
niveau local et ainsi de ne pas avoir de processus itératif. Associée à l’emploi d’une
loi de comportement non locale, cela permet de pousser ces simulations jusqu’à des
niveaux d’endommagement représentatifs de la rupture des structures.
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Figure 6. Déformée de l’anneau (a) après mise en précontrainte et (b) après mise en
pression - Points A et B des ancrages
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Figure 8. Endommagement aux points A et B pendant la mise en précontrainte
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