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CATEGORIES A DUALITE

RAMZI KSOURI*

RESUME. Nous définissons la notion de catégorie & dualité comme
généralisant les groupes a dualité. Deux exemples sont traités. Le
premier est la dualité de Serre dans les catégories de foncteurs
polynomiaux stricts. Le second concerne les complexes finis. Nous
montrons en particulier que les immeubles de Tits finis sont des
catégories a dualité.

1. INTRODUCTION

Un groupe G est a dualité au sens de Beiri et Eckmann [BET73] s'il
existe un entier n et un G-module & droite D et un isomorphisme
naturel

H*G, )= H, 1(G,D® —).

On généralise cette définition de groupe a dualité en remplacant le
groupe G par une catégorie C. Un C-module est alors un foncteur de C
dans la catégorie des groupes abéliens Ab.

Définition 1.1. Soit C une petite catégorie. On dit qu’elle est a dualité
s’il existe un foncteur D : C°? — Ab, un entier n, et un isomorphisme
naturel

Extl (2, —) = Tor_, (D, —)

n—i

ol Z désigne le foncteur constant.

Dans cet article, nous esquissons une théorie de la dualité. Dans le cas
ol la petite catégorie C est un complexe simplicial fini, nous obtenons
la condition locale suivante :

Théoréme 1.2. Soit P l'ensemble ordonné des simplexes d’un com-
plexe simplicial fini. Sl existe un entier n tel que, pour tout simpleze

x de P,

H (link,) = 0 pour i # n — dim(x) — 1,

(ot 0 désigne la cohomologie réduite a coefficients entiers), alors P
est a dualité.

* Laboratoire de Mathématiques: Algébre, Topologie, Arithmétique et Struc-
tures ordonnées "LATAQ", Département de Mathématiques, Faculté des Sciences
de Tunis, Le Campus Universitaire TN-2092, Tunis, Tunisie.
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2 RAMZI KSOURI

Ce théoréme permet de retrouver la dualité classique de Poincaré
pour les variétés compactes triangulées. Il entraine aussi le résultat
suivant.

Corollaire 1.3. Les immeubles de Tits finis sont des catégories a dua-
lité.

Plus généralement, si k désigne un anneau unitaire commutatif et
k—mod la catégorie des k-modules a gauche, on dit qu'un foncteur

F : C — k—mod est a dualité lorsqu’il existe un entier n, un foncteur
D™(F) : C — k—mod et un isomorphisme naturel

1) Exti (F,—) = Tor_, (D" (F), -).
Si k est un corps, I'isomorphisme ([]) est équivalent au suivant
Exty (F,—) = Ext}~" (—, D" (F)')
ou D"(F') désigne la postcomposition de D"(F') par 'opération de
dualité V +— V' := Homy(V, k). Ce dernier isomorphisme rappelle la
dualité de Serre classique pour les variétés projectives.

Idun Reiten et Michel Van Den Bergh dans [RV02]| ont généralisé
le concept de dualité de Serre de la facon suivante. Une catégorie k-
linéaire A satisfait une dualité de Serre si elle posséde un foncteur de
Serre, i.e. un endofoncteur S : A — A tel que 'on ait un isomorphisme
naturel

Hom(a,b) = Hom4(b, Sa).
La dualité présentée dans cet article permet d’expliciter une dualité
de Serre pour la catégorie Dpa(C—mod) des complexes parfaits de
C—mod. Précisons un peu. Soit D le foncteur :
D: (C—mod)” — C°—mod
F — DF

défini pour un objet x de C par
DF(z) = Home_mea(F, P°)
ott P¢ = k[Home¢(z, —)] est un projectif standard de C—mod. Soit
RD : D*(C—mod)” — D*(CP—mod)
le foncteur dérivé de D. On montre le résultat suivant :

Proposition 1.4. Le foncteur RD(—)" est un foncteur dualité de Serre
pour Dpare(C—mod).

Nous illustrons la notion de foncteur a dualité par un exemple dans
la catégorie RepI'¢ des foncteurs polynomiaux stricts sur un corps fini
k de caractéristique p. Soit s,r deux entiers et § = (s1,--+,sx) une
partition de s. Le foncteur polynomial strict (") (resp. S*(")) de degré
d := sr est la pré composition de I'"* (resp. S®) par le twist de Frobenius
1. On rappelle que I'® (resp. S%) est le produit tensoriel ['*' ®- - - @ '+
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(resp. S ® --- ® S°) ou I' (resp. S) est le foncteur de puissances
divisées (resp. symétriques). On utilise les propriétés de la dualité de
Ringel étudiée dans [Touzél| pour montrer le résultat suivant :

Proposition 1.5. Le foncteur I'*") est a dualité et on a l’isomorphisme
naturel
Extl, g (090, =) & Ext2W D7 (o)

Rep FZ Rep Fg

Voici un résumé des différentes sections.

Section 2 : cette section est une collection de rappels et de notations
utilisées dans 'article.

Section 3 : dans le cas des modules sur un anneau R, la structure
de R-module & droite sur le dual M’ = Hompg(M, R) d'un R-module a
gauche M est héritée de la structure de R-bimodule de R. Un équivalent
du bimodule R est le bifoncteur

C: CPxC — k—mod
(xay) = k[HOmc<SL”y>]

Notre théorie de la dualité s’appuie sur la propriété suivante

(*) Home moa(C(y; =), C(x, —)) = C(z,y)

fournit par le lemme de Yoneda. On appelle bifoncteur de Yoneda tout
bifoncteur possédant cette propriété (). On montre que la donnée d'un
bifoncteur de Yoneda T est équivalent a la donnée d’une sous-catégorie
épiréflexive Cr—mod de C—mod.

Section 4 : on montre qu'un bifoncteur de Yoneda T sur une caté-
gorie C fournit un foncteur de dualité D et 'on étudie les premiéres
propriétés. On illustre ce point de vue en montrant (proposition 13))
que pour un bifoncteur de Yoneda 7' sur une catégorie k-linéaire C, le
foncteur RD(—)" est une dualité de Serre de Dpays(Cr—mod).

Section 5 : un foncteur F' de C—mod est a dualité lorsqu’il existe un
entier n tel que 'on ait un isomorphisme

RD (F) = R"D (F) [n]

dans D (C—mod). Dans cette section, nous donnons plusieurs condi-
tions équivalentes a cette derniére.

Section 6 : nous illustrons les notions de dualité présentées dans cet
article par la catégorie RepI'{ des foncteurs polynomiaux stricts de
degré d sur un corps fini k. On équipe cette catégorie d'un foncteur
dualité de Serre RD(—)" et on montre que le foncteur polyndmial strict
I*(") est un foncteur a dualité.

Section 7 : le reste de cet article est consacré a la notion de catégorie
a dualité. Une catégorie est a dualité si le foncteur constant Z est a
dualité. Nous isolons un critére local suffisant pour affirmer qu’une
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catégorie est & dualité. Le théoréme [[.12] présente ce critére dans le
cas ol la catégorie est I’ensemble ordonné des simplexes d’un complexe
simplicial. On retrouve ainsi la dualité de Poincaré classique pour les
variétés. On montre aussi que 1’ensemble ordonné des simplexes d'un
immeuble de Tits est a dualité.

Remerciements. Je tiens a remercier Gaél Collinet de m’avoir pro-
poser de travailler sur la généralisation de groupe a dualité et pour son
suivi constant jusqu’a la rédaction de cet article. Je remercie Antoine
Touzé pour les discussions sur la dualité de Ringel.

2. RAPPELS

Dans cette section, la notation C désigne une catégorie, la notation k
désigne un anneau unitaire commutatif, la notation k—mod désigne la
catégorie des k-modules a gauche. La catégorie Z—mod est notée Ab.

2.1. La catégorie C—mod.

Définitions 2.1.
— Un C-module & gauche (resp. a droite) est un foncteur covariant
de C (resp. C°) dans la catégorie k—mod.
— On note [ la catégorie 0 — 1. Soient F' et G deux C-modules a
gauche. Une transformation naturelle entre F' et GG est un foncteur

T:CxI— k—mod
tel que T'(c,0) = F(c) et T'(c,1) = G(c).

— On note C—mod (resp. C°®*—mod) la catégorie dont les objets sont
les C-modules a gauche (resp. a droite) et dont les morphismes sont
les transformations naturelles.

Propriétés 2.2.

— Pour deux objets F' et G de C—mod, I'’ensemble Home_p0q(F, G)
des transformations naturelles entre F' et GG est naturellement muni
d’une structure de k-module.

— Les catégories C—mod et C°?—mod sont des catégories abéliennes
avec assez de projectifs et d’injectifs. Les noyaux et les conoyaux
sont calculés au but.

— Pour tout objet a de C, les foncteurs dits projectifs standards P¢ :=
k[Home(a, —)] et P¢ := k[Home(—, a)] sont projectifs dans C—mod
et C°?—mod respectivement.

— Les projectifs standards de C—mod (resp. de C°®—mod) forment
un systéme de générateurs projectifs.

— Le bifoncteur

Home _pod(—, —) : (C—mod)®® x C—mod — k—mod

commute avec les limites par rapport a chaque variable (les ob-
jets limites dans (C—mod)? s’identifient aux objets colimites dans
C—mod).
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— Le lemme de Yoneda fournit I’'isomorphisme naturel suivant
(2) Home_moa( P, F) = F(a).

2.2. Produit tensoriel sur C. Soient F' un C-module a droite et G
un C-module & gauche. Le produit tensoriel F'®¢G de F et G au dessus
de C est le quotient du k-module

D F(x) ®G(x)
x€0ObC

par le sous-module engendré par les éléments
F(flaeb—a®G(f)b (Vf € Home(z,y),Va € F(x),¥b € G(y)).

Propriétés 2.3.
— Le produit tensoriel au dessus de C définit un bifoncteur

— ®c — : C?—mod x C—mod — k—mod

qui commute avec les colimites par rapport a chaque variable. En
particulier, le bifoncteur — ®¢ — est exact a droite par rapport a
chaque variable.

— On a les isomorphismes naturels suivants

(3) P¥ ®c G~ G(x) et F®c PS 2~ F(x).
— Pour tout k-module M, et tout F dans C°°’—mod, notons

Hom(F, M) le C-module donné par x — Homy_mea(F (), M).
L’adjonction

Homy,(F ®¢ G, M) = Home—moa(G, Hom(F, M))

caractérise le produit tensoriel & isomorphisme naturel prés.

2.3. Catégorie des complexes. Soit A une catégorie abélienne. On
note Ch(A) la catégorie abélienne dont les objets sont les complexes
de cochaines d’objets de A et les morphismes sont les morphismes
de complexes. La catégorie Ch(.A) contient les sous-catégories pleines
Ch’(A), Ch™(A) et Ch*(A) dont les objets sont, respectivement, les
complexes de cochaines bornés, bornés a gauche et bornés a droite. La
notation Ch*(.A) désigne une de ces sous-catégories.

Soient X = (X", d%) et Y = (Y™, d}) deux complexes de Ch(A). Le
bifoncteur Homy(—, —) : A% x A — k—mod induit un bifoncteur

Hom(—, —) : Ch(A)? x Ch(A) — Ch(k—mod)
défini par
(Hom(X,Y))" = | [ Homa (X", Y*")
i€z
et
d"f =dyo f+ (=1)"" fodyx, f€Hom™(X,Y).
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Soit X = (X™,d%) un complexe de Ch(C°®—mod) et Y = (Y, d}) un
complexe de Ch(C—mod). Le bifoncteur —®¢— : C°*—mod xC—mod —
k—mod induit un bifoncteur

— ® — : Ch(C*®*—mod) x Ch(C—mod) — Ch(k—mod)
défini par
(XeY)'= @ X"V ,
ptg=n
les différentielles étant définies, pour a € Ob(C), x € XP(a) et y €
Y%(a) par la formule

d'r@y=r®dyy+ (-1)'dxr @y
2.4. Les groupes d’extensions sur C. Le bifoncteur
Home_ppod(—, —) : C—mod” x C—mod — k—mod

commutant avec les limites par rapport a chaque variable, on définit les
groupes d’extensions sur C, notés Ext;(—, —), comme étant les dérivés
a droite du bifoncteur Home_0q(—, —). Si F' et G sont deux C-module
a gauche, on obtient Ext;(F, G) soit en choisissant une résolution pro-
jective P, de F' et en calculant la cohomologie du complexe de cochaine
Home_10q(Ps, G), s0it en choisissant une résolution injective Z* de G et
en calculant la cohomologie du complexe de cochaine Home_ 04 (F, Z%).

2.5. Les groupes de torsion sur C. Le bifoncteur
— ®c— : C®’—mod x C—mod — k—mod

étant exact a droite par rapport a chaque variable, on définit les groupes
de torsion sur C, notés Torf(—, —), comme étant les dérivés a gauche
du produit tensoriel au dessus de C. Pour un C-module & droite F' et
un C-module a gauche G, on obtient Tor¢(F, G) soit en choisissant une
résolution projective P, de F' et en calculant I’homologie du complexe
de chaines P, ®¢ G soit en choisissant une résolution projective @), de
G et en calculant ’homologie du complexe de chaines F' ®¢ Q..

3. BIFONCTEUR DE YONEDA ET SOUS-CATEGORIE EPIREFLEXIVE

On garde les notations introduites dans la section précédente, et 'on
y ajoute les suivantes.

Notations 3.1. Soit B(—, —) : C®? xC — k—mod un bifoncteur. Soient
F et G deux C-modules a gauche et a droite, respectivement. On note

— B, le C-module a gauche B(a, —).

— B le C-module a droite B(—,a).

— Hom(F, B) le C-module (& droite) a — Home_0q(F, By).

— Hom(B, F') le C-module (& gauche) a — Home_oa(Ba, F).

— B ®c F le C-module (a gauche) a — B* ®¢ F.

— G ®c¢ B le C-module (a droite) a — G ®¢ B,.
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On note C le bifoncteur
(x,y) — k[Home(z,y)].
On a les égalitées C = P¢ et C* = Pg.
Définition 3.2. Un bifoncteur de Yoneda pour C est un bifoncteur
T :C? x C — k—mod muni d’une surjection
p:C —» T
telle que le morphisme canonique entre éléments de (C x C)—mod
¢ : [(a,b) — Home_mod(Ty, 1)) — [(a,b) — T'(a, b)]
défini par p(qp) (F) = Fy(p,5(1p)) soit un isomorphisme.
Exemples 3.3.
(1) Le bifoncteur
C: C?xC — k—mod
(z,y) = k[Home(z,y)]
est un bifoncteur de Yoneda.
(2) Sila catégorie C est k-linéaire. On note L¢ le bifoncteur
Le: CPxC — k—mod
(z,y) — Home(z,y)

Le bifoncteur Le muni de la surjection

Hoy o k[Home(z,y)] — Home(z,y)
fl = f

est un bifoncteur de Yoneda.

Proposition 3.4. Soit T un bifoncteur de Yoneda.

(1) Le bifoncteur T : (a,b) — T'(b,a) est un bifoncteur de Yoneda
pour C°P.

(2) Le morphisme canonique entre éléments de (C? x C)—mod
¥+ [(a,b) = Home_moa(Ty, Tn)] — [(a,b) = T* @¢ T,)]
défini par Y (F) = pwp(1s) @ Fp(pp(1y)) est un isomor-
phisme.

Démonstration.

(1) Le morphisme canonique
¢” : [(a,b) = Home_oa(T%, T)] — [(a,b) — T(b, a)]
défini par : 7 (F) = Fy(p(1s)) est injectif.
Soit A € T(b,a). L'hypothése sur T implique qu'’il existe
une unique transformation naturelle F' : T, — T, telle que
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Fy(15(15)) = A. On définit une transformation naturelle F' :
T® — T* de la fagon suivante : pour x dans Ob(C),

E,: Tz) — T%x)
A= Pea o FTo 90(;1,1;)0‘)'

L’égalité ¢ (F) = X implique la surjectivité de ¢°P.

(2) Le morphisme 9 de la proposition est la composition
Home mod(Th, 7o) — T(a,b) — P @c¢ T 5 T @¢ T,

Les deux premiers sont des isomorphismes. Le troisiéme est sur-
jectif car le produit tensoriel est exact a droite. Une transfor-
mation naturelle /' : T'(b,—) — T'(a, —) est uniquement détér-
minée par Fy(upp(1p)), donc ¢ est aussi injectif.

0

Notations 3.5. On note Cr—mod la plus petite sous-catégorie pleine
de C—mod contenant les T, et stable par limites et colimites. Cette
notation sera justifiée par le corollaire 3.8

Exemple 3.6.
(1) Cc—mod = C—mod.
(2) Ccer—mod = C?—mod.

(3) Si C est k-linéaire alors Cr,—mod est la sous-catégorie pleine
des foncteurs k-linéaires de C—mod.

Proposition 3.7. Soient F' et G deuz objets de Cr—mod et Crop—mod
respectivement.

(1) Hom(T,F) = F

(2) T®c F=F

B) GecT=G
Démonstration.

(1) Ecrivons F' = colimT,,. Soient

Hom(PS,T,,) —— colim Hom(P¢, T,,)

7

Hom(T,,T,,) —— colim Hom(T,, T,,)

T,
a; ta,

colim7y,,
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des cocones universels. On obtient le diagramme suivant

Hom(P¢, colimT,,)

Hom(P¢,T,.) ——— colim Hom (PS¢, T,,)

(3
”*J Ta -

Hom(T,, T, ) ——— colim Hom(T,, T,,)

Hom(T, ,bcolimT ;)

dans lequel a,f et v sont donnés par la propriété univer-
selle. Montrons que [ est un isomorphisme. Le morphisme
p* : Hom(T,,T,.) — Hom(P¢, T,.) est un isomorphisme. Il suit
que « est aussi un isomorphisme. Le projectif standard PS¢ com-
mute avec les colimites, (i.e. 7 est un isomorphisme) donc le

ta.

cocone Hom(P¢, T,.) =% Hom(P¢, colimT,,) est aussi univer-
sel. Dans le diagramme, le carré, les deux triangles et le grand
trapéze commutent. On obtient les égalités

W = Wap = taupt” = ydipt™ = yac

Le cocone {c¢;} étant universel, et ya étant un isomorphisme,
il s’ensuit que p*f est un isomorphisme, et donc que p* est
surjectif (c’est donc un isomorphisme). On en déduit que le
cocone du bas ¢, est universel et que S est un isomorphisme.
Finalement on obtient des isomorphismes

Hom(7,, colimT},,) = colim Hom(7,,7,,) = F(a).

(2) Le produit tensoriel au dessus de C commute avec les colimites.
11 suffit donc de montrer la propriété 2 pour T;,. C’est une consé-
quence de la proposition [3.4

g

Corollaire 3.8. Les C-modules T, forment un systéme de généra-
teurs projectifs de Cr—mod. On les appelle dans la suite projectifs T'-
standards.

Démonstration. D’aprés la premiére propriété de Yoneda, le foncteur
HomCTfmod (Taa _>

de (Cr—mod)—mod est exact. Il s’ensuit que T, est projectif. Soit F' un
objet de Cy—mod. Soit A € F(a). Il existe une transformation naturelle
unique py : T, — F telle que (py)a(p(1,)) = M. La transformation



10 RAMZI KSOURI

@ P - @ Ta—>F

a,\eF(a) a,A\EF(a)

naturelle

est un épimorphisme. Il s’ensuit que les T, forment un systéme de
générateurs de Cr—mod. O

Définition 3.9. Soit B une catégorie et A une sous-catégorie pleine.
On dit que A est épiréflexive si l'inclusion de i : A — B admet un
adjoint & gauche t : B — A tel que 'unité de I'adjonction est un
épimorphisme.

Proposition 3.10. Il y a une bijection (G isomorphisme prés) entre
les sous-catégories épiréflexives de C—mod et les bifoncteurs de Yoneda
sur C.

Démonstration. Soit T un bifoncteur de Yoneda. Montrons que la
sous-catégorie pleine Cr—mod de C—mod est épiréflexive. Le foncteur
t : C—mod — Cr—mod, associant & un C-module F' pour lequel on a
une égalité F' = colimP¢ le Cr-module ¢(F) = colimT,,, est un adjoint
a gauche de 'inclusion i : C;—mod —— C—mod. En effet, pour tout
objet G de Cr—mod, on a un isomorphisme naturel

Hom(¢(F'),G) = Hom(F,G)
obtenu de la facon suivante :

Hom(colimT,,, G) lim Hom(7,,, G)
lim Hom(P¢,G) = Hom(colimP¢,G) .

111

Inversement, si H est une sous-catégorie pleine de C—mod pour laquelle
le foncteur inclusion ¢ : H — C—mod admet un adjoint a gauche t, le
bifoncteur
T:C? xC — k—mod
défini par
T(a,b) = t(Py)(b)
est un bifoncteur de Yoneda, comme le montrent les égalités

Hom(T,,T;) = Hom(tP¢,tPf)
= Hom(P7,i(tFy)) = t(Fy))(a) = T(ba).

4. FONCTEUR DE DUALITE

Dans cette section, on fixe un bifoncteur de Yoneda T sur C. On
rappelle que Cr—mod est la plus petite sous-catégorie pleine de C—mod
contenant les T, et stable par limites et colimites. C’est une catégorie
abélienne avec assez de projectifs. Les projectifs T, dits T-standards
forment un systéme de générateurs de Cr—mod.
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4.1. Définitions. Soit R un anneau unitaire, M un R-module
a gauche. Le dual de M est le R-module (a droite) M’ :=
Homp_moda(M, R). Le foncteur de dualité D défini ci-dessous est une
généralisation de 'opérateur de dualité M — M’ o R est remplacé
par une petite catégorie C.
On note

D : (C—mod)? — C’—mod

le foncteur qui, & un C-module & gauche F', associe le C-module a droite
DF :=Hom(F,T).

On référe aux notations Bl pour la définition de Hom(F,T) i.e. pour
x un objet de C, I'égalité

DF(z) = Home_poa(F, T})
ou T, est le foncteur T'(x, —) définit Hom(F,T) sur les objets.

Le foncteur de dualité D s’étend & la catégorie Ch(C—mod)® de
la fagon suivante. A un complexe X = (X", d%) de Ch(C—mod), le
foncteur

D : Ch(C—mod)” — Ch(C”—mod)

associe le complexe D(X) défini par
n -n n n —(n+1
D(X)"=D(X™) et dpy = (~1)""D(d").
4.2. Comportement de D sur les projectifs de Cr—mod.

Exemple 4.1. Pour tout objet a de C, on a un isomorphisme naturel
D(T,) = T°.
En effet, on a des isomorphismes naturels, le dernier d’entre eux, étant
conséquence des propriétés de Yoneda,
D(T,)(x) = Home_moa(Ta, Ty) = Ti(a) = T(x)
pour tout € ObC. L’égalité D(T,) = T* s’ensuit.

L’exemple précédent et le fait que D commute aux limites impliquent
que le foncteur D se restreint a un foncteur

D : (Cr—mod)® — Crop—mod.

Définition 4.2. Un objet de Cr—mod est de type fini s’il est quotient
d’une somme finie de projectifs T-standards.

Lemme 4.3. Soit P un projectif de type fini de Cr—mod. L’objet D(P)
de Crop—mod est projectif de type fini.

Démonstration. Si P est un projectif de type fini alors P est un facteur
direct dans une somme finie de projectifs T-standards F, i.e. il existe
un C-module @ tel que P @ ) = F. Par additivité du foncteur D, il
suffit de montrer le lemme pour P = T, cas correspondant a ’exemple

41l O
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Notations 4.4. On note Proj(Cr—mod) la sous-catégorie pleine des
projectifs de type fini de Cr—mod.

Proposition 4.5. La restriction
D : Proj(Cr—mod)” — Proj(Cre»—mod)
est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soient P et () deux objets projectifs de type fini de
Cr—mod alors 'application

(%) Home,.—moa(P, Q) Y Home,.o, —moa(D(Q), D(P))

est un isomorphisme naturel en ses deux variables. En effet, par addi-
tivité de D, il suffit de vérifier (®) pour P = T, et @) = T}. Dans ce cas,
Iaffirmation est conséquence des isomorphismes naturels

HomCTfmod (Tm Tb) = T<b7 a) = HomCTopfmod (Tb7 Ta)-

Le foncteur D posséde un inverse, que 1’on note Dyop, défini, pour un
objet G de Cre»—mod, par DropG = Hom(G,T). En effet la compo-
sition

P(z) = Home, —mod (T, P) 2 Home,up—moa(DP, T%) = Dryop 0 DP(x)
définit un isomorphisme I = Dyop 0 D. O
On définit une application naturelle
¢c : D(F) ®c G — Home, _moa(F, G)
de la facon suivante : soit x € ObC, alors ¢ est la composition

D(F)(z) ® G(z) 5 Home, _moa(F, T,) ® Home, _moa (T, G)
— HOIIlCT,mOd(F, G) .

Soient R un anneau unitaire, M un R-module & droite et N un R-
module & gauche. Si M est un projectif de type fini, alors on a 1’iso-
morphisme naturel

(4) Homp_moa(M, N) = M’ ® N.

La proposition suivante généralise ce dernier isomorphisme en rempla-
cant R par une petite catégorie C.

Proposition 4.6. Soit P un objet projectif de type fini de Cr—mod,
alors la transformation naturelle entre foncteurs de (Cr—mod)—mod

(5) D(P) ®c¢ — = Home, _moa(P, —).

est un 1somorphisme.
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Démonstration. Pour P = T,, c’est une conséquence des propriétés de
Yoneda. En effet on a les isomorphismes suivants

D(T,) = T et Home, mod(Ta, G) = G(a) =T ®¢ G.

Si P est facteur direct dans une somme finie de projectifs T-standard,
la proposition se déduit de 'additivité de D. O

4.3. Comportement de D sur les complexes de projectifs et
foncteur dérivé de D.

Proposition 4.7. Soient X = (X", d%) un compleze de projec-
tifs de type fini de Ch®(Cp—mod) et Y = (Y™, d%) un compleze de
Ch(Crer—mod), alors on a un isomorphisme naturel

Hom(X,Y) 2 D(X)®Y.

Démonstration. C’est une conséquence de l'isomorphisme de la pro-
position et de la compatibilité des différentielles avec cet isomor-
phisme. U

On rappelle que la catégorie homotopique K*(A) est la catégorie
obtenue & partir de Ch*(A) en identifiant les morphismes homotopi-
quement équivalent, c’est-a-dire en posant

Homyg(4)(X,Y) := H°(Hom(X,Y)),

et que la catégorie dérivée D*(A) est la catégorie triangulée obtenue
a partir de la catégorie homotopique K*(A) en inversant les quasi-
isomorphismes.

Les bifoncteurs Hom(—, —) et —® — induisent les bifoncteurs dérivés
(voir [Borel, page 91 et 98])

RHom : D™ (C—mod)” x D(C—mod) — D(k—mod),
et
- é — : D7 (CP—mod) x D™ (C—mod) — D(k—mod).
Le foncteur D admet un foncteur dérivé
RD : D~ (Cr—mod)®” — D (Crer—mod).

Pour calculer le dual dérivé d’'un complexe X de D~ (Cr—mod), on
choisit une résolution projective de X et 'on applique le foncteur D.
Soit F' un objet de Cr—mod et x un objet de C. On a I’égalité :

H'(RD(F))(x) = Extg, (F, Ty).
Dans la suite, on pose D(X) = H/(RD(X)).

Définition 4.8. On dit qu'un complexe X de D(Cr—mod) est parfait
s’il est quasi-isomorphe & un complexe borné de projectifs de type fini.



14 RAMZI KSOURI

Proposition 4.9. Soient X etY deuz complezes de D~ (Cr—mod). Si
X est parfait, alors on a un isomorphisme naturel

L
RHom(X,Y) = RD(X)® Y.

Démonstration. Soit P un complexe de projectifs de type fini de
Chb(CT—mod) quasi-isomorphe a X, alors on a des isomorphismes

L
RHom(X,Y) = Hom(P,Y) 2 D(P)®Y = RD(X) ® Y.
O

4.4. Illustration : dualité de Serre. Soit k£ un corps. Pour un k-
espace vectoriel V' on pose V' := Homg(V, k).

Définition 4.10. Soit A une catégorie k-linéaire. Une dualité de Serre
pour A est un endofoncteur S : A — A muni d'un isomorphisme
naturel

P, 5, : Homy(b, Sa) — Hom 4(a, b)’
pour touts objets a, b de A. [Comparer a [RV02]]

Remarque 4.11.

(1) Le foncteur S est une dualité de Serre pour A si, et seulement
si, l'objet Sx est un objet représentant le foncteur Hom 4 (z, —)*
de A—mod pour tout objet x de A.

(2) Le plongement de Yoneda
A — A—mod
¢ — Homyu(—,c)
est pleinement fidéle. D’ott 'unicité d’une dualité de Serre a
isomorphisme preés.
(3) Le lemme de Yoneda donne un isomorphisme naturel
Hom o _moq(Hom 4 (—, Sa), Homy(a, —)") = Hom(a, Sa)'.

On appelle classe fondamentale I’élément ®, € Hom 4(a, Sa)’
correspondant a l'isomorphisme ®,;,. L’isomorphisme ®,; est
'adjoint & gauche (au sens de la théorie des formes bilinéaires)
de la forme bilinéaire

Homy(a, b) x Hom4(b, Sa) — Hom4(a, Sa) s k.

Soit T" un bifoncteur de Yoneda sur C. On suppose que la catégorie
C est k-linéaire.

Notations 4.12.
— On note Dypue(Cr—mod) la sous-catégorie pleine de D(Cr—mod)
dont les objets sont les complexes parfaits.
— On note F’ la postcomposition de F' par l'opération de dualité

V= V' := Homy(V, k).
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Proposition 4.13. Soient X et Y deur complexes de Dpye(Cr—mod).
On a un isomorphisme naturel

RHom(X,Y) = RHom(Y, RD(X)").
En particulier, le foncteur RD(—)" est une dualité de Serre pour
Dpart(Cr—mod).

Démonstration. Soit P un complexe de projectifs de type fini de
Chb(CT—mod) quasi-isomorphe a X, alors on a des isomorphismes

RHom(X,Y) = (D(P)®Y) = Hom(Y, D(P)").

Le deuxiéme isomorphisme est une conséquence de ’adjonction carac-
térisant le produit tensoriel. Le foncteur F' +— F” est exact, donc D(P)’
est une résolution injective bornée de D(X)". On en déduit un isomor-
phisme

RHom(X,Y) = RHom(Y, RD(X)').

5. FONCTEURS A DUALITE

Soit T" un bifoncteur de Yoneda pour C. On introduit la notion de
foncteur a dualité dans Cr—mod. Cette notion se mesure par ’action
du foncteur de dualité

D : (Cr—mod)®” — Crop—mod

sur certains objets de Cr—mod.

5.1. Définitions et premiéres propriétés.

Définition 5.1. On dit qu'un Cp-module est de type F P, (resp. de
type F'P) s’il admet une résolution (resp. une résolution finie) par des
projectifs de type fini de Cr—mod.

Définition 5.2. Soit F' un Cp-module a gauche. On dit qu’il est de
dimension cohomologique n si pour tout Cr-module G, et pour tout
m > n, on a 'égalité Exty' (F,G) = 0, et 8’1l existe un C-module G tel
que l'on ait Exte (F,G) # 0.

Notations 5.3. Soit X un objet de Cr—mod et n un entier. On note
X|[n] le complexe de D (Cr—mod) défini par X[n|" = 0 si i # n et
X[n]" = X.

Définition 5.4. On appelle foncteur d’Eilenberg-Mac Lane de degré
n un objet F' de Cr—mod tel que l'on ait un isomorphisme

RD (F) = D" (F)[n]
dans DT (Cro»—mod) (On rappelle que D™ (F) = H"(RDF)).

Théoréme 5.5. Soit F' un Cr-module de type F P, alors les conditions
sutvantes sont équivalentes
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(1) Il existe un entiern tel que F' est d’Eilenberg-Mac Lane de degré
n.
(2) Il existe un entier n tel que
Exty, (F,T,) =0
pour tout i #n et x € ObC.

(3) Il existe un entier n et un isomorphisme
EXtéT <F7 _) = TOI‘SLTfi (Dn (F) ) _> :

L’entier n est la dimension cohomologique de F' dans la catégorie
Cr—mod.

Démonstration. L’équivalence 1 < 2 est claire. Montrons que 3 = 2.
Soit z un objet de C. Spécialisant I'isomorphisme de 3 & T}, on obtient

Extp, (F,T,) = TorS™, (D" (F), Ty).

Comme T, est projectif dans Cr—mod, on a pour 7 # n une égalité
Tor’” (D" (F),T,) = 0. Montrons 1 = 3. Le Cy-module F est de type
FP donc F est parfait, de plus RD (F') = D™ (F') [n] . La proposition
19 donne

L
RHom (F,—) =2 D" (F)[n] ® —.
En prenant la cohomologie, on obtient un isomorphisme ExtéT (F,—) =
Tor’” (D" (F), —). O

Définition 5.6. On appelle foncteur & dualité un foncteur qui satisfait
une des conditions du théoréme.

Remarque 5.7. Si k est un corps, la troisiéme condition du théoréme
est équivalente a la suivante.

(3") 1l eziste un entier n et un isomorphisme
Ext, (F,—) =2 Extg " (=, D" (F)').

Proposition 5.8. Soit F' un foncteur a dualité de Cr—mod de dimen-
sion cohomologique n. Le foncteur D™(F') est un foncteur a dualité de
Crop—mod et F' est son module dualisant.

Démonstration. L’équivalence

Dr : Proj(Cr—mod)® — Proj(Cro»—mod)
de la proposition avec inverse le foncteur

Drop : Proj(Creo—mod) — Proj(Cr—mod)”?
passe au quotient et on obtient alors I'équivalence

RDp : K*(Proj(Cr—mod))? — K°(Proj(Cre»—mod))
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au niveau des catégories homotopiques. La composition a gauche et a
droite respectivement par les équivalences

Dpart(Cr—mod) = K(Proj(Cr—mod))
K (Proj(Cro»—mod)) = Dpart(Cror—mod)

fournit ’équivalence de catégories
RDT : Dparf(CT—mod) — Dparf<CTop—mOd)

avec inverse le foncteur RDpop. L'isomorphisme RDrop(RD7pF) = F
implique RDzor (D™ F') = Fn|. Il s’ensuit que D™(F') est un foncteur a
dualité de Cro»—mod et que F' est son module dualisant. O

6. ILLUSTRATION : FONCTEURS POLYNOMIAUX STRICTS

Nous illustrons ces notions en homologie des foncteurs polyno-
miaux stricts au sens de Friedlander et Suslin [FS97|. L’étude des
groupes d’extensions s’est bien développée ses derniéres années voir
par exemple [Touzé2]. Pour un corps fini k, soit Rep I'¢ la catégorie des
foncteurs polynomiaux stricts de degré d. La catégorie Rep I'¢ est équi-
pée d’une dualité de Ringel 0 introduite par M.Chalupnik [Chalupnik]
et A.Touzé [Touzél] : le foncteur dualité de Ringel 8 := RHom(A?, —) :
D*(Repld) — D’(RepT§) est une équivalence de catégorie avec in-
verse le foncteur 071 : X +— 0(X#)# (voir [Chatlupnik] corollaire 2.4],
[Touzéll théoréeme 3.8|, [Krause, théoréme 4.9]).

H. Krause dans [Krause] montre que I’équivalence 62 est un foncteur
de Serre pour Dp.e(Rep I'Y).

Ce phénomeéne de dualité de Serre pour la catégorie RepI'¢ rentre
dans le cadre général de la dualité présentée dans cet article. D'une
part, notre théorie de dualité permet d’équiper directement la caté-
gorie des foncteurs polynomiaux stricts Rep ¢ d’un foncteur de dua-
lité D qui fournit & son tour un foncteur dualité de Serre RD(—)" de
Dyart(Rep'Y). D’autre part, on déduit de l'unicité d'un foncteur de
Serre que RD(—)" et le foncteur de Serre décrit par Krause coincident
i.e. Péquivalence de catégorie §72 est isomorphe & RD(—)".

6.1. Dualité de Serre pour Repl'{. On utilise les notations de
[Krause|. On réfere a [Pirashvili] pour plus de détails sur les foncteurs
polynomiaux stricts.

Soit P, la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie et
I'Y : P, — Py, le foncteur puissance divisée défini par
Sq

ri(v) = (v

[le groupe symétrique &, agissant par permutation des facteurs du
produit tensoriel]. On note [P}, la catégorie dont les objets sont les k-
espaces vectoriels de dimension finie, dont les morphismes sont définis
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par
Hompap, (V, W) = I'"Homy,(V, W)  (VV,W € P})
et dont la composition des morphismes est définie via I'identification
THomy (V, W) = Homy, <v®d, W®d) o

La catégorie des foncteurs polynomiaux stricts de degré d est la catégo-
rie des foncteurs k-linéaires de I'?P;, dans la catégorie des k-modules.
Notons RepI'¢ cette catégorie et Rep” I'¢ la catégorie des foncteurs
contravariant k-linéaires de I'?P}, dans la catégorie des k-modules.

Par exemple, les foncteurs classiques de puissance tensorielle ®¢, de
puissance symétrique S¢, de puissance extérieure A? et de puissance
divisée T'? sont des foncteurs polynomiaux stricts de degré d.

La catégorie RepI'¢ est la sous-catégorie épiréflexive de TPy, —mod
associ¢e au bifoncteur de Yoneda Lrap, défini dans I'exemple 3.3l C’est
une catégorie abélienne. Les projectifs standards 'Y = Homypap (V=)
forment un systéme de générateurs projectifs de Rep 'Y, On rappelle
qu’on dispose d’'un foncteur de dualité

D: (Rep I’g)"p —  Rep® FZ
F — Hom(F, Lrap,).

Proposition 6.1. Le foncteur RD(—)" est une dualité de Serre pour
Dyart(Rep T'Y).

Démonstration. C’est une réécriture de la proposition [4.13 dans le
contexte des foncteurs polynomiaux stricts. O

Notations 6.2. Soient F' un objet RepI'¢ et V un objet de Py.
— On note A%V la précomposition de A% par Hom(V, —).
— On note # le foncteur dualité de Kuhn
#: (Repl'd)”? — (ReplY)
F —  F7
défini par F#(V) = F(V').

— On note Hom(A?, —) le foncteur

Hom(A? —): Repl'd — Repl?

F — HOII]Rep Fg (Ad, F)

ot Homg, Fz(/\d, F) est le foncteur V +— HomReng(Ad’V, F).

Théoréme 6.3 ([Touzéll théoréme 3.8], [Krause, théoréme 4.9]). Le
foncteur dualité de Ringel

0 := RHom(A% —) : D*(RepT'}) — D’(RepI'Y)
est une équivalence de catégorie avec quasi-inverse le foncteur 671 :
X — 0(X#)*.

Proposition 6.4. Les endofoncteurs RD(—)" et =% de Dpars(Rep I'd)
sont isomorphes.
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Démonstration. H.Krause montre que le foncteur =2 est une dualité de
Serre pour Dyt (Rep ') (voir [Krause, corollaire 5.5]). La proposition
suit de I'unicité d’un foncteur dualité de Serre (voir remarque £.11]). O

6.2. Exemple d’un foncteur a dualité dans Repl'?¢. Soit k un
corps de caractéristique p. Soient r et s deux entiers positifs. On pose
d = sp”. Le foncteur twist de Frobenius

VsV =k<o® veV >c S (V)

est un foncteur polynomial strict de degré p”. La précomposition par
1™ d’un foncteur polynomial strict F de degré s définit un foncteur
polynomial strict I o F de degré sp”. On pose F) := 1" oF .

Soit § = (s1,- -+, sk) une partition de s. Pour X = S (resp. X =", X =
A), on pose X°® = ®F , X*. On rappelle que X* est alors un foncteur
polynomial strict de degré s.

Proposition 6.5. Soit s = (s1,---, ;) une partition de s. Alors le
foncteur T5) est 4 dualité. En particulier

RD (1) = §*0)[2s (p — 1)]
et on a l'isomorphisme naturel

Excth, pa (150, =) 2 Ext2® D77 (= g50))

Rep I’ﬁ Rep I"é

Démonstration. Pour la preuve de la proposition, on utilise les pro-
priétés suivantes de la dualité de Ringel 6 (voir théoréme [6.3]) pour les
foncteurs polynomiaux stricts étudiée dans Particle [Touzél].

(1) On a des isomorphismes 0(S®) = A® et §(A®) = I (voir [Touzéll
lemme 3.6]).
(2) Soit C' € D*(RepI'¢). On a les isomorphismes naturels

0" (C 0 1) = (0"((]) o 1<r>) dn(p” — 1)]
et

0" (17) oC) = (1“) o9"(0)> [dn(p" —1)]
(voir [Touzél, proposition 6.6]).

La proposition et la définition de l'inverse de 6 du théoréme
donnent

RD (Fs o I(r))’ ~ 972<F5 o I(r)) o 92<F5 o I(T))#)#.

Les propriétés ci-dessus de 6 et les égalités (F o G)# = F# o G# I*# =
5% et IM# = 1) permettent de réécrire cet isomorphisme sous la forme

RD (rﬁ o 1<7">>' > (92(S%) o I #[2s (p" — 1)] = S 0 I [25 (p" — 1)].

Le foncteur I o I étant d’Eilenberg-Mac Lane de degré 2s (p" — 1),
I'isomorphisme entre les groupes d’extensions suit du théoréme[5.5 [
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7. LES IMMEUBLES DE TITS SONT DES CATEGORIES A DUALITE

Soit C une petite catégorie. Dans cette section k est le groupe abélien
Z. On rappelle que C—mod est la catégorie des foncteurs covariants de
C dans la catégorie des groupes abéliens. Le foncteur de dualité

D : (C—mod)? — C”’—mod

qui associe & un C-module a gauche F' le C-module & droite Hom/(F,C)
envoie un projectif standard P¢ de C—mod vers le projectif stan-
dard Pf de C?—mod. Un foncteur F' de C—mod est a dualité si
RDF = D™(F)[n] dans DT (C°?—mod) pour un certain entier n i.e.
étant donnée une résolution projective de type F'P de F', la cohomolo-
gie du complexe de projectifs obtenue aprés 'application du foncteur
de dualité D est concentrée en le degré n. Dans cette section on s’in-
téresse aux petites catégories C telles que le foncteur constant Z est a
dualité. Notre résultat principal est le corollaire [7.I18 ot on montre que
les immeubles de Tits sphériques sont des catégories a dualité.

7.1. Définitions et premiéres propriétés.
Définition 7.1. Une petite catégorie C est a dualité si le C-module Z
est a dualité. Dans ce cas on a un isomorphisme naturel

Extg (Z, —) = Tory,_, (D" (Z), )

pour un certain entier n. On appelle le C-modules & droite D™ (Z) le
dualisant de C.

07

Exemple 7.2. Soit C la catégorie Ly . Le complexe de C-
B

modules & gauche suivant

(6) 0 — PR pC

est une résolution projective finie du module trivial Z. Appliquant le
foncteur de dualité D, on obtient le complexe

(7) Py pre—o.

On vérifie que c’est une résolution projective finie du module (a droite)
trivial Z. Il s’ensuit que Z est a dualité et D(Z) = Z[1].

Exemple 7.3. Soit C la catégorie suivante

Nl

Le complexe de C-modules suivant

0 PEePfe Pt PPePlepe
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b* bt d*
oll ¢ est donné par la matrice | —c* 0 —e* | est une résolution
0 —a" 0

projective de Z. On applique le foncteur de dualité D a cette résolution,
on obtient le complexe

P2ePlePP&PlePle Pt

et on vérifie que c¢’est une résolution projective du C-module a droite
DY(Z), donné sur les objets par

DY(2)(0) = D'(2)(1) = DY(Z)(2) = Z* et D'(Z)(3) = D"(Z)(4) = Z.

Pour voir qu’une petite catégorie C est a dualité, il suffit de calculer
pour tout objet x de C les groupes d’extensions

Ext}(Z, PY).

Si ces groupes sont nuls sauf pour un certain degré n (qui ne dépend
pas de ) alors la catégorie est a dualité. Le but de ce que suit est de
simplifier les calculs de ces groupes.

Rappels 7.4 (Cohomologie d'une petite catégorie). La cohomologie
d’une petite catégorie C a coefficient dans un foncteur F' est défini par

H*(C; F) := Ext}(Z, F).
On définit le complexe BS par
B.= D P
20— T ENRC
(NV,.C désigne I'ensemble des chaines de morphismes de C de longueur

€ B¢ (a)

f
n) et pour [l‘n - a]xoﬂ---$n—lg>m

n—1
f .
gf [$n — a]xoﬁ...xnflﬁm;n = Z (_l)l[xn — a’]xo—)---ﬂ?i"-—m:n
=0

(=121 S g, € B (a),

oua € ObC et xg — ---2;--- — x, est la chaine de morphismes de
longueur n — 1 obtenue de xy — --- — x,, en remplacant la sous chaine
Ti_1 — T; — T;41 par sa composition. Le complexe B est une résolu-
tion projective du module trivial Z et on a H*(C; F) = H*(Hom(B¢, F)).

Soit i : C" < C le foncteur inclusion d’une sous-catégorie C’ dans C.
La cohomologie relative a ccefficient dans un foncteur F' est définie par

H*(C,C; F) := H*(Hom(BC, F)/Hom(BS', F 01))
et fournit une suite exacte longue
< = H(C;F) —» H(C'; Foi) — HT(C,C F) - HTHC; F) — - - - .
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Notations 7.5. Soient x et y deux objets de C (pas forcément un
ensemble ordonné), on dit que z < y s’il existe un morphisme de x vers
y dans C. On dit que x et y sont joignables s’il existe un objet z tel que
z< z2>y. B
— On note C, la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont joi-
gnables a x. N
— On note C, la sous-catégorie pleine de C, des objets # .
— On note C<, (resp. C.,) la sous-catégorie pleine de C dont les objets
sont < x (resp. < ).

Proposition 7.6. Soit C une petite catégorie et x € Ob(C). Alors

H*(C; PY) = H*(C. PY*).
Démonstration.

Il y a une suite exacte de C-modules 0 — Bf’” — B — BS/BSVZ — 0.

Comme B/ Bff est projective, en appliquant le foncteur Hom(—, PS),
on obtient la suite exacte

0 — Hom(B¢/B%, P¢) — Hom (B¢, P¢) — Hom(B%, P¢) — 0.

*

Pour 2 € N, on a

Hom(8/B7. Py~ [[  Piw)=0.

d’ott Visomorphisme Hom(B¢; P¢) 2 Hom(BS, PC). O
Proposition 7.7. Soit C une petite catégorie et x € Ob(C). Alors
(8) I (C; PY) = 1Y (C., Cui PEY).
Démonstration. La démonstration est analogue a la précédente. Il y
a une suite exacte de C-modules 0 — B — B¢ — BS /BS — 0.
Appliquons le foncteur Hom(—, PS), on obtient la suite exacte

0— Hom(Bf’/Bf’”, PS) — Hom(Bf’”, PE) — Hom(B%, PS) — 0.
Pour 2 € N, on a

Hom(B&, P&~ [ P =0,

z0—>~~~—>$i€/\/'icx

d’out Iisomorphisme Hom (B /B%: P€) =~ Hom(BC, PC).
U

7.2. Ensembles ordonnés. Dans ce paragraphe, on donne une condi-
tion pour qu'un ensemble ordonné simplicial soit une catégorie a dua-
lité.
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Rappels 7.8 (Complexes simpliciaux). Un complexe simplicial sur un
ensemble de sommets V' est une collection A de sous-ensembles finis
non vides de V' telle que {v} € A pour tout v € V et tout sous-ensemble
non vide de A € A est dans A. On appelle simplexe un élément de A.
La dimension d’'un simplexe F' est définie par dim F' = |F| — 1. La
dimension de A est le maximum des dimensions de ses éléments.

Soit A un simplexe d’un complexe simplicial A, le link de A est le
sous complexe simplicial des simplexes B joignables & A et disjoints de
A

linky ={B;AUBeAet ANB=0}.

Un ensemble ordonné est une catégorie telle que, entre deux objets, il
y a au plus un morphisme. A tout complexe simplicial A, on associe un
ensemble ordonné, qu’on note P(A), dont les objets sont les simplexes
de A et les morphismes sont les inclusions. Un ensemble ordonné P est
dit simplicial s’il existe un complexe simplicial A tel que P = P(A). Le
joint simplicial de deux complexes simpliciaux A et A’ est le complexe
simplicial

AxAN={AUB;Ae A, Be NJUAUA"

Soit P = P(A) et @ = P(A’) deux ensembles ordonnés simpliciaux.
On appelle joint simplicial I’ensemble ordonné simplicial P*(Q) := P(AU
A"). On note |A] la réalisation topologique d’un complexe simplicial A.
La subdivision barycentrique d’un ensemble ordonné P est un ensemble

ordonné simplicial qu’on note A(P). La réalisation topologique de P
est celle de A(P).

Pour C un ensemble ordonné, la proposition [Z.7lprend la forme simple
suivante :

Proposition 7.9. SiC est un ensemble ordonné, alors l’isomorphisme
(8) prend la forme simple

(9) H(C; PY) = H*(C,, Cr; ).
Si, de plus, (?,';; est contractile alors
~%x—1

(10) H'(C,P)) =H (C;Z).

Démonstration. Soit Z% le @—module, défini par Z% (a) = Z sia €
Ob(C,) et 0 sinon. Si C est un ensemble ordonné i.e. il y a au plus un
morphisme entre deux objets, alors on a la suite exacte de C,-modules :

0— 2% - Z — P% — 0.
Appliquons le foncteur Hom(Bff /B, —), on obtient la suite exacte

0 — Hom(B% /B, 7%) — Hom(B% /B%, Z) — Hom(B% /B%, P& — 0.
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Pour 2 € N, on a

Hom(BF /B 2) = ] = 2%@)=0,
zo——Ti¢N;Ca
d’ou I'isomorphisme
Hom(B8% /B%,Z) 5 Hom(B% /B, PC).
L’isomorphisme (@) suit en passant a la cohomologie. La suite exacte

longue de cohomologie réduite associé a la paire (C,,C,) donne le
deuxiéme isomorphisme.

g

Exemple 7.10. Soit P I'’ensemble ordonné suivant

]

alors N N
7702771277,770:1et791:().
On est dans la situation out Py et P; sont contractiles, donc
H' (Py, Po; Z) = H'(Py, Py; Z) = Z et H(Py, Po; Z) = HY(Py, P13 Z) = 0.

De plus, on a

732:0 1 et 77320 1

Py et P3 consistent en deux points 0 et 1. On est dans la situation ou
P, et Ps3 sont contractiles. On trouve que

HY(Py, Po; Z) = H'(P5, P, Z) = Z et HO(Py, Pa; Z) = HO(Py, Py; Z) = 0.

La catégorie P est a dualité et le dualisant D'(Z) est le module trivial
L.

Lemme 7.11. Si P est un ensemble ordonné simplicial alors
P, = P, *link, et Py = P, * link, .

Démonstration. Soit A un complexe simplicial tel que P = P(A). On
peut voir via cet isomorphisme les objets de P comme des ensembles
finis et les morphismes comme des inclusions. Soit z un objet de P,, vu
comme un ensemble fini, on peut le voir comme la réunion disjointe de
zNx et z\z. Les isomorphismes du lemme sont construits en associant
a z l'objet (zNx) U (2\z) de P<, * link,. O



CATEGORIES A DUALITE 25

Théoréme 7.12. Soit P un ensemble ordonné simplicial fini. S’il
existe un entier n tel que pour tout objet x de P,

~1

H (link,) = 0 pour i # n — dim(x) — 1,

alors P est a dualité.

Démonstration. Le lemme précédent montre que 7535 est contractile
pour tout objet z de P. On a alors

~x*—1
H (P, PPy =H (P, *link,;7Z).

Or, pour un ensemble ordonné simplicial, P, est (co)homologiquement
une sphére de dimension dimz — 1. Si ﬁl(linkx) = O pouri # n —
dim(x) — 1 alors la cohomologie réduite de P, est concentrée en dimen-
sion n — 1. 11 suit que H* (P, P”) = 0 pour i # n. L’hypothése que P
est fini assure que Z est de type F'P et la proposition permet de
conclure. ]

Le lemme clé suivant dit & Munkres, nous permet d’écrire une version
topologique du théoréme [[.12)

Lemme 7.13. Soit A un complexe simplicial et x un simplexe de A.

Alors o
~i—dim(x)—1 (

Hi(|A]|A| — 2) 2 H link, ).

Démonstration. Voir [Munkresl) lemme 3.3 page 116] . O

Théoréme 7.14. Soit A un complexe simplicial fini de dimension n,
alors P(A) est une catégorie a dualité si et seulement si la cohomologie
locale de |A| en tout point est concentrée en degré n. Dans ce cas :

Extlp(a) (Z, =) & Tor, ) (D"(2), -)
ot D™"(Z) est le foncteur défini sur les objets par
D"(Z)(x) = H'(|A], |A] - 2).

7.3. Application : immeubles sphériques.
Définition 7.15. Un immeuble sphérique est un complexe simplicial
qui est I'union de sous-complexes ¥3; vérifiant

(1) Chaque ; est un complexe de Coxeter fini.

(2) Pour touts simplexes A, B € A, il existe un appartement ¥
contenant A et B.

(3) Si ¥ et X5 sont deux appartements contenant A et B, il existe
un isomorphisme ¥; — ¥, fixant A et B.

Théoréme 7.16 (J[ABOS| théoréme 4.73 page 197]). Si A est un im-
meuble sphérique de dimension n, alors |A| a le type d’homotopie d’un
bouquet de n-sphéres.
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Proposition 7.17 (JABOS, proposition 4.9 page 176]). Si A est un
immeuble sphérique, alors link s est un immeuble sphérique pour tout

A e A.

Pour un immeuble sphérique de dimension n, |link, | a le méme type
d’homotopie qu'un bouquet de sphéres de dimension n — dim(A) — 1.
On déduit du théoréme [7.12] :

Corollaire 7.18. Soit A un tmmeuble sphérique fini, alors ’ensemble
ordonné simplicial P(A) est une catégorie a dualité.

7.4. Dualité de Poincaré pour une variété. Dans cet exemple, on
retrouve la dualité classique de Poincaré pour une variété cohomolo-
gique compacte et triangulée. On rappelle qu'une variété cohomolo-
gique de dimension n est un espace topologique X tel que pour tout
point 2 € X, les groupes de cohomologie locale H (X, X — x) sont nuls
pour i # n et H*(X, X — x) = Z. Soit A une triangulation finie d’une
variété cohomologique de dimension n. Le théoréme précédent montre
que P(A) est une catégorie a dualité. Le dualisant D™(Z) est égal a Z
en tout objet  de P(A).

Rappels 7.19.
— On a les isomorphismes suivant
H*(|A[, Z) = Extpa)(Z, Z) = Extpa)en (Z, Z)
et
H.(|A],Z) = Torf(A)(Z, 7)== Torf(A)OP (Z,7,).
— La variété |A| est orientable si et seulement si H, (|A[,Z) = Z.

Proposition 7.20. La variété |A| est orientable si et seulement si le
dualisant D™(Z) est le P(A)P- module trivial Z.

Démonstration. Supposons |A| orientable. La proposition 5.8 donne
Extp(ayor (D(Z), Z) = Tor} Y (2, Z).

L’orientabilité de |A| est équivalente a Tort ™™ (Z,7) Z et par

suite Homp(ayor—moa(D™(Z),Z) = 7Z et donc D™(Z) = Z. Inverse-

ment si D™(Z) = Z alors I'isomorphisme de dualité Extjg( A) (2,—) =
Torfﬁ?)(D"(Z), —) implique Tor?®(z, 2) =~ 7. m

Proposition 7.21. Soit X une variété cohomologique compacte et tri-
angulée de dimension n. Si X est orientable alors

H.(X,Z) = H" (X, 7).

Démonstration. Si la variété est orientable alors le dualisant D"(Z) est
le P(A)°- module trivial Z. On obtient

Extlp)(Z, Z) = Tor, (2, Z).

On retrouve ainsi la dualité de Poincaré. O
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7.5. Groupe fondamental d’une variété asphérique. Soit ¢ :
C — D un foncteur entre deux petites catégories. On suppose que C est
une catégorie a dualité et les fibres ¢|— sont contractiles. Par le théo-
réme A de Quillen ([Quillen]), ¢ est une équivalence d’homotopie. Soit
Res, : D—mod — C—mod (resp. Resgor : D?—mod — C?—mod)
le foncteur de précomposition avec ¢ (resp. ). On note LK, (resp.
LK o I'adjoint a gauche de Res,, (resp. Res,or). Les ¢|d sont contrac-
tiles pour tout d € Ob(D) donc

Exth(Z, F) = Ext;(Z, Res, F).

L’extension de Kan a gauche LK, envoie une résolution de type F'P du
C-module trivial Z sur une résolution de type F'P du D-module trivial
Z. Soit d € Ob(D), alors on a Ext}(Z, Py) = Ext;(Z, Res, FPy). Le fait
que C est a dualité donne Exth(Z, Py) = Tors_,(D,Res, Py), ot D est
le C-module dualisant de C. En utilisant la proprieté LK or (F)) ®p G =
F ®c Res,G, on a

TorS_,(D,Res, Py) = L, ;LK or(D)(d)
~ Tor?.(D, Z)

ou L désigne la dérivé a gauche. Si Tori'fi(D, Z) = 0 pour tout i # n
alors D est une catégorie a dualité.

Soit 71 (C) le groupoide obtenu & partir de C en inversant tout les
morphismes. La catégorie m(C) est équivalente au groupe d’automor-
phisme, qu’on note 7;(C), d'un de ses objets. Ce groupe est isomorphe
au groupe fondamental de C (voir [Quillen]). Supposons que C est un
K(m(C);1) alors le foncteur canonique 7 : C — m(C) (on considére
m1(C) comme une catégorie a un seul objet @) est une équivalence d’ho-
motopie et les fibres w|e et |7 sont contractiles. Si, de plus, C est
I’ensemble ordonné simplicial associé a une triangulation d’une variété
cohomologique orientable alors le dualisant D est le C-module trivial Z.
Dans ce cas, on a Torzlfi(D, Z) = 0 pour tout i # n. Il suit que 7 (C) est
un groupe a dualité de Poincaré (un cas particulier de [Brown|, exemple
1 page 222]).
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