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CATÉGORIES À DUALITÉ

RAMZI KSOURI∗

Résumé. Nous définissons la notion de catégorie à dualité comme
généralisant les groupes à dualité. Deux exemples sont traités. Le
premier est la dualité de Serre dans les catégories de foncteurs
polynômiaux stricts. Le second concerne les complexes finis. Nous
montrons en particulier que les immeubles de Tits finis sont des
catégories à dualité.

1. Introduction

Un groupe G est à dualité au sens de Beiri et Eckmann [BE73] s’il
existe un entier n et un G-module à droite D et un isomorphisme
naturel

Hk(G,−) ∼= Hn−k(G,D ⊗−).

On généralise cette définition de groupe à dualité en remplaçant le
groupe G par une catégorie C. Un C-module est alors un foncteur de C
dans la catégorie des groupes abéliens Ab.

Définition 1.1. Soit C une petite catégorie. On dit qu’elle est à dualité
s’il existe un foncteur D : Cop → Ab, un entier n, et un isomorphisme
naturel

ExtiC (Z,−) ∼= TorCn−i (D,−)

où Z désigne le foncteur constant.

Dans cet article, nous esquissons une théorie de la dualité. Dans le cas
où la petite catégorie C est un complexe simplicial fini, nous obtenons
la condition locale suivante :

Théorème 1.2. Soit P l’ensemble ordonné des simplexes d’un com-
plexe simplicial fini. S’il existe un entier n tel que, pour tout simplexe
x de P,

H̃
i
(linkx) = 0 pour i 6= n− dim(x)− 1,

(où H̃
∗

désigne la cohomologie réduite à coefficients entiers), alors P
est à dualité.

∗ Laboratoire de Mathématiques: Algèbre, Topologie, Arithmétique et Struc-
tures ordonnées "LATAO", Département de Mathématiques, Faculté des Sciences
de Tunis, Le Campus Universitaire TN-2092, Tunis, Tunisie.
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Ce théorème permet de retrouver la dualité classique de Poincaré
pour les variétés compactes triangulées. Il entraîne aussi le résultat
suivant.

Corollaire 1.3. Les immeubles de Tits finis sont des catégories à dua-
lité.

Plus généralement, si k désigne un anneau unitaire commutatif et
k−mod la catégorie des k-modules à gauche, on dit qu’un foncteur
F : C → k−mod est à dualité lorsqu’il existe un entier n, un foncteur
Dn(F ) : Cop → k−mod et un isomorphisme naturel

(1) ExtiC (F,−)
∼= TorCn−i (D

n (F ) ,−) .

Si k est un corps, l’isomorphisme (1) est équivalent au suivant

ExtiC (F,−)
′ ∼= Extn−i

C

(
−, Dn (F )′

)

où Dn(F )′ désigne la postcomposition de Dn(F ) par l’opération de
dualité V 7→ V ′ := Homk(V, k). Ce dernier isomorphisme rappelle la
dualité de Serre classique pour les variétés projectives.

Idun Reiten et Michel Van Den Bergh dans [RV02] ont généralisé
le concept de dualité de Serre de la façon suivante. Une catégorie k-
linéaire A satisfait une dualité de Serre si elle possède un foncteur de
Serre, i.e. un endofoncteur S : A → A tel que l’on ait un isomorphisme
naturel

HomA(a, b)
′ ∼= HomA(b, Sa).

La dualité présentée dans cet article permet d’expliciter une dualité
de Serre pour la catégorie Dparf(C−mod) des complexes parfaits de
C−mod. Précisons un peu. Soit D le foncteur :

D : (C−mod)op → Cop−mod
F 7→ DF

défini pour un objet x de C par

DF (x) = HomC−mod(F, P
C
x )

où P C
x = k[HomC(x,−)] est un projectif standard de C−mod. Soit

RD : Db(C−mod)op → Db(Cop−mod)

le foncteur dérivé de D. On montre le résultat suivant :

Proposition 1.4. Le foncteur RD(−)′ est un foncteur dualité de Serre
pour Dparf(C−mod).

Nous illustrons la notion de foncteur à dualité par un exemple dans
la catégorie RepΓd

k des foncteurs polynomiaux stricts sur un corps fini
k de caractéristique p. Soit s, r deux entiers et s = (s1, · · · , sk) une
partition de s. Le foncteur polynômial strict Γs(r) (resp. Ss(r)) de degré
d := sr est la pré composition de Γs (resp. Ss) par le twist de Frobenius
I(r). On rappelle que Γs (resp. Ss) est le produit tensoriel Γs1⊗· · ·⊗Γsk
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(resp. Ss1 ⊗ · · · ⊗ Ssk) où Γ (resp. S) est le foncteur de puissances
divisées (resp. symétriques). On utilise les propriétés de la dualité de
Ringel étudiée dans [Touzé1] pour montrer le résultat suivant :

Proposition 1.5. Le foncteur Γs(r) est à dualité et on a l’isomorphisme
naturel

ExtiRep Γd
k

(
Γs(r),−

)′ ∼= Ext
2s(pr−1)−i

RepΓd
k

(
−, Ss(r)

)
.

Voici un résumé des différentes sections.

Section 2 : cette section est une collection de rappels et de notations
utilisées dans l’article.

Section 3 : dans le cas des modules sur un anneau R, la structure
de R-module à droite sur le dual M ′ = HomR(M,R) d’un R-module à
gaucheM est héritée de la structure de R-bimodule de R. Un équivalent
du bimodule R est le bifoncteur

C : Cop × C → k−mod
(x, y) 7→ k[HomC(x, y)]

Notre théorie de la dualité s’appuie sur la propriété suivante

(∗) HomC−mod(C(y,−), C(x,−)) ∼= C(x, y)

fournit par le lemme de Yoneda. On appelle bifoncteur de Yoneda tout
bifoncteur possédant cette propriété (∗). On montre que la donnée d’un
bifoncteur de Yoneda T est équivalent à la donnée d’une sous-catégorie
épiréflexive CT−mod de C−mod.

Section 4 : on montre qu’un bifoncteur de Yoneda T sur une caté-
gorie C fournit un foncteur de dualité D et l’on étudie les premières
propriétés. On illustre ce point de vue en montrant (proposition 4.13)
que pour un bifoncteur de Yoneda T sur une catégorie k-linéaire C, le
foncteur RD(−)′ est une dualité de Serre de Dparf(CT−mod).

Section 5 : un foncteur F de C−mod est à dualité lorsqu’il existe un
entier n tel que l’on ait un isomorphisme

RD (F ) ∼= RnD (F ) [n]

dans D+ (C−mod). Dans cette section, nous donnons plusieurs condi-
tions équivalentes à cette dernière.

Section 6 : nous illustrons les notions de dualité présentées dans cet
article par la catégorie RepΓd

k des foncteurs polynomiaux stricts de
degré d sur un corps fini k. On équipe cette catégorie d’un foncteur
dualité de Serre RD(−)′ et on montre que le foncteur polynômial strict
Γs(r) est un foncteur à dualité.

Section 7 : le reste de cet article est consacré à la notion de catégorie
à dualité. Une catégorie est à dualité si le foncteur constant Z est à
dualité. Nous isolons un critère local suffisant pour affirmer qu’une
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catégorie est à dualité. Le théorème 7.12 présente ce critère dans le
cas où la catégorie est l’ensemble ordonné des simplexes d’un complexe
simplicial. On retrouve ainsi la dualité de Poincaré classique pour les
variétés. On montre aussi que l’ensemble ordonné des simplexes d’un
immeuble de Tits est à dualité.

Remerciements. Je tiens à remercier Gaël Collinet de m’avoir pro-
poser de travailler sur la généralisation de groupe à dualité et pour son
suivi constant jusqu’à la rédaction de cet article. Je remercie Antoine
Touzé pour les discussions sur la dualité de Ringel.

2. Rappels

Dans cette section, la notation C désigne une catégorie, la notation k
désigne un anneau unitaire commutatif, la notation k−mod désigne la
catégorie des k-modules à gauche. La catégorie Z−mod est notée Ab.

2.1. La catégorie C−mod.

Définitions 2.1.
– Un C-module à gauche (resp. à droite) est un foncteur covariant

de C (resp. Cop) dans la catégorie k−mod.
– On note I la catégorie 0 → 1. Soient F et G deux C-modules à

gauche. Une transformation naturelle entre F et G est un foncteur

T : C × I → k−mod

tel que T (c, 0) = F (c) et T (c, 1) = G(c).
– On note C−mod (resp. Cop−mod) la catégorie dont les objets sont

les C-modules à gauche (resp. à droite) et dont les morphismes sont
les transformations naturelles.

Propriétés 2.2.
– Pour deux objets F et G de C−mod, l’ensemble HomC−mod(F,G)

des transformations naturelles entre F etG est naturellement muni
d’une structure de k-module.

– Les catégories C−mod et Cop−mod sont des catégories abéliennes
avec assez de projectifs et d’injectifs. Les noyaux et les conoyaux
sont calculés au but.

– Pour tout objet a de C, les foncteurs dits projectifs standards P C
a :=

k[HomC(a,−)] et P a
C := k[HomC(−, a)] sont projectifs dans C−mod

et Cop−mod respectivement.
– Les projectifs standards de C−mod (resp. de Cop−mod) forment

un système de générateurs projectifs.
– Le bifoncteur

HomC−mod(−,−) : (C−mod)op × C−mod→ k−mod

commute avec les limites par rapport à chaque variable (les ob-
jets limites dans (C−mod)op s’identifient aux objets colimites dans
C−mod).
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– Le lemme de Yoneda fournit l’isomorphisme naturel suivant

(2) HomC−mod(P
C
a , F )

∼= F (a).

2.2. Produit tensoriel sur C. Soient F un C-module à droite et G
un C-module à gauche. Le produit tensoriel F⊗CG de F et G au dessus
de C est le quotient du k-module

⊕

x∈ObC

F (x)⊗k G(x)

par le sous-module engendré par les éléments

F (f)a⊗ b− a⊗G(f)b (∀f ∈ HomC(x, y), ∀a ∈ F (x), ∀b ∈ G(y)).

Propriétés 2.3.
– Le produit tensoriel au dessus de C définit un bifoncteur

−⊗C − : Cop−mod× C−mod→ k−mod

qui commute avec les colimites par rapport à chaque variable. En
particulier, le bifoncteur − ⊗C − est exact à droite par rapport à
chaque variable.

– On a les isomorphismes naturels suivants

(3) P x
C ⊗C G ∼= G(x) et F ⊗C P

C
x
∼= F (x).

– Pour tout k-module M , et tout F dans Cop−mod, notons
Hom(F,M) le C-module donné par x 7→ Homk−mod(F (x),M).
L’adjonction

Homk(F ⊗C G,M) ∼= HomC−mod(G,Hom(F,M))

caractérise le produit tensoriel à isomorphisme naturel près.

2.3. Catégorie des complexes. Soit A une catégorie abélienne. On
note Ch(A) la catégorie abélienne dont les objets sont les complexes
de cochaînes d’objets de A et les morphismes sont les morphismes
de complexes. La catégorie Ch(A) contient les sous-catégories pleines
Chb(A), Ch−(A) et Ch+(A) dont les objets sont, respectivement, les
complexes de cochaînes bornés, bornés à gauche et bornés à droite. La
notation Ch∗(A) désigne une de ces sous-catégories.

Soient X = (Xn, dnX) et Y = (Y n, dnY ) deux complexes de Ch(A). Le
bifoncteur HomA(−,−) : A

op ×A → k−mod induit un bifoncteur

Hom(−,−) : Ch(A)op × Ch(A)→ Ch(k−mod)

défini par

(Hom(X, Y ))n =
∏

i∈Z

HomA(X
i, Y i+n)

et
dnf = dY ◦ f + (−1)n+1f ◦ dX , f ∈ Homn(X, Y ).
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Soit X = (Xn, dnX) un complexe de Ch(Cop−mod) et Y = (Y n, dnY ) un
complexe de Ch(C−mod). Le bifoncteur −⊗C− : Cop−mod×C−mod→
k−mod induit un bifoncteur

−⊗− : Ch(Cop−mod)× Ch(C−mod)→ Ch(k−mod)

défini par
(X ⊗ Y )n =

⊕

p+q=n

Xp ⊗C Y
q ,

les différentielles étant définies, pour a ∈ Ob(C), x ∈ Xp(a) et y ∈
Y q(a) par la formule

dnx⊗ y = x⊗ dqY y + (−1)qdpXx⊗ y .

2.4. Les groupes d’extensions sur C. Le bifoncteur

HomC−mod(−,−) : C−modop × C−mod→ k−mod

commutant avec les limites par rapport à chaque variable, on définit les
groupes d’extensions sur C, notés Ext∗C(−,−), comme étant les dérivés
à droite du bifoncteur HomC−mod(−,−). Si F et G sont deux C-module
à gauche, on obtient Ext∗C(F,G) soit en choisissant une résolution pro-
jective P∗ de F et en calculant la cohomologie du complexe de cochaîne
HomC−mod(P∗, G), soit en choisissant une résolution injective I∗ de G et
en calculant la cohomologie du complexe de cochaîne HomC−mod(F, I∗).

2.5. Les groupes de torsion sur C. Le bifoncteur

−⊗C − : Cop−mod× C−mod→ k−mod

étant exact à droite par rapport à chaque variable, on définit les groupes
de torsion sur C, notés TorC∗(−,−), comme étant les dérivés à gauche
du produit tensoriel au dessus de C. Pour un C-module à droite F et
un C-module à gauche G, on obtient TorC∗(F,G) soit en choisissant une
résolution projective P∗ de F et en calculant l’homologie du complexe
de chaînes P∗ ⊗C G soit en choisissant une résolution projective Q∗ de
G et en calculant l’homologie du complexe de chaînes F ⊗C Q∗.

3. Bifoncteur de Yoneda et sous-catégorie épiréflexive

On garde les notations introduites dans la section précédente, et l’on
y ajoute les suivantes.

Notations 3.1. Soit B(−,−) : Cop×C → k−mod un bifoncteur. Soient
F et G deux C-modules à gauche et à droite, respectivement. On note

– Ba le C-module à gauche B(a,−).
– Ba le C-module à droite B(−, a).
– Hom(F,B) le C-module (à droite) a 7→ HomC−mod(F,Ba).
– Hom(B,F ) le C-module (à gauche) a 7→ HomC−mod(Ba, F ).
– B ⊗C F le C-module (à gauche) a 7→ Ba ⊗C F .
– G⊗C B le C-module (à droite) a 7→ G⊗C Ba.
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On note C le bifoncteur

(x, y) 7→ k[HomC(x, y)].

On a les égalités C
a
= P C

a et Ca = P a
C .

Définition 3.2. Un bifoncteur de Yoneda pour C est un bifoncteur
T : Cop × C → k−mod muni d’une surjection

µ : C // // T

telle que le morphisme canonique entre éléments de (Cop × C)−mod

ϕ : [(a, b) 7→ HomC−mod(Tb, Ta)]→ [(a, b) 7→ T (a, b)]

défini par ϕ(a,b)(F ) = Fb(µb,b(1b)) soit un isomorphisme.

Exemples 3.3.

(1) Le bifoncteur

C : Cop × C → k−mod
(x, y) 7→ k[HomC(x, y)]

est un bifoncteur de Yoneda.

(2) Si la catégorie C est k-linéaire. On note LC le bifoncteur

LC : Cop × C → k−mod
(x, y) 7→ HomC(x, y)

Le bifoncteur LC muni de la surjection

µx,y : k[HomC(x, y)] → HomC(x, y)
[f ] 7→ f

est un bifoncteur de Yoneda.

Proposition 3.4. Soit T un bifoncteur de Yoneda.

(1) Le bifoncteur T op : (a, b) 7→ T (b, a) est un bifoncteur de Yoneda
pour Cop.

(2) Le morphisme canonique entre éléments de (Cop × C)−mod

ψ : [(a, b) 7→ HomC−mod(Tb, Ta)]→
[
(a, b) 7→ T b ⊗C Ta)

]

défini par ψ(a,b)(F ) = µb,b(1b) ⊗ Fb(µb,b(1b)) est un isomor-
phisme.

Démonstration.

(1) Le morphisme canonique

ϕop :
[
(a, b) 7→ HomC−mod(T

b, T a)
]
→ [(a, b) 7→ T (b, a)]

défini par : ϕop
(a,b)(F ) = Fb(µb,b(1b)) est injectif.

Soit λ ∈ T (b, a). L’hypothèse sur T implique qu’il existe
une unique transformation naturelle F : Ta → Tb telle que
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Fb(µb,b(1b)) = λ. On définit une transformation naturelle F̃ :
T b → T a de la façon suivante : pour x dans Ob(C),

F̃x : T b(x) → T a(x)
λ 7→ ϕ(x,a) ◦ F ∗ ◦ ϕ−1

(x,b)(λ).

L’égalité ϕop(F̃ ) = λ implique la surjectivité de ϕop.

(2) Le morphisme ψ de la proposition est la composition

HomC−mod(Tb, Ta)→ T (a, b)→ P b
C ⊗C Ta

µ
→ T b ⊗C Ta.

Les deux premiers sont des isomorphismes. Le troisième est sur-
jectif car le produit tensoriel est exact à droite. Une transfor-
mation naturelle F : T (b,−) → T (a,−) est uniquement détér-
minée par Fb(µb,b(1b)), donc ψ est aussi injectif.

�

Notations 3.5. On note CT−mod la plus petite sous-catégorie pleine
de C−mod contenant les Ta et stable par limites et colimites. Cette
notation sera justifiée par le corollaire 3.8.

Exemple 3.6.

(1) CC−mod = C−mod.

(2) CCop−mod = Cop−mod.

(3) Si C est k-linéaire alors CLC
−mod est la sous-catégorie pleine

des foncteurs k-linéaires de C−mod.

Proposition 3.7. Soient F et G deux objets de CT−mod et CT op−mod
respectivement.

(1) Hom(T, F ) ∼= F

(2) T ⊗C F ∼= F

(3) G⊗C T ∼= G

Démonstration.

(1) Écrivons F = colimTai . Soient

Tai tai

//

Hom(Ta, Tai) ci
//

Hom(P C
a , Tai) di

//

colimTai

colim Hom(Ta, Tai)

colim Hom(P C
a , Tai)
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des cocônes universels. On obtient le diagramme suivant

Hom(Ta, Tai)

tai∗ ,,❩❩❩❩
❩❩❩❩❩

❩❩❩❩❩
❩❩❩❩❩

❩❩❩❩❩
❩❩❩❩❩

❩❩❩❩❩
❩❩

?�

µ∗

OO

ci
//

Hom(P C
a , Tai) di

//

tai∗
22❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞❞

colim Hom(Ta, Tai)

α

OO

β

**❚❚
❚❚❚

❚❚❚
❚❚❚

❚❚❚
❚❚

colim Hom(P C
a , Tai)

γ

44❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥

Hom(Ta, colimTai)
?�

µ∗

OO
Hom(P C

a , colimTai)

dans lequel α, β et γ sont donnés par la propriété univer-
selle. Montrons que β est un isomorphisme. Le morphisme
µ∗ : Hom(Ta, Tai)→ Hom(P C

a , Tai) est un isomorphisme. Il suit
que α est aussi un isomorphisme. Le projectif standard P C

a com-
mute avec les colimites, (i.e. γ est un isomorphisme) donc le

cocône Hom(P C
a , Tai)

tai∗→ Hom(P C
a , colimTai) est aussi univer-

sel. Dans le diagramme, le carré, les deux triangles et le grand
trapèze commutent. On obtient les égalités

µ∗βci = µ∗tai∗ = tai∗µ
∗ = γdiµ

∗ = γαci .

Le cocône {ci} étant universel, et γα étant un isomorphisme,
il s’ensuit que µ∗β est un isomorphisme, et donc que µ∗ est
surjectif (c’est donc un isomorphisme). On en déduit que le
cocône du bas tai∗ est universel et que β est un isomorphisme.
Finalement on obtient des isomorphismes

Hom(Ta, colimTai)
∼= colim Hom(Ta, Tai)

∼= F (a).

(2) Le produit tensoriel au dessus de C commute avec les colimites.
Il suffit donc de montrer la propriété 2 pour Ta. C’est une consé-
quence de la proposition 3.4.

�

Corollaire 3.8. Les C-modules Ta forment un système de généra-
teurs projectifs de CT−mod. On les appelle dans la suite projectifs T -
standards.

Démonstration. D’après la première propriété de Yoneda, le foncteur

HomCT−mod(Ta,−)

de (CT−mod)−mod est exact. Il s’ensuit que Ta est projectif. Soit F un
objet de CT−mod. Soit λ ∈ F (a). Il existe une transformation naturelle
unique ρλ : Ta → F telle que (ρλ)a(µ(1a)) = λ. La transformation
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naturelle ⊕

a,λ∈F (a)

ρλ :
⊕

a,λ∈F (a)

Ta → F

est un épimorphisme. Il s’ensuit que les Ta forment un système de
générateurs de CT−mod. �

Définition 3.9. Soit B une catégorie et A une sous-catégorie pleine.
On dit que A est épiréflexive si l’inclusion de i : A → B admet un
adjoint à gauche t : B → A tel que l’unité de l’adjonction est un
épimorphisme.

Proposition 3.10. Il y a une bijection (à isomorphisme près) entre
les sous-catégories épiréflexives de C−mod et les bifoncteurs de Yoneda
sur C.

Démonstration. Soit T un bifoncteur de Yoneda. Montrons que la
sous-catégorie pleine CT−mod de C−mod est épiréflexive. Le foncteur
t : C−mod → CT−mod, associant à un C-module F pour lequel on a
une égalité F = colimP C

ai
le CT -module t(F ) = colimTai , est un adjoint

à gauche de l’inclusion i : CT−mod � � // C−mod. En effet, pour tout
objet G de CT−mod, on a un isomorphisme naturel

Hom(t(F ), G) ∼= Hom(F,G)

obtenu de la façon suivante :

Hom(colimTai , G)
∼= lim Hom(Tai , G)
∼= lim Hom(P C

ai
, G) ∼= Hom(colimP C

ai
, G) .

Inversement, siH est une sous-catégorie pleine de C−mod pour laquelle
le foncteur inclusion i : H → C−mod admet un adjoint à gauche t, le
bifoncteur

T : Cop × C → k−mod

défini par
T (a, b) = t(P C

a )(b)

est un bifoncteur de Yoneda, comme le montrent les égalités

Hom(Ta, Tb) = Hom(tP C
a , tP

C
b )

= Hom(P C
a , i(tP

C
b )) = t(P C

b ))(a) = T (b, a) .

�

4. Foncteur de dualité

Dans cette section, on fixe un bifoncteur de Yoneda T sur C. On
rappelle que CT−mod est la plus petite sous-catégorie pleine de C−mod
contenant les Ta et stable par limites et colimites. C’est une catégorie
abélienne avec assez de projectifs. Les projectifs Ta dits T -standards
forment un système de générateurs de CT−mod.
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4.1. Définitions. Soit R un anneau unitaire, M un R-module
à gauche. Le dual de M est le R-module (à droite) M ′ :=
HomR−mod(M,R). Le foncteur de dualité D défini ci-dessous est une
généralisation de l’opérateur de dualité M 7→ M ′ où R est remplacé
par une petite catégorie C.

On note
D : (C−mod)op → Cop−mod

le foncteur qui, à un C-module à gauche F , associe le C-module à droite

DF := Hom(F, T ).

On réfère aux notations 3.1 pour la définition de Hom(F, T ) i.e. pour
x un objet de C, l’égalité

DF (x) = HomC−mod(F, Tx)

où Tx est le foncteur T (x,−) définit Hom(F, T ) sur les objets.
Le foncteur de dualité D s’étend à la catégorie Ch(C−mod)op de

la façon suivante. À un complexe X = (Xn, dnX) de Ch(C−mod), le
foncteur

D : Ch(C−mod)op → Ch(Cop−mod)

associe le complexe D(X) défini par

D(X)n = D(X−n) et dnD(X) = (−1)n+1D(d
−(n+1)
X ).

4.2. Comportement de D sur les projectifs de CT−mod.

Exemple 4.1. Pour tout objet a de C, on a un isomorphisme naturel

D(Ta) ∼= T a.

En effet, on a des isomorphismes naturels, le dernier d’entre eux, étant
conséquence des propriétés de Yoneda,

D(Ta)(x) = HomC−mod(Ta, Tx) ∼= Tx(a) = T a(x)

pour tout x ∈ ObC. L’égalité D(Ta) = T a s’ensuit.

L’exemple précédent et le fait que D commute aux limites impliquent
que le foncteur D se restreint à un foncteur

D : (CT−mod)op → CT op−mod.

Définition 4.2. Un objet de CT−mod est de type fini s’il est quotient
d’une somme finie de projectifs T -standards.

Lemme 4.3. Soit P un projectif de type fini de CT−mod. L’objet D(P )
de CT op−mod est projectif de type fini.

Démonstration. Si P est un projectif de type fini alors P est un facteur
direct dans une somme finie de projectifs T -standards F , i.e. il existe
un C-module Q tel que P ⊕ Q = F . Par additivité du foncteur D, il
suffit de montrer le lemme pour P = Ta, cas correspondant à l’exemple
4.1. �
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Notations 4.4. On note Proj(CT−mod) la sous-catégorie pleine des
projectifs de type fini de CT−mod.

Proposition 4.5. La restriction

D : Proj(CT−mod)op → Proj(CT op−mod)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soient P et Q deux objets projectifs de type fini de
CT−mod alors l’application

(⋆) HomCT−mod(P,Q)
D
→ HomCTop−mod(D(Q), D(P ))

est un isomorphisme naturel en ses deux variables. En effet, par addi-
tivité de D, il suffit de vérifier (⋆) pour P = Ta et Q = Tb. Dans ce cas,
l’affirmation est conséquence des isomorphismes naturels

HomCT−mod(Ta, Tb) ∼= T (b, a) ∼= HomCTop−mod(T
b, T a).

Le foncteur D possède un inverse, que l’on note DT op, défini, pour un
objet G de CT op−mod, par DT opG = Hom(G, T op). En effet la compo-
sition

P (x) ∼= HomCT−mod(Tx, P )
D
→ HomCTop−mod(DP, T

x) ∼= DT op ◦DP (x)

définit un isomorphisme I ∼= DT op ◦D. �

On définit une application naturelle

φG : D(F )⊗C G→ HomCT−mod(F,G)

de la façon suivante : soit x ∈ ObC, alors φ est la composition

D(F )(x)⊗G(x)
≈
→ HomCT−mod(F, Tx)⊗HomCT−mod(Tx, G)
→ HomCT−mod(F,G) .

Soient R un anneau unitaire, M un R-module à droite et N un R-
module à gauche. Si M est un projectif de type fini, alors on a l’iso-
morphisme naturel

(4) HomR−mod(M,N) ∼=M ′ ⊗R N.

La proposition suivante généralise ce dernier isomorphisme en rempla-
çant R par une petite catégorie C.

Proposition 4.6. Soit P un objet projectif de type fini de CT−mod,
alors la transformation naturelle entre foncteurs de (CT−mod)−mod

(5) D(P )⊗C −
≈
→ HomCT−mod(P,−).

est un isomorphisme.
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Démonstration. Pour P = Ta, c’est une conséquence des propriétés de
Yoneda. En effet on a les isomorphismes suivants

D(Ta) ∼= T a et HomCT−mod(Ta, G) ∼= G(a) ∼= T a ⊗C G.

Si P est facteur direct dans une somme finie de projectifs T -standard,
la proposition se déduit de l’additivité de D. �

4.3. Comportement de D sur les complexes de projectifs et
foncteur dérivé de D.

Proposition 4.7. Soient X = (Xn, dnX) un complexe de projec-
tifs de type fini de Chb(CT−mod) et Y = (Y n, dnY ) un complexe de
Ch(CT op−mod), alors on a un isomorphisme naturel

Hom(X, Y ) ∼= D(X)⊗ Y.

Démonstration. C’est une conséquence de l’isomorphisme de la pro-
position 4.6 et de la compatibilité des différentielles avec cet isomor-
phisme. �

On rappelle que la catégorie homotopique K∗(A) est la catégorie
obtenue à partir de Ch∗(A) en identifiant les morphismes homotopi-
quement équivalent, c’est-à-dire en posant

HomK(A)(X, Y ) := H0(Hom(X, Y )),

et que la catégorie dérivée D∗(A) est la catégorie triangulée obtenue
à partir de la catégorie homotopique K∗(A) en inversant les quasi-
isomorphismes.

Les bifoncteurs Hom(−,−) et −⊗− induisent les bifoncteurs dérivés
(voir [Borel, page 91 et 98])

RHom : D−(C−mod)op ×D(C−mod)→ D(k−mod),

et

−
L
⊗ − : D−(Cop−mod)×D−(C−mod)→ D(k−mod).

Le foncteur D admet un foncteur dérivé

RD : D−(CT−mod)op → D+(CT op−mod).

Pour calculer le dual dérivé d’un complexe X de D−(CT−mod), on
choisit une résolution projective de X et l’on applique le foncteur D.
Soit F un objet de CT−mod et x un objet de C. On a l’égalité :

Hi(RD(F ))(x) = ExtiCT (F, Tx).

Dans la suite, on pose Di(X) = H i(RD(X)).

Définition 4.8. On dit qu’un complexe X de D(CT−mod) est parfait
s’il est quasi-isomorphe à un complexe borné de projectifs de type fini.
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Proposition 4.9. Soient X et Y deux complexes de D−(CT−mod). Si
X est parfait, alors on a un isomorphisme naturel

RHom(X, Y ) ∼= RD(X)
L
⊗ Y.

Démonstration. Soit P un complexe de projectifs de type fini de
Chb(CT−mod) quasi-isomorphe à X, alors on a des isomorphismes

RHom(X, Y ) = Hom(P, Y ) ∼= D(P )⊗ Y = RD(X)
L
⊗ Y.

�

4.4. Illustration : dualité de Serre. Soit k un corps. Pour un k-
espace vectoriel V on pose V ′ := Homk(V, k).

Définition 4.10. Soit A une catégorie k-linéaire. Une dualité de Serre
pour A est un endofoncteur S : A → A muni d’un isomorphisme
naturel

Φa,b : HomA(b, Sa)→ HomA(a, b)
′

pour touts objets a, b de A. [Comparer à [RV02]]

Remarque 4.11.

(1) Le foncteur S est une dualité de Serre pour A si, et seulement
si, l’objet Sx est un objet représentant le foncteur HomA(x,−)∗

de A−mod pour tout objet x de A.

(2) Le plongement de Yoneda

A → Aop−mod
c 7→ HomA(−, c)

est pleinement fidèle. D’où l’unicité d’une dualité de Serre à
isomorphisme près.

(3) Le lemme de Yoneda donne un isomorphisme naturel

HomAop−mod(HomA(−, Sa),HomA(a,−)
′) ∼= HomA(a, Sa)

′.

On appelle classe fondamentale l’élément Φa ∈ HomA(a, Sa)
′

correspondant à l’isomorphisme Φa,b. L’isomorphisme Φa,b est
l’adjoint à gauche (au sens de la théorie des formes bilinéaires)
de la forme bilinéaire

HomA(a, b)× HomA(b, Sa)→ HomA(a, Sa)
Φa→ k.

Soit T un bifoncteur de Yoneda sur C. On suppose que la catégorie
C est k-linéaire.

Notations 4.12.
– On note Dparf(CT−mod) la sous-catégorie pleine de D(CT−mod)

dont les objets sont les complexes parfaits.
– On note F ′ la postcomposition de F par l’opération de dualité
V 7→ V ′ := Homk(V, k).
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Proposition 4.13. Soient X et Y deux complexes de Dparf(CT−mod).
On a un isomorphisme naturel

RHom(X, Y )′ ∼= RHom(Y,RD(X)′).

En particulier, le foncteur RD(−)′ est une dualité de Serre pour
Dparf(CT−mod).

Démonstration. Soit P un complexe de projectifs de type fini de
Chb(CT−mod) quasi-isomorphe à X, alors on a des isomorphismes

RHom(X, Y )′ ∼= (D(P )⊗ Y )′ ∼= Hom(Y,D(P )′).

Le deuxième isomorphisme est une conséquence de l’adjonction carac-
térisant le produit tensoriel. Le foncteur F 7→ F ′ est exact, donc D(P )′

est une résolution injective bornée de D(X)′. On en déduit un isomor-
phisme

RHom(X, Y )′ ∼= RHom(Y,RD(X)′).

�

5. Foncteurs à dualité

Soit T un bifoncteur de Yoneda pour C. On introduit la notion de
foncteur à dualité dans CT−mod. Cette notion se mesure par l’action
du foncteur de dualité

D : (CT−mod)op → CT op−mod

sur certains objets de CT−mod.

5.1. Définitions et premières propriétés.

Définition 5.1. On dit qu’un CT -module est de type FP∞ (resp. de
type FP ) s’il admet une résolution (resp. une résolution finie) par des
projectifs de type fini de CT−mod.

Définition 5.2. Soit F un CT -module à gauche. On dit qu’il est de
dimension cohomologique n si pour tout CT -module G, et pour tout
m > n, on a l’égalité ExtmC (F,G) = 0, et s’il existe un C-module G tel
que l’on ait ExtnCT (F,G) 6= 0.

Notations 5.3. Soit X un objet de CT−mod et n un entier. On note
X [n] le complexe de D (CT−mod) défini par X [n]i = 0 si i 6= n et
X [n]n = X.

Définition 5.4. On appelle foncteur d’Eilenberg-Mac Lane de degré
n un objet F de CT−mod tel que l’on ait un isomorphisme

RD (F ) ∼= Dn (F ) [n]

dans D+ (CT op−mod) (On rappelle que Dn (F ) = Hn(RDF )).

Théorème 5.5. Soit F un CT -module de type FP , alors les conditions
suivantes sont équivalentes
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(1) Il existe un entier n tel que F est d’Eilenberg-Mac Lane de degré
n.

(2) Il existe un entier n tel que

ExtiCT (F, Tx) = 0

pour tout i 6= n et x ∈ ObC.

(3) Il existe un entier n et un isomorphisme

ExtiCT (F,−) ∼= TorCTn−i (D
n (F ) ,−) .

L’entier n est la dimension cohomologique de F dans la catégorie
CT−mod.

Démonstration. L’équivalence 1 ⇔ 2 est claire. Montrons que 3 ⇒ 2.
Soit x un objet de C. Spécialisant l’isomorphisme de 3 à Tx, on obtient

ExtiCT (F, Tx) ∼= TorCTn−i (D
n (F ) , Tx) .

Comme Tx est projectif dans CT−mod, on a pour i 6= n une égalité
TorCTn−i (D

n (F ) , Tx) = 0. Montrons 1⇒ 3. Le CT -module F est de type
FP donc F est parfait, de plus RD (F ) ∼= Dn (F ) [n] . La proposition
4.9 donne

RHom (F,−) ∼= Dn (F ) [n]
L
⊗ −.

En prenant la cohomologie, on obtient un isomorphisme ExtiCT (F,−) ∼=

TorCTn−i (D
n (F ) ,−). �

Définition 5.6. On appelle foncteur à dualité un foncteur qui satisfait
une des conditions du théorème.

Remarque 5.7. Si k est un corps, la troisième condition du théorème
est équivalente à la suivante.

(3’) Il existe un entier n et un isomorphisme

ExtiCT (F,−)′ ∼= Extn−i
CT

(
−, Dn (F )′

)
.

Proposition 5.8. Soit F un foncteur à dualité de CT−mod de dimen-
sion cohomologique n. Le foncteur Dn(F ) est un foncteur à dualité de
CT op−mod et F est son module dualisant.

Démonstration. L’équivalence

DT : Proj(CT−mod)op → Proj(CT op−mod)

de la proposition 4.5 avec inverse le foncteur

DT op : Proj(CT op−mod)→ Proj(CT−mod)op

passe au quotient et on obtient alors l’équivalence

RDT : Kb(Proj(CT−mod))op → Kb(Proj(CT op−mod))
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au niveau des catégories homotopiques. La composition à gauche et à
droite respectivement par les équivalences

Dparf(CT−mod) ∼= Kb(Proj(CT−mod))

Kb(Proj(CT op−mod)) ∼= Dparf(CT op−mod)

fournit l’équivalence de catégories

RDT : Dparf(CT−mod)→ Dparf(CT op−mod)

avec inverse le foncteur RDT op. L’isomorphisme RDT op(RDTF ) ∼= F
implique RDT op(DnF ) ∼= F [n]. Il s’ensuit que Dn(F ) est un foncteur à
dualité de CT op−mod et que F est son module dualisant. �

6. Illustration : foncteurs polynomiaux stricts

Nous illustrons ces notions en homologie des foncteurs polyno-
miaux stricts au sens de Friedlander et Suslin [FS97]. L’étude des
groupes d’extensions s’est bien développée ses dernières années voir
par exemple [Touzé2]. Pour un corps fini k, soit RepΓd

k la catégorie des
foncteurs polynomiaux stricts de degré d. La catégorie RepΓd

k est équi-
pée d’une dualité de Ringel θ introduite par M.Chałupnik [Chałupnik]
et A.Touzé [Touzé1] : le foncteur dualité de Ringel θ := RHom(Λd,−) :
Db(Rep Γd

k) → D
b(Rep Γd

k) est une équivalence de catégorie avec in-
verse le foncteur θ−1 : X 7→ θ(X#)# (voir [Chałupnik, corollaire 2.4],
[Touzé1, théorème 3.8], [Krause, théorème 4.9]).

H. Krause dans [Krause] montre que l’équivalence θ−2 est un foncteur
de Serre pour Dparf(Rep Γ

d
k).

Ce phénomène de dualité de Serre pour la catégorie RepΓd
k rentre

dans le cadre général de la dualité présentée dans cet article. D’une
part, notre théorie de dualité permet d’équiper directement la caté-
gorie des foncteurs polynomiaux stricts RepΓd

k d’un foncteur de dua-
lité D qui fournit à son tour un foncteur dualité de Serre RD(−)′ de
Dparf(Rep Γ

d
k). D’autre part, on déduit de l’unicité d’un foncteur de

Serre que RD(−)′ et le foncteur de Serre décrit par Krause coïncident
i.e. l’équivalence de catégorie θ−2 est isomorphe à RD(−)′.

6.1. Dualité de Serre pour RepΓd
k. On utilise les notations de

[Krause]. On réfère à [Pirashvili] pour plus de détails sur les foncteurs
polynomiaux stricts.

Soit Pk la catégorie des k-espaces vectoriels de dimension finie et
Γd : Pk → Pk le foncteur puissance divisée défini par

Γd(V ) =
(
V ⊗d

)Sd

[le groupe symétrique Sd agissant par permutation des facteurs du
produit tensoriel]. On note ΓdPk la catégorie dont les objets sont les k-
espaces vectoriels de dimension finie, dont les morphismes sont définis
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par
HomΓdPk

(V,W ) = ΓdHomk(V,W ) (∀V,W ∈ Pk)

et dont la composition des morphismes est définie via l’identification

ΓdHomk(V,W ) = Homk

(
V ⊗d

,W⊗d
)Sd

.

La catégorie des foncteurs polynomiaux stricts de degré d est la catégo-
rie des foncteurs k-linéaires de ΓdPk dans la catégorie des k-modules.
Notons RepΓd

k cette catégorie et Repop Γd
k la catégorie des foncteurs

contravariant k-linéaires de ΓdPk dans la catégorie des k-modules.
Par exemple, les foncteurs classiques de puissance tensorielle ⊗d, de

puissance symétrique Sd, de puissance extérieure Λd et de puissance
divisée Γd sont des foncteurs polynomiaux stricts de degré d.

La catégorie RepΓd
k est la sous-catégorie épiréflexive de ΓdPk−mod

associée au bifoncteur de Yoneda LΓdPk
défini dans l’exemple 3.3. C’est

une catégorie abélienne. Les projectifs standards Γd,V = HomΓdPk
(V,−)

forment un système de générateurs projectifs de RepΓd
k. On rappelle

qu’on dispose d’un foncteur de dualité

D : (Rep Γd
k)

op → Repop Γd
k

F 7→ Hom(F, LΓdPk
).

Proposition 6.1. Le foncteur RD(−)′ est une dualité de Serre pour
Dparf(Rep Γ

d
k).

Démonstration. C’est une réécriture de la proposition 4.13 dans le
contexte des foncteurs polynomiaux stricts. �

Notations 6.2. Soient F un objet RepΓd
k et V un objet de Pk.

– On note Λd,V la précomposition de Λd par Hom(V,−).
– On note # le foncteur dualité de Kuhn

# : (RepΓd
k)

op → (Rep Γd
k)

F 7→ F#

défini par F#(V ) = F (V ′)′.
– On note Hom(Λd,−) le foncteur

Hom(Λd,−) : Rep Γd
k → RepΓd

k

F 7→ HomRepΓd
k
(Λd, F )

où HomRep Γd
k
(Λd, F ) est le foncteur V 7→ HomRepΓd

k
(Λd,V , F ).

Théorème 6.3 ([Touzé1, théorème 3.8], [Krause, théorème 4.9]). Le
foncteur dualité de Ringel

θ := RHom(Λd,−) : Db(Rep Γd
k)→ D

b(Rep Γd
k)

est une équivalence de catégorie avec quasi-inverse le foncteur θ−1 :
X 7→ θ(X#)#.

Proposition 6.4. Les endofoncteurs RD(−)′ et θ−2 de Dparf(Rep Γ
d
k)

sont isomorphes.
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Démonstration. H.Krause montre que le foncteur θ−2 est une dualité de
Serre pour Dparf(RepΓ

d
k) (voir [Krause, corollaire 5.5]). La proposition

suit de l’unicité d’un foncteur dualité de Serre (voir remarque 4.11). �

6.2. Exemple d’un foncteur à dualité dans RepΓd
k. Soit k un

corps de caractéristique p. Soient r et s deux entiers positifs. On pose
d = spr. Le foncteur twist de Frobenius

I(r) : V 7→ V r = k < v⊗pr , v ∈ V >⊂ Spr (V )

est un foncteur polynomial strict de degré pr. La précomposition par
I(r) d’un foncteur polynomial strict F de degré s définit un foncteur
polynomial strict I(r) ◦F de degré spr. On pose F (r) := I(r) ◦F .
Soit s = (s1, · · · , sk) une partition de s. Pour X = S (resp. X = Γ, X =
Λ), on pose Xs = ⊗k

i=1X
si. On rappelle que Xs est alors un foncteur

polynomial strict de degré s.

Proposition 6.5. Soit s = (s1, · · · , sk) une partition de s. Alors le
foncteur Γs(r) est à dualité. En particulier

RD
(
Γs(r)

)′ ∼= Ss(r)[2s (pr − 1)]

et on a l’isomorphisme naturel

ExtiRep Γd
k

(
Γs(r),−

)′ ∼= Ext
2s(pr−1)−i

RepΓd
k

(
−, Ss(r)

)
.

Démonstration. Pour la preuve de la proposition, on utilise les pro-
priétés suivantes de la dualité de Ringel θ (voir théorème 6.3) pour les
foncteurs polynomiaux stricts étudiée dans l’article [Touzé1].

(1) On a des isomorphismes θ(Ss) ∼= Λs et θ(Λs) ∼= Γs (voir [Touzé1,
lemme 3.6]).

(2) Soit C ∈ Db(RepΓd
k). On a les isomorphismes naturels

θn(C ◦ I(r)) ∼=
(
θn(C) ◦ I(r)

)
[dn(pr − 1)]

et
θn(I(r) ◦C) ∼=

(
I(r) ◦θn(C)

)
[dn(pr − 1)]

(voir [Touzé1, proposition 6.6]).

La proposition 6.4 et la définition de l’inverse de θ du théorème 6.3
donnent

RD
(
Γs ◦ I(r)

)′
∼= θ−2(Γs ◦ I(r)) ∼= θ2(Γs ◦ I(r))#)#.

Les propriétés ci-dessus de θ et les égalités (F ◦G)# = F# ◦G#,Γs# =

Ss et I(r)# = I(r) permettent de réécrire cet isomorphisme sous la forme

RD
(
Γs ◦ I(r)

)′
∼= (θ2(Ss) ◦ I(r))#[2s (pr − 1)] ∼= Ss ◦ I(r)[2s (pr − 1)].

Le foncteur Γs ◦ I(r) étant d’Eilenberg-Mac Lane de degré 2s (pr − 1),
l’isomorphisme entre les groupes d’extensions suit du théorème 5.5. �
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7. Les immeubles de Tits sont des catégories à dualité

Soit C une petite catégorie. Dans cette section k est le groupe abélien
Z. On rappelle que C−mod est la catégorie des foncteurs covariants de
C dans la catégorie des groupes abéliens. Le foncteur de dualité

D : (C−mod)op → Cop−mod

qui associe à un C-module à gauche F le C-module à droite Hom(F, C)

envoie un projectif standard P C
x de C−mod vers le projectif stan-

dard P x
C de Cop−mod. Un foncteur F de C−mod est à dualité si

RDF ∼= Dn(F )[n] dans D+(Cop−mod) pour un certain entier n i.e.
étant donnée une résolution projective de type FP de F , la cohomolo-
gie du complexe de projectifs obtenue après l’application du foncteur
de dualité D est concentrée en le degré n. Dans cette section on s’in-
téresse aux petites catégories C telles que le foncteur constant Z est à
dualité. Notre résultat principal est le corollaire 7.18 où on montre que
les immeubles de Tits sphériques sont des catégories à dualité.

7.1. Définitions et premières propriétés.

Définition 7.1. Une petite catégorie C est à dualité si le C-module Z
est à dualité. Dans ce cas on a un isomorphisme naturel

ExtiC (Z,−) ∼= TorCn−i (D
n (Z) ,−)

pour un certain entier n. On appelle le C-modules à droite Dn (Z) le
dualisant de C.

Exemple 7.2. Soit C la catégorie x
α

((

β

66 y . Le complexe de C-

modules à gauche suivant

(6) 0 −→ P C
y

α∗−β∗

−→ P C
x

est une résolution projective finie du module trivial Z. Appliquant le
foncteur de dualité D, on obtient le complexe

(7) P y
C

α∗−β∗

←− P x
C ←− 0.

On vérifie que c’est une résolution projective finie du module (à droite)
trivial Z. Il s’ensuit que Z est à dualité et D(Z) ∼= Z[1].

Exemple 7.3. Soit C la catégorie suivante

4

a
��
❂❂

❂❂
❂❂

❂ 0
d

��
❂❂

❂❂
❂❂

❂

b
��

1
c

��✁✁
✁✁
✁✁
✁

e
��

2 3

Le complexe de C-modules suivant

0→ P C
2 ⊕ P

C
2 ⊕ P

C
3

φ
→ P C

0 ⊕ P
C
1 ⊕ P

C
4
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où φ est donné par la matrice




b∗ b∗ d∗

−c∗ 0 −e∗

0 −a∗ 0


 est une résolution

projective de Z. On applique le foncteur de dualité D à cette résolution,
on obtient le complexe

P 2
C ⊕ P

2
C ⊕ P

3
C

φ∗

← P 0
C ⊕ P

1
C ⊕ P

4
C ← 0

et on vérifie que c’est une résolution projective du C-module à droite
D1(Z), donné sur les objets par

D1(Z)(0) = D1(Z)(1) = D1(Z)(2) = Z2 et D1(Z)(3) = D1(Z)(4) = Z.

Pour voir qu’une petite catégorie C est à dualité, il suffit de calculer
pour tout objet x de C les groupes d’extensions

Ext∗C(Z, P
C
x ).

Si ces groupes sont nuls sauf pour un certain degré n (qui ne dépend
pas de x) alors la catégorie est à dualité. Le but de ce que suit est de
simplifier les calculs de ces groupes.

Rappels 7.4 (Cohomologie d’une petite catégorie). La cohomologie
d’une petite catégorie C à cœfficient dans un foncteur F est défini par

H∗(C;F ) := Ext∗C(Z, F ).

On définit le complexe BC
∗ par

BC
n =

⊕

x0→···→xn∈NnC

P C
xn
,

(NnC désigne l’ensemble des chaines de morphismes de C de longueur

n) et pour [xn
f
→ a]

x0→···xn−1

α
→xn
∈ BC

n(a)

dnBC
∗
[xn

f
→ a]x0→···xn−1

α
→xn

=

n−1∑

i=0

(−1)i[xn → a]x0→···x̂i···→xn

+ (−1)n[xn−1
f◦α
→ a]x0→···→xn−1

∈ BC
n−1(a),

où a ∈ ObC et x0 → · · · x̂i · · · → xn est la chaine de morphismes de
longueur n−1 obtenue de x0 → · · · → xn en remplaçant la sous chaine
xi−1 → xi → xi+1 par sa composition. Le complexe BC

∗ est une résolu-
tion projective du module trivial Z et on a H∗(C;F ) = H∗(Hom(BC

∗ , F )).
Soit i : C′ →֒ C le foncteur inclusion d’une sous-catégorie C′ dans C.

La cohomologie relative à cœfficient dans un foncteur F est définie par

H∗(C, C′;F ) := H∗(Hom(BC
∗ , F )/Hom(BC′

∗ , F ◦ i))

et fournit une suite exacte longue

· · · → Hi(C;F )→ Hi(C′;F ◦ i)→ Hi+1(C, C′;F )→ Hi+1(C;F )→ · · · .



22 RAMZI KSOURI

Notations 7.5. Soient x et y deux objets de C (pas forcément un
ensemble ordonné), on dit que x ≤ y s’il existe un morphisme de x vers
y dans C. On dit que x et y sont joignables s’il existe un objet z tel que
x ≤ z ≥ y.

– On note C̃x la sous-catégorie pleine de C dont les objets sont joi-
gnables à x.

– On note Cx la sous-catégorie pleine de C̃x des objets � x.
– On note C≤x (resp. C<x) la sous-catégorie pleine de C dont les objets

sont ≤ x (resp. < x).

Proposition 7.6. Soit C une petite catégorie et x ∈ Ob(C). Alors

H∗(C;P C
x )
∼= H∗(C̃x;P

C̃x
x ).

Démonstration.
Il y a une suite exacte de C-modules 0 → BC̃x

∗ → B
C
∗ → B

C
∗/B

C̃x
∗ → 0.

Comme BC
∗/B

C̃x
∗ est projective, en appliquant le foncteur Hom(−, P C

x ),
on obtient la suite exacte

0→ Hom(BC
∗/B

C̃x
∗ , P

C
x )→ Hom(BC

∗ , P
C
x )→ Hom(BC̃x

∗ , P
C
x )→ 0.

Pour i ∈ N, on a

Hom(BC
i /B

C̃x
i , P

C
x )
∼=

∏

x0→···→xi /∈NiC̃x

P C
x (xi) = 0,

d’où l’isomorphisme Hom(BC
∗ ;P

C
x )
∼= Hom(BC̃x

∗ , P
C
x ). �

Proposition 7.7. Soit C une petite catégorie et x ∈ Ob(C). Alors

(8) H∗(C;P C
x )
∼= H∗(C̃x, Cx;P

C̃x
x ).

Démonstration. La démonstration est analogue à la précédente. Il y
a une suite exacte de C-modules 0 → BCx

∗ → B
C̃x
∗ → B

C̃x
∗ /B

Cx
∗ → 0.

Appliquons le foncteur Hom(−, P C
x ), on obtient la suite exacte

0→ Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ , P

C
x )→ Hom(BC̃x

∗ , P
C
x )→ Hom(BCx

∗ , P
C
x )→ 0.

Pour i ∈ N, on a

Hom(BCx
i , P

C
x )
∼=

∏

x0→···→xi∈NiCx

P C
x (xi) = 0,

d’où l’isomorphisme Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ ;P C

x )
∼= Hom(BC̃x

∗ , P
C
x ).

�

7.2. Ensembles ordonnés. Dans ce paragraphe, on donne une condi-
tion pour qu’un ensemble ordonné simplicial soit une catégorie à dua-
lité.
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Rappels 7.8 (Complexes simpliciaux). Un complexe simplicial sur un
ensemble de sommets V est une collection ∆ de sous-ensembles finis
non vides de V telle que {v} ∈ ∆ pour tout v ∈ V et tout sous-ensemble
non vide de A ∈ ∆ est dans ∆. On appelle simplexe un élément de ∆.
La dimension d’un simplexe F est définie par dimF = |F | − 1. La
dimension de ∆ est le maximum des dimensions de ses éléments.

Soit A un simplexe d’un complexe simplicial ∆, le link de A est le
sous complexe simplicial des simplexes B joignables à A et disjoints de
A :

linkA = {B;A ∪ B ∈ ∆ et A ∩ B = ∅} .

Un ensemble ordonné est une catégorie telle que, entre deux objets, il
y a au plus un morphisme. À tout complexe simplicial ∆, on associe un
ensemble ordonné, qu’on note P (∆), dont les objets sont les simplexes
de ∆ et les morphismes sont les inclusions. Un ensemble ordonné P est
dit simplicial s’il existe un complexe simplicial ∆ tel que P ∼= P (∆). Le
joint simplicial de deux complexes simpliciaux ∆ et ∆′ est le complexe
simplicial

∆ ∗∆′ = {A ∪B;A ∈ ∆, B ∈ ∆′} ∪∆ ∪∆′.

Soit P = P (∆) et Q = P (∆′) deux ensembles ordonnés simpliciaux.
On appelle joint simplicial l’ensemble ordonné simplicial P ∗Q := P (∆∪
∆′). On note |∆| la réalisation topologique d’un complexe simplicial ∆.
La subdivision barycentrique d’un ensemble ordonné P est un ensemble
ordonné simplicial qu’on note ∆(P ). La réalisation topologique de P
est celle de ∆(P ).

Pour C un ensemble ordonné, la proposition 7.7 prend la forme simple
suivante :

Proposition 7.9. Si C est un ensemble ordonné, alors l’isomorphisme
(8) prend la forme simple

(9) H∗(C;P C
x )
∼= H∗(C̃x, Cx;Z).

Si, de plus, C̃x est contractile alors

(10) H∗(C, P C
x )
∼= H̃

∗−1
(Cx;Z).

Démonstration. Soit ZCx le C̃x-module, défini par ZCx(a) = Z si a ∈
Ob(Cx) et 0 sinon. Si C est un ensemble ordonné i.e. il y a au plus un
morphisme entre deux objets, alors on a la suite exacte de C̃x-modules :

0→ ZCx → Z→ P C̃x
x → 0.

Appliquons le foncteur Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ ,−), on obtient la suite exacte

0→ Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ ,Z

Cx)→ Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ ,Z)→ Hom(BC̃x

∗ /B
Cx
∗ , P

C̃x
x )→ 0.
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Pour i ∈ N, on a

Hom(BC̃x
i /B

Cx
i ,Z

Cx) ∼=
∏

x0→···→xi /∈NiCx

ZCx(xi) = 0,

d’où l’isomorphisme

Hom(BC̃x
∗ /B

Cx
∗ ,Z)

≈
→ Hom(BC̃x

∗ /B
Cx
∗ , P

C̃x
x ).

L’isomorphisme (9) suit en passant à la cohomologie. La suite exacte
longue de cohomologie réduite associé à la paire (C̃x, Cx) donne le
deuxième isomorphisme.

�

Exemple 7.10. Soit P l’ensemble ordonné suivant

0

��
❂❂

❂❂
❂❂

❂

��

1

��✁✁
✁✁
✁✁
✁

��

2 3

alors
P̃0 = P̃1 = P , P0 = 1 et P1 = 0.

On est dans la situation où P0 et P1 sont contractiles, donc

H1(P̃0,P0;Z) = H1(P̃1,P1;Z) = Z et H0(P̃0,P0;Z) = H0(P̃1,P1;Z) = 0.

De plus, on a

P̃2 = 0

��

1

��✁✁
✁✁
✁✁
✁

2

et P̃3 = 0

��
❂❂

❂❂
❂❂

❂ 1

��

3

P2 et P3 consistent en deux points 0 et 1. On est dans la situation où
P̃2 et P̃3 sont contractiles. On trouve que

H1(P̃2,P2;Z) = H1(P̃3,P3;Z) = Z et H0(P̃2,P2;Z) = H0(P̃3,P3;Z) = 0.

La catégorie P est à dualité et le dualisant D1(Z) est le module trivial
Z.

Lemme 7.11. Si P est un ensemble ordonné simplicial alors

P̃x
∼= P≤x ∗ linkx et Px

∼= P<x ∗ linkx .

Démonstration. Soit ∆ un complexe simplicial tel que P ∼= P (∆). On
peut voir via cet isomorphisme les objets de P comme des ensembles
finis et les morphismes comme des inclusions. Soit z un objet de P̃x, vu
comme un ensemble fini, on peut le voir comme la réunion disjointe de
z ∩x et z\x. Les isomorphismes du lemme sont construits en associant
à z l’objet (z ∩ x) ∪ (z\x) de P≤x ∗ linkx. �
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Théorème 7.12. Soit P un ensemble ordonné simplicial fini. S’il
existe un entier n tel que pour tout objet x de P,

H̃
i
(linkx) = 0 pour i 6= n− dim(x)− 1,

alors P est à dualité.

Démonstration. Le lemme précédent montre que P̃x est contractile
pour tout objet x de P. On a alors

H∗(P, PP
x ) = H̃

∗−1
(P<x ∗ linkx;Z).

Or, pour un ensemble ordonné simplicial, P<x est (co)homologiquement

une sphère de dimension dim x − 1. Si H̃
i
(linkx) = 0 pour i 6= n −

dim(x)−1 alors la cohomologie réduite de Px est concentrée en dimen-
sion n − 1. Il suit que Hi(P, PP

x ) = 0 pour i 6= n. L’hypothèse que P
est fini assure que Z est de type FP et la proposition 5.5 permet de
conclure. �

Le lemme clé suivant dû à Munkres, nous permet d’écrire une version
topologique du théorème 7.12.

Lemme 7.13. Soit ∆ un complexe simplicial et x un simplexe de ∆.
Alors

Hi(|∆|, |∆| − x) ∼= H̃
i−dim(x)−1

(linkx).

Démonstration. Voir [Munkres1, lemme 3.3 page 116] . �

Théorème 7.14. Soit ∆ un complexe simplicial fini de dimension n,
alors P (∆) est une catégorie à dualité si et seulement si la cohomologie
locale de |∆| en tout point est concentrée en degré n. Dans ce cas :

ExtiP (∆)(Z,−) ∼= Tor
P (∆)
n−i (Dn(Z),−)

où Dn(Z) est le foncteur défini sur les objets par

Dn(Z)(x) = Hi(|∆|, |∆| − x).

7.3. Application : immeubles sphériques.

Définition 7.15. Un immeuble sphérique est un complexe simplicial
qui est l’union de sous-complexes Σi vérifiant

(1) Chaque Σi est un complexe de Coxeter fini.

(2) Pour touts simplexes A,B ∈ ∆, il existe un appartement Σi

contenant A et B.

(3) Si Σ1 et Σ2 sont deux appartements contenant A et B, il existe
un isomorphisme Σ1 → Σ2 fixant A et B.

Théorème 7.16 ([AB08, théorème 4.73 page 197]). Si ∆ est un im-
meuble sphérique de dimension n, alors |∆| a le type d’homotopie d’un
bouquet de n-sphères.
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Proposition 7.17 ([AB08, proposition 4.9 page 176]). Si ∆ est un
immeuble sphérique, alors linkA est un immeuble sphérique pour tout
A ∈ ∆.

Pour un immeuble sphérique de dimension n, | linkA | a le même type
d’homotopie qu’un bouquet de sphères de dimension n − dim(A)− 1.
On déduit du théorème 7.12 :

Corollaire 7.18. Soit ∆ un immeuble sphérique fini, alors l’ensemble
ordonné simplicial P (∆) est une catégorie à dualité.

7.4. Dualité de Poincaré pour une variété. Dans cet exemple, on
retrouve la dualité classique de Poincaré pour une variété cohomolo-
gique compacte et triangulée. On rappelle qu’une variété cohomolo-
gique de dimension n est un espace topologique X tel que pour tout
point x ∈ X, les groupes de cohomologie locale Hi(X,X − x) sont nuls
pour i 6= n et Hn(X,X − x) = Z. Soit ∆ une triangulation finie d’une
variété cohomologique de dimension n. Le théorème précédent montre
que P (∆) est une catégorie à dualité. Le dualisant Dn(Z) est égal à Z
en tout objet x de P (∆).

Rappels 7.19.
– On a les isomorphismes suivant

H∗(|∆|,Z) ∼= Ext∗P (∆)(Z,Z) ∼= Ext∗P (∆)op(Z,Z)

et
H∗(|∆|,Z) ∼= TorP (∆)

∗ (Z,Z) ∼= TorP (∆)op

∗ (Z,Z).
– La variété |∆| est orientable si et seulement si Hn(|∆|,Z) ∼= Z.

Proposition 7.20. La variété |∆| est orientable si et seulement si le
dualisant Dn(Z) est le P (∆)op- module trivial Z.

Démonstration. Supposons |∆| orientable. La proposition 5.8 donne

Ext0P (∆)op(D(Z),Z) ∼= TorP (∆)op

n (Z,Z).

L’orientabilité de |∆| est équivalente à TorP (∆)op

n (Z,Z) ∼= Z et par
suite HomP (∆)op−mod(D

n(Z),Z) ∼= Z et donc Dn(Z) ∼= Z. Inverse-
ment si Dn(Z) ∼= Z alors l’isomorphisme de dualité ExtiP (∆)(Z,−) ∼=

Tor
P (∆)
n−i (Dn(Z),−) implique TorP (∆)

n (Z,Z) ∼= Z. �

Proposition 7.21. Soit X une variété cohomologique compacte et tri-
angulée de dimension n. Si X est orientable alors

H∗(X,Z) ∼= Hn−∗(X,Z).

Démonstration. Si la variété est orientable alors le dualisant Dn(Z) est
le P (∆)op- module trivial Z. On obtient

ExtiP (∆)(Z,Z) ∼= Tor
P (∆)
n−i (Z,Z).

On retrouve ainsi la dualité de Poincaré. �
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7.5. Groupe fondamental d’une variété asphérique. Soit ϕ :
C → D un foncteur entre deux petites catégories. On suppose que C est
une catégorie à dualité et les fibres ϕ|− sont contractiles. Par le théo-
rème A de Quillen ([Quillen]), ϕ est une équivalence d’homotopie. Soit
Resϕ : D−mod −→ C−mod (resp. Resϕop : Dop−mod −→ Cop−mod)
le foncteur de précomposition avec ϕ (resp. ϕop). On note LKϕ (resp.
LKϕop l’adjoint à gauche de Resϕ (resp. Resϕop). Les ϕ|d sont contrac-
tiles pour tout d ∈ Ob(D) donc

Ext∗D(Z, F ) ∼= Ext∗C(Z,ResϕF ).

L’extension de Kan à gauche LKϕ envoie une résolution de type FP du
C-module trivial Z sur une résolution de type FP du D-module trivial
Z. Soit d ∈ Ob(D), alors on a Ext∗D(Z, Pd) ∼= Ext∗C(Z,ResϕPd). Le fait
que C est à dualité donne ExtiD(Z, Pd) ∼= TorCn−i(D,ResϕPd), où D est
le C-module dualisant de C. En utilisant la proprieté LKϕop(F )⊗DG ∼=
F ⊗C ResϕG, on a

TorCn−i(D,ResϕPd) ∼= Ln−iLKϕop(D)(d)

∼= Tor
d|ϕ
n−i(D,Z)

où L désigne la dérivé à gauche. Si Tord|ϕn−i(D,Z) = 0 pour tout i 6= n
alors D est une catégorie à dualité.

Soit π̃1(C) le groupoïde obtenu à partir de C en inversant tout les
morphismes. La catégorie π̃1(C) est équivalente au groupe d’automor-
phisme, qu’on note π1(C), d’un de ses objets. Ce groupe est isomorphe
au groupe fondamental de C (voir [Quillen]). Supposons que C est un
K(π1(C); 1) alors le foncteur canonique π : C → π1(C) (on considère
π1(C) comme une catégorie à un seul objet •) est une équivalence d’ho-
motopie et les fibres π|• et •|π sont contractiles. Si, de plus, C est
l’ensemble ordonné simplicial associé à une triangulation d’une variété
cohomologique orientable alors le dualisant D est le C-module trivial Z.
Dans ce cas, on a Tor

•|π
n−i(D,Z) = 0 pour tout i 6= n. Il suit que π1(C) est

un groupe à dualité de Poincaré (un cas particulier de [Brown, exemple
1 page 222]).
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